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KUMULATIIVISTEN T.ODENNAKGISYYKSIEN YKSISUUNTAISET CHEBYSHEV-
TYYPPISET RAJAT ERAIDEN YLEISTEN JAKAUMAPERHEIDEN TAFAUKSESSA*

1 Johdanto

V_Téssé ty&ssa tarkastellaan satunnaismuuttujaan liittyvid kumu-

latiivisis todennik&isyyksid sellaisissa tapauksissa, jolssa
sstunnaismuuttujan jaksumasta kdytettdvissa oleva informaztio
on hyvin niukkaa. Tunnetuin tulos £5118 alusells on kuuluisa
m&-Chehyshevinl epdyht3ld, Joka pitee

N
ym 1ghys
menttia avat B8rellisind olemassa.

Chebyshevin epiyht8ltn tavanomaisin gsitysmuscto on

(1) P{|%-1| 2 ko} < ”1“'2’ ,
k

missd u = E(X) on satunnaismuuttujan X jakauman odotusarve ja

¢ = 0(¥X) sen hajonta Ja k on mielivaltazinen positiiviluku.

Chebyshevin epdyht#ld antss tunnetusti my#s tiukimmat mahdol-
liset rajat (1):n vassmmalla puclella esiintyvélle todenndkdi-
syydelle. Sen sijaan epiyht8ldlls on olemassa lukuisa maard
yleistyksis, kun em, momenttien liséksi on kdytattdvissd muu-
takin informaatiota jakaumasta. fUletetfuna lisdinformaationa
on useimmiten jakauman tistyn tyyppinen sileys tai tunnetut
korksammat momentit {hyvAn kuvan clemasssolevista Chebyshevin
lausesn yleistyksistd sse tutustumalla C.L. Mellows’in [3]

ja H.J. Godwin'in [2] tutkimuksiin ja nlissa viitattuun l&h-

dekirjallisuutean).

* “ytkimukser aiheesta samoin kuin kaytetyn menstelmdllisen
ldvestysmistavan viitoittamisesta olen kiitellinen professorl

Pentti Malaskalle.
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Tdssd tyBssd pyritdsn epdyhtildn (1] yksisuuntalseen yleistyk-
seen sakd perustilanteessa (vain jakauman odotusarvon Jja ha-
jonnan Dlemassaolé turnnettunal cbtd erdissh muissa tapauksia-
sa, kun jakauman luonteesta on enemmin informaatiota kdytet-
tévissd. Tulosten johtaminen perustuu kertymdfunktion ylei-
siin ja kussakin tapauksessa glatettuihin erityisiin ominai-
suuksiin Ja niihin 1iittyvi&n geometriseen tarkasteluun. Ole-
tetut ominaisuudet omzavat jakaumat voivat kulkez vain tietyis-
sd tason osissa. Tamén sallitun alusen reunakdyrit johtavat
tiettyihin &8rijakaumiin, joiden perusteelia saadaan stsityt

epEyhtdldmuotoiset rajat todenndk8isyyksille.

Yksisuuntaiset rejat johtavat kashdenlaiseen tésmennyksesn pe-
rustuloksaen (1) verrattuna. Ensiksikin on mahdoilista saa-
vuttaa (ei-triviasli) tulos myds alle hajonnan p&5ssd odotus-
arvosta oleville satunnaismuuttujan arvoille, ts. (1):rssE
asiintyvan kertoimen k arveille 0 < k S 4. Toiseksi my&s
erddlls valilld 1 < k < k1 (k1 > 1) on mahdollista saavubttaa
tivkempl vksisuuntainen raja kuin mitd (1):std an yksisuuntai-
8ena suorasn saatavissa. Saadasan siis tiukempia todenndkdi-
syysarvioita juuri silils satunnaismuuttujan arvoalueella, jo-
ka tavallisesti on suurimman mielenkiinnon kehteena,

2 Chebyshevin epdyhts1s Ja sallittujen jakaumien alue
2.1 Chebyshevin epdyhtsls

Tarkastellaan satunnaismuuttujaa X, Jonka jakaumasta tiedet#3n
vain, attd sen odotusarvo ja hajonta ovat &3rellisini olemas-
sa. Merkit2in jakauman kertym&funktiota F(x):113 ja olkoot
Jjakauman odotusarve ja hajonta u = E(x) Ja o = O(x) vastaa~
vasti. Vaikka Chebyshevin epdyhtdl8n johtaminen onkin ylei~
sasti tunnettu, suoritetaan t&mg aluksi, sill& myShemmin jau-

dutaan viittaamaan sen eri vaiheisiin.

Kuva 1. Kertym&funkticn yleinen kulku

Kuvassa 1, jossa on skemaattisesti asitetty kertymifunkbtion
yleinen kulku, satunnaismuuttujan X arveoalus on jaettu kolmeen
0saan, osa-alueiden rajakchtina pistest p-ko Je u+ko. T3Etd ja-

ottelua noudattaen jakauman varianssi voidaan lausua muogdossa

=)

(2) 0% = 7 (x-u)2dFix)
u-ka 2 utko 2 o 5
= el odFix) + f (x-u)PdF(x) + [ (x-p)%dFix).
- u-ko u+ko

Kun (2):n olkeslta puolelta j&tetdan pois ksskimmZinen integ-
raalil, Joka on ei-negatiivinen [(F(x} on ei-vihansvd), p&dstdan
epdyhti188n

) U-kag o

(3] a® 2 f [x-u)zdF[x) - f [x-u]zdF(xJ ,
-t u+ka

Joka vield voidaan kirjeoittaa muotoan

(2 52 f S UxewdZdR(x) = Lxeu] 2dF(x).
% U

| Zko [ x-ufZko



Korvaamalla (4):n j&lkimmiisessd integraalisse lauseke

Ix-u| alarajallaan ko saadaen edelleen

(5) 0% 2§ Ix-p|%dFix) 2 f (ko) 2dE(x)
| x-uj2ko | x-p|Zko
Ze? ;o aFx)
| x=u| 2ko
2

k2e? P{|X-u} 2 kol ,

0

mists lausekkeella k%% puolittain jakamella saadaan epdyhtd-
15 (1).

2.2 Sallittujen jakaumien alue

Aluegiden I ja III yhteinen todennZkdisyysmasss on Chebyshevin
epdyhtdldn mukaan svuruudeltaan korksintaan 1/k2. Témén to-
denndktiisyysmassan jekaantumisests alueiden I js III kesken
ei kuitenkaan voida sanoa mit83n lisZ3. On siis varsudutts-
va siihen, gttd massa kokonaisuudessasan sijaitses vain toi-
sella em. alueista. Epdyhtaldstd (3) saadaan ndin ylérajaksi
alueen I yli lasketulle varianssi-integraalille {rajcitstaan
tarkastelu k:n suhteen ei-triviaalille alueelle k>1)

u-ko
(6) o? 2 7 (x-u) 2R (x)

-

mistd edelld kuvattuun tapaan sasadaan sdellzen

u-kg u-ko
(71 PR f(x-u}2dF(x] > k6% 1 )
= kZGZF[u-Rc)

Ja lausekkeslla kzcz jakamalla lopuksi

(8) Flu-kg) < —15 .k

k

Y
=y

Ottamalle huomican kertym8funktion m3&ritslmd

(81 Flx)] = P{X & x}

saadaan (8):sta edelleen {arvoille k % 1)

(10) P{X € p-ko} § 1/Kk2

Ja sijoituksen u-ko = x jilkesn (arvoille x S p-g}
(10 Fix) = PIX S x} € 4/7(E2%)2

Niin on osoltettu, ettd vain ehdon (11) toteuttavet kertyms-
funktiot ovat sallittuje. Sallitut kertymdfunktiot kulkevat
siten kaikki funktion
g 42
[§:ﬂ) , kun x < p-g

£12) Fiix) =

1, kun x 2 y-g

alapuolella tasi korkeintasn yhtyvit siihen,

Vastaavalla tavalla, 15htem31l3 epdyht&ldssd (3) liikkeelle
alueen III yli lasketusta varianssi—integraaiista, saadaan

sellituille kertymifunktioille alarajaksi funktio

0, kun x < u+g

1~t3%3}2. kun x 2 u+go
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: Fix)
Kaikkien sallittujen, s.o. p-ocdotusarvoisten ja o-hajentaisten \(\NO{\ga\\QQ(\Q§\>C\5\' \QQ§5§Q§§QQQQ\
N "
Jakaumien kertymdfunktioiden on siten sijaittava alueella, Jon- ] , . 1 Vi ) -
- + sallittujen kertymd- M Fasajaka € O
ka F - ja F -funktioita edustavat reunakdyrdt rajaavat. Kuva funktioiden alue’ . oS

Z esittdd téf4 sallittujen kesrtymdfunkiticlden aluetta. Kuvi-
oon on lisdksi esimgrkin vuoksi piirretty (p, ol-normaalisen
ja valille {u"cvﬁt u+GV§] tasaisesti jakautuneen satunnais-

muuttujan kertymdfunktict (molammat jakaumat ovat tunmetusti

u~odotusarvoisia ja o-hajontaisia)l.

Sallittu kertymé&funktio vol osittaln yhtyd né&ihin rajafunkti-

oihin, el kuitenkaan kokonaisuudessaen. G5illEd rajakdyrit si-

s s oma s B S, v o Co o SRR .
ndnsd eivit ole sallittujs kertym8funkticita; ne eivBi totsu- \Mhlﬁxbgk>g—" e 9 %\
ta sen paremmin odotusarvo- kuin Hajontashtoakaan. T&m# n8h- \;K\Si\ﬁ§\\<<56§\5&\>Q§€:\>\\ \‘\OC\ + t + +

dé&n helposti suoraan laskemalla {(laskut suoritetsan seuraa- u-bc  p-~4c p-3¢ u-20 y-g u W 20 pr3c ptdo u+So

vassa vain rajajakauman F~ osalta). Odotusarvoksi sascaan

Kuva 2. Chebyshevin epdyhtdl8n mukaisten sallittujen jakau-

_ o ~ H-o .
(14} pTo= S oxdF (x) = f owdF (x) mien alue.
- -0
- ~ Rajajakaumien varianssit eivdt ole edes Z3rellisini olesmassa,
= W+ [ (x-ukdF (x] -
e kuten seursava tarkastelu F -Jakauman kohdalla osnittaa:
u-g
2
= u o+ S (x-w)di=L) - o -
o -1 (18] {g )2= f o (x-n ]2dF [x)
u-g
=y - 242 r __EE_E H-a 5o
“a (xeq) = [ (x-p+2¢)°dF (x)
-0
=u - 20, u-o 9 . 5 H-O _ u-g _
= (x-p)odF [(x)+40° f &F (x)+4o § {(x-pidF {x)
-0 -0 -0
ts. p % u. Jjoten odotusarvoehto ei toteudu.
. o ~g
Vastaavasti on rajajakauman F™ odotusarvo = ? [x—u]zdF_[x} + 462 - 502
-
(15) u+ =y + 2o, = -202 ?"ddx 402
—w X7H
Joka el mydskd&n toteuta odotusarvoehtoa. 2 u7e 2
= -~2c° / In{x-u| - 40° = =

Rajakéyrdt eivdt toteuta siten hajontaehtoakaan (hajonta = g,

ddrellinen).



2.3 Rajajakaumien fraktiilit . Etsit#dn snsiksi yhieys rajakdyrien F~ ja F* vastinfraktiili-
_ en vilille, ts. nisteet z Jja z siten, ettd

Edelld johdetut rajajakaumat F ja F* ovat varsin kessksisalld

sijalla jatkotarkasteluissa. SelvitetZin siksi niiden ominai- {20) FE(z7) = Fiz").

suuksia higman 1&hemmin. Merkintdjen vksinkertaistamiseksi

siirrytddn satunnaismuuttujasta X normitettuun satunnaismuut- e .
Yht#ldistd (18} ja (18) saadean ensin

tujaan
y : 4 1
- Ao (z1) s 4 -
(171} A ~ ,
c (z7)° (z"3°
jollein tarkasteltavien jakaumien (p,c)-odotusarva- ja hajon- jonka ratkaisuna sitten Soko
taento muuttuu (0,1)-ehdoksi vastaavasti.
Rajakdyrdt (12) ja (13) ovat tAssd uudessa koordinaatistossa -
- + -z - B
nyt seuraavat (kdytetdédn merkintdinid sdellsen F ja F™ muun- (22) z = ————?;——‘ (z < -13
noksesta huolimattal: {z 151
2 tai
1/z%, kun z < -1
(18) » Fi{z) = . X
1, kun z % -1 (23) 727 = e, (z" > 1)
(2*1%-1
J, kun z < 1 }
{19} Fiiz) = 4 ME8&rdté&an vield rajajekaumien fraktiilit, ts. pisteet z, ja
+ . -
1-01/2%), kun z 2 1 . z, siten, etta
- - - + + - < <
(24) F (zaJ F Eza] o (0 £a 1),
Flzi
_ A . -
F (Ei?! F, o (z) Rajajakaumalle F  saadaan
(25] - a
{z )
jonka ratkaisuna
JU—
— % % & ? 4 » % ) i 2 ]
-4 -3 -2 - 0 T, 2 3 4 (21l v
rd rd VQ

Kuva 3. Rajakdyrien vastinfraktiilit,
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Rajajakaumalle F* saadaan vastaavasti

3 ddotusarvoehto sallittujen jakaumien alusen lisdrajoit-

teena

Chebyshevin epdyhtél ja sen mukaisen sallittujen jakaumien alu-
155

én
gen johtaminen perustuivat ennen kaikkea varianssiehdon hyviksi

2

kayttddn (varisnssiehdossa eon tietysti implisiittisesti myds
odotusarvoehto kdytdssd). Ssuraavaksi ryhdytdén sallitun alu-
een edelleen rajaukseen erityisesti odotusarvoehdon perusteel-
la: oletuksen mukéan tarkastellaan velin u-odoatusarvoisia
{muunnosalugessa O-odotusarvoisia) satunnaismuuttujia. Edel-
154 Jo osoitettiin, ettd rajsjakaumat F™ ja F* eivit kuulu
sallittuihin Jakeumiin, koska niiden kohdalls mm. cdotusarvo-

shto i totesudu.

Sueritetaan tarkastelut j&lleen muunnosalueessa, jolloin odo-
tusarvo-hajantashto on (0,1)-ehto. Jotta jakauman ocdotusarvo
olisi = 0, an kertymdfunktion viimeist&&n pisteessd z = 0
saatava positiivisia arvoja, sil1l3 muussa tapauksessa olisi
koke todennikfiisyysmassa positiivisella z-akselin osalla Ja
siten olisi E(Z) » 0. Vastaavastl el kertymdfunktic ennen
pistettd z = 0 voi saavuttaa arvoa Flz] = 1, silld t&llainen
tilanne merkitsisi todenndkdisyysmassan keskittymist® koko-
naisuudessaan negatiiviselle z-akselin osalle ja siten nega-
tiivista odotusarvoa. Kuvassa 2 esitettyyn sallittujen jaka-
umien alueeseen saadaan siten kuvan 4 tyyppiset lis&rajoitus-

alueet.

Kuva 4. Odotusarvoehdon tuomat lisdrajoitukset sallittujen

jakaumien alueeseen.

Tehtdvdnd on nyt mBAratd lisdrajoitusalueen reunakaarien F

ja E+ yhtdldt., Suoritetaan tarkastelu kaaren F+ ogalta, kaa-
ri Eg saadaan ien jélkeen symmetrisesti. Olkoon Pu miglival~
tainen kaaren F. piste Jja Fu[z] pistaeseen PU liittyvEd kerty-

m3funktio, joka on m3dritelty seuraavasti {ks. kuva §)

F (z) = 1/22, kun z < u
(z8) Folz) =4 FTlu) = /0%, kun v § 2z <z
1, kun z 2 z

u

Yhtédlossa (28) on 7, tolstaiseksi tuntematon. Piste F'u ja
kertymafunktio Fu on siis parametrisocitu u:in subteen, joka
ilmeittaa kohdan, jossa F erkanse rajakZyrdlts F~. Tunte-
mattoman suureen z, m&réddmisegksi k8ytet&&n nyt odotusarvoeh-

tecas jakauman (28} odotusarvon on oltavae = 0.

" gdotusarvoehdon kigl- 1)f[z]
tadmd alue
e O A AN A AN SN,
Chebyshavin epdyht&- - et TR
16n perusmuodon "
kigltémi alue Sallittujen
jakadmien Chebyshevin epd-
alue yht&lén perusmuo-
don kielt&md& alue
-
N Eiﬂ \ odotusarvoehdon kiel-
AL E RN St P BB 2lus
AN o < s
EARRRURRARARRARNANANRNSNY .
-3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

r4
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f(z]

Kuva §5. Kaaran F' miAritys.
Saadaan
oo
(29) o= f zdFu(zJ
u
_ 1 o1
= f Zd(T] + Zu[1 '—-—2 )
- z u
_ 2 . 1
i zu(1 -5 1,
u
misth
N 2u
(30) Zy 5T TE—
u--1

Vield on varmistauduttava siitd, ettd Ffunktio (28} on kokaonai-
suudsssaan rejskdyrien F~ ja Fr rajoittamalla alueella. N&in
on, mik&li (vrt. yhtd1d (22))

(31) z S s ZE

13

ts, mikadli

(32) S - - )

Tdstd saadaan shto u:lle {u:n valinnan perusteella tisdetddn,

ettd v < -1}

(33} 0 s - ¥E

ja e@elleen zuzlle

(34) 0 <z fWsr2

Kun nyt parametri u kulkes yli vilin (-, -#57, piirtsd piste

2u 1 )
u2-1 u2

{35) Poo= (-

Kiyrdn kaaren F'(z) vAli114 (0, ¥572]. Kaari F' todells ra-
Jaa uuden alueen [(alue A kuvassa 5) pois sallittujen jakaumi-
en alusesta. B5ill3 oletetaan, ettd olisi olemassa sallittu
kertymdfunktio F*, Jjoka kulkee alusella A olevan pisteen

P* = (2%, F*(2*)) kautts (ks. kuva 6). Funktio F* leikkas
kaaren E+ensimméisen kerran erdissd pistesssi Pu = (Zu,;+fzu)].
Konstruoidaan nyt pisteeseen Pu 1iittyvd Fu-kertyméFunktio
(yht&18 (28)). Kertym&funktiolle FT(z) pites t2lléin kaikilla

z:n arvoilla epdyhtdls
(38) Ffiz) £ F (2, “® <z o< w

silid v&leilld (-, ul ja [Zu’ o } Fu(z} kulkee sallitun alu-
een ylarajalla ja vE1illa (u, zu] se an vakio 1/u2, jota ar-
vaoa mik&dn pisteen P, kautta kulkeva kertymdfunktio [ei siis

mydskdsn F™) voi tA113 vE1i1l3 ylittss.
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v

Kuva 6. Sallittujen jakaumien alusen rajaus odotusarvoehdon

perusteslia.
Lisdksi on voimassa aito epdyhtdls valills [z, z%7, s,

(37) F'z) < F (2], z, Sz &2
Ghdolsta (368) ja (37) seuraas tunnetusti
{38) ey, o=,

missé u* ja LN avat jakaumian g¥ Ja Fu cdotusarvot. On siis
valttdmdttd u® > 0, mikd on kuitenkin vastoin oletusta, sttd
F* olisi sallittu kartymdfunktioc. N&in on osoitettu, ettid
odotusarvoehdon perusteella kaonstruoitu E+ muadostaa F':aa

tivkemman alarajaehdon sallituille kertymifunktioille vA1ills

0 <z <52,

Kaaren F' yht&ld parametrimuodassa on yhtdld (35). Retkais-

tussa muodossa yht318 on

~ 2 2
31} F(a) « 22t s Wil 0 <z SHE)2

L)

15

Symmetrian nojslla on

(40} Flz) -1 - Fli-z) , V52 Sz <q

Joten sallitulie alueelle saadaan v31illd [-¥572, 0) uusi Y18~

raja {vrt. kuva 4)

Odotusarvoeh

uuuuuuu ] Ja sen kiyttd jaksuman (28) kanstruoinnissa
muodostavat jatkotarkastelujen menetelmillisen perustan. Seu-
raavassa pykaldssd ssitetddn menstelmin tunottamat tulokset
erdissid tapauksissa, kun jakaumasta perustilantesn (odotusar-
vo ja hajonta ZZreliisind olemassa) schella on vain vihin tai

nil lainkaan lisdinformaatiots k&ytett3vissy.

[ Tulokset

4.1 Perustapaus

Cletetaan tdss¥ jaksossa, =ttd jekaumastaz an tisdossa vain
cdotusarvon ja hajownan alemassaolo, ts. toimitaan vastaavan
informaation wvarassa kuin Chebyshevin epdyhtdldsd (1} johdet-

taessa. Pyk&l&n 3 tarkastelujen perusteella, vrt. yhtilst
(39]) ja (41), saadaan

~

(423 P{X-u Z ko} = P{Z 2 k} 2 1 - F7{K)

= (27K V1ekZ - 9y, 0 < k < A5y2

(43 P{X-u % -ko} = P{7 S -k} € F (-K}

= (2/K5) Wiek? - 1y, g <k <457
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Yksisuuntaiset rajat (42) ja (43) ovat voimassaolualueéllaan
Chebyshevin epdyht2188 vehvemmat. * Saadaanhan nyt ensinnikin
alle hajonnan pd2h&n odotusarvaosta ulottuvien tapahtumien

{X-u 2z kel ja {X-p £ -ko}, kK £ 1, todennikdisyyksille ei-tri-
viaalit, s.o. ykkdstd pieremmit, rajat (Chebyshevin epiyhts-
18 antas arvoilla k £ 1 vain triviaalin tuloksen P £ 1). V&-
Lilld 1 < k <A5/2 on (2/k%)(W1:k% - 1) < 1/k2, joten myds
t&118 alugella epdyhtdldt (42) ja (43) rajeavat jakauman tois-
pualisia lisvetodenndkdisyyksis voimakkaammin kuin mitd (1):n

perusteella voidaan p3&tells.

Mik&li siis tarvitassn todenndkdisvvsarviota vain taista Jakau-
man lievettd koskien, kuten an laita esimerkiksi yksisuuntai-~
sessa testaukseéssa tai pucliavointa viliestimaattia muodostet-
tasssa, tuottavat (42) ja (43) valillsd 0 < k < #5/2 paremman
arvion kuin mitd {1):st8 on sastavissa. Yhdistettyni molem-
pia lispeitd kosksvaksi kaksisuuntaiseksi epdyhtdléksi eivit
(#2) J¢ (43) luonnollisestikaan pysty (1):t3 tiukentamaan,

mikd el yleens#k3iin ole mahdollista.

4.2 Odetusarvon suhteen symmetriset Jjakaumat

Oletetaan seurasavaksi, sttd jakaumastz tiedetiddn odotusarven
Ja hajonnan olemassaolon lisdksi Jjakauman symmetrisyys odotus-
arvon suftesn. . T&dllainen tilanne voi syntys eéimerkiksi mit-
taustehtdvén yhteydesss, jolloin mittausvirheen jakaumasta ei
ole muuta tietoa kuin, ethd mittauksen voidaan olettas olevan
vailla systemaattista virhettd (satunnaisvirhesn odotusarvo

= 0 Jja siten &3rellinen), mittauksslla on tietty d8rellinen
{epdltarkkuus {satunnaisvirheen hajonta on &3rellinen) ja tie-
tynasteiset positiiviset ja negatiiviset mittausvirhest ovat
keskend&n yhtd todenndkfisiid; mittauksen satunnaisvirhaen ja-

kauma kuuluu t3118in slussa kuvatibuun Jakasumaperhasseen.,

Syrmetristen jakaumien perhe on Chebyshevin epdyhtd183 ajstael-

len jossain md8rin paradoksazlinen. Sil13 anhan tietao jakauman

17

symmetrisyydestsd selvd lisdinformaatio Chebyshevin epdyhtdldn

perusolettamuksiin verrattuma. Kuitenkin juuri symmetriset

2 kum-=

diskregtit jakaumét, joilla cn todenndkdisyysmassa 1/2k
massakin pisteistd x = p I ko ja todanndkdisyysmassa 1 - (1/k?)
pisteessd x = u (ks. [11, s. 183), aikasansasvat tilanteen, jos-

sa epdyhtdld (1) teteutuu yhtiHléna,. t=s,

{44) PLIXzu| 2 Ko} = =5

L k
N&iden jakeumien luokka siis osoittaa, attd Chebyshevin epayh-
td188 =i (kaksisvuntalsena) veids yleicess® tapeukscssa paran-
taa. Sallittujen jakaumien aluesseen ja yvksisuuntaisiin eps-
yhtdldihin symmetriaehto sen sijaan tuo huomattavat tismennyk-
set. Merkint&jen yksinkertaistamiseksi susritetaan jatkotar-

kastelut j&lleen normitetun satunnaismuuttujan z avulla.

Perustuloksen (13 ja symmetriashdon perusteelila voidaan kir-

jeittaa

(45) 1/k% 2 PEIZ] > k) = FLZ 2 &} + P{Z S -k)
= 2P{Z 2 k} = zP{Z % -k} ,

josta

[45) PLZ 2 Kk} = P{z 5 -k} < 1/2K°

Epdyhtdldiden (45) perusteella saadaan szlliittujen jakaumian

alueelle nyt ssuraavat reunakdyrdt {ks. myds kuva 7)

B, kun z < D
(47) F (z] = € 1/2, kun 0 S z < 1
1 - 1/22%, kun 2z ¥ 1
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F{z)
A . 4.3 Alaspdin tal yl8spdin rajoitetut jakaumat
. \Féi\?iﬁﬁﬁQQ\§§<xﬁG&N&i\ﬁé&ﬁ&%
-7 _K\NT‘wY"?\lk» ) Tarkastellaan ssuraavaksi jakaumlia, joista odetusarven ja ha-

jonnan olemassaclon lisdksi tiedetd&n, ett& koko todenndkdi-
ayysmassa on erddn ddreilisen arvon x = g yld- tai alespunlel-

la. Suoritetaan yksityiskohtainen tarkastelu d8rellissn ala-

22PNy

™, sallittujen jakau- rajan omaavien jakaumien tapauksessa, yldsp&in rajoitettuinin
mien alue (symmet- . . . . i . L. o
riset jakaumat) jakaumiin liittyvd tulos seuraa analogisesti. Siirrytfdn jal-
' ieen normitettuun satunnaismuuttujean, joslloin alarajaa

X = %y [xD < ul vastaa z-alueella raja z = 25 Ezg < 0) ja kay-

tettédviss8 cleva lisdolettamus on

TR ARL TSRS e (s0) PLZ < 20} - 0
-0 -4 -3 -Z -1 I 1 z 3 4 5

Alkuperdisen, kuvan 2 esittimdn sallittujen jakaumien alueen
Kuva 7. Sallittujen jakaumien alue symmetrisille jakaumiile. supistuminen riippuu nyt paitsi m&&r&llisesti myds laadulli-
saest] rajaluvun z; suyuruudesta. Olkoon ensin -1 £ e < 0, ts.

zq sijaitsee alusella, jossa F -kdyrd on saavuttanut yldrajan-

17222, kun z < -4 sa 1 {vrt. kuva 8). Sallittujen jakaumisn alue supistuu nyt
14a) F;ymm(Z} = /7, kun -1 5 z < 0 kahdesta suunnasta. Olettamuksen perusteella tiedetddn ensik-
Y, kun z 2 0 sikin, =ttd todenndkdisyysmassa ei vol sijaita Zg:in vasemmal-
la puolella. Jotta nyt odotusarvoshto E[(Z) = 0 totevtuisi,
on todenndkdisyysmassan myds positiivisella z-akselin ogalla
Kuvassa 7 esitettyd sallittujen jakaumien zlustta ei ilman li- "siirrybtdva” kohti origoa, n#in saadeaan myBs lisdrajeitus
sdinformaatiota voida en3d supistaa. sill3 edelll m;inittu , pa erddlle vidlille 0 < z & 25. Rajakdyrd FS konskruoidaan vas-
diEkFEE;ti Jakauma, jossa todenndkiisyysmassat 1/2k%, 1-01/k"] taavaan tapaan kuin rajakdyri Fr pykdldssd 3. Olkocon
Ja 1/2k" sijaitsevat pisteissd -k, 0 ja +k vastaavasti, saa- Pa = [z _,a) mielivaltainen kaaren Fa plste ja Fa[Z] L&hEn pis-
daan kin sopivalla valinnalla kulkamaan mink& tahansa ko. alu- ) teeseen liittyvd scuraavasti mdiritelty kertymdfunktio
zen pisteen kautta.
0, kun z < zg
Symmetristen jakaumien "yksisuuntalsat Chebyshevin apiyhtaist”
. ) (51) F {z) = a, kun z, T z < z
ovat {47):n ja (48):n perusteella nyt o o o
1, kur z 2 z, -

172, kun 0 < k £ 1

(413 P{X-u 2 kg} = P{X-u S -ko} 2 »
1/2kS, kun k > 1 .
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L+
. Kuva 9. Rajakéyrdn F, konstruointi (-1 £ z_ < D).
Kuva 8. Sallittujen jakaumien aluesn supistuminen alaraja- J y 0 ad

ehdon perusteella,.

Kaari FS mucdostaa sallitun alueen alarajan niin kauan kuin
Piste P, ja funktio F, on siis parametrisoitu a:n, pisteen Sf on ﬂfkafampi kuin elkuperdinen raja F', ts. 25 02 kdyrien
Z 7 zg pistetodenndkéisyydar mukaan. Odotusarvoehdon perus- Fg Ja F leikkauspistsen z-koordinaatti. Pisteen z, médrit-
teella ssadaan yht&ld pistsen Fa = Eza,a} koordinaattien vi-

1lille (ks. kuva 3)

tdmiseksi saadaan ndin yhtilsd

+ + _ ZD 2 + +
(553 Faleg) = o e - vz e,
0"%p

(52) 0= E€(Z) = zgta ¢+ zaf1-m3 p

Jjonka ratkaisu an -

(53} o o=

. +
Kaaren FS yht318 an siten Kaari FD osoitetaan sallitun alusen zlarajaksi vastaavalla ta-

valla kuin F~ pyk&lEssd 3: jokainen pistesen Pu kautta kulke-
+
- + O_
(53 Fllz) = = . nsz=*z . funktiao t i v ; t31-
0 7 q runktio tuottas jakaumazlle positiivisen odotusarvon, ts. tal

va jJa F Jja F+-kéyrien véliselle aluselle uylottuva kertymd-

lainen kertym&furktio ei vel sdustas sallittus Jakaumaa.
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Sallittujen jakaumien kertymifunktioiden on valttémdttd kuol-

jettava kéyrén Fa yldpuolella. Alasp8in rajoitetuille jakau-
mille s=sadaan tarkasteltavassa tapauksessa (-1 £ zy < 01 ndin
rajajakaumien Fa RE " avulla yksisuuntainen Chebyshev-epiyh-

t318
z, 1+V1+4zg
1-£7 (k) = , kun 0 Sk %4 —— &
4] zU—k 22D
(57) P{ZZk} £ : 51
. - T4 1+4z§
1-F (k) = 1/k™, kun k > - —5y
|

Alkuperdiselle muuttujalle X = u+ol muunnettuna epdyhtdid kuu-

Tuu, kun vield on merkitty Xy = u-ag (jakéuman alaraja Xg si-
jaitses odotusarvosta a-kertaisen hajonnan p8dssi, a = ~zq
edells)

2., ken 0 £ k S (14/1+32%)/2a

ark
(58) P{X-u2kol <

[‘1/k2, kun ko> (1+4/1+827)/2a

Tuloksesta (58} on vield syytd huomauttaa, sttd epdyhtilén oi-
kean puslen rajat patevit mytis kaksisuunfaisessa muodossa, ts.
todennpdkdisyydelle P{[X-p|Zko} , aluesella k > a. T&mi on suo-
ra seuraus alarajaolettamuksesta (50). Epéyht&ldn {58) voi-

massaocloalue 0 < & £ 1 voidsan mydhemmin vield laajentaa alu-
gegksi 0 < a = w@?.

Olstetaan toiseksi, ettd jakauman alaraja zy sijaitsee alueel-

la zg < -1, ts. alueella, jossa F jo muodostaa aiden rajaoi-

tuksen sallituille jakaumille. Rajakdyrin FS konstruointi

tapahtuu nyt kuvan 10 mukaisesti. V&I1i11a g 2 = 25 kiyrs

syntyy pistesn P, = [z .0} urana (0 <a £ 1/z

tazn Pa koordinaatlt m3irdytyvEt "tasapsainojakauman” Fa avul-
la, vrt, yht&dldt (51)-(53). Kaaren FS yht3ald valilla
g ¢z s zé on siten yht#ls (547,

Zz
S], missd pis-

23

Kuva 10.

Piste 25 saadaan nyt shdosta

8] ) i
[6[3] - = —'7
n T g 0
ratkaisuna
2
+ o]
(B1) zg = - 22
0
- Ay 7
V11114 20 S oz € <57y,

a z k8yrd syntyy pisteen Pu urana (zD S

missd pisteen P, = (zu, ﬂ/uzl koordinaatit mddrdyiyvat jakauman
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{b, kun z < zn
<

2
(52) Foiz) = 1/22, kun Ip 2z <
1/u%, kun u %z < z,

11, kun z 2 z,

perusteella odotusarvoehdon totsutusssa. Odotusarvoshto an-

taa
(53] 0= B =2 (1/29) = 1 o2d(1/28) « 2 (1-(1/62)]
Ep zy(1/24) zm u ‘
u Z
0
1 Ty e o e z
= 75 + Z(E wza} zuLT (1/u1],

Jjonka ratkaisu aon

(4} z =

Jotta piste P, pysyisi alkuper#iselld sallitulla alusella, ts.

rajakdyran F' vasemmalla punlella, on cltava, vrt. yhtdlg ((22),

{65) z =

Ehdon (65} toteutusssa yht318n4 sasdaen siit# parametrin u yla-

A

raje z . T&mdn m3&rittivd ehto on siten yhtild
Ao Ao
z (z - 220] A

o ~Z
(B6) TS = P
- A

ZO[[Z ) 11 A(Z }2_1

Joake ratkaisu on

Z5

3
1

2
~zgl2-V5z,-1 )
1

2
25

(67}

A

Rajakdyran FE(ZJ yhtsld vA1i114 25 ¢z £ 2", missi 25 mEAHy -
A )

tyy yhtdldéstd (81) ja z yht&dldistd (22) ja (67), on paramel-

rimuodossa

ulu-2z,1} A-
(68) P, = i PRI AL ST
za(u -1] u
Ja tAst3d johdettavissa alevassa ratkaistussa mundsosea
2z,-z+2 22+2V22+22 {zz4-1)
+ B 0 0 J 0 0
{(59) FD(ZJ = 5 .

ZDZ

Yhtdldiden (59})-(69) voimassaolo edellyttds, ettd tarkastel-
tava tilanne todella on kuvassa 10 esitetyn kaltainen: raja-
pisteen [za, Fa[za]] on sijaittava alkuperdisalld sallitulla
alueella, s.0. kdyrin % vasemmalla puolella. Mikdli n3in ei
kuitenkaan ole laita (jos Zg on 1l3helld arvea -1), tapahtuu
Folz):n masrittely koko va1ills [0, 2] yht3E18114 (54}, mis-
s& vield 25 saadaan (81):n sijasta yhtiléstad [(56). Tilanne
onkin siten kuvassa 9 esitetyn kaltainen, joten kaavojen

(54} ja (58) voimassacloalue ja niiden seuraukssna myfis (57):n
ja (58):n voimassaolcalue (zu:n suhteen) ulottuukin -1:13 pi-.
temmdlle. Tamén voimassaoloalueen vasen pAdtepiste on nyt se
zyin arve, Jjolla (56):sta ja (61):sté& lasketut za:n arvot yh-
tyvét, ts. jolla rajapiste fza, FS(ZS)) sijaitsee tarkalleen
F*-k8yr8115. N&in tapahtuu, kun toteutuu

1+ M1+ﬂz§ 7y
(7 - > = P
20

ts. kun on

(71) z. = - N7,
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Ecslld oleviin Fy - kdyrien jehtoihin on syytd 11ittdd erditd liittyvien huomautusten perusteella an ensin

muitakin huomautuksia. Pyk&15ss3 3 todettiin kaaran T muodos-

+ ~r
tavan sallitun alueen vlirajan vA1ill3 (-/85/2,0). KEyrin Fa ) ) 1 - Fg(k]' kun Dckez
konstruginnin perustana slevia tasapainojskaumia F Ja F  muo- (76)  M{Zzk} < . .
dostettsessa, vrt. yht#ldt (51) ja (62}, té&md F - kdyr#n lisi- 1= F k), kun koz,
rajolitus el kuitenkaen ollut eksplisiittisesti ssilli. Voldaan .,

\ i - e ‘s : . w m SLESisind
hultenkin osgittaa, stteivii Fa_ Ja FU-Jakaumat mill&3n ala- missa z Clippuu alarajastf Zn Ja saadaan tdstd perdttdising
-

- A+
= : ; : 81 ; = 2 i = suurs 1, ]
arvolla ulotu F-kAyrdlle saakka, Joten ne F -rajan muunnoksina (57) {= suure z 1 fa (22} (= suurs z Ja

rajan zq
huomiosn ottzenkin muodostuvat {51):ss8 ja (672):ssa esitetylls 5
2z /{z,~k), kun O<k<z /{1-2.7)
tavalla. N 0 0 -"="0 0
(77} 1—FD(k] = 5
) N k—220~2¥20 +sz(kzD—1] 5 ~y
Tarkastellasan visgld kaaren FD k3dyttdytymistd, kun alarajashto > , kun ZD/(q-zD Jek<z .
- L
N giirtyy vhd kauemmas negatiiviselle z-akselille. Yht31Zistsd . “o"

(6813, (B87), (22) js [B69) saadaan seurasvat raja-arvot
Siirtymdllad visld alkuperdisesn muuttujaan X = p + g7 ja kir-

(72) lim 25 =0 7 Joittamalla jélleen jakauman alaraja Xg T Mot oUzg muntoon Xy oo

@ y - ac saadaan lopullinen tulos
{73) lim 27 = -/§ . a/la+k], kun Ock<k,

z, e '

v Z\/az+ak[ak+’|]-25-k

(78] P{X-uzka} < = o kun ky<kek,
At ak

(74) lim %27 =/5/2 :

g7 ‘ 1 1/K%, kun k> K,

. Z + 22 -2Y 1+ 22 ~

(75) lim FO[Z] = 5 = F (z}. missd

Z_-reco z

0
(79) k= a/ta® - 1)

Tulos (72) merkitsee, ettd rajalls (ZD + -=) kaaren FE yhtd1d
sasdaan koko v31ill& (0, 27) yhtdléstd (69). Parametrin u voi- : {80) ks = kBZ/[kSZ -~ 1)
massacloaluseksi tulee (73):n perusteslla (-=;/%] ja funktion
Fa mé&rittelyslueeksi (74):n nojalis (0,/5/2). Ma&rittelyalu- ‘ {81] kg = alz —QSaé - 1]/[a2 - 1),
aellaan Fa yhtyy ?+:aan, kuten (75) gsoittaa. Kaiken kaikkiaan
tuloksista ({72) - (75) k8y ilmi, attd rajakdyttiytyminen ) Tules (78) on volmassa, kun a > /Z; arvoilla O < a < /7 pitee
ehdolla Zy v oo yhtyy perustilanteesesn (valn odetusarvon ja epdyhtdld (58).

hajonnan olemassaclo tunnetiu), kuten tietysti pitddkin.

Y1ispd8in rajoitettujen jakaumien tapauksessa, ts. kun satunnais-
Nyt voidaankin koota %tapaukseen zg < -7 liittyvdi tulokset muJlttujan arvojoukko on puoliavoin vd1li (-=,u+ac], ovat toden-
(581:aa vastaavan yksisuuntaisen Chebyshev-epdyht316n muodos- ndkdisyyksille P{X-u<-kol, k>0, saatavat rajat analopiset (58):n

tamists varten. Rajzkdyrin F; {yhtadldt (54) ja (689)) ja siihen
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ja {78):n kanssa. Niitd on siten tarpeetonta kirjolttaa erik-
seen ndkyviin. Mik#1li teas tiedetd#Zn, ett# satunnaismuuttujas
on jakautunut erdslle &&relliselle viElille fu - ag, u + bol,

saadaean sallittujen jakaumien alueelle lisdrajoituksia sekd

alhazlta sttd& ylhEa81td pdin: Fr ja F~ korvautuvat niitd tiukem- -

milla Fs:lla ja Fé:lla erdfdssd origon ympdristdssd. Tarkastelu
hajoaa parametrien a ja b suuruussuhteista riippuen kuitenkin
jo niin moneen csaan ja merkinndt tulevat sen verran manimut-
kaisiksi, ettZ ko. jakaumisn luckkaz =i tdssd yhiteydessd 1l&-

hemmin k&sitella.

4.4 Yhteenveto

Chebyshavin epéyhtild antaa arvokasta tletoa satunnaismuuttu-
Jaan liittyvisti todennikidlsyyksistd varsinkin sellaisissa
tepauksissa, joissa satunnaismuuttujan jakaumasta on wvain via-
hé&n in{ormaatiota kaytsttdvissi. Epdyhté&lén teoreettinen mer-
kitys on varsin suurl, onhan se luonteeltaan hyvin yleinen
edellyttden vain melkeinp8d minimi-informaation tarkasteltavasta
Jakeumasta. Kaytdnnidn tutkimustilanteissa epayhtdldn merkitys
on kuitenkin j&dnyt vih&isemmidksi johtuen todenndkdisyysarvi-
oiden voimakkaasta konservetiivisuudesta tavallisimmin ssiin-
tyvien jakaumatyyppien vhteydescid. T3ssd tutkimuksesse toden-
ndkidisyysarvioita on osittain tiukennettu niissd tapauksissa,
jollein arvieoita tarvitaan vain jakauman toista lievettd kos-

kevina.

Chebyshevin epdyhtdldssd jakauman hajonnallz (varianssillal
on varsin keskeinen sija, spayhtdld mm. johdetzankin varians-
sin lausekkessta ldhtlien. T&ssé& tutkimuksessa an varianssi-
ehdon (Jakaumalla an &8rellinen varianssi) rinnzlle otettu
toisen perusolesttamuksen mukainen odotusarvoehtc {jskaumalla
on d38rellinen odotusarve). T&td ehtoa soveltamalla voidaan
csoittaa, ettd onss Chebyshevin eplyhtdlin mukaisista salli-
tuista jakaumista onkin sellaisia, ettd ne eivit toteﬁta me -

lempia epdyhtildn perusolettamuksia. Sallittujen jakaumien
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aluesn supistumisen mukana tiukkenevat my8is yksisuuntaisiin

kumulatiivisiin todenndkdisyyksiin liittyv&t arviot. N&in ta-.
pahtuu annan kaikkea alle hajonnan p&3h&n odotusarvosta ulot-
tuville tapahtumille, joille nyt saadaan ei-triviaalit toden-

ndkdisyysarviot.

Tutkimuksen menetelmdllisestl keskeisin sis&1td on pykdlissd 3.
Siind on esitetty, miter odotusarveshtoa hyvdksi k&yttden
konstruoidaan &3rimmdinen odotusarvoehden totsuttava tasapei-
nojakauma, joka puclestaan m3&ritt&& uudet, entistd tiuvkemmat
rajat sallittujen jakaumien alueells. Tulosten purkaminen yksi-
suuntaiseen Chebyshev-tyyppiseen muotocon samoin kuin epdyhtéd-
18iden konstruointi eri olettamusten vellitessa {(eri jakauma-
perheille} on esitetty omassa neljénnessd pyk&ldssddn. Tdmdn
pykdlan tarkastelut eivdt pyri niinkddn kattavuutesn jakauma-
perheiden osalta kuin esitetyn menetelmin esimerkinomaiseesn ja
yksityiskochdittain kuvattuun soveltamiseen. Vastaavalla tavalla
voidaan ottaa huomioon kaikki muu tarkasteltavan Jaksuman omi-
naisuursia kosksva lisdinformaatio yleistd ftapausta parempien

todenné&kdisyysarviolden muodostamissksi.
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ONE-SIOED BOUNDS OF THE TCHEBYCHEFF TYPE FOR SOME GENERAL
CLASSES OF DISTRIBUTIONS

Summary

The paper deals with bounds on the probability values of a
rendom variable in such & case, when information about the
distribution of the variate is only scantily available.

The best known result in this area is the celebratéd Tcheby-
chaff's inequality, which only assumes that the first two
moments of the distribution must exist.

Although the result of Tchebycheff's inequality

(i) PLIX-pl 2 ke} S 1782

cannot be improved in the general ceze, there exists a lot of
stronger inegualities, when more information about the distri-
bution is available. The most extensive results (references
[2] and [3}} are 'those which depend an the knowledge of some
higher moments or smoothness of the distribution.

The present work contains cne-sided generalizations of ine-~
quality (1) both under the basic conditions (only the exist-
gnce of the first two moments is known) and in such cases whan
some additional information sbout the distribution of the vari-
ate is available. The method in deriving the gensralizations
is based on the properties of the cumulative distribution
function (cdf): the admissible cdf's, i.e. ths cdf's fulfill-
ing the assumptions made, can pass anly through cartain parts
of the plane. The boundaries of the admissible cdf-region

lead to certain extremal distributions and hence to the requir-

ed¢ inegualities.

Thi starting point of the analysis is the basic form of Tcheby-

cheff's ineguality, which is derived first in section 2.
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This sectieon also coentains the derivation of the primary
admissible cdf-region, the region detarmined by the extremal
distribution functions F and P (Fig. 2). The properties of

the extremal distributiuns are alsoc considered.

Ssction 3 presents the methodological framework of the study.
In Tchebycheff's inequality the variance of the distributien
has the main role, the derivation of thz inequality e.g.
starts from the expression of the variance. Now in this
study, up to the variance assumption (the distribution has a
finite variasnce) it is taken the sxpsctation assumption (the
distribution has a finite sxpectation). Using this condition
it is shown that ons part eof the primary admissible cdf-region
(region A in Figs. 5 and 6) doss not fulfill both of the basic
assumptions; the admissible cdf's cannot go beyond F*oar F.
Thus, along with the reduction of the admissible cdf-region,
tigher one-sided bounds for the cumulative probabilities are

cbtained.

The new inequalities are more efficient than (i) in two sens-
es, viz.,

1% when far the values of k less than 1 ineguality (i)
gives only the trivial result P £ 1, we can now obtain
non-trivial one-sided bhounds of the type (i) for =2ll

values of Kk

also for the values of k between 1 and some 'r;1 {k1 > 11,
we get stronger sne-sided bounds than those resulting

from (i},

Segetion 4.contain5 the results of the study. The method of
sgction 3 is applied under different conditions, diffsrent
tyosws and different amounts of informaticn about the distrib-
utlon being available, to get the bounds of the admissible
coi~region. These bounds are then transformed to ons-sided

Tonebycheff-inequalities. The paper contains one-sided ine-
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gualities fer the following general classas af distiibutions.

I All distributicns (with finite expectation and variance)

P{X-u > kol (2/K21W1+K% - 1), 0<k</Br2
(11) <
PIX-u ¢ -ko} 1/kZ, k2 AE)z

Inequality (ii) shows that for the values of k between D and
v5/2 the one-sided bound (ii)} gives infermation which is not

derivable from the basic inequality (i).

II Distributions symmetrical about the sxpectation

-

‘ 1/2, 0 <k <1
(1111 P{X-u > ko} = P{X-u & -kol 2 {_

1/2k%, k21

Inequality (iii) is a direct consequence from the symmetry of
the distributicn and it is strongsr than (i) for all values
of k.

ITI Distributicons with semi-infinite range:

X € [u-ag,=») or X € [(-=, prag]

For the case X € [pu-ag, ) holds, if 0 £ a £ Nﬁﬂ.

2, 9 Sk« [1+V1+4a2]/2a

a+k

(iv) P{X-u > ko} °
17k2, k> (1+¥1+4a%)/2a

ard, i+ a > @6?,

33
a <
sk 0k
" P T A
(1v)* PiX-p > Ko} $4 P¥aTraklskill=Zatk o <y ¢k
3 1 2
ak
2 >
K2 K2k,

where k, = kﬂ[a] and k2 = kz[a}, ses equatiens {73)-(81) in
the text. The bounds for the case X € (-», pt+ag] are analog-

ical to (iv} and {iv)'.



