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1 JOHDANTO

1.1 Opintojakson "Lineaarialgebra” kuvaus 2014

Koodi ja laajuus: MATH.1040, Sop.
Edellytykset: Lihtotasotestin hyvéksytty suoritus.

Osaamistavoitteet: opintojakson jidlkeen opiskelija osaa ratkaista minké tahansa line-
aarisen yhtdloryhmin ja osaa tulkita myos kaikki mahdolliset erikoistapaukset, opiske-
lija osaa ratkaista matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit, tutkia neliomuodon defi-
niittisyyden, opiskelija osaa tutkia matriisin sddnnollisyysasteen, opiskelija osaa kiyt-
tdd Cramerin kaavoja, opiskelija osaa miirittdd kolmiulotteisen vektoriavaruuden suo-
ran ja tason yhtélot, opiskelija osaa laskea ristitulon ja skalaaritulon ja tuntee niiden ta-
vallisimmat kéyttotavat fysiikan laskuissa, opiskelija tuntee tavallisimmat matriisihajo-
telmat, opiskelija osaa mairittdd lineaarisen selitysmallin kertoimet PNS-menetelmalld,
opiskelija osaa selittdd lineaariavaruuden, lineaarisen aliavaruuden, lineaarikuvauksen,
kannan ja dimension kisitteet.

Sisilto: vektorit, lineaarinen vektoriavaruus, lineaarikuvaus, lineaarinen yhtaloryhma,
matriisi, determinantti, ominaisarvo, Singulaariarvo-hajotelma, sisédtulo, normi, approk-
simointi normin mielessi, vektoritulo, suora, taso, Kalman-suodin, pseudoinverssi, PNS
menetelmd, tietokone-ohjeman kiytto vektori- ja matriisilaskuissa. (kdytetty ohjelmoin-
tikieli ilmoitetaan kurssin alussa; Octave, Python, Java tai C.)

Oppimateriaali ja Kirjallisuus:

1. luentomoniste:

2. Kreyszig, E: Advanced Engineering Mathematics, John Wiley & Sons,
luvut 6, 7, 8.1-8.3

3. S. K. Kiveld: matriisilasku ja lineaarialgebra, luvut 2, 3, 4 ja 7

Toteutustavat: Luennot 44 h, harjoitukset 20 h.

Suoritustavat:

a) hyviksytty osallistuminen harjoituksiin ja vilikokeet (hyviksytyn osallistumisen kri-
teeri ilmoitetaan ensimmdiselld luennolla ja opintojakson verkkosivuilla) tai

b) tentti.

Opetus- ja suorituskieli: suomi

Arvostelu: Asteikolla 1-5 tai hylatty, laskuharjoituksista saa lisdpisteita.
Vastuuhenkil6: Matti Laaksonen

Opettaja: Matti Laaksonen

Vastuuorganisaatio: Matemaattisten tieteiden yksikko

Lisitietoja: kurssin materiaali www.uva.fi/~mla/math1040/
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1.2 Ohjeita kurssin suorittajalle

Sec:ohjeita|

Kurssi on Vaasan yliopiston teknillisen tiedekunnan opiskelijoille yksi ensimmaisisté
kurssesta. Kurssimateriaalia ldpikdydessisi kiinnitd huomiota seuraaviin seikkoihin:

Luvuista olioihin: Koulumatematiikkasi on keskittynyt luvuilla laskemiseen. Jonkin
verran olet laskenut my0s kirjaimilla. Nyt opimme laskemaan vektoreilla ja mat-
riiseilla. On tdrkedtd oppia ajatelemaan uusilla olioilla. Aluksi tdmi voi tuntua
oudolta, mutta nyt on tarkoitus valloittaa timéa uusi abstraktiotaso.

Algoritmit: Kurssin alussa opetellaan ratkaisemaan yhtdloryhmid. Koulussa on kisi-
telty yhtdloparit ja kolmen yhtdlon ryhmét. Nyt opimme uuden algoritmin (rat-
kaisumenettelyn). Ensimmiinen reaktiosi saattaa olla, ettd timi on turhaa! Al-
goritmi on mekaaninen ja se soveltuu kaikkiin tapauksiin. On hyodyllistd osata
tami algoritmi. Opinnoissasi tulet kohtaamaan monia algoritmeja. Nyt opimme
kohtaamaan algoritmeja! Kurssin kuluessa on moni asia ilmaistu algoritmimuo-
dossa, ja ne on tarkoitettu opeteltaviksi.

Kisitteet: Kurssin aikana opitaan useita kisitteitd, jotka ovat paljon kdytodssé (esimer-

kiksi lineaarisuus). Kidytinnon kokemus on osoittanut, ettd vaikka sanat tunne-
taankin, niin usein niiden todellista merkitysti ei tiedetd. Aina, kun ajatelussa
kiytetddn késitteitd, joiden tdsmillistd merkitystd ei tunneta, ollaan vaarallisilla
vesilld. Johtopditokset voivat menni rankasti pieleen.
Kun materiaalissa on annettu kisitteelle numeroitu méaéritelmaé, niin ttd maari-
telmédd voidaan kysyi tentissd. Tenttitehtidvét eivit ole pelkéstiddn laskuja, vaan
tehtivistd ainakin yksi on sanallinen ja tyypillisesti siind kysytdédn jonkin termin
madritelmai.

Todistukset: Kurssimateriaali sisdltid melko paljon todistuksia. Todistukset ovat aina
sellaisia, ettd ne on mahdollista ymmirtidd aikaisemman avulla. Jos todistus on
kohtuuttoman mutkikas, niin toteamme vain, ettd: "on mahdollista todistaa, etti
Jos pystyt seuraamaan todistukseen liittyvén ajatuksenjuoksun, niin kily se ldpi
huolellisesti ja iloitse. Jos todistus jdd sinulta ymmartdmaéttd, niin dld missdén
tapauksessa opettele sitd ulkoa. Todistusten opetteleminen ulkoa on hyodytonti
itsensd uuvuttamista.

Kun my6hemmin tyoeldamissd joudut ottamaan selville asioita, joudut peruste-
lemaan asioita itsellesi ja tyotovereillesi. Silloin olet vahvemmilla, jos olet tdlld
kurssilla kdynyt todistukset ldpi ja tajunnut niiden tyypilliset ajatuskuviot.

Jos haluat varmistaa ylimmén arvosana, niin kdy my0s todistukset ldpi kokeeseen
valmistautuessasi. Toisaalta suurin osa koetehtidvistd on suoria laskutehtévid, jo-
ten kurssi on mahdollista suorittaa osaamatta todistuksia. Nyt on kysymys siité,
ettd tunnistat omat lahjasi ja kehitét niit..



3ec:EnsOhjelma|

Vaasan yliopiston julkaisuja 8

Kaavat: Kaavoja ei tarvitse opetella ulkoa. Jos lasket viikkoharjoituksia ahkerasti, niin

tarkeimmat kaavat muistat joka tapauksessa. Monisteen lopussa oleva kaavako-
koelma saa olla tentissd mukana.

Oppimistavoitteet: Kurssin jilkeen opiskelijan tulee osata tietyt asiat. Osattavien asioi-

den lista on sen verran pitkd, ettd se on sijoitettu liitteend monisteen loppuun.
Listaa kannattaa seurata kurssin kuluessa.

Tietokoneen kiytto: Tietokoneen kdyttd on asetettu tiedekunnan tasolla tirkeédksi op-

pimisaiheeksi. Jo ensimmdisten kurssien aikana kdytdmme tietokonetta kurssiin
liittyvien esimerkkien ratkaisemiseen. Kdytetyt ohjelmat, ympéristot ja tyokalut
ovat jatkuvan kokeilu- ja kehittelytyon alla. Siksi kannattaa tarkistaa viimeiset
ohjeet kurssin verkkosivulta (www.uva.fi/~mla/math1040/) ennen kuin

asentaa mitddn ohjelmia omalle tietokoneelle.

1.3 Ensimmadiset Octave-ohjelmat

Nyt teemme ensimmaiset kaksi yksinkertaista ohjelmaa. Tdssd kappaleessa ohjelmat

aCodes

toteutetaan Octavella. Liitteessd (7?7) on useimmille monisteen esimerkki-ongelmille

esitetty myos Python-, Java-, ja C-kieliset toteutukset.

Ohjelma-esimerkki 1 7ee ohjelma joka tuottaa Fahrenhei/Celsius -muunnostaulukon.
Jos tg on ldmpdotila Farenheit asteissa ja t¢c on vastaava ladmpotila Celsius asteissa, niin

5
Ic = §(Z‘F —32)

(Jotta tuloste ei ole liian pitkd, teemme taulukosta melko karkean. Voit itse muuttaa

ohjelmaa siten, ettd se tekee tarkemman muunnostaulukon.)

Ohjelma tiedostossa: "1aEs01 .m”

# file: "laEsOI.m"

printf ("Fahrenheit, Celsius\n");
for n=1:10

tf = 10*n;

tc = 5/9%x (t£-32);

printf ("t_F = %6.2f, t_C = %6.2f \n",
endfor

tf,

tc);

Huomautuksia koodiin:
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1. Ristikkomerkki # ensimmdisen rivin alussa aloittaa kommentin, jonka tulkki si-
vuuttaa. Kaikki ristikko-merkin jilkeen rivilld oleva teksti tulkitaan kommentik-
S1.
Kommentit ovat useimmiten tarkoitettu ohjelmalistausta lukevalle ihmiselle. Tés-
sd tapauksessa kommentti kertoo, minkéd nimiseen tiedostoon koodi on talletettu.

Joskus kommenteilla ohjataan kdintdjdn toimintaa, mutta sellaisia kommentteja
on tissd materiaalissa vain muutama.

Huomaa, ettd ristikkomerkki (risuaita) on eri asia, kuin "hashtag’. Vasta kun ris-
tikkomerkkiin yhdistetddn avainsana, syntyy tunniste, eli "hashtag’. Esimerkiksi
“#linnanjuhlat’ on hashtag.

kayttd Suom. | Engl. (USA) | out of USA | esim.
Yleisnimitys ristikko | number sign

Numeron edessid | numero number #2
Puhelimessa ristikko pound hash

Ristikkomerkki # on myos eri asia kuin sharp f, joka on alunperin nuoteissa esiin-
tyvd "ylennysmerkki”. Microsoftin ”’C sharp”-ohjelmointikielen logo C# (lue: si:
sha:p) toteutetaan yleensd ristikkomerkin avulla.

komentoprintf ("...");
on funktio, joka tulostaa konsolille argumenttinsa, joka on merkkijono. Merkki-
jono paittyy tdlld kertaa rivinvaihtoon \ n.

2. thﬂi|printf("Fahrenheit, Celsiusn");

3. |for n=1:10 ... endfor |on toistorakenne, jossa samoja komentoja toiste-
taan kymmenen kertaa n:n arvoilla 1, ..., 10.

4. Rivi: [tf = 10«n; | péittyy puolipisteeseen, kuten moni komento Octavessa.
Kyseessi on sijoituskomento, joka laskee lausekkeen 1 0 «n arvon ja sijoittaa sen

muuttujan t £ arvoksi. Jos komennon peréssi ei ole puolipistettd, kddntédjd kir-
joittaa konsolille muuttujan t £ nimen ja sen saaman uuden arvon. Jos puolipiste
on komennon perdssi, niin tulkki ei kirjoita konsolille mitdén. Ohjelman voisi
siis kdytdnnossi toteuttaa seuraavasti:

for n=1:10

tf = 10%n

tc = 5/9%(t£-32)
endfor

mutta tuloste on hieman sekava. (Kokeile!)
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5. Toinen printf funktio tulostaa taas rivin tekstid kuitenkin niin, ettd ensimmai-
nen '$6.2f" korvataan kuudella merkilld, joihin tulee muuttujan t £ arvo kah-
della desimaalilla ja toinen *$6.2 £’ korvataan kuudella merkilld, joihin tulee
muuttujan tc arvo kahdella desimaalilla. Kirjain £ kertoo tulkille, ettd tulostet-
tavan muuttujan arvo on desimaaliluku (engl. £1oat).

Ajo:
octave:1> laEsO1l
Fahrenheit, Celsius
t_ F = 10.00, t_C = -12.22
t_ F = 20.00, t_C= -6.67
t_ F = 30.00, t_C= -1.11
t_F = 40.00, t_C = 4.44
t_F 50.00, t_C = 10.00
t_F 60.00, t_C = 15.56
t. F = 70.00, t_C= 21.11
t_F = 80.00, t_C= 26.67
t_F = 090.00, t_C = 232.22
t_F = 100.00, t_C = 37.78
octave:2>

Ohjelma-esimerkki 2 Piirrd funktion f(x) = x> — 2x kuvaaja vililli 0 < x < 3. Teem-
me kuvasta hiukan karkean. Voit parantaa kuvaa.

Ohjelma tiedostossa: ”1aEs02 .m”

# file: "laEs02.m"
x = [0 0.5 1 1.5 2 2.5 3]
for k=1:7
y(k) = x(k)"2-2xx(k);
endfor
plot(x, v, "b-")

[Fig:Code:es02
Ohjelman ajosta syntyvi graafi on kuvassa IT.

Ohjelman ”1aEsim02.m” viimeiselld rivilld olevan plot-komennon kolmas argu-

mentti on merkkijono joka ohc]aa Purrettavan kayreg%1 omlmabsiluksm Jos merkkijonosta
Ensimmailnen Jjelilma

16ytyy alla olevan taulukon Il mukaisia merkkejd, niin piirrettivin murtoviivan omi-

naisuudet muuttuvat vastaavasti. Esimerkiksi piirtokomento plot (x, y, ’'r:o’)
tuottaa murtoviivan, joka on piirretty punaisella virilld, viivat ovat katkoviivoja ja pis-
teet merkitty pienilld palloilla.
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. . . |Code:es02
Kuva 1. OhJelma-es1merk1nb tuottama kuva.

Taulukko 1. Octaven plot-komennon viivan ominaisuudet.
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2 TRIGONOMETRIAA JA FYSIIKAN VEKTOREITA

2.1 Trigonometriset funktiot

2.1.1 Kulmayksikoistid

Aste, 1° (engl. degree) Kun kellon viisari kiertyy yhden kierroksen, sanomme, et-
ta se kddntyy 360° (360 astetta). Ajatus tdyden kierroksen jakamisesta 360 asteeseen,
juontaa kaldealaiseen astrologiaan. Yhdessd vuorokaudessa aurinko siirtyy noin yhden
asteen tdhtikuvioiden joukossa. Oikeastaan tdysi kierros tulisi jakaa 365 osaan, mutta
sekiin ei karkausvuosien takia anna tidysin oikeata jakoa. 360 jako-osien midridnd on
kiytdnnollinen, koska se on helppo jakaa pienempiin osiin. Yksi aste jactaan 60 kulma-
minuuttiin (1° = 60’) ja yksi kulmaminuutti jaetaan 60 kulmasekuntiin (1’ = 60”). Siis
aurinko kiertdd yhden kulmaminuutin kulman 24 minuutissa, ja yhden kulmasekunnin
kulman 24 sekunnissa.

Gradiaani, grad, eli gooni (engl. grad, ransk grade, saks. gon, ruots. gon) on 1/400
taydesti kierroksesta.

grad, grade [1], gradian, or gon (12 or gr or grd) is a unit of angle measu-
rement equal to 1/400 circle, 0.01 right angle, 0.9°, or 54°. This unit was
introduced in France, where it is called the grade, in the early years of
the metric system. The grad is the English version, apparently introduced
by engineers around 1900. The name gon is used for this unit in German,
Swedish, and other northern European languages in which the word grad
means degree. Although many calculators will display angle measurements
in grads as well as degrees or radians, it is difficult to find actual applica-
tions of the grad today. !

Radiaani, rad, on kulman ympyristi erottaman kaaren pituuden suhde ympyrin sa-
teeseen (kun ympyrin keskipiste on kulman kirjessi). Tdysi kierros on silloin 27 radi-
aania. Suorakulma on 7 rad.

"http://www.unc.edu/~rowlett /units/dictG.html
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Piiru, Kompassipiiru on 1/32 tdydestd kierroksesta. Siis 1 piiru = 11,25°. Kompassi-
piiru nikyy edelleen merenkulun sdadoksissa.

Tykiston piiru on karkeasti se kulma, jossa metrin kokoinen esine nikyy kilometrin
padstd katsottuna. Siis tdysi kierros on noin 1000 - 27 piirua ~ 6283, 2 piirua. Eri armei-
jat jakavat tidyden kierroksen piiruiksi hiukan eri tavoin. Tdysi kierros on 6000 piirua
(venijd), 6300 piirua (Ruotsi) tai 6400 piirua (Nato). Suomessa ollaan siirtymissi ve-
nildisestd piirusta nato-piiruun.

360° =400grad = 27wrrad = 6400piirua

Kun tieddmme, mité tdysi kierros on valitussa kulma-asteikossa, niin
oikokulma on 1/2 tdydesti kierroksesta (180° = 200 grad = wrad = 3200piirua), ja
suorakulma on 1 /4 tiydestd kierroksesta (90° = 100 grad = 7 rad = 1600 piirua).

N s N i
L/ 3600

(a) (b) () (d)

Kuva 2. (a) tiysi kierros 27, (b) oikokulma 7, (c) suora kulma 7 /2, (d) suoran kulman
puolikas /4.

Kulma o on terdvd, jos 0° < a0 < 90° (0 < o < 7/2). Kulma o on tylppd, jos 90° <
o < 180° (/2 < o < m).

Radiaani-kulmayksikko “rad” kirjoitetaan nédkyviin, jos halutaan lukijan varmasti tieté-
vin missd yksikoissd kulma on ilmaistu. Jos kiytetty yksikko on asiayhteydestd selvi,
niin silloin “rad” jitetdin pois. Tamai ei ole virhe, silld kulma radiaaneissa on kaaren
pituus jaettuna sédteen pituudella, ja timi laskutoimitus antaa tulokseksi paljaan luvun.

Talld kurssilla kiytetdin kulmayksikkond joko astetta tai radiaania. (Piiru voi jossa-
kin erikoistilanteessa esiintyd, mutta gradia emme kdytd koskaan. Opettele omassa las-
kimessasi tarkistamaan laskimen kulmayksikko-asetus ja tarvittaessa muuttamaan se.
Kokeessa ei nyt védrdn vastauksen selitykseksi kelpaa, ettd “Tein kylld kaiken oikein,
mutta laskimessa olikin grad-asetus padlld.”)
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Kuva 3. Tdyden kierroksen kahdeksas osa radiaaneina.

2.1.2 Suvorakulmainen kolmio

Suorakulmainen kolmio on koulusta tuttu kolmio, jonka yksi kulma on suora (90°, tai
m/2 rad). Kdytimme seuraavassa melko laajasti vakiintuneita merkintdperiaatteita:

¢ Kolmion kulmia merkitsemme kreikkalaisin kirjaimin o, 8, ¥, jne. Suoraa kul-
maa ei aina merkiti kirjaimella, vaan se merkitiéin kuvaan pienelld neliolla.

¢ Kolmion sivuja ja sivujen pituuksia merkitsemme tavallisin kirjaimin a, b, c, jne.

¢ Ensimmiisessid kuvassa kulmaa o vastassa on sivu a, kulmaa 3 vastassa on sivu b
jne. Kun ensimmidistd kuvaa analysoidaan jakamalla kolmioita pienempiin osiin,
joudutaan tistd periaatteesta yleensd luopumaan.

e Suoran kulman kyljet ovat kateetit a ja b, ja suoraa kulmaa vastassa on hypote-
nuusa c.

atf = 90°
= >+
sina = a/c
a cosae = b/c
tanaw = a/b
cota = b/a
.

b

"ig:lasKkolmio Kuva 4. Suorakulmainen kolmio.

Suorakulmaisen kolmion terdville kulmalle mééritelldin seuraavat trigonometriset funk-
[Fig:1laSKkolmio

tiot (ks kuva H):
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. . . . ) a
Sini = vastainen kateetti jaettuna hypotenuusalla | sin = —
c

Kosini = viereinen kateetti jaettuna hypotenuusalla |cos ot =

. . .. o . a
Tangentti = vastainen kateetti jaettuna viereiselld kateetilla | tan o = b

Kotangentti = viereinen kateetti jaettuna vastaisella kateetilla [cot ot = —
a

Funktioiden arvot eivit riipu kolmion suuruudesta. Pienessid ja suuressa suhteet ovat
samat.

Lause 1 (Pythagoran lause) Suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusan pituuden ne-
lio on kateettien pituuksien nelividen summa.

A =a+

Seuraavassa lauseessa ja tisti eteenpiin muutenkin merkinnilli sin? o tarkoitetaan
lauseketta (sin o)2. Merkintitapa on aiemmin ollut vilttim:ton, kun on kisitelty pitkiz
trigonometrisia sarjakehitelmid. Muussa yhteydessd merkintd tuntuu aluksi epédloogi-
selta, mutta sithen tottuu nopeasti, ja sitd on syyti osata kayttda.

Lause 2 (Seuraus Pythagoran lauseesta) Jos & on terdvdi kulma, niin

sin? o +cos?o = 1.

Perustelu: Tarkastellaan mitéd tahansa suorakulmaista kolmiota, jossa kulma o on te-
rdvind kulmana. Nimetddn kolmion sivut ja muut kulmat tavalliseen tapaan. Silloin
a=c-sino ja b = c-cos « ja Pythagoran lauseen mukaan

ad+b> =

& (c-sina)? + (c-cosa)? ¢
&sinfatcos’a = 1. a
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2.1.3 Kolmiolauseet

Téassd kappaleessa kolmion ei tarvitse olla suorakulmainen, ellei erikseen niin sanota.
Koska kolmiossa voi olla tylppd kulma, sovimme tylpin kulman sinille ja kosinille
seuraavat sopimukset:

jost/2<a<m niin sin(a)=sin(7 —a), (2.1)
jost/2<a<m niin cos(at) =—cos(T— ). (2.2)

Lause 3 Kolmion kulmien summa on 7 (eli 180°).

|a+5+7=w

Perustelu: Kuvan mukaisesti kolmion huipun kautta piirretdén kannan suuntainen suo-
ra. Kun nyt kolmion vasen kylki leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa, ovat syntyviit
ristikulmat yhtdsuuret. Kolmion kantakulmaa o vastaava ristikulma on my6s suuruu-
deltaan or. Vastaavasti kantakulmaa f3 vastaava ristikulma on myos suuruudeltaan 3.
Huipun kohdalle syntyva kolmen kulman summa on oikokulma.

Lause 4 (Seuraus edellisesti) Jos kolmiossa on tylppd kulma (> 7 /2), niin muut kaksi
kulmaa ovat terdivida (< 7 /2).

Lause 5 Kolmion ala on puolet kahden sivun pituuksien ja niiden vdlisen kulman sinin
tulosta. (Kaavana: A = % -b-c-sinaq.)

A= %bcsina

Perustelu: Kuvan mukaisesti kolmion huipun kautta piirretdéin kannan suuntainen suo-
ra. Piirretyn suoran ja kannan vilinen etdisyys on kolmion korkeus /. Olkoon ¢ kannan

EgSinTylp
EgqCosTylp
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¢ jakyljen b vilinen kulma. Silloin kolmion korkeus on & = bsin(¢). Kolmion pinta-ala
on puolet kannan ja korkeuden tulosta, eli

A= lch = lbcsinoc.
2 2

Lause 6 Sinilause:
a b c

sinog sinf siny’

[Th:kolmionala . . . .
Perustelu: Lauseen b mukaan Kolmion kaksinkertainen pinta-ala voidaan laskea seu-

raavilla tavoilla: bcsino = acsinfB = absiny. Viite seuraa, kun lausekkeet jaetaan
abc:lla ja siirrytdidn kddnteislausekkeisiin. U]

Lause 7 Kosinilause:
¢? =a® +b*—2abcos7y.

Perustelu:

Tapaus: 7 Terava ~” Tapaus: " Tylppa ~”
b—u=acosy § = —acosvy

Y114 olevien kuvien merkinndin:

Jos y on terdvé, niin Jos y on tylpp4, niin

¢ = R+ ¢t = R+ (b+s)?
= &—(b-ul’+u = s>+ (b+s)?
= & —b*+2bu = a*+b*+2bs
= a2+b2—2b(b—u) = a’+b*>—2abcosy
= &’ +b*—2abcosy




Vaasan yliopiston julkaisuja 18

2.1.4 Trigonometriset funktiot

Edelld kulma o oli suorakulmaisen kolmion terdvi kulma, joten tdhdn mennessd sin o,
cos o, tan & ja cota on médritelty vain, kun 0 < a < 7/2. Seuraavaksi méérittelemme,
miti sin(x), cos(x), tan(x) ja cot(x) ovat, kun x on miki tahansa reaaliluku (x € R). T4-
min kappaleen merkinnit (x ja sulut sen ympdrilld) korostavat trigonometristen funk-
tioiden funktio-luonnetta. Myohemmin x korvautuu taas muilla kirjaimilla ja sulut jaa-
vit pois.

Kuva 5. Kulman x kehipisteen koordinaatit.

Piirretddn (c,s)-koordinaatisto ja sen piille origokeskinen yksikkdympyri. c-akseli
osoittaa vaakasuoraan oikealle ja s-akseli osoittaa ylospdin. (Kdytimme nyt c- ja s-
akseleita, koska muuttuja x on varattu kulmalle.) Piirretiin koordinaatistoon yksik-
koympyri c? + s = 1 ja piirretdin koordinaatistoon 0-kulma niin, etti kulman kirki on
origossa ja kulman kumpikin kylki on positiivisella c-akselilla. Avataan kulmaa kiin-
tamélld vasenta kylked niin, ettd vasemman kyljen ja ympyrédn kehén leikkauspiste, eli
kehipiste, litkkuu kehéd pitkin positiiviseen suuntaan matkan x. Silloin kulman suuruus
on x radiaania.

Kulman vasen kylki leikkaa yksikkdympyrén kehin kehd-pisteessi (¢, s, ). Kehépis-
teen s-koordinaattia sanomme kulman x siniksi, ja kdytimme sille merkintidi

sinx,

ja kehipisteen c-koordinaattia sanomme kulman x kosiniksi, ja kdytimme sille mer-
kintad
COSX.

Sinin arvo, eli kehdpisteen s-koordinaatti, ja kosinin arvo, eli kehépisteen c-koordinaatti,
riippuvat kulman suuruudesta x. Ndin saamme funktiot

x> sin(x), ja x> cos(x).



laFig:SinCos
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Funktioiden sin(x) ja cos(x) arvot on nyt midritelty kahdella erilaisella tavalla: (1)
kiyttden suorakulmaista kolmiota ja (2) kéyttaen yksikkoympyrdd. Kun kulma x on te-
rivi, eli 0 < x < 7/2, niin kumpikin mééritelmi antaa saman arvon sinille, ja kumpikin
méiiritelmi antaa saman arvon kosinille.

Yksikkdympyrin avulla sinille ja kosinille saadaan arvot myos silloin, kun x on suu-
rempi kuin suora kulma. Silloin kehépiste kulkee kehélld enemmén kuin neljénnes-
kierroksen. Kulma x voi olla miten suuri tahansa. Tarvittaessa kehdpiste kiertdd kehéan
vaikka useampaan kertaan kulkiessaan matkan x. Kulma x voi my0s olla negatiivinen.
Silloin kehipiste ldhtee liikkeelle pdinvastaiseen suuntaan, myotdpédivain.

Nyt Vomlllme sanoa, fétta sini- ja kosinifunktiot on médritelty kaikilla x:n reaaliarvoilla.
aFig oS
Kuvassa 6 on Tunktioiden kuvaajat. Samoin voimme méiritelld tangentti- ja kotangent-

tifunktioiden arvot

tan(x) = sin(x)/cos(x), kunx# mw/2+n-x, ja
cot(x) = cos(x)/sin(x), kunx#n-m.
Talngentln jako kotengentln arvoja emme siis médrittele kaikilla x:n reaaliarvoilla. Kuvas-

13aFig:
sa[7 on naiden Iunktlolden kuvaajat.

sin(x)

Kuva 6. Sini- ja kosini-funktioiden kuvaajat.

Kun kulmaa kasvatetaan arvosta x arvoon x + 27, kulmaa vastaava kehépiste kiertdd
yhden tidyden kierroksen ja lopussa kehiépiste on samassa paikassa, josta se lihti. Siis

sin(x+2x) =sin(x), ja cos(x+2m) = cos(x). (2.3)

Sanomme, etti sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, perusjaksona 2. My0s perusjak-
son kokonaislukumonikerrat ovat jaksoja (sin(x +n-27) = sin(x)). Tangentti ja kotan-
gentti ovat jaksollisia perusjaksona 7.
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tan(x) cot(z)

laFig:TanCot Kuva 7. tangentti- ja kotangentti-funktioiden kuvaajat.

Yksikkdoympyrin avulla on helppo nidhdi, ettd my0Os seuraavat kaavat ovat tosia kaikilla
x:n arvoilla:

— 1 <sin(x) <1, ja —1<cos(x) <1, (2.4)
—x) = —sin(x), ja  cos(—x) = cos(x), (2.5)

in(x), ja  cos(m—x) = —cos(x). (2.6)
/2 —x)=cos(x), ja cos(m/2—x)=sin(x). (2.7)

TrigEg03
Kaavan (IZ.S? koiﬁﬂalla sanomme usein, ettid sinifunktio on parr[on,2 ja kosinifunktio on
TrigEg04 EgSinTyl

par%lirclen.; I%aava (2.6) merkitsee samaa, kuin aiemmin tekemdmme sopimukset (2.
. gLosly.lp . .. .. . . . ... .. . .
ja (2.2). Sopimukset olivat siis viisaasti valitut (ainoat jarkevit). Usein tarvitsemme

summakulman sinin ja kosinin kaavoja:

sin(x£ty) = sin(x)cos(y)=cos(x)sin(y) (2.8)
cos(xty) = cos(x)cos(y)Fsin(x)sin(y) (2.9)

Tri ille funktioille voi Keksid palion k L hdv luet
rigonometrisille ?n tl(il ev01da'ai1n € ”Sléi gca: %oan aavo;a,gogt.aTerrinéne nyt ryhdy luet
telemaan. Kaavat 10ytyvét kaava-liitteestd 72 sivu 27,

2.1.5 Arcus-funktiot

Sini- ja kosinifunktiot ovat jatkuvia, mutta eivit monotonisia. Siksi niilld ei ole kién-
teisfunktiota (yleisessd merkityksessd). Kun sinifunktion maéérittelyjoukko rajoitetaan

2Parittomalle funktiolle on voimassa f(—x) = —f(x). Tdmi on tyypillisti parittomalle potenssifunk-
tiolle, kuten f(x) = x°.

3Parilliselle funktiolle on voimassa f(—x) = f(x). Tami on tyypillisti parilliselle potenssifunktiolle,
kuten f(x) = x°.
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viliksi I, = [-7/2+n- 7w, /2 + n- x], niin sinin kéinteisfunktio 16ytyy. Kun kosi-
nifunktion médrittelyjoukko rajoitetaan viliksi J, = [0+ n - 7, & + n - 7], niin kosinin
kadnteisfunktio 16ytyy.

Tangenttifunktio on ep#jatkuva kohdissa x = /2 + n- m, mutta se on monotoninen
(kasvava) vileilld [,,. Kotangenttifunktio on epédjatkuva kohdissa x = n - 7, mutta se on
monotoninen (vaheneva) vileilld J,,.

Mairitelma 8 Tdssd luentosarjassa mddrittelemme funktiot arcsin, arccos, arctan ja
arccot vdleille Iy = [—%,%] ja Jo = [0,7] rajoitettujen trigonometristen funktioiden
kddnteisfunktioina seuraavasti:

Sfunktio kddnteisfunktio

sin: [-%3,%] = [-1,1] | arcsin: [-1,1] = [-F,T]

cos: [0,m] = [—1,1] | arccos: [—1,1] — [0,7]
tan: [-Z, 2] - R arctan: R — [-2, 2
cot: [0,m] = R arccot : R — [0, 7]

Usein kirjoissa kiytetdén arcus-funktioiden paikalla kédénteisfunktio-merkintii (arcsin ~
sin~1). Tami on oikein ja perusteltua, jos kirjassa on trigonometriset funktiot mécri-
telty kompleksimuuttujan kompleksiarvoisina funktioina. Silloin funktioteorian ja Rie-
mannin pintojen avulla kdidnteisfunktio voidaan mairitelld hyvin. Tdssd kurssissa ei ka-
sitelld Riemannin pintoja joten sovimme, ettd tidssd materiaalissa arcsin ja arctan saavat
arvon vililtd [—Z, 7] ja arccos ja arccot saavat arvon vililtd [0, 7).

Fig:SinArcsin | Kuva 8. Sini- ja arcus-sini -funktioiden kuvaajat.

Esimerkki 9 Laske pisteiden Py = (2,1), P, = (—1,2), Ps = (—2,—1) paikkavektorei-
den ja x-akselin vdliset kulmat.
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-1 C:) 1
y = cos(a) a = arccos(y)

Fig:CosArccos Kuva 9. Kosini- ja arcus-kosini -funktioiden kuvaajat.

1Fig:TanArctan

Ya Y

—————— =

1
1
X —
V N—
|
—
N
-
no
v
\'DQ
w
v

| x : x x
| | (=2,-1) |
Periaatteessa tehtdvd on helppo, silld
tanoy = Yk = O, = arctan <)i> +n-m.
Xk Xk

Nyt tulee laskijan kuitenkin muistaa, ettd laskin antaa arctan-funktion arvon aina vdlil-
ti —m/2 < o < 1/2, joten laskijan tulee lisditi laskimen antamaan kulmaan w laskies-
saan kulmia o ja oz mutta ei tule lisdtd laskimen antamaan arvoon mitddn laskiessaan



:KotanArckotan|

Sec:SKKoordSys|
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A
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

o
——-f e

‘i’
= cot(a)

a = arccot(y)

Kuva 11. Kotangentti- ja arcus-kotangentti -funktioiden kuvaajat.

kulmaa o. Siis

| =

o = arctan< > = 0.46365(rad) = 26.565"

oy = arctan < + 7 =2.03444(rad) = 116.565°

2z
—1
—1
o = arctan <_—2> + 7 = 3.60524(rad) = 206.565°

Johtopdiditos esimerkin perusteella

[ arctan(y/x), kunx > 0,
- | arctan(y/x)+m, kunx <O.

2.2 Pisteet ja vektorit suorakulmaisissa koordinaatistoissa

Opiskelija on jo koulussa késitellyt tason ja avaruuden koordinaatistoja, mutta koulussa
asia yleensi yksinkertaistetaan ddrimmilleen niin, ettd syntyy mielikuva siitd, ettd on
olemassa vain yksi koordinaatisto.

Tavallinen tason (x,y)-koordinaatisto

Koordinaatisto asetetaan siten, ettd x-akseli on vaakasuora, asteikko kasvaa oikealle, ja
y-akseli on pystysuora, asteikko kasvaa ylospidin. Akselit ovat siis kohtisuorassa. Ak-
selit leikkaavat asteikkojen nollakohdissa. akselien leikkauspistettd sanomme origoksi.

Jos tason pisteen P kautta piirretty pystysuora leikka x-akselin kohdassa xp, ja pisteen
P kautta piirretty vaakasuora leikka y-akselin korkeudella yp niin sanomme, etti pis-
te on kohdassa xp korkeudella yp ja merkitsemme P = (xp,yp). Janaa, joka yhdistdd
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Y
P = ($P7?JP)
yp |----- M
| Tp T

Kuva 12. Pisteen koordinaatit tasossa.

pisteet P ja Q merkitsemme kirjainparilla, jonka pilld on viiva, PQ. Kun janalle anne-
taan suunta (P:std Q:hun), saamme suuntajanan PQ. Tarkasti tulkittuna suuntajalla on

pituus, suunta ja paikka.

Vektorilla on pituus ja suunta. Kun piirrimme vektorin, niin piirrimme suuntajanan,
jolla on sama pituus ja suunta kuin vektorilla. Sanomme, ettd miké tahansa suuntajana,
jolla on sama pituus ja suunta kuin vektorilla, edustaa vektoria. On tapana sopia nimet

koordinaattiakselien suuntaisille yksikkovektoreille:

vektori pituus suunta
1 1 x-akselin suunta
] 1 y-akselin suunta

Suuntajanan pituus ja suunta on helppo esittdd yksikkovektoreiden i ja}' avulla:

"a oikealle ja b ylos” = a-i+b-]
Yy . . -
3-i42-] J,
]
7 iiT
X

el

i Hi+i+tj+j=3-1+2-]
Kuva 13. ”Kolme oikealle ja kaksi ylos”.

Kun tieddmme suuntajanan paitepisteiden koordinaatit, niin suuntajanan pituus ja suun-

ta saadaan samalla tavalla

—

PO = (xo—xp) i+ (vo—yp) -]



1:CosGammaTaso
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— —

PG = (g — =) + (yg — yr);

Kuva 14. Suuntajanan pituus ja suunta.
Pisteen P = (xp,yp) paikkavektoria 7p edustaa suuntajana origosta O pisteeseen P, eli
Fp= Oj = XPY+ij.

Kahden vektorin, d ja E, summa d +l3 konstruoidaan piirtden siten, ettd ensin piirretdin
jokin vektoria d edustava suuntajana @, sitten piirretddn pisteestd Q alkava vektorin b
edustaja OR. Nyt suuntajana ﬁ edustaa summavektoria @ + b.

Yy 0 R Yy
=

h v

—
f—

X

7
ﬁ?:@—i-cﬁ C_[“‘g:(az"’bx)?‘i‘(ay‘i‘by)f

Lause 10 Tuson vektorin @ = a,i + ayj? pituus |d| voidaan laskea lausekkeesta
= a2+ g2
|d| = /a3 +aj.

Perustelu: Kun piirrimme vektorille & origosta alkavan edustajan, syntyy luonnollisel-
la tavalla suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusan pituus on sama kuin vektorin
pituus ja kateettien pituudet ovat |ay| ja |a,|. Viite seuraa nyt Pythagoran lauseesta. [

Lause 11 Kaksi tasovektoria @ = a + ayj ja b=bi+ byj ja niiden viilinen kulma 7y
toteuttavat yhtdlon
_ axby+ayb,

jal|b]
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Perustelu: Piirretddn vektoreille origosta alkavat edustajat. Olkoon edustajien loppu-
pisteitd yhdistdvin janan pituus c. Kosinilauseen mukaan:

)
b . 2 = a®>+b*—2abcosy
b a (az —by)* + (a, — b)? = a>+ a§+ b + b2 — 2abcos
a —2a,b, — 2a,b, = —2|a||b|cos~y

| x 0

Lause 12 (a) Jos tasovektoria d = ayi + ayj kierretddn origon ympdri positiiviseen
kiertosuuntaan kulman o verran, niin kierretty vektori on

Gror = (cos(at) - ay — sin(a) - ay) i 4 (sin(t) - @, + cos(a) - ay)].

(b) Jos tasovektoria d = a,i -+ ay] kierretdiéin origon ympiiri positiiviseen kiertosuuntaan
kulman /2 verran, niin kierretty vektori on

Grot = —Qy1+ay].

Perustelu: (a) Olkoon vektorin @ pituus r ja vektorin ja x-akselin vélinen kulma ¢,
jolloin a, = rcos ¢ ja ay = rsin @. Nyt Kierretty vektori on

=
Qrot

Trot = 1cos(a + @)1+ rsin(a+ )]
= r(cosacosyp —sinasing)i
+r(sin o cos ¢ + cos asin @) j

= (cosa-a, —sina-ay)i+ (sina-a, +cosa-ay)j

(b) Seuraa suoraan a-kohdasta, kun a = 7 /2. [l

Konkreettisen tason (x,y)-koordinaatisto

Jatkossa monen esimerkin ratkaisu alkaa silld, ettd asetetaan koordinaatisto, jossa las-
kut ja analyysit tehdddn. Koordinaatisto siis valitaan tehtdviin sopivalla tavalla. Edel-
lisesséd kappaleessa koordinaattiakselien suunnat olivat “oikealle” ja “ylos”. Télld va-
linnalla saatiin aikaan se, ettd kun ensimmaéisen koordinaattiakselin suuntaista vektoria
k#dnnetidn positiiviseen kiertosuuntaan (vastapdiviidn) kulman 7 /2 verran, niin kdén-
netty vektori on toisen koordinaattiakselin suuntainen.

Kun varustamme tason suorakulmaisella koordinaatistolla, valitsemme neljd ominai-
suutta
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1. Origo. Piste, jossa koordinaattiakselit leikkaavat.
2. x-akseli.

3. y-akseli, joka on kohtisuorassa x-akselia vastaan ja saadaan x-akselista kiertamal-
14 kulman 7 /2 verran positiiviseen kiertosuuntaan.

4. Akselien asteikko. Akseleilla tulee olla samat asteikot. Asteikkojen nollakohdat
ovat origossa.

Edelld kohta 3 sisidltdd aidon valinnan, silld suunnistus riippuu siitd, miltd puolelta kat-
somme tasoa. Jos avaruusaseman kaksi astronauttia ovat korjaamassa aurinkopaneelia,
ja ovat eri puolilla paneelia, niin he ovat perustellusti eri mieltd suunnistuksesta. Suun-
nistus riippuu siitd, miten valitsemme tason yla- ja ala-puolen.

Tavallinen avaruuden (x,y,z)-koordinaatisto

Aloitetaan koordinaatiston konstruointi siten, ettd katsoja on kyykyssi ja origo on kat-
sojan edessi. x-akseli on vaakasuora katsojaan péin, y-akseli on vaakasuora oikealle
(kohtisuorassa x-akselia vastaan), ja z-akseli osoittaa ylospdin (kohtisuorassa sekd x-
akselia ettd y-akselia vastaan). Tdmén jilkeen katsoja nousee seisomaan ja ottaa aske-
len oikealle, ja piirtdd kuvan ndkemaéstididn. Se, ettd katsoja muutti hieman asentoaan,
saa x-akselinkin ndkyméaén kuvassa hyvin.

z

%yP

Kuva 15. (x,y, z)-koordinaatisto.

Samoin kuin edelld méaéritellddn koordinaattiakselien suuntaiset yksikkovektorit

Lisaa esi-
merkki
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vektori pituus suunta

it 1 x-akselin suunta
] 1 y-akselin suunta
k 1 z-akselin suunta

Olkoon P avaruuden mikd tahansa piste. Piirretdédn pisteen P kautta pystysuora (vek-
torin k suuntainen suora), joka leikkaa (x,y)-tason pisteessd P, = (xp,yp,0). Piste Py,
on pisteen P kohtisuora projektio (x,y)-tasoon. z-koordinaatti kertoo, miten korkealla
P on (x,y)-tasosta. zp on plus-merkkinen, jos P on (x,y)-tason yldpuolella, ja miinus-
merkkinen, jos P on (x,y)-tason alapuolella. Nyt on selvii, ettd

07—21)12 = OP,

@(ﬁ—ZPE = xP_i)—Fij)
ﬁﬁ’ = XPY+YPE+ZPE

z z
OP=3-T+4-7+5 -k 0
P = (3,4,5) p__~
if
l_{»“
Lk E Y y
Loy, PG = PO+0Q
i _ -
X X

Kun piirrdmme pisteestd P vaakasuoran janan z-akselille, niin janan akselin puoleinen
padtepiste P, = (0,0,zp) on pisteen P projektio z-akselille.

Edelld sanoimme (x,y)-tasoa vaakasuoraksi ja z-akselia pystysuoraksi. Tami helpot-
taa kuvion ndkemistd, mutta ei ole mitenkdin vilttiméatontd. Akselit ovat tdysin tasa-
arvoiset. Samalla tavalla kuin edelld piste projisoitiin (x,y)-tasoon ja z-akselille, piste
voidaan myds projisoida (y, z)-tasoon ja x-akselille, tai (z,x)-tasoon ja y-akselille.

Edelld konstruoitu koordinaatisto on esimerkki positiivisesti suunnistetusta koordinaa-
tistosta. Suunnistuksen positiivisuuden voi testata ns. ”oikean kdden sddnnolla™:

Aseta oikean kidden peukalo, etusomi ja keskisormi likimain kohtisuoraan
toisiinsa ndhden. Jos nyt pystyt kddntamadn kétesi niin, ettd peukalo on
x-akselin suuntainen, etusormi on y-akselin suuntainen, ja keskisormi on
z-akselin suuntainen, niin koordinaatisto on positiivisesti suunnistettu.
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Jos koordinaatisto on positiivisesti suunnistettu, niin kahden koordinaattiakselin mia-
rddmin tason suunnistus saadaan myos oikean kédden avulla:

Olkoon (x,y,z)-koordinaatisto positiivisesti suunnistettu. Jos asetat oikean
kiden sormet "peukutus-asentoon’ ja asetat peukalon z-akselin suuntaisek-
si, niin muut sormet ndyttivit (x,y)-tason positiivisen kiertosuunnan. Jos
asetat peukalon x-akselin suuntaiseksi, niin muut sormet néyttavit (y,z)-
tason positiivisen kiertosuunnan. Jos asetat peukalon y-akselin suuntaisek-
si, niin muut sormet ndyttivit (z,x)-tason positiivisen kiertosuunnan.

Lause 13 (1) Vektorin @ = ai + aﬁ—k ayj pituus saadaan lausekkeesta

|d| = \/a% +a; +aZ.

(2) Olkoon P = (xp,yp,zp) ja Q = (x0,Y0,20) kaksi pistettd. Pisteiden P ja Q etdiisyys,
eli janan PQ pituus, eli suuntajanan 1@ pituus saadaan lausekkeesta

PO| = /(0 —xp) + (v0 —3p)? + (z0 — 2p)2.

Perustelu: (1)

z
a= W = aJ—i— aJ—i— azlz
P = (az,ay,a;) i
ak
ai, v 9) P,
— P,, = (ay,a,,0)
Qy]

Vektori OPy, on vaakasuora ja vektori Py, P on pystysuora. Ne ovat siis kohtisuorassa.
Kun kopioimme kolmion AOP,,P kuvatasoon, syntyy suorakulmainen kolmio, jolle
Pythagoran lauseen nojalla on voimassa

—
OP> = |OPy|?+ |PyPP

o la? = (aﬁ—l—ai)—i—a?.

(2) Seuraa kohdasta (1). ]



JsGammaAvaruus|
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Lause 14 Kaksi avaruusvektoria @ = a + aﬁ-l— aZE ja b= by + byJ7+ bZE ja niiden
vilinen kulma y toteuttavat yhtilon

axby +ayby +a;b,

cosy = ——
jal ||

Perustelu: Piirretddn vektoreille origosta alkavat edustajat. Olkoon edustajien loppu-
pisteitd yhdistdvin janan pituus c. Kosinilauseen mukaan:

¢ = a*+b*—2abcosy
(ax —by)* + (ay — by)* + (a;— b)) = a,zc—l—ai+af+b§+b§+bf—2abcosy
—2ayh, —2ayb,—2ab—z = —2d||b|cosy

U

Avaruusvektorin kiertiminen yleisesti kisitelliin myohemmin, kun olemme ensin saa-
neet sopivia tyokaluja kdyttoon. Jos voimme valita yhden koordinaattiakselin kiertoak-
selin suuntaiseksi, niin tehtdvi helpottuu ja osaamme kuvata kierron helposti

Lause 15 (a) Jos avaruusvektoria d = ad+ aﬁ—k aZE kierretddin z-akselin ympdri po-
sitiiviseen kiertosuuntaan kulman o verran, niin kierretty vektori on

Gror = (cos(@t) - ay — sin(at) - @)1+ (sin(et) - a, +cos(a) - ay) +ak.
(b) Jos tasovektoria @ = a,i+ ay§+ aZE kierretddn z-akselin ympdri positiiviseen kier-
tosuuntaan kulman w/2 verran, niin kierretty vektori on

Gror = —ayi+ayj + ak.

Konkreettisen avaruuden (x,y, 7)-koordinaatisto

Fysiikan laskuissa usein suunnat “vaakasuora” ja ”pystysuora’ ovat luonnollisia ja on-
gelmattomia. Aina nédin ei kuitenkaan ole ja joskus laskut helpottuvat, kun akselien
suunnat valitaan tilanteeseen sopivasti. jatkossa kuitenkin odotamme aina, ettd valitut
akselit ovat keskendédn kohtisuorassa ja muodostavat positiivisesti sunnistetun koordi-
naatiston.

Kun varustamme tilan suorakulmaisella koordinaatistolla, valitsemme taas neljd omi-
naisuutta
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1. Origo. Piste, jossa koordinaattiakselit leikkaavat.
2. x-akseli.

3. y-akseli, joka on kohtisuorassa x-akselia vastaan. z-akseli méddrdaytyy nyt siitd,
ettd se on kohtisuorassa sekd x- akselia ettd yakselia vastaan, ja kaikki akselit
yhdessd muodostavat positiivisesti suunnistetun koordinaatiston. (Kun siis x- ja
y-akselit on valittu, niin z-akseli midrdytyy niistd, eikd sen suhteen enéi ole va-
linnan mahdollisuuksia).

4. Akselien asteikko. Akseleilla tulee olla samat asteikot. Asteikkojen nollakohdat
ovat origossa.

Edelld kohta 3 sisdltdd enemmaén vaihtoehtoja kuin tason tapauksessa. Lisdd esi-
merkKki.

2.3 Fysiikan voima-vektori

Sec:ForceVec|

Voiman vaikutus massapisteiden liiketilaan ja kiinteiden rakenteiden jénnityksiin, on
luonnon ilmid, jota opitaan késittelemiin fysiikan kursseilla. Tdssd materiaalissa voi-
maa kisitelldéin vain siind méérin kuin se on tarpeen vektorilaskujen temiseksi sovel-
lusesimerkeissa.

Voimalla on kolme ominaisuutta

1. Voimalla on suuruus f joka mitataan Newtoneissa.
2. Voimalla on suunta, joka on helpointa ilmaista yksikkovektorilla e.

3. Voimalla on vaikutuspiste.

Tavallisesti vaikutuspiste tiedetdén ja laskuissa tarvitaan voiman suuruutta ja suuntaa,
joka esitetddn voima-vektorina

F=f-e.
Kun voimavektori F tiedetdén, niin voiman suuruus on f = |F| ja voiman suunta on
¢ = f~'F, mutta vaikutuspiste ei sisilly merkintizn.

Esimerkki 16 Huoneen pohjoisseinddn kiinnitetddn kiinnitysrengas 1,85m luoteis-
nurkasta ja 2,13m lattiasta. Toinen kiinnitysrengas kiinnitetddn lansiseinddn 2,52 m
luoteisnurkasta ja 1,05m lattiasta. Renkaisiin kiinnitetddn vaijeri, joka kiristetddn
niin, ettd kiristysvoima on 135,0N. Arvioidaan, ettd vaijerin pdidtepiste on 8 mm seindn
tasosta. Mddiritd ldnsiseinddn vaikuttavan voiman vektori.
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Ratkaisu: Asetetaan koordinaatiston origo lattian luoteisnurkkaan, x-akseli ldnsisei-
nin lattialistaa pitkin, y-akseli pohjoisseiniin lattialistaa pitkin, z-akseli ylospdin pitkin

nurkkaa.

Vaijerin péitepisteiden koordinaatit ovat

P = (2.520; 0.008; 1.050),
Q = (0.008; 1.850; 2.130).

—

PO (vp—xp)i+(yo—yp)i+ (zo—zp)k
POl /(xg—xp)7+ (vg —yrP+ (2g — )2
—2.5121+ 1.842j 4+ 1.080k

V/(—2.512)2 4 1.8422 +1.0802

= —0.76193i+0.55871] + 0.32758k

Y

F = 135.0N-(—0.76193i+0.55871j 4 0.32758k)
= —102.9N-1+75.43N-j+44.22N -k

Esimerkin laskut voidaan tehdd Octavella seuraavasti:

octave:1> P = [2.520; 0.008; 1.0507;
octave:2> Q [0.008; 1.850; 2.130];
octave:3> PQ = Q-P

PQ =

-2.5120
1.8420
1.0800

octave:4> e = PQ/norm(PQ)
e:




fig:Forcell
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-0.76193
0.55871
0.32758

octave:5> F = 135.0x*e
F:

-102.860
75.426
44.223

Esimerkki 17 Tarkastellaan kappaletta, jonka massa on 7,50kg. kappale on vaaka-
suoralla alustalla. Kappaleen ja alustan vilinen tdysin kehittyneen lepokitkan kitka-
kerroin on 0,6 (kumi—mdirki asfaltti). Kappaleeseen vaikuttaa voima F = Fé, jonka
suunta muodostaa 20° kulman vaakatason kanssa. Miten suuri tulee voiman olla, jotta
kappale lihtee liikkeelle.

)

Kuva 16. Kappale vaakasuoralla tasolla.

fig:Forcell - -
Kuvaan (}T()'?mﬁy kappaleeseen vaikuttavia voimia: G kappaleen paino, 7" alus-
tan tukivoima, F’ kappaleeseen vaikuttava ulkoinen voima, F, 1 kappaleen liiketté vastus-
tava kitkavoima. Koska muut voimat ovat joko pystysuoria tai vaakasuoria, kannattaa
myd6s voima F jakaa vaakasuoraan ja pystysuoraan komponenttiin.

F = Fcos20° -1+ F sin20° -k .

=F, =F,

Paino on m
G=9,81-7,50kg- (—k) = —73,575N -k
S

Pystysuorien voimien summa on nolla, joten

—

T+G+FE = 0
T = —G—Fsin20°-k
& T = (73,575N—Fsin20°)k
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Lepokitka-voiman suuruus on enintédén 0.6 - |T |, joten kappale ldhtee liikkeelle, jos

|F,| > 0.6-|T|
& Fcos20° > 0.6-(73,575N — F'sin20°)
& F(c0s20° +0.6-s5in20°) > 0.6-73,575N
0.6-73,575N
sSF o> , = 38,6N.

c0s20° 4+ 0.6 - sin20°

Vastaus: Koska kitkakerroin tiedetdidn melko epéatarkasti, niin tdsmaéllistd raja-arvoa ei
voida ilmoittaa. Annettujen arvojen perusteella voidaan sanoa, ettd voiman tulee olla
noin 39 N, jotta kappale ldhtee liikkeelle. U]

Edelld voiman jakaminen vaakasuoraan ja pystysuoraan osaan oli oleellista ja my0s
helppoa. Jatkossa joudumme jakamaan voiman tason suuntaiseen ja tasoa vastaan koh-
tisuoraan komponenttiin, kun taso ei ole vaakasuora. Tdhdn on olemassa helpot tyoka-
lut, joita ryhdymme seuraavaksi opettelemaan.

2.4 Pistetulo ja ristitulo

Téassd kappaleessa midrittelemme kaksi vektoreille méiriteltyi tuloa; pistetulo ja risti-
tulo.

Maiiritelmit ja erilaiset tulojen ominaisuudet saattavat tuntua, sekavalta kokonaisuu-
delta. Koko timin kappaleen ajan pida kirkkaana mielessi se ero, ettd kahden vektorin
pistetulon arvo on luku, ja kahden vektorin ristitulon arvo on vektori.

Esimerkki 18 Olkoon @ =21+ 3] — 4K, ja b =1+ 2]+ 3k. Silloin
i-b = —4, (2.10)
= 171—10j+k. (2.11)

Sl S

ax

Pian opimme laskemaan pistetulon ja ristitulon. Sitten voit palata tihdn esimerkkiin
ja tarkistaa laskut. Nyt on tirkeintd ymmartid, ettd tulot antavat tdysin eri tyyppiset
tulokset.

Viimeistdin tdssd vaiheessa tulee méairitelld, mitd tarkoitamme kahden avaruusvektorin
viliselld kulmalla. Olkoon 4 ja b kak_si avaruusLektoria. Piirramme vektoreita edusta-
vat origosta alkavat suuntajanat @ = OA ja b = OB. Piirrimme vield origosta alkavan ja
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504

Kuva 17. Kahden avaruusvektorin vilinen kulma.

pisteen A kautta kulkevan puolisuoran sp4 ja origosta alkavan ja pisteen B kautta kulke-
van puolisuoran spp. Puolisuorat leikkaavat r-séteisen origo-keskisen pallon pisteissa
A’ ja B'. Leikkaamme kuvion tasolla, joka kulkee pisteiden O, A’, ja B’ kautta.

|[LaFig:VecAngle L . o e e , .
Kuvassa [T7 on piirretty syntyvi leikkauskuvio. Merkitdin b:114 pisteitd A" ja B” yhdis-

tavin lyhyemmaén kaaren pituutta. Leikkauskuvaan syntyvid kulma

b
y= ZA'OB' = ZAOB = —(rad)
r

on vektoreiden vilinen kulma. Konstruktiosta seuraa, etti 0 < y < 7. Jos ¥ = 0, niin
vektorit ovat samansuuntaiset. Jos Y = 7, niin vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.

Monessa sovellustilanteessa vektorin avulla ilmaistaan suoran suunta. Siksi on tapana
sanoa, ettd jos pisteiden O ja A kautta piirretty suora, ja pisteiden O ja B kautta piirretty
suora ovat yhdensuuntaiset, niin myos vektorit ovat yhdensuuntaiset. Tama tarkoittaa
sitd, ettd vektorit ovat yhdensuuntaiset, jos ne ovat saman- tai vastakkaissuuntaiset.

Kéytamme jatkossa seuraavia merkint6ja:

att b, jos vektorit ovat samansuuntaiset,
atl ?), jos vektorit ovat vastakkaissuuntaiset,
@| b, jos vektorit ovat yhdensuuntaiset,

EiJJ), jos vektorit ovat kohtisuorassa.

Maéiritelmé 19 Olkoon d ja b kaksi tason (tai avaruuden) vektoria ja olkoon y =
£(@,b) niiden viilinen kulma. Vektoreiden @ ja b pistetulo @- b on reaaliluku

a-b=1al|b| cosy.
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Kaksi vektoria ovat siis kohtisuorassa, jos niiden vilinen kulma on 7/2 (90°) tai ai-
nakin toinen vektoreista on nollavektori. Pistetulon arvo voidaan laskea koordinaattien
perusteelle seuraavasti:

Lause 20 (/) Olkoon @ = a,i+ ayj ja b=h,i+ byj kaksi tasovektoria. Silloin

—

ﬁ' b — axbx +ayby.

(2) Olkoon d = aci+ aﬁ'—i— aZE ja b =byi+ bﬁ—l— bZE kaksi avaruusvektoria. Silloin

—

d-b=ab+ayby,+ab,.

|Th : CosGénmabesammaTaglh : CosGammaAvart

Perustelu. (1% Suora seuraus miidritelmistd ja lauseesta [TT (sivu 25) ja lauseesta T4
|Th:CosGammaAvaruus

(sivu 30). [l

Octavessa on pistetulon laskemiseen funktio dot (vecl, vec?2 ﬁ . Pgri’ilate on se, etti
X

ensin esitelldin vektorit, ja sitten lasketaan vektoreilla. Esimerkin I8 pistetulo lasketaan

Octavella seuraavalla tavalla:

octave:1> a= [2; 3; -41;

octave:2> b = [1; 2; 31;
octave:3> ptulo = dot (a,b)
ptulo = -4

Pistetulo on siis helppo laskea koordinaattien avulla, vaikka emme tietdisikddn vekto-
reiden vilistd kulmaa. Kaksi pistetulon ominaisuutta tulee esiin varsin usein:
1. Kaksi vektoria, d ja b ovat kohtisuorassa jos ja vain, jos niiden pistetulo on nolla.
dlb<d-b=0.
2. Vektorin pituuden nelid on sen pistetulo itsensd kanssa.

ja?

QL

—a-

—

Miisiritelmii 21 Olkoon @ ja b kaksi avaruuden vektoria ja olkoon y = Z(d,b) niiden
viilinen kulma. Vektoreiden d ja b ristitulo @ x b on vektori, jonka pituus on

d@x b| = |a| b siny,

Jja suunta mddrdytyy seuraavasta kolmesta ehdosta

1. vektorit d ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
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2. vektorit b ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,

3. vektorit d, b ja d x b (tdssd jarjestyksessd!) muodostavat positiivisesti suunniste-

tun systeemin. *

Maiiritelmédssd siis viitataan vektoreiden pituuksiin ja niiden viliseen kulmaan. Jos
voimme valita koordinaatiston sopivasti, niin ristitulo voidaan rakentaa kuin lankkuai-
ta. Aina ei ole jarkevaa kdyttdd montaa koordinaatistoa samassa laskussa, ja seuraava
konstruktio jadkin siksi erikoisuudeksi, jota vihén kiytetddn. Sen avulla on kuitenkin
helppo osoittaa etti ristitulo noudattaa osittelulakia, miki edelleen avaa meille kaavat,
joilla ristitulon lasku voidaan tehdd vektoreiden koordinaattien avulla helposti.

Lause 22 Olkoon @ ja b kaksi avaruuden vektoria ja olkoon y = Z(Ei,z) niiden vali-
nen kulma. Asetetaan koordinaatisto siten, ettd z-akseli on vektorin d suuntainen. x- ja
y-akselit voidaan valita vapaasti, kuitenkin siten ettd syntyvd koordinaatisto on suora-
kulmainen ja positiivisesti suunnistettu. Olkoon vektoreiden esitykset téissd koordinaa-
tistossa

= |5|E7

= byi+byj+b.k=O0P.

Sl

Ristitulo @ x b voidaan nyt konstruoida kolmella askelella seuraavasti:

1. Projisoidaan P koordinaatiston (x,y)-tasoon. Projektiopiste on Py, = (by,by,0)

Jja suuntajanan OPky pituus on |b|siny.

2. Kierretidn suuntajanaa OPyy, kulman /2 verran positiiviseen kiertosuuntaan
(x,y)-tasossa. Kierretty suuntajana on

> < e
OPyy ror = —by1+by].
3. Ristitulovektori saadaan nyt kertomalla edelld saatu vektori vektorin d pituudel-

la:
-7 _1=lAD " 7 o7

“Ehdot 1-3 merkitseviit siti, etti ristitulovektori on kohtisuorassa a@:n ja b:n tasoa vastaan ja osoittaa
tdmén tason yldpuolelle.
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Perustelu: Pisteet O, P ja P, muodostavat d:n ja b:n midridmissi tasossa suorakul-
maisen kolmion, jonka hypotenuusan pituus on |B| Vaakasuora kateetti on pituudeltaan
|07};| = |b|siny. Kierretty vektori on yhti pitki. Lopullisen ristitulovektorin pituus on
|@| |b| sin‘y, kuten pitizkin.

Se, ettd kolmannen askeleen lopussa saatu ristitulovektori on kohtisuorassa vektoreita
dja b vastaan on konstruktion mukaan selvi. Riittivin hyvilld avaruudellisella hah-
motuskyvyllad varustettu lukija voi todistaa timén. Onneksi voimme tarkistaa kohtisuo-
ruuden myos yksinkertaisella laskulla

@xb)-@ = (—byd[i+bdj+0k)-(—0i+0j+|dk)=0  (2.12)
—dxbla

@xDb)-b = (—by|d|i+b|d|j+0K)- (byi+byj+b.K)=0 (2.13)
— s axblb

Kolmikon @, b, jadx b positiivinen suunnistus nidhddéin seuraavasti: aseta peukalo,
etusormi ja keskisormi yhdensuuntaisina vektorin @ suuntaisesti. Pidd peukalo d:n suun-
taisena, mutta kddnnd etu- ja keskisormi b:n suuntaiseksi. Pidi peukalo ja etusormi
paikallaan, mutta jatka keskisormen kiintimistd samaan suuntaan, kunnes se on xy-
tasossa kohtisuorassa peukaloa vastaan. Lopuksi kiénni keskisormea 7t /2 positiiviseen
kiertosuuntaan xy-tasossa. Nyt peukalo on d@:n suuntainen, etusormi on b:n suuntainen

ja keskisormi on ristitulon @ x b suuntainen. U

Edellisen lauseen konstruktiota emme tdssd opetusmonisteessa sovella kidytdnnossa
kuin kerran. Se tapahtuu seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause 23 Olkoon @, b ja ¢ kolme avaruusvektoria ja olkoon r reaaliluku. Silloin

(1) bxd=-axb,
(2)  (rd)xb=ax (rb)=r(a@xb)
(3) dx(b+d)=dxb+adax¢
(4)  (G+Db)xc=daxé+bx¢
Perustelu: (1) Méiritelmin mukaan on selvi, etti |@ x b| = |b x d@|. Kun haemme

ristitulo-vektorille @ x b suunnan oikean kiiden saannolld, asetamme peukalon vektorin
d suuntaiseksi ja etusormen vektorin b suuntaiseksi. Nyt keskisormi osoittaa ristitulon
suunnan. Kun teemme saman ristitulon b x @ osalta, niin peukalo ja etusormi vaihtavat
paikkoja, jolloin keskisormi kédédntyy osoittamaan pdinvastaiseen suuntaan kuin edelld.
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(2) Seuraa suoraan midritelméasta.

(3) Tarkastellaan vektoreita kiyttden suorakulmaista koordinaatistoa, jonk. é—ackseh on
ross
d-vektorin suuntainen. Silloin ristitulot voidaan madrittdd kuten lauseessa EZ Nyt

X(Z+E) = ( +Cy)|a|l+( +Cx)|a|J
= (= Y|a|1+bX|a|J) (_Cy|a|1+c)c|3|j): Xb+dxc

(4) Periaatteessa voisimme tehdd kuten kohdassa (3), mutta helpommalla padasemme,
kun vetoamme kohtiin (1) ja (3) seuraavalla tavalla

@+pxe ¥ - (e @+5) S (exa+exb)

i

—
~—

= dxc¢+bx<d

DCintro_lausel | Lause 24 Vektoreiden @ = a1+ aﬁ—i— aZEja b=byi+ bﬁ—k bZE ristitulo on

d x b= (ayb, — a;by)i+ (a:by — ash,)j+ (axby — ayby) K.

Perustelu:

-

Miidritelmésti seuraa, ettd 1 x 1 = ]x 3 —kxk=0 ja

i

Ll

X 1=
x1=-k

J

—

Nédma ja osittelulait (lauseen %":l%fl%_t_(sﬁ& ja (4)) antavat seuraavan tuloksen
dxb = (axi+ayj+a;K)x (byi+byj+b.K)
= axbj X T+ axbﬁ X 3—}— axbzf x K
+aybx} X1+ aybyj X j—l— aybj x k
+aszE X1+ azbyE X I—i— aZbZE x K
= +axbyE — axbﬁ
—aybe + abeY
+aszj — azbyY
= (ayb,— azby)f+ (azby — ayb,)] + (axby — ayby) k.

O

. . . .. . |7E§L01 .
Esimerkki 25 Laskemme tarkistuksen vuoksi esimerkin I8 ristitulon ensin kdsin, sitten
Octavella.



Sec:OProjIntro|

Vaasan yliopiston julkaisuja

-

40

(ayb, — azby)f+ (aby — ayb,)] + (axby — ayby) K

(3-3—(=4)-2)i+((—=4)-1-2-3)j+(2-2=3-1)k

d = 2i+3j—4Kk, ja
b = i+2j+3k
—=dxb
= 17i—-10j+k
Octavella
octave:2> a = [2; 3; -41;
octave:3> b = [1; 2; 31;
octave:4> rtulo = cross(a,b)
rtulo =
17
-10
1

Edelld todetun perusteella voimme tehdi seuraavan yhteenvedon yhdensuuntaisuuden

tutkimisesta pistetulon ja ristitulon avulla:

Lause 26 Olkoon d ja b kaksi vektoria ja v niiden vdlinen kulma. Silloin

(y=0) samansuuntaisuus:
(y=m) vastakkaissuuntaisuus:
(y=0,tai y=m) yhdensuuntaisuus:
T
(y= 5) kohtisuoruus:
T
(y< 5) terdvi kulma:
(y> g) tylppéi kulma:

2.5 Skalaari- ja vektoriprojektiot

aMbh <
atlb <
alb <
albh <

=

=

Q &

QY

Q Q

Edelld esimerkisséd [T7 voima jaettiin vaakasuoraan ja sitd vastaan kohtisuorassa ole-
vaan pystysuoraan komponenttiin. Jatkossa ’vaakasuoran” sijassa on jokin muu suun-
ta. Edellisessd kappaleessa esitellyt pistetulo ja ristitulo antavat tyokalut tdhidn kompo-

nenttien erotteluun.



Vaasan yliopiston julkaisuja 41

2.5.1 Vektorin projektio vektorin suuntaan

Ssec:VecProj|

Tasovektoreiden tapauksessa taman ka O%paleen asiat ovat helpommin p11rrettav1ssa jo-
ompl
ten aloitamme siitd. Kuvaan uzs “on pnrretty kaksi tasovektoria @ = PQ ja b. Piirretiiin

pisteen P kautta vektorin b suuntainen apusuora, ja piirretdén pisteen Q kautta apusuo-
ra, joka on kohtisuorassa ensin piirrettyd apusuoraa vastaan. Toinen apusuora on myos
kohtisuorassa vektoria b vastaan. Lisidtyt apusuorat leikkaavat toisensa kohtisuorasti
pisteessd R. Merkitddn

ﬁ =d ”vektorin b suuntainen a:n komponentti”, ja

@ =dyp ”vektoria b vastaan kohtisuora a:n komponentti”.

Nyt d = dp +d |, ja vektori d on siis jaettu kahteen osaan, joista ensimméinen on b:n
suuntainen ja toinen on b:td vastaan kohtisuora.

S

QU

P I

Kuva 18. Vektorin ¢ komponentit: b:n suuntainen komponentti g, ja b:té vastaan koh-

Fig:VecoCompl tisuora komponentti @ |,

Avaruusvektoreiden tapauksessa edellinen konstruktio vaatii huolellisuutta toisen apusuo-
ran valinnassa. Emme tee konstruktiosta avaruusversiota, vaan madrittelemme kompo-
nentit helpolla ja yleiselld tavalla:

Miaritelmé 27 Olkoon d ja b kaksi tasovektoria, tai kaksi avaruusvektoria. Jos d =
dp+d |, missd dy, on vektorin b suuntainen ja a | j, on kohtisuorassa vektoria b vastaan,
niin sanomme, ettd

dp, on vektorin b suuntainen vektorin a komponentti,
d | ;, on vektoria b vastaan kohtisuora vektorin d komponentti,

Sanomme myds, ettd dy, on vektorin d vektoriprojektio vektorin b suuntaan.
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Vektorin d skalaariprojektio vektorin b suuntaan, on

ap — +ld |, kunﬁhTT?
—|dp|, kundytlb

Vektoriprojektio on siis vektori ja skalaari projektio on luku. Projektioille on olemassa
helpot kaavat pistetulon avulla.

1

B\B)’ ja olkoon y

Lause 28 Olkoon BO vektorin b suuntainen yksikkovektori (eli Bo =

vektoreiden d ja b viilinen kulma. Silloin

d, = |d|cosy by
a-b)- (d-b); (d-b)-
_ @by @by @by
1| bl (b-b)
. (@b (@b
ap = |Zi|cosy:c_i-b0:(a_, ):(a )

Perustelu: On selvii, ettd lauseen kaavasta saatu komponentti dj on vektorin b suun-
tainen. On vield osoitettava, ettd (d — dj,) L.b. Tdmi on suora ldpilasku:

—
Ql
S

N—

~~
QL
S

~—

(@—ap)-b=(d— b)-b=(da-b— b-b)=0.

—
S
S

N—

oun)
S
S

~—

O

Jos b on yksikkovektori (jonka pituus on siis yksi), niin vektoriprojektion ja skalaari-
projektion kaavat saavat hyvin yksinkertaiset muodot

Lause 29 Jos € on yksikkovektori, niin

d, = (d-é)ée,
ae == C_i . z
Perustelu: HT O

Eg_tk\/e_cPt@; TR —_— . el
Lauseen aavat ovat pitevid vain, jos € on yksikkovektori. Jos laskija kdyttdd usein
kyseisid kaavoja, nTi%ln on inhimillistd alkaa ajatella, ettd "nédinhén tima aina lasketaan”.

. :VecProjl L. .
(Muista: Lauseen bg kaavat eivat ole tosia, jos €| # 1.)
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2.5.2 Voiman momentti pisteen suhteen tasossa

Esimerkki 30 Tarkastellaan kuvan %gn%rlg—%a tilannetta, jossa tanko, jonka pituus
on L = 50 cm on ripustettu yldpdidstdidn siten, ettd se pddsee kiertymdidn ripustuspis-
teensd ympdri. Tankoon vaikuttaa paino G = 20N alaspdin, jonka vaikutuspiste on
tangon keskipiste 25.0 cm ripustuspisteestd. Liscksi tankoon vaikuttaa tukivoima T ri-
pustuspisteeseen, ja kaksi vaakasuoraa voimaa: Fi = 12.0 N vasemmalle (vaikutuspis-
te ry = 10.0 cm ripustuspisteesti) ja F» = 6.0 N oikealle (vaikutuspiste ri = 30.0cm
ripustuspisteestd). Ensimmdinen voima pyrkii kiertdmdidn tankoa negatiiviseen kierto-
suuntaan (myotdpdivddn), ja toinen voima pyrkii kiertdmddn tankoa positiiviseen kier-
tosuuntaan (vastapdivddn). Kuvaan ei ole piirretty ripustuspisteeseen vaikuttavaa tu-
kivoimaa, eikd massakeskipisteeseen vaikuttavaa painoa — ne otetaan mukaan seuraa-
vassa esimerkissd. Kumpaan suuntaan tanko alkaa kiertyd?

Kuva 19. Kilpailevat momentit.

Ratkaisevia ovat nyt voimien momentit (momentti = voima kertaa varsi). Momentit
ovat

M, = —rF;=-0.100m-12.0N =—1.20Nm
M, = +rnF =+0.300m-6.0N = +1.80Nm

Momenttien merkit madrdytyvét siitd, mihin kiertosuuntaan momentti pyrkii kierté-
miin kappaletta. Tami vaatii laskijalta harkintaa. Kokonaismomentti on M| + M, =
+0.60Nm, joten tanko alkaa kiertyd positiiviseen suuntaan.

Merkit saadaan kétevisti ilman erillistd harkintaakin. Upotetaan taso avaruuden x, y-
tasoon, ja korvataan varret vektoreilla kiertopisteestd voiman vaikutuspisteeseen. Mo-
mentti lasketaan kaavalla

M=7#xF.
Nyt

M, = ? xF;=-0.100mjx (—12.0Ni) = —1.20Nmk
M, = FaxF=-0.300mjx6.0Ni=1.80Nmk
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Esimerkki 31 Jatketaan edellisen esimerkin tarkastelua. Tanko kiertyy kulman o ver-
ran. Tukivoimalla ei edelleenkddin ole momenttia, koska sen varsi on nolla, mutta pai-
nolla on nyt momentti

L
Mg = ) sinaG.

fig:vmP02 . .
(Ks. kuva illd kulman o arvolla kokonaismomentti on nolla?

ry = 0.100m cosc,
ro = 0.300m cosc,
re = 0.250m sina,
rr = 0.

fig:vmP02 Kuva 20. Momenttien tasapaino.

Tasapainon momenttiehto on nyt

-k +nkh—-—regG = 0
< —0.100m cos ¢ 12.0N +0.300m cos ®6.0N — 0.250m sin20.0N = 0
< 0.600Nmcosax —5.00Nmsinx = 0

Stana = 0.120

< a=0.1194(rad) = 6.84".

Edelld voimat olivat vaaka- tai pystysuoria, mikd aina helpottaa laskemista. Enté jos
minkédn ei tarvitse olla pystya tai vaakaa?

. fig:vmP03 |
Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 2T mukaista tilannetta.

Kuvan merkinn6illda on seuraavat tulkinnat:

= vektori kiertopisteestd voiman vaikutuspisteeseen (varsivektori),
= kiertopisteen etdisyys voiman vaikutussuorasta,
voimavektori,
= voiman vartta vastaan kohtisuora komponentti,
= poikkeama kohtisuoruudesta.

Q MM~

fig:vmP03 =~ = | .
Lause 32 Kuvan 2T merkinnoilld voiman momentti on

M =

M =

~—~

:|:)}"FL = (:I:)rLF, ja
x F = MK.

~!
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Fig:vmP03 Kuva 21. Voiman momentti tasossa.

fig:vmP03 . .. .
Perustelu: Tutkimme nyt vain kuvan bl filanteen. (Tdydellinen perustelu vaatisi tutki-
maan myos kuviot, joissa momentti on negatiivinen ja @ < 0 )

(1) M = (£)rF, on momentin perusmiéritelmén mukainen lauseke. (Huomaa, ettd
voiman varren suuntaisella komponentilla ei ole momenttia.)

()
M= (+)rF, = (+)rFcosa = (£)(rcosa)F = (+)r| F.

(3)
[7x F| =rF sin(n/2—a) =rF coso = |M|.

Merkkien oikeellisuus nahdiin oikean kdden sdaannolla.
O

On syyti korostaa, ettd edellisen lauseen kaavat koskevat tilannetta, jossa kaikki vekto-
rit ovat samassa tasossa. Kyse on siis taso-ongelman kasittelystd. Erityisesti pyorivien
koneiden yhteydessd kappaleen pyoriminen tapahtuu akselin eikd pisteen ympdri. Ta-
mi tuo laskutehtidvididn yhden uuden vektorin (akselin suunta).

. . . R . ) [Ssec:FMBmSpaEMomSpace
Voiman momenttia akselin suhteen késitelldan myohemmin luvussa 7?2 (sivu 177).




Ch:YhtRyh

|Sec:laRowOper|

Vaasan yliopiston julkaisuja 46

3 LINEAARISET YHTALORYHMAT

3.1 Rivioperaatiot

Sovitaan ensin merkintitavoista. Ratkaisemme ensin yksinkertaisen yhtdloparin

x + 2y =3
{—2x + y = 4 (-1

Lisdimme ensimmadisen yhtédlon kahdella kerrottuna toiseen, jolloin yhtdloryhmé me-
nee muotoon, josta ratkaisu on helppo saada esiin. (Huomaa merkinnit, jotka on tehty
yhtdloryhmién oikealle puolelle.)

x + 2y =3 *2
x + 2y = 3 (1)
& { 5y = 10 2) (3.3)

Yhtilostd (2) saadaan arvo y = 2 ja sijoittamalla timi arvo yhtidloon (1) saadaan

x+2-2 =3

x = —1

Yhtdloryhmén ratkaisu on siis x = —1, y = 2.

Edelld kiytetty rivioperaatio oli rivin lisidminen luvulla kerrottuna toiseen.

Seuraavassa esimerkissd kdytdmme samaa rivioperaatiota toistuvasti. Jokaisessa vili-
muodossa on yksi termi merkitty hakasuluin. Tétd termid sanomme pivot-termiksi. Ri-
vioperaatioiden kertoimet valitaan niin, etti pivot-termin alapuolella olevat samanmuo-
toiset termit hédvidvét. Pivot-termin valintaa ja sitd seuraavia rivioperaatioita sanomme
pivotoinniksi.



Esimerkki 33

Jatkossa tulemme kéyttdmédédn seuraavia rivioperaatioita:

Rivin lisddminen toiseen riviin luvulla kerrottuna. On selvii, etté tén
tio ei muuta yhtdloryhmén ratkaisua. Esimerkiksi yhtdloryhméssa (|

AN

=
+
=

\

w=1

3z
2z
2z

-
+

+ o+ A+
|+

+ 4+ -

-t -
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2w

— N NN

3w

2w

3w
Sw

2w

4w
4w

2w

4w
Ow

4z44-1=10 <z=15

y+2-1.54+1=8

Sy=4

\S ool \V}

10
—10

x+4-1542-1=2 &x=-25

*1
— +

47

*2
(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

v ryigperaa-

3.4) pivot-rivi

(rivi 1) lisdtdédn yhdelld kerrottuna riviin 2 ja pivot-rivi vdhennetdédn kahdella ker-
rottuna rivistd 4. Huomaa, miten pivotoinnissa kdytetyt kertoimet nihdéén pivot-
sarakkeen (x-sarake) vastaavan rivin kertoimista. Varmista edellisen esimerkin

avulla, ettd Van‘LEYan(tjlz}g}gnarrat rivioperaatiot.

Yhtidloryhmén (3.

neljds yhtilo syntyy seuraavasti
termi | 4 Hvh 22 BYOL T 4Ll
B2 G4 3.5

x-termi 2x =2 x
y-termi y -2y = -y
Z-termi 2z -2 (-z) = 4
w-termi | —z —2- 2w = —Sw

RHS 1 -2 2 = =3
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Nyrkkisddnto: Rivioperaatiota tehtdessd kidydadn ldpi kaikki sarakkeet, myoskin
RHS.

Rivin kertominen (tai jakaminen) nollasta eroavalla luvulla.

Kahden rivin vaihtaminen.

On selvii, ettd rivioperaatiot eiviat muuta yhtdloryhméin ratkaisua. Tavoite onkin nyt
muuttaa yhtaloryhmin muotoa muuttamatta ratkaisua. Pyrimme siihen, ettd muoto saa-
daan sellaiseksi, ettd viimeisessd yhtidlossd on vain yksi muuttuja w, joka saadaan rat-
kaistua tédstd yhtdlostd. Kun toiseksi viimeinen yhtédlod vieddin muotoon, jossa esiintyy
edellisen muuttujan lisdksi vain yksi muu muuttuja (tdssd w:n lisdksi z), niin sijoitta-
malla w:n arvo yhtdloon saadaan uusi muuttuja z ratkaistua.

Useimmissa tapauksissa tavoittelemamme muoto saadaan helposti suorittamalla perik-
kiiset pivotoinnit seuraavasti. Ensimmaiseksi pivot-termiksi valitaan ensimmaéisen yh-
tdalon x-termi. Toiseen pivotointiin valitsemme pivot-termiksi toisen yhtdlon y-termin.
Kolmanteen pivotointiin valitsemme pivot-termiksi kolmannen yhtédlon z-termin. Jne.
Normaali ratkaisu onkin siis valita seuraavaksi pivot-termiksi “seuraava muuttuja —
seuraava rivi”. Niin jatkaen yhtdloryhmi saa tavanomaiselle ratkaisulle tyypillisen kol-
miomaisen muodon.

Joskus “’seuraava muuttuja — seuraava rivi”’ -periaatteen mukaisessa paikassa on tyhjad;
haluttu termi puuttuu. Silloin on etsittdvd haluttua muuttujaa sisiltavid yhtdlod alem-
milta riveiltd. Jos tdllainen rivi 10ytyy, vaihdetaan se pivot-rivin paikalle ja jatketaan
normaalisti. Jos muuttujaa ei esiinny milldén jiljelld olevalla rivilld, niin siirrymme seu-
raavaan muuttujaan (sarakkeeseen). Jos jouduimme hyppddmiin pivotoinneissa yhden
sarakkeen yli, on timi merkille pantava asia. Pivotoimaton sarake kannattaa merkitd
kisin laskettaessa, jotta varmasti muistaa jatkossa huomioida sen oikein. Tdmén kap-
paleen esimerkeissa pivot-termit on merkitty hakasuluin. Pivotoinneissa yli-hypitty sa-
rake erottuu siiti, ettei silld ole viimeisessi esityksessd pivot-merkintii.

Seuraavat esimerkit valaisevat asiaa.



Esimerkki 34
(] + oy
—3x — 3y
+ 0y
[ 2x + 3y
((x) + v +
YR
y J—
\ y +

_'_

Z
3z
2z

Z

Z

2z
+ 3z

+
_|_
_|_

+

2w
Sw
3w
6w

2w

3w
10w
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4

1 *3 *2
A (3.8)
1 ——

—1
—1

<_
<_

vaihdetaan (3.9)

Uudeksi pivot-termiksi ei nyt voida ottaa toisen yhtdilon y-termid. Koska haluamme

edetd systemaattisesti, vaihdamme toisen ja kolmannen rivin keskendcdn ja jatkamme

sen jdlkeen systemaattisesti.

T

(((x) +

- w=(-4)/(-2)=2
— z=(4-5-2)/3=-2
= y=—142-(-2)-3-2=-11

z + 2w =
2z + 3w =
3z + Sw =
z + 6w =
z + 2w
2z 4+ 3w
[3z) + Sw
3z + 3w
z + 2w
2z 4+ 3w
(3z) + Sw
[ 2w]

S ox=1—(=11)—(=2)=-2-2=10

1
—1 *1
4 (3.10)
—1 < —
1
—1
4 1 (3.11)
0 — -
= 1 |
-1 (2
_ 4 (3) (3.12)
= -4 |4
(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)

Saatu ratkaisu kannattaa aina tarkistaa sijoittamalla saadut arvot alkuperdiseen yh-

(4)
(3)
(2)
(1)
taloryhmddn:
10
-3.10
2-10

_|_

_|_
_|_

_|_

_|_
_|_

[\
NS T ST \O T \S]

S W

= 1 ok
= 1 ok
_ ok (3.17)
= 1 ok

Joskus kdy niin, ettd jostakin yhtédlostd hiavidavit kaikki muuttujat. Jos syntyvé yhtilo on
tyyppid O = 0, niin se on (triviaalisti) tosi. Vaihdetaan timi yhtilo ryhmén viimeiseksi
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ja jatketaan normaalisti.

Jos yhtilo on tyyppid 0 = a (# 0), niin yhtil6 on epétosi ja yhtidloryhmélli ei voi olla
yhtiin ratkaisua, joten ratkaisun etsiminen voidaan lopettaa.

Jos on syntynyt epitosi yhtdlo, tai kaikki pivotoimattomat yhtdlot ovat triviaaleja, paat-
telemme seuraavasti:

(1) Jos on syntynyt epdtosi yhtilo,

aplxy + apxy + ...+ apxs = b
anx, + ... + apx, = b

0 = 5 epitosi — eiratkaisua
*  + x4+ ..+ x = %
*  + x4+ .+ x = %

niin lopetamme ratkaisun etsimisen ja ilmoitamme, etti ratkaisujoukko on tyhja.

(2) Jos ei-triviaaleja yhtiloitd on yhtd monta kuin muuttujaa,

((anx1) + anpxa 4+ ... 4+ apxe = b
(aQQXQ) + .. 4+ aypxn = by

(annxn> — bn

\ 0 =0

niin ratkaisemme muuttujien arvot palautuvien sijoitusten avulla.

(3) Jos ei-triviaaleja yhtdloitd on m kappaletta ja muuttujia on n kpl ja m < n, niin
siirrdmme RHS:iin muuttujat, joita ei esiinny pivot-termeissd. Pivotoinnissa mukana
olleet muuttujat ratkaistaan perikkaisilla sijoituksilla.

4
(anx1) + apxy + ...+ apxm = Al(my 1) Xm+1 - AipXn + by
(apx) + ... +  awxm = A(mi1)Xmt+1  --- AXn + by
(@mmxm) = Wm0 Xmt1 -+ QpXn + bp
\ 0 = 0

Ratkaisuja on nyt ddreton méird. On kuitenkin oltava huolellinen vastausta kirjoittaes-
sa. Yhtdloryhmi ei ole aina tosi. Periaate on se, ettd muuttujille x,, 1, ...,x, voidaan
antaa mitkd tahansa numeroarvot ja timéin jialkeen muuttujien xi, ..., x,, arvot saadaan
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palautuvilla sijoituksella viimeisestd yhtdloryhméin muodosta.

Seuraavissa esimerkeissé tulevat vastaan kaikki edelld esitetyt tapaukset. Esimerkeissi
yksinkertaistetaan vilimuotoja siirtymélli kerroin-kaavio -esitykseen. Timi merkitsee
sitd, ettd jatimme muuttujat kirjoittamatta. Kertoimen paikka kaaviossa kertoo minka
muuttujan kerroin se on (sarake) ja mihin yhtiloon se kuuluu (rivi).

Esimerkki 35
Xl — y + z =5
—3x + 3y — 3z 3
2% — 2 1 (3.18)
2x + 3y 4+ 3z = 2
] -1 1 5 *3 *2
-3 3 3|3 —+
> 0 2 _2l|_1 (3.19)
2 3 312 — —
() —1 1 5
0 0 0 | 18 — epdtosi, ei ratkaisua
> 0 2 -o|_1 (3.20)
0 5 1 | -8 Vastaus:ratkaisujoukko on tyhjd.
Esimerkki 36
bl =y + 2z = -1
—3x + 3y — 3z = 3
2 2% — 0 (3.21)
2x + 3y + 3z = 4
1 -1 1 |-1 *3 *2
-3 3 =33 —+
> 0 2 _2|o0 (3.22)
2 3 314 — —
() -1 1 |-1
0 0 0 0 | vaihdetaan
> o 2 -2lo0 (3.23)
0 5 1 6 |
() -1 1 |-1
0 5 1 6 — —
T 1o 2 =20 2 (324
o 0 010
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(1) =1 1 |-1
0 [1] 516 *2
Tl o 2 —2|o0 —— (3.25)
0O 0 01O
(1) —1 1 —1 (1)
0 (1) 5 6 (2)
0 o (—12) | —12 (3) (3.26)
0 O 0 0 (4)
3) — z=1 (3.27)
2) - y=6-5-1=1 (3.28)
(1) - x=—-14+1-1=-1 (3.29)
Vastaus: x=—1,y=1jaz=1.
Esimerkki 37
x + y + z + 2w = 1
-3x — 3y — z = 1 (3.30)
+ y = 2z + 3w = -1
m 1 1 2|1 *3
> -3 -3 -1 0] 1 —+ (3.31)
o 1 -2 3|-1
() 1 1 2|1
A 0 0 2 6|4 <_‘ vaihdetaan (3.32)
0 1 -2 3|-1 —
(1) 1 2] 1
> 0 (1) =2 3|-1 (3.33)
0 2] 6| 4
x +y + z = 1 — 2w (1)
> y — 2z = -1 — 3w (2) (3.34)
2z = 4 — 6w (3)
3) - z=(4—-6w)/2=2-3w (3.35)
(2) = y=(—1-3w+2(2-3w))=3—-9w (3.36)
(1) - x=1-2w—(3-9w)—(2—-3w)) =—4+ 10w (3.37)
Vastaus
x = —4+10w
y = 3-9w
z = 23w
w = w
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Esimerkki 38
( x — 2y — z + 2w = 1
—3x + 3y — Sw = 1
y + 2 = -1
(. 2x + y + 3z + 6w = 5
n -2 -1 2|1 *3 *2
o -3 3 0 -5|1 —+
0O 1 1 0 [-1
2 1 3 6|5 — =
() =2 -1 2] 1
o 0 -3 -3 1]4 | vaihdetaan
0 1 1 0|—-1 .
0O 5 5 2|3
() =2 =1 2|1
o 0O [1] 1 0|-1 x3 | %5
0 -3 -31]| 4 —+
o 5 5 2|3 ——
() =2 -1 2|1
o o () 1 0]-1
0 0 o0 [1]| 4 *2
0O 0 0 218 ——
() =2 -1 2|1
o o (H) 1 0 |-1
0 0 0 (1) 4
0O 0 O 01O
((x) — 2y + 2w = 1+z (1)
(v) - —1—z |
<
(w) = 4 (3)
\ 0 = 0
3) - w=4

(2) = y=-1-z
(1) - x=14+z42(-1-2)—2-4=-9—7

Vastaus
x = —-9-—z
y —1—-z
Z = Z
w = 4

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
(3.46)
(3.47)
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3.2 Lineaarikombinaatiot

Yhtdloryhmda ratkaistaessa laskimme kerroinkaavion riveilld. Jatkossa vastaavia ope-
raatioita tehdiiin niin paljon, ettd asiaan kannattaa sopia merkinnét ja laskusddnnot.
Sovimme, etti n:sti reaaliluvusta muodostuva yksirivinen kaavio

ﬁ:<a1 a az ... an) (348)

on rivivektori, ja vastaava yhdesti sarakkeesta muodostuva kaavio
b= (3.49)

on sarakevektori. Lukuja a; sanotaan vektorin d koordinaateiksi. Sarakevektorille so-
vitaan my0s merkintidtapa

T

b= (b by ... by) (3.50)

missd yldindeksi T merkitsee transponointia, missi rivit muutetaan sarakkeiksi ja sa-
rakkeet riveiksi.

Mairitelma 39 Olkoon d = (ay ay ... ay) ja b= (by by ... by) kaksi n-alkioista
rivivektoria ja r € R reaaliluku. Mddiritellddn reaaliluvulla kertominen ja vektoreiden
yhteen- ja vihennyslasku seuraavasti.

r-d = r-(al a az ... an)
= (r-al r-a r-az ... r-an)

ﬁ—FZ = <a1 a az ... a,,)—}—(bl by by ... bn>
= (a1+b1 ax+by az+bs ... ay+b, )

i—b = (al a az ... an)—<b1 by by ... bn)
= (al—bl a2—b2 Cl3—b3 Cln—bn>

Sarake vektoreiden kertominen reaaliluvulla ja sarakevektoreiden summa mddritelldicin
vastaavalla tavalla.

Esimerkki 40
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Madéritelmi 41 Vekroritd = (ay ay ... a, ) ja b= (by by ... by ) ovat samat
(identtiset), jos niilld niiden koordinaatit ovat samat

a, = by, kaikillak=1,...,n

Mairitelma 42 Vektoria, jonka kaikki koordinaatit ovat nollia sanomme nollavekto-
riksi ja merkitsemme

(000 ... 0)=0

Naéilld merkinn6ild voimme nyt tehdd melko tutulta tuntuvaa laskentaa. Vektoreita si-
séltidvien lausekkeiden kisittely muistuttaa hyvin paljon tuttua kirjainlaskentaa. Jos esi-
merkiksi olemme ratkaisemassa vektoria X yhtilostd @ + 3% = X+ b — @, niin voimme
siirtdd termeji ja yhdistelld samaa muotoa olevia termejd seuraavasti

a+3Xx = X+b—d
& 3X—X b—d—dad
&2 = b—2d
1 nd
X = -b—d
2
Miaritelmé 43 Olkoon d ja iy, iy, . . .U, saman mittaisia vektoreita, ja olkoon

€1,C2,...,Cy reaalilukuja. Jos
d=ci) + coliy+ - -+ culiy

niin sanomme, ettd vektori d on edelld lausuttu u-vektoreiden lineaarikombinaationa.
Lukuja cy,ca,...,c, sanomme lineaarikombinaation kertoimiksi. Jos ainakin yksi line-
aarikombinaation kertoimista on nollasta eroava, sanomme lineaarikombinaation ole-
van ei-triviaalin.

Lause 44 Jos nollavektori O voidaan lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa vek-

toreista uy,iy, ..., Uy, niin jokin u-vektoreista voidaan lausua muiden u-vektoreiden
lineaarikombinaationa.

Todistus: Olkoon
ciidy +criir+...cpu, =0
Koska lineaarikombinaatio on ei-triviaali, 10ytyy kertoimien joukosta nollasta eroavia

kertoimia. Olkoon c; indeksiltdén pienin nollasta eroava kerroin. Silloin

o Crtl Ck42 Cn
Up = —— Uyl — — Ukg2— - — Uy
Ck Ck Ck
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O

Koska yhtil6 voidaan samaistaa kerroinvektorinsa kanssa, voidaan lineaarikombinaatio
maiiritelld myos yhtéloille. Edellisessd kappaleessa kisitelty rivioperaatio, jossa yhta-
160n lisédtddn pivot-yhtdlo sopivalla luvulla kerrottuna, antaa tulokseksi yhtilon, joka
on edellisen kaavion samalla rivilld olevan yhtilon ja edellisen kaavion pivot-yhtilon
lineaarikombinaatio.

Kolme perusrivioperaatiota ovat sellaiset, ettd kun niitd sovelletaan toistuvasti, niin vii-
meisen kaavion jokainen yhtélo on lineaarikombinaatio alkuperdisen yhtidloryhmén yh-
taloistd. Jos viimeisessid kaaviossa on triviaali yhtilo (O = 0), niin edellisen lauseen mu-
kaan alkuperdisessd yhtdloryhmissd voidaan jokin yhtdlo lausua muiden lineaarikom-
binaation, joten tdmé yht&lo on turha ja voidaan poistaa. Poistettavan yhtilon tunnista-
minen ei ole aina helppoa. Seuraavassa kappaleessa teemme yhtidloryhmén ratkaisusta
algoritmin, jonka tarkka toteutus vastaa myos tihdn kysymykseen.

3.3 Gaussin eliminointikeino

Seuraavaksi muotoilemme algoritmin yhtdloryhmin ratkaisemiseksi. Ratkaistava yhta-
l6ryhma on

anxy + apxy + ... + awxa = b
arixy + amnxy + ... + ayx, = b

. . o (3.51)
amx1 + amxa + ... + aupXpn = by

Muuttujia on n kappaletta ja yhtiloitd on m kappaletta. Kerroin a;; on muuttujan x;
kerroin i:nnessd yhtdlossd. Keskitymme algoritmissa kertoimiin, joten esitimme yhti-
16ryhmién kerroinkaaviona

ayilr app ... ap b
a? 1 a'22 ... a.zn by (3.52)
aml Am2 ... Gmn bp
Yhtidloryhmén i:nnettd yhtidlod vastaa kaavion i:s rivi
w; = ( ai ap ... apn b; ) (3.53)

Algoritmi muokkaa kaaviota kierros kierrokselta ja merkitsemme tarvittaessa kaavion
jarjestysnumeron k = 1,2,... yldindeksini. (afj on siis muuttujan x; kerroin k:nnen
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kaavion i:nnessi yhtidlossa.)

Koska lopullinen algoritmi sisiltdd lukuisia poikkeustapausten aiheuttamia varmistuk-
sia ja on siksi kummallisen tuntuinen ensi lukemalta, esitimme ensin erikoistapauksen,
jolla saa tuntuman perusratkaisuun.

3.3.1 Algoritmi, Gaussin eliminointi, helppo tapaus.

Seuraava algoritmi olettaa, ettd muuttujia ja yhtdloitd on sama médrd (m = n), ja min-
kddn yhtdlon LHS:ia ei voida lausua muiden yhtédldiden LHS:ien lineaarikombinaatio-
na. Oletus merkitsee, ettd yhtdloryhmilld on yksikésitteinen ratkaisu ja monet yleisen
algoritmin tarkistukset voidaan jittdd pois.

Gaussin algoritmi, versio I helpossa tapauksessa.

(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhmén kertoimet;
(2) fork=1ton-—1

3) % (Etsitddn pivot-alkio)

4 ifd, =0

&) then

(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta rivilti alkio
(7 ak #0,t > k ja vaida rivit w; ja wy.
(8) endif

9 % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(10) forj=1tok

(11) whtl = wh;

(12) endfor

(13) forj=k+1tom

(14) Wit = wh— (b fag) - wis

(15) endfor

(16) endfor

(17) (% Palautuvat sijoitukset)

(18) for p=ndownto 1

19 xp= (b~ Xjpi1ap%)/ ()
(20) endfor

Gaussin algoritmi, versio II helpossa tapauksessa.
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(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhmén kertoimet;

2) fork=1ton-—1

3) % (Etsitddn pivot-alkio)
c ek
4) ifa; =0
(®)) then
(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta riviltid alkio
(7 ak #0,t > k ja vaida rivit w; ja wy.
(8) endif
9 % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(10) forj=1tok—1
(1) Wi = wh— (dly fay) - wi
(12) endfor
(13) wi“ =wh;
(14) forj=k+1tom
(15) Wit = wh— (af, fal) - wi
(16) endfor

(17) endfor

(18) (% Muuttujien arvot)
(19) forp=1ton
(20) xp =bk/d,
(21) endfor

Versio II:ssa ei tarvita palautuvia sijoituksia. Sen vuoksi moni pitdd toista versiota pa-

rempana. Kuitenkin se on herkempi pyoristysvirheille ja veriota I pidetddn siksi teo-

reettisesti parempana.

Esimerkki 45 Olkoon ratkaistavana yhtdloryhmdi

x — 2y + 3z = -3
x — 2y + z = =5
2x + y — 2z = 1
Ratkaistaan yhtdloryhmd kummallakin edelld esitetylld algoritmilla.
Versio 1:
1] -2 3 |-3 1 %2
1 -2 1 |-5 — —
2 1 =21 ——
1 -2 3 |-3
> 0 0 -2|-2 | vaihdetaan
0 5 —-8|7 —

(3.54)

(3.55)

(3.56)



Versio 11:

(1) =2
“ 0 (5
0 O
z = (=2)/(-2)
1 -2 3
1 -2 1
2 1 =2
1 -2 3
0O 0 -2
0O 5 -8
(1) -2 3
5] -8
0o 0 -2
(1) 0 —02
0 (5 -8
0 0 [-2
() 0 0
0 (5 0
0 0 (-2
0/1=0
15/5=3
(=2)/(=2)=1

| vaihdetaan
.

—+
x0.4
<_
<_
—-0.1|—4
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(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
(3.67)
(3.68)

Edelld esitetyissd algoritmeissa on vield yksi merkittdvd heikkous. Jos axx on pieni,
mutta nollasta eroava (esim. ay, = 1.23- 107! niin version I rivilld (4) ehto on tark-
kaan ottaen epétosi, vaikka useimmiten pivot-alkio pitiisi hakea alemmalta rivilta.

Selkein ja helposti ohjelmoitava ratkaisu on hakea itseisarvoltaan suurin kerroin jou-
kosta {axk, A(11)k> - - - » dnk - JOs itseisarvoltaan suurin kerroin on ay rivilld g, niin vaih-

detaan rivit wi ja wg. Késin laskettaessa téillainen rivinvaihto on usein tarpeetonta, mutta
ohjelmoitaessa algoritmi tietokoneelle, tima rivinvaito on ehdottomasti tehtivi versio
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III:n mukaisesti.

Gaussin algoritmi, versio III helpossa tapauksessa.

Muuttuneet rivit (verrattuna versioon I) on merkitty tdhdella.

(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhméin kertoimet;

2) fork=1ton—1

(3%) % (Etsitddn pivot-rivi)

(4%) q==k;

(5%) fori=k+1ton

(6%) 1f aw| > lag]

(7%) then

(8%) q=i;

(9%) endif

(10%) endfor

(11%) vaihda rivit wy ja wy

(12) % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(13) forj=1tok

(14) wh = whs

(15) endfor

(16) forj=k+1tom

(17) WA = wh — (ab, Jaf) - Wi
(18) endfor

(19) endfor

(20) (% Palautuvat sijoitukset)

(21) for p=ndownto 1

(22) Xp = (b];? =Y pt1 alfijj)/(alfap)
(23) endfor

Esimerkki 46 Olkoon ratkaistavana yhtdloryhmd

x — 2y + 3z = =3
x — 2y + z = =5
2x + y — 2z = 1

Ratkaistaan yhtdloryhmd muutetulla algoritmilla.

(3.69)
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Versio I11:
1 =2 3 -3 — |vaihdetaan
1 -2 1 |-=5 (3.70)
2 1 2|1 -
2] 1 2|1 0.5 | %0.5
<> 1 -2 3 |-=-3 — — (3.71)
1 -2 1 |-5 — —
(2) 1 -2 1
> 0 [-25] 4 |-35 x1 (3.72)
0 =25 2 |-55 — —
(2) 1 -2 1
> 0 (-25) 4 |-35 (3.73)
0 0 -2 =2
¢ = (-2)/(-2)=1 (3.74)
(=3.5—4-1)/(=2.5)=3 (3.75)
= (1-1-342-1)/2=0 (3.76)

3.3.2  Algoritmi, Gaussin eliminointi, yleinen tapaus.

Seuraavaksi muotoilemme yleisemmin algoritmin, joka toimii kaikissa tilanteissa. Em-
me kirjoita tidydellistd ohjelmaa, vaan tarkoitus on saada luettava esitys, josta ohjel-
mointitaitoinen lukija pystyy kirjoittamaan toimivan koodin.

Oletamme, ettd yhtiloitd on m kappaletta ja muuttujia on n kappaletta. Kun kirjoitamme
algoritmin, varaudumme erityisesti seuraaviin erikoistapahtumiin.

¢ Pivotointi epdonnistuu jossakin sarakkeessa.

¢ Yhtilot loppuvat ennen kuin kaikki sarakkeet on pivotoitu.

e Syntyy epdtosi yhtilo.

e Syntyy triviaali yhtdlo 0 = 0.
Tulemme algoritmissa joskus vaihtamaan sarakkeiden jdrjestystd. Jotta syntyvit kaa-

viot olisivat helpposti luettavissa lisddmme kaavioon otsikko-rivin, jolta kdy ilmi muut-
tuja, jonka kertoimista on kysymys. Tdami ei ole oikea-oppista, mutta harjoitteluvai-
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heessa tarpeellista. Erityisesti tulemme siirtimééin kokonaisia sarakkeita RHS:édén. Siir-
ron jilkeen yhtdloryhmin jokaisen yhtédlon oikea puoli ei ole enii reaaliluku, vaan li-
neaarikombinaatio ykkosestd ja siirretyista muuttujista. Vastaava kaavion rivin RHS-
vektori on tdmén lineaarikombinaation kerroinvektori. Kéytdmme tdstd rivin k RHS-
vektorista merkintdd 7. Seuraava esimerkki valaisee asiaa. Esimerkki on kidyty ldpi
sekd yhtdloryhmi- ettd kaaviomuodossa.

Esimerkki 47
X'y z rhs
Xl + 2y — z =6 ~ 1] 2 —1|6 *2
2x + 6y + 4z =0 2 6 410 ——
xX 'y z rhs
x) + 2y — z = 6 ~ (1) 2 —-1| 6
2y] + 6z = —12 0 [2] 6 |—12
x y rhs z
x) + 2y = 6 + z ~ () 21 6 1
(2y) = —12 — 62 0 (2)|-12 -6 2
x y rhs z
x) + 2y = 6 + z ~ () 216 1 — —
(y) = -6 — 3z 0 (1)|-6 -3 *2
y rhs z
(x) = 18 + 7z~ (1) 0|18 7
(y) = -6 — 3z 0 (1)|-6 -3
Vastaus:
x = 1847z
y = —6-32

Gaussin algoritmi, versio IV, yleinen tapaus.

(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhmén kertoimet;
(2) k=1,siirretyt =0

(3) repeat

@) % (Etsitddn pivot-alkio)

(5 madritd rivi ¢ siten, ettd alkio a’;k on itseisarvoltaan
suurin alkioista {aﬁk,a’(‘kﬁ)k, ... ,aﬁlk}

(6) if dfy =0

(7 then

(8) siirrd sarake kK RHS:iin

9) siirretyt = siirretyt + 1;
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(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(A7)
(18)
(19)
(20)
1)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
27)
(28)
(29)
(30)

€1V
(32)
(33)
(34)
(35)
(36)
(37)

Vaasan yliopiston julkaisuja 63

else

vaida rivit wy ja wy.
% (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
forj=1tok

endfor
forj=k+1tom
wI;H = w’; — (a’;k/allik)-W£;
endfor
k=k+1;

endif
until k> m or k—+siirretyt > n
% (Onko jdljelld pivotoimattomia sarakkeita?)
if k+siirretyt <n

siirrd pivotoimattomat LHS:n sarakkeet RHS:iin
% (Onko jdljelld pivotoimattomia riveji?)

jos jokin pivotoimattomista yhtiloistd on epétosi,

niin yhtdloryhmaélli ei ole ratkaisua. (LOPETA)

% (Ratkaise LHS:n muuttujien arvot.)
forg=k—1downtol
Wq = Wg/aqq:
fori=1ltog—1

Wi = Wi — QjgWq;

endfor
(38) endfor

(39) Tulkitse tulos.

3.4 Yhtidloryhmin ratkaiseminen Octavella

Jokaiselle tulee joskus eteen tilanne, jossa ei ole aikaa tehdd rivioperaatioita késin,
vaan yhtdloryhma tulee ratkaista nopeasti. Silloin Octave (tai Matlab) on ihanteellinen

tyokalu.

Kun luet tdtd kappaletta, dld tyydy vilkaisemaan ensimmadistd esimerkkid, vaan lue
kaikki esimerkit ja my0s kaikki teksitit. Octave (Matlab) on hyvi ja helppo tyokalu,

mutta sitd helposti kdyttdd védrin, jos ei tiedd sen erikoista tapaa kisitelld yhtédloryh-
mid, jolla ei ole ratkaisua.
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5im: YROctave01] Esimerkki 48 Ratkaise yhtdiloryhmd

—x + 2y =1
x — y = 2

Octavella ryhmin voi ratkaista seuraavin komennoin

octave:1> A = [-1 2; 1 -171;
octave:2> b = [1; 2];
octave:3> ratk = A\b
ratk =

5

3

e Huomaa, ettd vastaus on vektori, jonka ensimméiinen koordinaatti on ensimmaéi-
sen muuttujan arvo (x:n arvo) ja toinen koordinaatti on toisen muuttujan arvo
(y:n arvo). Muuttujien jirjestys méddrdytyy niiden jarjestyksestd yhtdloryhmis-
sd (ensimmiinen muuttuja ensimmadisessd sarakkeessa, toinen muuttuja toisessa
sarakkeessa, jne...). Tdlld kertaa vastaus on siis: x =5,y = 3.

¢ Ensimmiinen komentorivi méérittelee yhtdloryhmén kerroinkaavion. Kaavion
kertoimet erotetaan vililyonnein ja uuden rivin alkaminen ilmoitetaan puolipis-
teelld. (Kaaviossa on siis kaksi rivid, kummallakin kaksi kerrointa.) Komento
tallettaa kaavion muuttujalle A.

¢ Toinen komentorivi médrittelee yhtdloryhméan RHS:n (Kaksi rivid, kummassakin
yksi luku.) Komento tallettaa RHS:n muuttujalle b

¢ Kolmas komentorivi ei ole laskutoimitus vaan mééridi Octaven ratkaisemaan yh-
taloryhmin, jonka kerroinkaavio on A ja RHS on b. Ratkaisu talletetaan muut-
tujaan ratk. Kahden ensimmiisen komennon lopussa on puolipiste. Tdmi saa
aikaan sen, ettd Octave suorittaa laskun mykkéni, eikd kaiuta tulosta konsolille.
Kolmannen komennon lopussa ei ole puolipistettd, siksi Octave kaiuttaa tuloksen
konsolille. Varsinkin alussa on hyvi antaa komennot ilman puolipistettd lopus-
sa. Silloin nékee onko kaavio juuri sellainen kuin halusi. Jos edeltivit komennot
annetaan ilman puolipisteitd, niin sessio ndyttdd seuraavalta:

octave:4> A = [-1 2; 1 -1]
A =
-1 2
1 -1

octave:5> b

Il
=

~e
N
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octave:6> ratk = A\b
ratk =

5im: YROctave02 | Esimerkkid49 Ratkaise yhtiloryhmdi

—x + 2y =1
x — y = 2.
3x — y =0

On selvii, ettd tdlld yhtdloryhmalld ei ole ratkaisua. Octavella ryhmin ratkaisuyritys
ndyttdd seuraavalta

octave:7> A = [-1 2; 1 -1; 3 -171;
octave:8> b = [1; 2; 01;
octave:9> ratk = A\b
ratk =

0.20000

0.20000

Octave antaa siis vastauksen, joka ei ole yhtdloryhmin ratkaisu. Octaven antama vek-
tori on ns. "Pienimmén NelioSumman” ratkaisu. Pienimmén neliosumman menetelma
kisitellddan myohemmin kurssin kuluessa.

Nyt on tirkeinta muistaa, ettd kun ratkaiset yhtdloryhmin Octavella, niin tulos tulee ai-
na tarkistaa. Octave antaa aina parhaan mahdollisen ratkaisun. Jos ratkaisun mukaiset
arvot sijoitetaan yhtdloryhméidn muuttujille ja jonkin yhtdlon LHS ja RHS poikkeavat

toisistaan enemmin kuin valittu toleranssa (10~ 12...10~®), niin ratkaisua ei ole ole- [Tarkista to-
massa. leranssi

Onneksi tarkistamisenkin voi tehdd Octavella. Tarkistus perustuu matriisitulon laske-
miseen. Matriisitulo opetellaan seuraavassa luvussa. Jos A on yhtdloryhmén kerroin-
kaavio, b on yhtdloryhméan RHS, ja ratk on ratkaisuvektori, niin A:n ja ratk:n mat-
riisitulo on b. Kahden edellisen esimerkin yhtidloryhmien ratkaisemiset tarkistuksineen
menevat Octavella siis seuraavasti:
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octave:1> # Ensimmainen esimerkki

octave:2> A = [-1 2; 1 -17;
octave:3> b = [1; 2];
octave:4> ratk = A\b
ratk =

5

3

octave:5> # tarkistus:
octave:5> Axratk
ans =

octave: 6> sama kuin b. OK ratkaisu x =5, y = 3

OCtaVe:6> b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b g b b b b b
octave: 6> = [-12; 1 -1; 3 -1];

octave:7> = [1; 2; 0];

octave:8> ratk = A\b

ratk =

#
#
octave:6> # Toinen esimerkki
A
b

0.20000
0.20000

octave:9> # tarkistus:
octave:9> Axratk
ans =

0.20000
0.00000
0.40000

octave:10> # eri kuin b. Ei ratkaisua.

3.5 Homogeeninen yhtidloryhmi

Sec:HomogYRl|

Mairitelma 50 (/) Yhtdloryhmdn ratkaisu on triviaali, jos kaikkien muuttujien arvot
ovat ratkaisussa nollia.

(2) Ratkaisu on ei-triviaali, jos ainakin yksi muuttuja saa ratkaisussa nollasta eroavan
arvon.
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Mairitelma 51 Yhtdiloryhmd on homogeeninen, jos sen jokaisen yhtilon RHS on nol-
la.

On selvid, ettd homogeenisella yhtdloryhmilld on aina triviaali ratkaisu. Useimmiten
tama triviaali ratkaisu ei kiinnosta laskijaa. Ainakaan sen l6ytdmiseksi ei kannata nihda
suurta vaivaa. Kdytinnossi aina, kun tutkimme homogeenista yhtidloryhméii, toivomme
l6ytdvamme ei-triviaalin ratkaisun.

Lause 52 Jos homogeenisella yhtdiloryhmdlld on ei-triviaali ratkaisu, niin jokin yhtd-
loryhmdin kerroinkaavion sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikombi-
naationa.

Perustelu: Koska homogeenisella yhtdloryhmilld on aina triviaali ratkaisu, lauseen

ehto merkitsee sitd, ettd yhtdloryhmilld on nyt enemmén kuin yksi ratkaisu. Silloin
[Th:KaksiRat1l

lauseen [7?7 mukaan jokin kerroinkaavion sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden

lineaarikombinaationa. O

Edellisessd lauseessa mainittu yhtidloryhmén ominaisuus: ”jokin kerroinkaavion sara-
ke voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikombinaationa”, opitaan myohemmin
paljastamaan helpolla determinanttilaskulla.

Jo tédssd vaiheessa on hyvi todeta erds ongelma, joka nousee esiin, kun ratkaisemme
yhtdloryhmén rivioperaatioilla tai laskemme edelld mainitun helpon determinanttilas-
kun. Kummassakin tapauksessa laskimemme tai tietokoneemme tekee suuren miirin
kerto-, yhteen-, ja viahennyslaskuja. Jakolaskua tehdddn vihemmaén, mutta sitikdén ei
voi vilttdd. Tdmén seurauksena tulokseen kertyy viistimittd pyoristysvirheiden vai-
kutus. Jos laskutuloksen pitéisi olla tasan 0, mutta pydristysvirheiden takia se onkin
1.3-10~'4, niin se ei silloin ole siis tasan nolla! Tissid kurssimateriaalissa palaamme
tahin pyoristysvirheiden ongelmaan muutaman kerran. Emme kuitenkaan késittele sitéd
kokonaan.

Numeerisen matematiikan kurssilla asiaa pohditaan lisdd. Jos tydssidsi myShemmin jou-
dut ohjelmoimaan ohjelmakoodia, joka ratkaisee yhtdloryhmén niin huomaa, ettd pe-
ruskurssin yksinkertaisin algoritmi-versio ei ole professionaalia tasoa.

Seuraavaksi esitimme kolme esimerkkid homogeenisen yhtidloryhmén ratkaisemisesta.
Ensimmadinen esimerkki on helppo ja yksinkertainen. Toinen esimerkki tuo esiin tavan
kisitelld yhtdloryhmaé niin, ettd voidaan hyodyntdd laskinta tai tietokonetta. Kolmas
esimerkki tuo esiin vihdn mutkikkaamman tilanteen, jonka tyylikds ratkaisu onnistuu
parhaiten puhtaalla Gauss-Jordan algoritmin ldpiviennilla.
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Esimerkki 53 Ratkaise yhtdaloryhmdi

()

x + 2y + 4z =
—x + 3y + z
3x + y + 7z = 0

|
o

Yhtdloryhmé on homogeeninen. On helppo nihdi, ettd kerroinkaavion kolmas sarake
saadaan, kun toiseen sarakkeeseen lisitddn kahdella kerrottuna ensimmaiinen sarake
([jg3 = 5.2 + 2 . (_i.l.)

Gauss-Jordan algoritmilla

1] 2 410 1| %3
-1 3 110 — +
1 710 — —
1) 2 410
o 5] 5|0 «l]:5
0 -5 —5/0 —+
) 2 4]0
o (% 0 1o {x+2y+4z:0
0 0 00 y + z2=20

Muuttujan z sarakkeessa ei pivotoitu, siksi muuttujaa z sisédltdvét termit siirretdin RHS:iin.
Tdmain jdlkeen z:lle annetaan jokin arvo. Jos annamme z:lle arvon z = 1, niin saamme
yhtdloryhmdlle ei-triviaalin ratkaisun. Jos annamme z:lle arvon z = a, niin saamme ne
kaikki.

x + 2y = —4z|(1)
H{ y = —z|(2)

Valitaan muuttujalle z arvoksi z = a. Sen jéilkeen x ja y ratkaistaan yhtiloistd tavalliseen
tapaan.

Z = a
YR y = —a
x = —2a

Suoraviivainen ratkaisuyritys Octavella jdi epatyydyttivéksi

octave:1> A = [1 2 4; -1 3 1; 3 1 71;

octave:2> b = [0 0 0]";

octave:3> x = A\b

warning: matrix singular to machine precision, rcond =
9.25186e-18

x =
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Esimerkki 54 Etsi Octaven avulla ainakin yksi ei-triviaali ratkaisu yhtdloryhmdille

x +
-x + 3y +
x + y +

2y + 4z = 0
z = 0 .
Tz = 0

69

Edellisestd esimerkistd tiedimme, ettd on olemassa ratkaisuja, joissa kaikki muuttujat

saavat nollasta eroavan arvon. Etsimme seuraavassa sen ratkaisun, jossa z saa arvon

z = 1. Siirretdédn yhtdloryhmissi jokainen z-termi oikealle ja sijoitetaan z:n paikalle 1.
Syntyvé yhtidloryhmi ei ole homogeeninen ja se voidaan helposti ratkaista Octavella

x + 2y + 4z =0 x + 2y = —
—x + 3y + z =0 <« —x + 3y = —1-1
3x + y + 7z = 0 3x + y = —
octave:2> A = [1 2; -1 3; 3 1];
octave:3> b = [-4; -1, -7];
octave:4> ratk = A\b
ratk =
-2.0000
-1.0000
octave:5> # tarkistus
octave:5> Axratk
ans =
-4.0000
-1.0000
-7.0000
octave:6> # oikein! OK, siis z =1, x = -2, y = —1.
jomogYR1_esiml | EsimerkKi S5 Ratkaise yhtdiloryhmd
x + 2y + 2 =0
—x — 2y + z — 2w = 0
3x + 6y + 2z + w = 0°
2x + 4y + z + w =0



Vaasan yliopiston julkaisuja 70

Octavella saamme jonkin ratkaisun, mutta emme kaikkia. Siksi teemme tdydellisen rat-
kaisun Gauss-Jordan -algoritmilla. Toinen sarake on ensimmadisen lineaarikombinaa-
tio (dsp = 2 - de1) ja neljds sarake on ensimmadisen ja kolmannen lineaarikombinaatio

(504 = 301 - 503)-

M 2 1 0|0 1| *3| #2
1 -2 1 =20 ||«+
6 2 1|0 ——
2 4 1 110 ——
(1) 2 1 010
0 0 [2] —=2|0 ||*1/2|x1/2
~ 0 0 —1 0 ||l«+
0 0 —1 11(0/]|«+
(1) 2 1 0]0\]|«-—
0 0 (1) —1]0 %1
~ 0 0 0 010
0 0 0 010
(1) 2 0 110
N 0 0 (1) —1]0 (:){x+2y + w = 0
0 0 0 010 z —w =0
0 0 0 010

Muuttujat, joiden sarakkeissa ei pivotoitu (y ja w) siirretdan RHS:iin ja niille annetaan
jotkin sopivat arvot (esim. y = a ja w = b. Ainakin toinen ei ole nolla.)

o { X = =2y — w
z = w
X = —2a — b X -2 —1
y=a,w=b y = a y — . 1 0
— . = b > . =a 0 +b 1
w = b w 0 1

Tiassd tapauksessa siis homogeenisen yhtidloryhmén kaikki ratkaisut saadaan kahden
ratkaisuvektorin lineaarikombinaatioina. On tapana sanoa, ettd vektorit ( -2 1 00 )

ja ( -1 0 11 )T 'virittaviat’ homogeenisen yhtidloryhmin ratkaisujoukon.



