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4  MATRIISIT JA MATRIISILASKUT

4.1

Matriisi ja matriisilaskut

Matriisi on suorakulmainen lukukaavio. Matriiseja ovat esimerkiksi:

I.

(0% 1) (5) tvewn(tq)

Matriiseihin perehtyminen voidaan perustella useilla jarkisyilli.

Matriisien avulla voidaan suuria lukujoukkoja esittdd mahdollisimman pienelld
vaivalla ja kokonaisille lukukaavioille voidaan antaa nimid A,B,... jne. Tdmi
helpottaa suuresti asioiden esittdmistd. Erdissd tilanteissa matriisi on hyvin on-
nistunut ja havainnollinen tapa esittdd lukuryhmii. Esimerkiksi yhtdloryhméin

2x—5y = —1
3x+7y = 13

oleelliset osat tiivistyvit matriiseihin

2 =5 - [ x .z (=1
=(57) = () mi=(s)

. Matriiseille voidaan méidritelld yhteen- ja kertolasku. Matriiseilla voidaan siis

laskea. Niiden laskutoimitusten avulla on kehitetty menetelmié erdiden matriisi-
en avulla kuvattavien ongelmien ratkaisemiseen. Esimerkkind mainittakoon yh-
taloryhmin ratkaiseminen.

. Vaikka itse et koskaan harrastaisikaan matriisilaskentaa, niin varmaa on, etti tie-

tokoneesi harrastaa. Jos tietokone esimerkiksi ei 10ydé ratkaisua yhtdloryhmille
se yleensd antaa virheilmoituksen, jossa se kertoo mitéd vikaa oli kerroinmatrii-
sissa. Virheilmoituksen ymmaértdminen edellyttdi matriisilaskennan perusteiden
osaamista.

. Matematiikassa tarkastellaan struktuureja, jotka muodostuvat olioista ja niille

madritellyistd laskutoimituksista. Struktuureja luokitellessa on tapana sanoa, et-
ta tietyt ehdot tiyttdva struktuuri on ryhmi (tarkemmin luvussa III), tietyt eh-
dot tdyttdvd ryhmi on rengas ja tietyt ehdot tiyttdva rengas on kunta. Reaalilu-
vut muodostavat kunnan, ja kompleksiluvut muodostavat kunnan. Opiskelija on
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peruskoulussa ja lukiossa harjoitellut laskutoimitusten suorittamista reaaliluku-
kunnassa. Kun sddntonéd voidaan pitdd, ettd reaalilukuja ja kompleksilukuja lu-
kuunottamatta mikéddn mielenkiintoinen struktuuri ei ole kunta, saatta peruskou-
lussa hankittu sujuva laskutaito aiheuttaa kitkaa tutustuttaessa uusiin matemaatti-
siin struktuureihin. Nelidmatriisit muodostavat renkaan mutta eivét kuntaa. Niilld
laskettaessa tulee muistaa, ettd matriisilla ei saa jakaa eiké supistaa (silld kerto-
laskun kiiinteisalkiota ei aina ole olemassa) ja kertolasku ei ole vaihdannainen
(AB # BA). Titd kautta matriisilaskenta kehittdd teoreettisessa ajattelussa tarvit-
tavaa tarkkuutta ja joustavuutta.

Mairitelmi 56 Suorakulmainen lukukaavio, jossa on m vaakarivid ja n pystysaraket-
ta on m X n-matriisi. Tyyppid m x 1 oleva matriisi on pystyvektori ja tyyppid 1 X n oleva
matriisi on vaakavektori. Kaaviossa esiintyvid lukuja sanomme matriisialkioiksi.

Merkintisopimuksia:

(1) Tulemme kirjoittamaan lukukaavion aina isojen sulkeiden sisdén. On myos luval-
lista kdyttdd hakasulkumerkintdéd, mutta tdssd monisteessa kidytimme systemaattisesti
kaarisulkeita.

(2) Matriisia merkitsemme kirjaimella (iso, vahvennettu ja kursiivi) ja matriisissa ole-
via alkioita merkitsemme samalla kirjaimella (pieni, vahventamaton ja kursiivi) varus-
tettuna alaindeksein, jotka ilmaisevat milla rivilld ja missd sarakkeessa alkio on. Esi-
merkiksi aj2 on matriisin A rivilld 1 sarakkeessa 2 oleva alkio.

ayp dip -+ dlp

azy dzp -+ dpp
A=

adml Am2 " Amn

(3) Vaakavektoria merkitddn samoin kuin matriisia, mutta usein valitaan pieni kirjain, ja
rivi-indeksi voidaan jéttdd pois. Pystyvektorin tapauksessa sarakeindeksi voidaan jattaa
pois.

S11 S1

S S
72(711 iz - r1n>:<r1 rp - rn), §= %1 = ’
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(4) Fysiikassa ja tekniikassa on tapan merkitd vektoreita vahventamattomalla, kursii-
villa vektorilla, jonka pailld on nuoli.

(5) Tulemme kéyttdmédan kumpaakin merkintdd (3 ja 4) vektorille. On tarkeiti, ettd
opiskelija tottuu siihen, ettd eri tilanteissa kiytetddn hieman erilaisia merkintoja.

Miiritelmé 57 Usein kdytdamme matriisille merkintdd A = (a; ). Vastaavasti matriisin
A alkiolle kdiytetdidin joskus merkintdidi (A);;.

Maééritelmé 58 (a) Matriisit A = (a;;) ja B= (b;}) ovat samat (identtiset, engl. equal),
jos ne ovat saman kokoiset ja, a;j = b;; kaikilla i, j. Télloin merkitdiin A = B.

(b) Kahden m x n-matriisin A = (a;;) ja B = (b;;) summa on matriisi

A+B = (a;;+ bij)

(c) Reaaliluvun A ja m x n-matriisin A = (a;;) tulo AA on m x n-matriisi (A - a;).
(Kaikki alkiot kerrotaan A:lla.)

(d) Sovimme lisciksi merkintdtavoista

A-B = A+ (-1)B=A+(-B)

0 -2 4) (3 -60
2 8 0 0 3 9
(-3 4 4
-2 5 -9

Samankokoisten matriisien yhteen- ja vihennyslasku ja viahennyslasku ovat melko sel-
vid asioita. Seuraavaksi miirittelemme matriisin kertomisen matriisilla.

Esimerkki 59

0 -1 2 1 -2 0
2'<1 4 o>_3<o 1 3>

Koulussa olet todennikoisesti oppinut kahden vektorin pistetulon -V = ujvy +uxvy +
-+« +u,v,. Kertaamme asian ensin
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Maéritelmi 60 Kahden samanmittaisen vektorin i = (u;) ja Vv = (v;) pistetulo on
V=uvi+upvay+---+upvn

Mairitelmi 61 m x n-matriisin A = (a;;) ja n x p-matriisin B = (b ;) matriisitulo AB
on m X p-matriisi

n
AB)z] = Z aikbkj =
k=1

(Siis: AB:n rivilld i sarakkeessa j oleva luku on A:n i:nnen rivin ja B:n j:nnen sarak-
keen pistetulo.)

Esimerkki 62 Seuraavassa esimerkissd on liscdtty sarakkeita ja rivejd erottavat viivat
Jjoihinkin kaavioihin. Tdmdi ei ole kovin tavallista, mutta tdssd tapauksessa saattaa hel-
pottaa kaavion lukemista.

Bl <1 —1()>_
3 0 -2 3

1
o
B 1
- o
1
o

S =N

vvv
—
(@]
/—\
v
~—~
[Em—
(@)
S
L
W O|lWw O
vvv

214 (=1)-0]2-(=1) 4+ (=1)-(=2) | 2:04+(~1)-3

= 1- 1+0 0 1-(=1)+0-(-2) 1-040-3
0-1+3-0 0-(—1)+3-(-2) 0-0+3-3
2 0 -3
=11 -1 0
0 -6 9

Huomaa tyyppien yhteensopivuus (3 x 2-matriisi)(2 X 3-matriisi)=(3 x 3-matriisi)/

Edeltdvd midritelméd ja esimerkki kannattaa tiivistdd seuraavalla tavalla: ”Kun ollaan
laskemassa matriisia C = AB, niin laskettaessa lukua riville i sarakkeeseen j, tarvitaan
ensimmaisestd matriisista i:s rivi ja toisesta matriisista j:s sarake. Rivin ja sarakkeen
pistetulo antaa alkion tulo-kaavion vastaavaan paikkaan.”
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c3sltaydBdltaulul o . ) . -
Alla taulukossa (2) (sivu [75) on esitetty edeltivin esimerkin tulokaavion kaikkien al-

kioiden lasku ja erityisesti misté luvut tulevat?”’.

. . . |c3slesimt3slesiml | . o .
Taulukko 2. Esimerkissd (62) (sivu [74) Taskettujen lausekkeiden sisdltimien lukujen

sujainti alkuperdisissd matriiseissa.

c3sltaulul |
mikd = mitd? mistid luvut?
cii= 2-14+(=1)-0 1 0 <II -1 0>
0 3 0] —2 3
2] -1 1 [-1] 0
= 22 (é o) (L)
2] 1] 1 —1 [0]
ci3= 2:-0+(-1)-3 ((1) (3) <0 5 >
2 -1
L ' (1] —1 o>
1= 1-140-0 ( @)<@ 5 3
2 -1
_ 1 0
= 1:(-1)+0-(-2) ( @)(0 3>
2 -1
_ 1.040. 1 -1 [0]
c3= 1:-04+0-3 ( @)(02>
2 —1
1= 0-143-0 10 < -1 0>
0] o) 23
2 -1
cp= 0-(—1)+3-(-2) 10 <1 0>
0] 0 123
2 -1
1 —1 [0]
= 0-0+3-3 1 0 < >
(@ ) 0 2

Esimerkki 63 Seuraavassa vilimuotoja on vihemmdn. Saatko saman tuloksen?

=10, 2-140 —1+0+0 1 -1
0 23 |[1 o \_|0-2+0 0+0t9 | _[ -2 9
LS T U IR N 24140 —1+0+3 302
10 0 24040 —1+0+0 2 1

Huomaa taas tyyppien yhteensopivuus (4 x 3-matriisi)(3 X 2-matriisi)=(4 x 2-matriisi)/
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Esimerkki 64 Olkoon
2 0
A= 1 3|, B= 0 1 ja C= L4
10 3 -2 —1 1

Laskemalla tulot ndhddidn, ettd a) tulo AB on hyvin mddritelty ja laskettavissa, mutta
tuloa BA ei voi laskea. b) Tulot BC ja CB voidaan laskea, mutta niistid saadaan eri

tulokset. Siis BC #* CB.

Esimerkki 65 Huomaa, etti vektoreiden

u=(2 3) ja v:<2>

Matriisitulo ja pistetulo ovat tarkasti tulkittuina eri asiat

w = (2:5+3:6)=(28)
u-v = 2-543.-6=28

Esimerkki 66 Luvun alussa esiintyi yhtdloryhmd ja siihen liittyvit matriisit

2x—35y = -1
3x+7y = 13

4=(37) x= (V)= ()

Matriisikertolaskun mddritelmdstd ja matriisien yhtdsuuruuden mddritelmdstd seuraa,
ettd seuraavat kolme rivid sanovat saman asian:

Ax—b 4.1)
2 =5 X —1
< (3 7)0)-(n) 42
2x—5y = —1
{ 3x+7y = 13 @3)

Miaritelmé 67 Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia. Jos matrii-
sissa on sarakkeita yhtd monta kuin rivid, se on neliomatriisi. n X n-neliomatriisin (a; ;)
pddldvistdja muodostuu alkioista ay,,1 < k < n. Neliomatriisi on diagonaalinen, jos
sen ainoat nollasta eroavat alkiot ovat pdildvistdjdilld. Neliomatriisi I on yksikkomatriisi,

Jonka pddldvistdjin alkiot ovat ykkosid ja muut alkiot ovat nollia.
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00 0 1 0 - 0

00 0 01 - 0
0= . 5 I= )

00 0 0 0 1

Seuraava miiritelmi saattaa tuntua keinotekoiselta, mutta mééritelmééssa esitelty Kro-
neckerin delta on paljon kédytossi teknisessa laskennassa. Asia on ulkoa opettelun ar-
voinen.

Mairitelméa 68 Kroneckerin delta on

5. — I, kuni=j
Y10, kuni#j

Siis I = (5”)

Seuraavilla lauseilla on tdsmallinen matemaattiseen késitteistoon liittyva merkl%s,],m]a -
. ) |th _matiph usa Ueeskiuml ismiadeitsuudet
hon palataan opetuksessa myohemmin. Lauseet (69) ja ([70) Iuettelevat matriiseille voi-
. . . . O . . . Jc3slesim2:mik\IeC {\"a
massa olevia tavallisesta laskemisesta tuttuja ominaisuuksia. Esimerkki (7T) kertoo

missd suhteessa matriiseilla laskeminen poikkeaa reaaliluvuilla laskemisesta. (Tédssa
lc3slesim2:mik\IeC {\"a} matlaskussa on outoa

vaiheessa on tdrkedtd muistaa esimerkin (7T) antama viesti.) Lauseet on kooftu pe-
rakkdin, jotta kaavat olisivat helposti silmdiltdavissd. Todistukset on esitetty esimerkin

jalkeen. Seuraavassa merkinnét +, ja -5, tarkoittavat matriisien laskutoimituksia.

1 ominaisuudet | Lause 69 Olkoon A,B ja C m x n-matriiseja ja o, 3 € R reaalilukuja. Silloin

(1) A+(B+C)=(A+B)+C
2) A+0=A

3) A+(-A)=0

4 A+B=B+A

5) 1-A=A

a(BA) = (af)A
(a+P)A=aA+BA
o(A+B)=0A+ oA

~
~— —t ~— —

Kommentteja: (1) +,, on liitinndinen (eli assosiatiivinen), (2) nollamatriisi on +,,:n
neutraalialkio, (3) —A on A:n kdidnteisalkio, (4) +,, on vaihdannainen (eli kommuta-
tiivinen)
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1 ominaisuudet | Lause 70 Olkoon A, B ja C matriiseja ja & € R reaaliluku. Jos matriisien tyypit ovat

sellaiset, ettd seuraavat tulot ovat olemassa, niin silloin

(1) (AB)C =A(BC)

(2) A(B+C)=AB+AC

(3) (A+B)C=AC+BC

4)  o(AB) = (aA)B=A(aB)
(5) IA=AI=A

Kommentteja: (1) -, on liitdnndinen (assosiatiivinen), (2,3) -+, ja -, noudattavat osit-
telulakeja, (5) I on matriisikertolaskun -,, neutraalialkio.

cussa on outoa| Esimerkki 71 Olkoon A,B ja C matriiseja. Jos matriisien tyypit ovat sellaiset, ettd

seuraavat tulot ovat olemassa, niin on mahdollista, etti

(1) AB+BA
(2)  (AC=BC) vaikka A # B
(3)  (AB = 0) vaikka (A # O ja B # O)

at phu maytkieedl: kekaino leskuai smidatd suudet lc3slesim2:mik\Ie

Lauseiden (b9) Ja (I70) osalta todistamme vain muutaman kohdan ja esimerkin ([7T)
viitteet osoitetaan oikeiksi antamalla esimerkki jokaiseen kohtaan.

h_matplus:yvhteenlaskun ominaisuudet
Todistuksia: (Lause (b9) vaite (1))

Vi, j: (A—F(B—FC))U = aij+(B+C)ij:a,-j+b,-j+c,~j
= (A+B)ij+cij=((A+B)+C);;

[th _matkerto:kertolaskun ominaisuudet
(Lause (I/U) vaite (1)) Olkoot A, Bja C tyyppeja m X n, n X p ja p X r olevia matriiseja.

Silloin matriisit (AB)C ja A(BC) ovat kumpikin tyyppid m X r ja

(AB Z azkbk] Ja (BC st = Z asq qt
k= q=
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joten

p p [ n
((AB)C)ij = Z (AB)iycqj = Z <Zazkbkq> Cqj
= (anbi1 +apba +---+ainbpi)cij
+(ainbiz+apby +---+ainbyr)ca;
+...
‘|‘(ailb1p + ai2b2p + 1t ainbnp)clp

= aj(biicij+biacrj+ -+ bipcy))
+ap(byici1j+bycrj+---+bypcyj)
+...
+ain(bpici1j+bpcrj+ -+ bupcy)

— zn:a,k <Z bchqj> =kZ:Clik(BC)k]

k=1 g=1

= (A(BC));

lth_matkerto:kertolaskun ominaisuudet

(Lause (I/U) vaite (2))

n n

(AB+C));; = Y aw(B+C)ij= Y anlbij+ci))
k=1 k=1
ail(b1j+c1j)+a,~2(b2j—i—czj)—l—---—l—am(bnj+cnj)

= (ai1b1j+ai2b2j+---+a,~nbnj) + (ailclj+aizczj+---+a,~ncnj)

n n
= Y aibij+ ) ancrj = (AB+AC);;
i -1

th_matkerto:kertolaskun ominaisuudet . .
(Lause (I/ 0) vaite (5)) Tutkifaan m X n-maftriisin A = (a;;), m x m-yksikkomatriisin I =

(6ij) ja n x n-yksikkomatriisin J = (&;;) tuloja.

(IA);; = Z Oicayj = Onaij+ Opazrj+- -+ Oimam; = aij = (A);;
(AJ)ij = Zaik5kjZai151j+ai25zj+---+ain5njZaijz (A)ij
f=1

3slesim2:mik\IeC {\"a} matlaskussa on outoa

(Esimerkki (I/ 1) Olkoon

= (32) (L) e (3 8)o= (1 1)1 )
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Silloin suora lasku osoittaa, etta:

(1) AB # BA,

(2) AC = BC, vaikka A # B,

(3) DE = 0, vaikka D # O ja E # O.

4.2 Transponointi

Seuraavassa madriteltaviid transpoosimerkintiid kiytetddn paljon. Vaikka asia on yksin-
kertainen, sen pitdi tulla tdydellisen tutuksi.

Mééritelmé 72 m x n-matriisin A = (a;;) transponoitu matriisi eli transpoosi on n x

m-matriisi AT jolle
(A")ij =aji.

(Matriisi AT saadaan siis A:sta vaihtamalla vaakarivit pystysarakkeiksi.)

Esimerkki 73
5 i
0o 2 3\ (9 X .
5 —1 6 = 2 —1 ) . :<x1 X2 xn)
3 6 :
Xn

(i) -2 %)

(Huomaa: vasen ylidnurkka pysyy paikallaan, ensimméisesti rivistd tulee ensimméiinen
sarake, toisesta rivisti tulee toinen sarake, ...)

Lause 74 Jos matriisien A ja B vidliset laskutoimitukset ovat mdidriteltyji ja A € R,

(1) (AH"=A

2) (A+B)T =AT +BT

(3)  (AA)T =2AT

(4) (AB)T =BTAT  «« TARKEA!
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Todistus: Kohdat (1) - (3) ndhdéan valittomasti. (4):

((AB)"),, = (AB)i = zn:ajkbki =Y B")(A"); = (B"AT)
k=1 k=1

12\ ., (56
A_<3 4>’J"B_<7 8>

Lasketaan ensin vditteen (4) mukaiset lausekkeet
4B) — 12V/5 6\\ (/19 22\ /19 43
- 3 4 7 8 43 50 -\ 22 50
TAT 5 7 1 3\ [ 19 43
BA = < 6 8 2 4/ \ 22 50

Seuraavaksi kirjaamme uudelleen samat laskut, mutta nyt merkitsemme erityisesti mis-

ij

Esimerkki 75 Olkoon

td tulevat ne luvut joista laskemme tulosmatriisin rivilld yksi sarakkeessa kaksi olevan
alkion 43.

wr = (ma) (o) -(@a)-(2%)
CRICHIHIREE

22 50

Mairitelmi 76 Neliomatriisi A on symmetrinen, jos AT = A (eli i =a;,Vi,j) ja
antisymmetrinen, jos AT = —A (eli ajj = —aj,vi,j)

Jokainen matriisi voidaan esittdi symmetrisen ja antisymmetrisen matriisin summana

A = A"+A missi

1

At = E(A +AT) on symmetrinen, ja
1

A = E(A — A" on antisymmetrinen.

Jos esimerkiksi

co (1)
v ()G )
v=a((i) () (0s 00)
AT+AT = <215 245>+<0(.)5 _8.5>:<; 421>:A
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4.3 Kaanteismatriisi

Reaalilukujen tapauksessa luvun a kiinteisluku ¢! on sellainen luku, etti a~!-a =

a-a ' =1 (missi 1 = kertolaskun neutraalialkio). Matriisin kifnteismatriisilta vaadi-
taan tasmélleen sama ominaisuus. Asioita mutkistaa se, ettd kaikilla O:sta poikkeavilla
matriiseilla ei ole kddnteismatriisia.

Miiéritelmi 77 Neliomatriisi A on sddnnollinen, jos on olemassa kdddnteismatriisi
A siten, etti AT TA=AAT =11

Lause 78 Jos neliomatriisi A on sddnnollinen, niin
(1) kéicinteismatriisi A~" on vksikdsitteinen ja
(2) matriisiyhtilolli A% = b on yksikdsitteinen ratkaisu X = A~ 'b.

Todistus: Todistus perustuu kddnteismatriisin méaritelméin, matriisikertolaskun liitin-

matkerto:kertolaskun ominaisuudet

t
nidisyyteen ja matriisilaskujen osittelulakeihin (lause (70)(1,2)).
(1) Olkoot V ja W kaksi A:n kddnteismatriisia. Silloin

V=VI=VAW)= (VAW =IW =W

2) A 'bon matriisiyhtdlon AX = b ratkaisu, silld

—

AA'p)=(AA b =b

Olkoot v ja w kaksi matriisiyhtdlon AX = b ratkaisua. Silloin

—

F—w=A""AFT-w)=A""(b-b)=A"10=0

U

Edellisen lauseen vdite (2) merkitsee sitd, ettd kun yhtidloryhmésséd on yhtd monta yhté-
164 kuin muuttujaa, niin ratkaisu saadaan helposti, jos kerroinmatriisin kdénteismatriisi
on tiedossa. Tulemme seuraavassa kappaleessa esitteleméén keinon, jolla kddnteismat-
riisi saadaan méadritettyd. Myohemmin tdssd luvussa esitimme samaan tarkoitukseen
vield toisen keinon.
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Kysymys siitd, milloin nelidmatriisi on sddnndllinen saa seuraavissa kapaleissa yksin-
kertaisen vastauksen. Seuraavassa luvussa yleistimme sddnnollisyyden kisitteen mat-
riiseille, joilla on rivejd enemmain kuin sarakkeita. Yleistys auttaa kisitteleméén yhti-
16ryhmié, joissa on yhtéloitd enemmén kuin muuttujia.

Kaikesta edelld sanotusta voimme todeta, ettd olemme nyt saavuttaneet erdin timén
kurssin ydin-asian: “matriisin sddnnollisyys ja kddnteismatriisin madrittaminen”.

th c3s3a:kmatr vksikasitteisyys
Esimerkki 79 Tarkastellaan esimerkkind lauseen (I/éi ) vditteseen (2) yhtdloryhmdd

(a2 i= (L D)0)-00)

Kerroinmatriisi ja sen kddnteismatriisi ovat

() ()

= (5 0) Gk E)=(
on = (R0 (1)

Lauseen mukaan yhtdiloryhmdn ratkaisu saadaan kaavalla

()=ai= (33 ) ()= (1)

Sijoittamalla alkuperdisen yhtdiloryhmddn huomaa, ettd ratkaisu on oikea.

silld

Seuraavaksi listaamme joukon kéédnteismatriisin ominaisuuksia.

Lause 80 Olkoot A ja B sccnnollisii n x n-matriiseja. Silloin myés A~', AT ja AB
ovat sdadnnollisid ja

2 (4)'= A"
(3) (AB) '=B 'A"'  «« TARKEA!



Vaasan yliopiston julkaisuja 84

Todistus:
(A )A)=1
D A
2) { (AA)ATA ) =2-271AA =1
ATTATHAA) =11 A4 1A=T
; (ABYB"'A"))=ABB HA '=4AA""'=1
(3) { (B"'AH(AB)=B'(A~ IA)B B 'B=1

Lause 81 Jos matriisi A on sddnnollinen, niin

(1)  (AB=AC)= (B=C)
(2) (BA=CA)= (B=C)
3) (AB=0)= (B=0)
4) (BA=0)= (B=0)

Todistus: (1) B=A 'AB = A 'AC = C, (2) vastaavasti ja (3) seuraa (1):std, kun
C = 0. (4) vastaavasti. L]

lc3slesim? oBskesimp matk\d'dlads gmtdm skuisesa on _outoa

Siis esimerkissad (7T) sivulla [/8 mainifut ongelmat 2) IEYS) (3) eivat koske saannollisid
[c3slesim2:mik matiliasklssa_on outoa

nelidmatriiseja. Esimerkin (71) yhteydessa on tapana sanoa, etta “matriisilla ei saa ja-

kaa, mutta kdfinteismatriisilla saa kertoa (jos kdfinteismatriisi on olemassa).”

4.4 Matriisit ja vektorit Octavessa (kesken)

Kappale
kesken
Octavea on jo kiytetty lineaaristen yhtdaloryhmien ratkaisemisessa. Nyt kiytamme sa-
maa ohjelmaa matriisi- ja vektori-laskujen laskemiseen.



|Sec:FlyBike|

laFlyBike
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Matriisi

voidaan esitelld Octavelle kahdella tavalla:

Tapa 1:
octave:2> A = [2 —4; 1 3]
A =
2 -4
1 3

Muuttujalle A sijoitetaan matriisi. Matriisimerkintéd alkaa (alku)hakasululla ja pdittyy
(loppu)hakasulkuun. Matriisin alkiot luetellaan vililyonnein (tai pilkuin) erotettuina ja
rivit erotetaan puolipisteelld. Jos komento piittyy puolipisteeseen, niin Octave ei kaiuta
matriisia ndytolle, ja jos puolipiste puuttuu komennon perdstd, niin Octave nielaisee
komenon kaiuttamatta mitdédn. (Kokeile.) Kummassakin tapauksessa muuttuja A viittaa
komennon jilkeen siihen edelld sijoitettuun matriisiin.

Tapa 2:
octave:3> A = [2 —4;
> 1 3]
A =
2 -4
1 3

Toisessa tavassa matriisi kirjoitetaan rivi kerrallaan. Octave-tulkki tulkitsee ensimmai-
sen komentorivin tarkoittavan matriisin méadrittelyd, mutta toteaa komennon olevan vie-
14 kesken, ja odottaa seuraavan rivin tdydentdvin komennon. Riveji voi olla enemmén-
kin kuin kaksi. Komento tulee valmiiksi, kun loppu-hakasulku lopettaa matriisin.

4.5 Esimerkki Markovin ketjusta, "FlyBike’

Esimerkki 82 Suomalainen 'FlyBike’-talli ottaa vuosittain osaa Trans-Silvanian ym-
pdriajoon kymmenelld pyordilijdlld. Tallin manageri haluaa arvion tulevien vuosien
tuotoista taloussuunnittelua varten. Manageri luokittelee tallinsa urheilijat kolmeen
ryhmddn aloittelijat”, “kokeneet” ja tihdet”. Talli tekee yhdessdi jokaisen urheili-
jan kanssa mainos ja pr-sopimuksen. Keskimdcdrdiset tallin tuotot eri ryhmissd ovat
seuraavan taulukon mukaiset. Talukossa on myds eri ryhmiin kuuluvien urheilijoiden
lukumdidirdt tdlld kaudella.
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ryhmd tuotto | lkm nyt
(1) aloittelijat r1=300| ny =6
(2) kokeneet rp, =2000 | np =3
(3) tihdet r3=10000 | n3 =1

Muodostetaan taulukon sarakkeista vektorit ¥ = (300,2000,10000) ja i = (6,3,1)7.
Tallin tdmdin kauden tuotto on

Ro=7-7=6-300+3-2000+1-10000 = 17800.

Tallin harjoitusohjelma sekd valmennus- ja huoltotuki takaa sen, ettd urheilijat kehitty-
vdt uransa aikana. Siirtymdtodenndkoisyydet urheilijan siirtymiselle ryhmdistd toiseen
vhden kauden kuluessa ovat seuraavat:

Tee managerille arvio ldhikausien tuotoista.

Ratkaisu:

Kaaviossa kirjaimella p;; merkitéidn todennikoisyytté sille, etté tdlld kaudella ryhmas-
sd j polkeva urheilija, kilpailee seuraavalla kaudella ryhmaissé i. Siirtymit (1 — 2) ja
(2 — 3) ovat luonnollisia valmennuksesta seuraavaa urakehitystd. Siirtymit (2 — 1),
(3 —2)ja (3 — 1) ovat joko loukkaantumisesta johtuvia taantumia, tai seurausta siit,
ettd kokenut urheilija tai tihti lopettaa uransa ja hinet korvataan kokemattomammalla.

Saattaa tuntua oudolta, ettd siirtymién (1 — 2) liitetdén siirtymétodennikoisyys paj.
Tuntuu kuin indeksit olisivat vadrinpéin. Pian huomaat, etti indeksit kannattaa merkita
juuri ndin!
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Pk on todennédkdisyys sille, ettd urheilija joka on nyt ryhmissi &, jatkaa seuraavankin
kauden samassa ryhmaéssi. Alkeistodennidkoisyyksien summa on yksi, joten

pit = 1—=py—p31=1-0.60-0.01=0.39

prn = 1—pin—p3pr=1-0.05-0.20=0.75
p33 = 1—pi3—pr3=1-0.10—0.05=0.85

Tieddmme siis urheilijoiden lukumaiérit eri ryhmissid nyt (71(0)) seki siirtymétoden-
nikoisyydet. Ndiden avulla voimme laskea odotusarvot urheilijoiden lukuméérille eri
ryhmissi ensi kaudella (7i( 1)) kaavoilla

ni(1) = puni(0)+ pana(0) + p13n3(0)
na(1) = p2n1(0) + p2ona(0) + pa3nz(0)
n3(1) = p3in1(0)+ p32n2(0) + p33ns3(0)

eli

missid P on matriisi

P11 P12 P13 0.39 0.05 0.10
P=1| px p»n ps | =1 060 0.75 0.05
P31 P32 D33 0.01 0.20 0.85

Odotusarvo k:nnen kauden ryhmien suuruuksille on

ii(k) = Pii(k— 1) = P%i(0).

Teemme pienen python-ohjelman nidhdidksemme seuraavan kymmenen kauden odo-
tusarvot. Kirjoitamme seuraavat komentorivit tekstitiedostoon ”1aFlyBike.py™:

from numpy import =

P = matrix([[0.39, 0.10,
[0.60, 0.75,
[0.01, 0.10, O.
[

n = matrix([[6],[3],[1]]1,floa
#
print (“\n k nl (k) n2 (k) n3(k)’")
for k in range(1l1l):
nk = (Pxxk)*n

print (’ {0:3d} {1:5.3f} {2:5.3f} {3:5.3f}".
format ( k,nk[0,0],nk([1,0],nk([2,0]))

Komento ' python laFlyBike.py’ tuottaa tulosteen:
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k nl (k) nz (k) n3 (k)
0 6.000 3.000 1.000
1 2.840 5.950 1.210
2 1.945 6.287 1.652
3 1.718 6.048 2.052
4 1.685 5.771 2.366
5 1.708 5.576 2.605
6 1.745 5.467 2.789
7 1.785 5.426 2.935
8 1.826 5.434 3.055
9 1.867 5.477 3.159
10 1.907 5.543 3.251

Pythonilla saamme myos helposti graafisen esityksen eri ryhmien kokojen kehitykselle.
Tiedostoon ”1aFlyBike?2.py” kirjoitamme ohjelman:

from numpy import =
import matplotlib.pyplot as plt

#
P = matrix([[0.39, 0.10, 0.20],

[0.60, 0.75, 0.10],

[0.01, 0.10, 0.85]]1,float);
n = matrix ([[6],[3]1,[1]]1,float)
#
x = zeros((11,1));
nl = zeros ((11,1));
n2 = zeros((11,1)

)

n3 = zeros ((11,1));
for k in range(1l1l

nk = (P*xxk) *xn;
] = nk[0];

k
k] = nk[1l];
k
]

)
)
)
)
)

] = nk[2];

nl|
n2[
n3|
x[k] =k;

#

plt.plot(x,nl,’k-0o",x,n2,"k-s’,x,n3,"k-d’);
plt.show ()

: N LAPc3slfiqgl
Ohjelman piirtdmi graafi on kuvassa 22

Jos mallin siirtymétodennédkdisyydet on arvioitu oikein ja ne eivit myOskdin muutu

tulevien kausien aikana, niin joukkueen urheilijoista tulee keskimédrin kokeneempia
ja heidin tulonsakin keskimiirin kasvavat. Tallin tulot ovat siis kasvussa, mutta miten
paljon?

Lisatddan vield samaan kuvaan tallin saama tulo kausittain. Piirramme kaksi erillistid
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LAPC3s1figl Kuva 22. Ryhmien koko tulevina kausina.

koordinaatistoa samaan kuvaan ja lisddmme joitakin otsikkotekstejd. Seuraavassa tie-
dosto "1aFlyBike3.py” ja sen piirtimd kuva:

from numpy import =
import matplotlib.pyplot as plt
#
P = matrix([[0.39, 0.10, 0.20],[0.60, 0.75, 0.10],[0.01,
0.10, 0.85]1,float);
r = matrix ([[300,2000,1000011);
n = matrix([[6],[3],[1]1]1,float)
#
x = zeros((11,1));
nl = zeros ((11,1));
n2 = zeros ((11,1));
n3 = zeros ((11,1));
tulo = zeros((11,1));
#
for k in range(11):
nk = (Pxxk)*n;
nl[k] = nk[O0];
n2[k] = nk[1];
n3[k] = nk[2];
x[k] =k;
tulo[k] = r*xnk;
#
fig = plt.figure();
kuval = fig.add_subplot (211);



kuval

kuva?2
kuva?2

kuva?2
kuva?2
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.plot (x,nl,’k-0o’,x,n2,"k-s’",x,n3,"k-d’");

kuval.
kuval.
kuval.

set_xlabel ("kausi’);
set_ylabel (' 1km’);
aXiS([OI 10/ OI 8] );

= fig.add_subplot (212);

.plot (x,tulo,’k-0");

kuva2.

set_xlabel ('kausi’);

.set_ylabel ("tulo’);
.axis ([0,10,0,500001);

plt.show ()

. e LAPc3slfig2
Ohjelman piirtdmi graafi on kuvassa bS.

Ikm
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Kuva 23. Ryhmien koko ja tallin tulo tulevina kausina.

4.6 Matriisin kdéntdminen rivioperaatioilla

InVGaussJordan|

90

Seuraavassa esitetty Gaussin algoritmi perustuu tuttuihin rivioperaatioihin. Teoria on
esitetty mahdollisimman lyhyesti ja esimerkit saavat selvittdd asian. Algoritmi esite-
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tdadn vasta lopuksi, koska se tiivistidd esimerkit.

Olkoon A seuraavassa n x n-matriisi. Rivioperaatiot voidaan muuntaa matriisilla (rivio-
peraattorilla) kertomiseksi seuraavalla tavalla:

1) kahden rivin vaihto
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)

_ epg = eqp =1
E;‘.f’qhd“:(eij), missi { e; = l,kuni#pjai#gq ,
e;j = 0, muulloin
niin rivit p ja g vaihtavat paikkaa.
Esim:

' 11 12 13 010 11 12 13 21 22 23
E/del 21 22 23 |=[ 100 21 22 23 | = 11 12 13
31 32 33 0 01 31 32 33 31 32 33

2) rivin kertominen luvulla A
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)

epp = A
E];‘fam:(eij), missi ei = l,kuani#p ,
e;j = 0, muulloin
niin rivi p tulee kerrotuksi luvulla A.
Esim:
11 12 13 1 0 O 11 12 13 11 12 13
Eée%” 21 22 23 | =1 0 10 O 21 22 23 | =| 210 220 230
31 32 33 0 0 1 31 32 33 31 32 33

3) rivin p lisddminen luvulla A kerrottuna riviin ¢
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)

e; = 1,Vi

lisaa __ (.. el _

g = (eij), missd ¢ egp = A ,
e;j = 0, muulloin

niin rivi p tulee lisityksi luvulla A kerrottuna riviin g.
Esim:
. 11 12 13 1 00 11 12 13 11 12 13
El{fzaﬁoo 21 22 23 | = 100 1 O 21 22 23 | = 1121 1222 1323
31 32 33 0 01 31 32 33 31 32 33
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Kaikki edelld esiintyneet rivioperaattorit ovat sddnnollisid silld helposti ndhdéén ettd

—1 —1 —1
vaihto __ pvaihto kerro _ pkerro . lisaa _ plisaa
(Elhq ) =E, " (Ep;l ) =E, ) Ja (Ep,q;/1> =E, v

Lause 83 Olkoon A scicinnollinen n x n-matriisi. Jos on olemassa n X n-matriisi B,

jolle BA = I, niin A '=B

Todistus: AB=ABAA ' =AIA "' =1 0

Lause 84 Olkoon A sddnnollinen n x n-matriisi. Jos A voidaan muuttaa jonolla rivio-
peraatioita yksikkomatriisiksi I, niin kécinteismatriisi A~ saadaan tekemdillii samat
rivioperaatiot yksikkomatriisille I.

Todistus: Olkoon E|,E,,..., E, jono rivioperaattoreita siten, ettd E,,--- E,E1A = I.
Silloin edellisen lauseen mukaan

A'=E,  E.E,=E, --E.E I

Esimerkki 85 Mcidritetdicin kddinteismatriisi matriisille

1 2 =2
A=| -1 0 4
-2 -8 1

Kirjoitetaan ensin kaavio (A|l), jolle ryhdymme tekemdiiin rivioperaatioita. Tdlld var-
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mistamme, ettd I:hin kohdistuu tdsmdlleen samat rivioperaatiot kuin A:han.

Tarkistus

(A[I)
1] 2 —2[1 0 0\|+1]+2
~ [ =1 0 401 0]«
2 -8 1/00 1 -
(1) 2 =210 0\]|+«
~ 0 2 2110 ][-1|+2
0 —4 —3[20 1 -
(1) 0 —4/0 -1 0 -
~ 0 2 2|1 1 0]«
0 0 []|4 2 1/)|-2|+4
(1) o ol16 7 4
~ 0 (2) 0]-7 =3 =2 ||:2
A

1 00| 16 7 4
~ [0 1 0|=72 =3/2 -1
00 1| 4 2 1
16 7 4
= A= -7/2 -3/2 -1
4 2 1
1 2 =2 16 7 4 100
—1 0 4 —7/2 =3/2 -1 |=[010
-2 -8 1 4 21 001
16 7 4 1 2 =2 100
—7/2 =3/2 -1 -1 0 4 |=[010
4 2 1 —2 -8 1 00 1

EsimerkKki 86 M:cidritetiicin kiicinteismatriisi matriisille

I -1 -2
A=| -1 3 4

93
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(A[I)
1] =1 —2]1 0 0\|+1]+2
~ [ -1 3 010 ||«
2 -1 1]00 1 -
(1) =1 =2]1 0 0\| «
~ 0 2] 2|1 10 |[+1/2]+3/2
0 -3 —3(20 1 -
3/2 1/2 0

2 2|1 1 0
0 [0]]7/2 3/2 1

—
S o -
~—
=
|
[

Viimeinen pivotointi epdonnistuu, jonka tulkitsemme merkiksi siitd, ettd matriisilla ei
ole kddnteismatriisia.

Edelld kuvattu menetelmi johtaa helposti hankaliin murtolukulaskuihin, mutta se on
erittdin suoraviivainen ja sellaisena helppo omaksua.

Gaussin algoritmi (kiddnteismatriisin maérittimiseksi):

(0) Asetak =1, B(1) = (A|I).

(1) Otetaan tukialkioksi (pivot element) alkio b (k).

(2) Jos tukialkio on 0 ja tukialkion sarakkeessa tukialkion alapuolella on nollasta poik-
keava alkio b(k),t , r > k, vaihdetaan rivit r ja k keskenién. Jos tukialkio on 0 ja sen
alapuoleltakaan ei 16ydy nollasta poikkeavaa alkiota, lopetetaan ja todetaan ettei kddn-
teismatriisia ole olemassa.

(3) Jaetaan tukialkion rivi tukialkiolla. (Eli tehd4én tukialkio 1:ksi.)

(4) Lisdtadn tukialkion rivi muihin riveihin sopivalla luvulla kerrottuna siten, etti tu-
kialkion yli- ja alapuolella olevat alkion muuttuvat nolliksi.

(5) Jos k < n, niin kasvatetaan k:ta yhdelld ja siirrytddn kohtaan (1).

(6) A~! on saadun n x 2n-matriisin B(k) oikea puolikas.
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4.7 Yhtédloryhmaén ratkaisun herkkyys

Yhtidloryhmén

s |1 2 1 y | =

ratkaisu on

Jos jonkun yhtdlon RHS muuttuu, niin my0s ratkaisu muuttuu.

Jos kolmannen yhtdlon RHS kasvaa arvosta 4 arvoon 5, niin yhtdloryhmin ratkaisu

muuttuu. Uusi ratkaisu on

& 1 2 1 y | =
-2 2 2 Z
~ ~~ I N—— N~
=A =X 752
ratkaisu on
X 0.25
H=y | =4""5= 2
Z 0.75
Muutos ratkaisussa on
0.25 1 —0.75 Ax
AX = )?2 —)?1 = 2 — 1 = 1 = Ay
0.75 2 —1.25 Az

Kun siis yhdenkin yhtdlon RHS muuttui, niin jokaisen muuttujan arvo ratkaisussa

muuttui!
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Jos pienikin muutos yhtidloryhméan RHS-luvuissa saa aikaan suuria muutoksia muuttu-
jien ratkaisu-arvoihin sanomme, ettid yhtiloryhmé on herkki. Herkkyydelle on olemas-
sa mitta (kerroinmatriisin kuntoluku), mutta emme opettele sitd vield nyt.

Toinen esimerkki

Edellisessa esimerkissd muutos RHS:ssé oli melko suuri. Seuraavaksi katsomme vas-
taavan esimerkin, jossa RHS:n muutos on pienempi (realistisempi, koska pienid muu-
toksia on aina).

Olkoon yhtédloryhmén kertoimet samat kuin edellisessd esimerkissi. Alkutilanteen RHS
on

2
by=1 5
4
ja lopputilanteen RHS olkoon
2 0
by = 5 =b;+ 0
4.1 0.1
2 0 0 2
b=\ 51|, Ab= 0 =0.1-1 0 |, b3s=bi+Ab= 5
4 0.1 1 4.1

Laskemme vastaavan muutoksen ratkaisuvektorissa x:

AX = X3—X3 :Ail_b’3 —A7177’1

= A Y(b3—b)=A"'Ab —|A¥=A"'Ab
—05 1 —0.75 0 —0.075

=01 1 -1 1 0= o1
~15 2 —125 1 —0.125

Esimerkkien yhteenveto

Yksinkertainen periaate: Tarkastellaan yhtdloryhmidd AX = b. Jos k:nnen yhtélon
RHS kasvaa yhdelld, niin ratkaisuvektori muuttuu méaarilld, joka on kerroinmatriisin
kéddnteismatriisin k:nnes sarake.

Merkitiin A:n kidnteismatriisin k:tta saraketta vektorilla ity = (u1x tiog - . tp)”

Téasmiillisempi periaate: Tarkastellaan yhtdloryhmaa AX = b. Jos yhtdloryhméan RHS
kasvaa médrilld Ab = (Aby Ab, ...Ab,)T, niin ratkaisuvektori muuttuu madrilld

AR = A 'Ab = Abyii| + Absiiy + . . . Abyii,
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5 DETERMINANTIT

Ch:Determ

5.1 Determinantti
|Sec:DetDef|

Tama kappale jakautuu kolmeen alakappaleeseen. Ensimmiisessi alakappaleessa méa-
rittelemme kaksi- ja kolmiriviset determinantit. Ndma kaavat 10ytyvét taulukkokirjois-
ta. Toisessa alakappaleessa yleistimme determinantin isommille kaavioille ja toteam-
me koko joukon ominaisuuksia determinantille. Ominaisuuksien perustelut 16ytyvit li-
sdmateriaalista.

Tekniikan opiskelussa usein ajatellaan, ettd kaksi- ja kolmiriviset determinantit riitté-
vit. Tdmai ei kuitenkaan nyt riitd. Esimerkiksi lineaarisen optimoinnin tarpeita varten
opiskelijan tulee opetella myds késitteleméén isojakin lukukaavioita.

5.1.1 Kaksi- ja kolmirivinen determinantti

:_kaksijakolme|

def_kaksi_det | Mairitelmé 87 (Kaksirivinen determinantti, [mddritelmd loytyy taulukkokirjoista]) 2 x

2-matriisin A = (a;;) determinantti on det(A) = ajj1ax — a12az;.

Kaksirivisen matriisin determinantille kiytimme myo6s merkintda

ar a2

det(A) = W1 o

= ajiax —apazl. (5.1) |kaksirivine

. . .. [kaksirivinen_det . o
Huomaa, ettd merkintd (5.1) tarkoittaa siis reaalilukua a;az; — ajpa2; eikd mitédén lu-

kukaaviota.
Esimerkki 88
1 2
‘3 4| = 14-23=4-6=-2 (5.2)
3 4
‘5 ol = 36 - (4)5= 184202 (5.3)




def_kolme_det |
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Huomaa, ettd lausekkeessa 3 - (—6) — (—4)- 5 keskimméiinen miinusmerkki tulee méiciri-
telmdistd ja toiset kaksi miinus-merkkid ovat matriisialkioiden merkkejd. Merkkivirheitd
voi estdd vain olemalla huolellinen.

Esimerkki 89 Tarkastellaan esimerkkind yhtdloparia

{anx + apy = b
anx + apy = b

Ratkaistaan yhtdlopari tavalliseen tapaan

<6111 ap bl> N <6111 ap by >
a1 ax by -ayy det(A) ay1by—azb

Siis yhtiloryhmaill on yksikdsitteinen ratkaisu, jos ja vain jos det(A) # 0.

—azy/an
%

Mairitelma 90 (Kolmirivinen determinantti, [mddritelmd loytyy taulukkokirjoista])
3 x 3-matriisin A = (a;j) determinantti on

ayy az; ary 3 azp ax
det(A) = — +
(4) =an azy asjz a1 asi 6133‘ ans azp asp
Esimerkki 91

1 -2 —1

4 -2 3 -2 3 4

3 4 2| = 1-‘ ‘—(—2)-‘ “f—(—l)-‘ ‘

0 1 5 1 5 0 5 0 1

= 1-(4-5—(=2)-1)+2-(3:5—(=2)-0)—1-(3-1—4-0)
= (2042)+2-(15-0)—(3—0) =49

5.1.2 Isot determinantit

Miiritelmi 92 n x n-matriisin A = (a;;) determinantti on luku
n
detA = Z (— 1)1+ka1kDetA1k,
k=1
missd Ay, on matriisin A alimatriisi, joka saadaan, kun A:n ensimmdinen rivi ja k:s
sarake poistetaan. Kdytidmme determinantille myos merkintdd
ap a2 -+ dip
azr az -+ dyp

detA =

apl Ap2 "+ dpp
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Ensimmaiseksi tarkistamme, ettei uusi mééritelma ole ristiriidassa aiemmin antamiem-
me kaksi- ja kolmirivisten determinantin kaavojen kanssa.

Esimerkki 93 (1) Sovelletaan ensin uutta mddritelmdd 3-riviseen kaavioon.

an di2 a3
a1 a4z azj
asp dzp ass

141 ax ax 142 a1 ax 143 a1 axn
= (=1)"ay +(—=1)'"a, +(=1)'""a;
azy ass asz; ass az| as
R I R N I TS
aszy ass asz| ass az; asn

s .. e o R ., Jdef kolme det
Uusi mddritelmd antaa siis tasmdlleen saman lausekkeen kuin aiempi mddritelmd (90).

(2) Toiseksi tutkimme kaavaa 2-rivisen kaavion yhteydessd. Sovimme, ettd yksirivinen
determinantti on sama kuin kaavion ainoa alkio. (Siis det(a) = |a| = a. Huomaa, ettdi
merkintd |a| ei nyt tarkoita luvun itseisarvoa, vaan 1 x 1 matriisin (a) determinanttia.)
Kun ndin on sovittu, voidaan uutta mddritelmdd soveltaa myos kaksiriviseen determi-
nanttiin.

ap a2

— 1 1+1a a + —1 l+2a a
PR (=1)""an|axn|+ (1) a|az]|

= aiaz —dadai2

Taas oikein. Siis kaksirivisen determinantin tapauksessa saadaan sama lauseke kuin
|def kaksilddétkaksi det

mddritelmdssd (87) sivulla 97.

Seuraavassa esitellyt determinantin ominaisuudet ovat aiheen ymmaértdmisen kannalta
hyvin tirkeit. Ne tulee ymmartdd hyvin. Siksi niisté esitetdédn seki sanallinen (mahdol-
lisimman havainnollinen), ettd kaavanomainen (mahdollisimman tdsméllinen) muoto.
Ominaisuudet on esitetty lauseen muodossa. Lauseiden todistukset on esitetty lisima-
teriaalissa.

Jotta kaavat olisivat helpot muodostaa, sovimme epédstandardin, vain tissd yhteydessa
kiytettdvin merkinnén.

Olkoon tarkasteltavina n x n-matriisi A = (a;;) ja n-alkioinen pystyvektori & = (uj up - -+ uy)!.
Sovimme, etti tdssd kappaleessa (ja myohemmin Cramerin kaavojen yhteydessd) mer-
kintd

Alk : i



th_det?2
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tarkoittaa matriisia, joka saadaan, kun A:n k:s sarake korvataan pystyvektorilla . Jos
siis esimerkiksi

2 —1 3 7
A=|1 2 4], ja u=| 8 |,
5 -3 1 9
niin
2 7 3
A2:idl=| 1 8 4
591

Lisiksi kdytimme paljon kiytettyd merkintid, jossa matriisin A = (a;;) k:tta saraketta
merkitidin pystyvektorilla

a1k

axk

-

Cl.k -

ank

Lause 94 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A jonkin sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia,
niin matriisin determinanti on nolla.
(Kaavana:)
dp=0 = det(A)=0

(esimerkki:)

Lause 95 Tarkastellaan n X n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A kaksi saraketta vaihtavat paikkaa, niin synty-
vdn matriisin determinantti on alkuperdisen vastaluku.
(Kaavana:)
B=A[j:dyllk:d,j] = det(B)=—det(A)

(Esimerkki:)

2 13 1 2 3
50 4|=-|0 -5 4
0 0 7 00 7

Lause 96 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisissa A on kaksi identtisti saraketta, niin matriisin
determinantti on 0.
(Kaavana:)
JFk, ja Zi.j =de = det(A) =0
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(Esimerkki:)

2 2 3
5 =5 4|=0
0 0 7

Lause 97 Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Neliomatriisin A determinantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen
lineaarinen operaatio.

(Kaavana:)

det(Alk:u+V]) = det(A[k:u])+det(Ak:V]), ja
det(Afk: A-i]) = A-det(Alk: i)

(Esimerkki:)

2 541 3 2 53 2 1 3
5249 4| = | -5 2 4|+|-5 9 4
0 3-2 7 0 37 0 -2 7
2 1005 3 2 53

~5 100-2 4| = 100-| =5 2 4

0 100-3 7 0 37

Lause 98 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla A ja ndin saatu
sarake lisdtddn toiseen A:n sarakkeeseen, niin syntyvdn uuden matriisin determinantti
on sama, kuin alkuperdisen matriisin determinantti.
(Kaavana:)

jAk = det(Afk:du + Ad.;]) = det(A)

(Esimerkki:)

2 1 3 713
—5 1 4|=|0 1 4 |=detA[l:d, +5-d]
0 0 7 00 7

Lause 99 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua muiden sarak-

keiden lineaarikombinaationa, niin matriisin determinantti on nolla.
(Esimerkki:)



th_detob

th_det7

th_det8

th_det9

th_detl0
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Lause 100 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Neliomatriisilla A ja sen transpoosilla AT on samat determinantit.
(Kaavana:)

det(A”) = det(A)
(Esimerkki:)

2 -5 0 2 13
I 1 0j=|-51 4
3 4 7 0 0 7

[th déethl détt? détin déethd detjbh _det6
Lause 101 Lauseissa (94), (95), (96), (97), (98] ]5 (99]) nfatriisin sarakkeita koskevat

tulokset ovat voimassa mydos matriisin riveille.

Lause 102 Tarkastellaan n x n-matriiseja A ja B.
(Sanallinen muoto:) Tulon determinantti on determinanttien tulo.
(Kaavana:)

det(AB) = det(A)det(B)

Lause 103 (Sanallinen muoto:) Yksikkomatriisin determinantti on 1.
(Kaavana:)

det(I) =1

Lause 104 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Matriisi on sddnnollinen (eli sille on olemassa kddnteismatriisi),
jos ja vain jos matriisin determinantti ei ole nolla.
(Kaavana:)
JAT' o det(A)#£0

Todistus: [=] (eli JA ' = det(A) #0)

Oletamme nyt, ettd kddnteismatriisi on olemassa. Mairitetdin kddnteismatriisi riviope-
raatioiden avulla Gaussin algoritmilla. Aluksi laadimme kaavion, jonka vasen puoli on
A. Jokaisessa vaiheessa algoritmin aikana kaavion vasemman osan determinantti joko,
sdilyy muuttumattomana, vaihtaa merkkii tai tulee kerrotuksi nollasta eroavalla luvul-
la. Viimeisen kaavion vasemman puolen determinantti on 1. Siis ensimmaéisen kaavion
vasemman osan determinantti ei voi olla nolla.

(eli AA~! = det(A) = 0)

Oletamme nyt, ettd kiddnteismatriisia ei ole olemassa. Aloitetaan kddnteismatriisin maa-
ritys kuten edelld. Oletuksen mukaan Gaussin algoritmi ei onnistu, vaan pivotointi epa-
onnistuu jossakin vaiheessa. Tami merkitsee, ettd viimeisessd kaaviossa on rivi, jonka
vasen osa on tdynni nggi% Siis jokin A:n rivi voidaan lausua muiden lineaarikombi-

. . . etfth “det7 i .
naationa ja lauseiden (99)ja (TOT) mukaan determinantti on nolla. [l




th_detll

Sec:DetLasku|
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Lause 105 Jos n x n-matriisia Aon sddnnollinen, niin
1
d(a) =L
© det(A)

Edelli oli suuri joukko lauseita. Tehddidn vield yhteenveto:

e _detith detl ... e . . ; g . . ..
(lause 947s1vu T00) Jos neliomatriisin A jonkin sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia, niin
matriisin determinanti on nolla.

lth detkh det2 . . ) ) . ..

(lause 957s1vu IT00) Jos neliomatriisin A kaksi saraketta vaihtavat paikkaa, niin synty-
véin matriisin determinantti on alkuperdisen vastaluku.

fth_det¥h det3 .. . .. e .. e
(lause 96 sivu T00) Jos neliomatriisissa A on kaksi identtistd saraketta, niin matriisin
determinantti on O.

[th det#h det4d . . .

(lause 97 sivu [1OT) Neliomatriisin A determinantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen
lineaarinen operaatio.

[th_det&h det5 " e . . c e
(lause O87sivu [TOT) Jos neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla A ja ndin saatu
sarake lisdtddn toiseen A:n sarakkeeseen, niin syntyvian uuden matriisin determinantti

on sama, kuin alkuperdisen matriisin determinantti.

lth detfih det6, | e . . )
(lause 99 s1vu ITOT) Jos jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua muiden sarakkei-
den lineaarikombinaationa, niin matriisin determinantti on nolla.

[th_deto6lih detéb . . . T . .
(lause TOU sivu T0Z) Neliomatriisilla A ja sen transpoosilla A® on samat determinantit.

lth det7[th det7 . : G A it Bt .. .
(lause TOT sivu T0Z) Lauseissa (9 Jja (99) mafriisin sarakkeita
koskevat tulokset ovat voimassa my6s matriisin riveille.

lth_det8|th_det8
(lause [TOZ sivu [T0Z) det(AB) = det(A) det(B)

lth_det9lth _det9
(lause TO3 sivu [T0Z) det(/) = 1

[th detl@th detl0 el .. o -
(lause TO4 sivu T02) Mafriisi on sddannollinen (eli sille on olemassa kidanteismatriisi),
jos ja vain jos matriisin determinantti ei ole nolla.

lth_detlfh detll L . §
(lause [TO5 sivu [103) Jos n X n-matriisia Aon sdannollinen, niin

det (A*l) - #(A)

5.2 Determinantin laskeminen

Tidssd kappaleessa opimme kaksi tapaa laskea determinantin arvo. Ensimméinen tapa,
Gaussin algoritmi, perustuu rivioperaatioihin. Rivioperaatiot osataan jo, joten menet-
tely on varsin helppo omaksua. Toinen tapa perustuu determinantin lausumiseen pie-
nempien alideterminanttien lineaarikombinaationa. Menettely johtaa selvédédn kaavaan,
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mikd usein koetaan helpotuksena.

Néamad kaksi tapaa nidyttdavit aluksi hyvin erilaisilta. Kumpikin tapa kuitenkin perustuu
determinantin médritelméén ja determinantin ominaisuuksiin. Kummallakin tavalla on
my0s jatkossa oma roolinsa, joten kumpikin laskutapa tulee osata.

5.2.1 Determinantin laskeminen rivioperaatioiden avulla

Ensin kisittelemme Gaussin algoritmin, jossa determinantti ensin muutetaan yldkol-
miomuotoon. Yldkolmiomuoto (alakolmiomuoto) on muoto, jossa pédildvistdjin alla
(ylld) on vain nollia. Esimerkiksi determinantit

13 -1 0
23 . o2 7 2
‘01‘33 00 5 1

00 0 —2

ovat yldkolmiomuodossa.

Lause 106 Jos n x n-matriisi A on ylikolmiomuodossa (tai alakolmiomuodossa) niin
determinantin arvo on pddildvistdjdlld olevien alkioiden tulo, det(A) = aj1a; - - - app.

Todistus: HT N

) fth_defth det6b ) . ) . e e
Lauseiden (9873a (T00) mukaan determinantin arvo ei muutu, jos sen riviin lisdtidd ska-

laarilla kerrottu toinen rivi. Téllaisten rivioperaatioiden avulla (ja mahdollisesti vaihta-

malla rivejd keskeniiin) voidaan determinantti aina muuttaa ylikolmiomuotoon. Ennen
Gaussin algoritmia esitimme muutaman esimerkin.

Esimerkki 107

[ 3 —-1] -1 +2 1 3 -1
1 5 0| « = |02 1| -4
2 2 -3 - 0 8 —5| «

13 -1

= |02 1

00 -9
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Esimerkki 108

2] 1 0 —1] -1 =2 +1 2] 1 0 —1
2 11 3 | « |0 0 1 4 | ¢« vaihda
4 01 3 v ~ | 0 =2 1 5 | < vaihda
210 5 v 0 2 0 4
2 1 0 —1
B 0 [-2] 1 5 | +1
= (=1 0 0 1 4
0 2 0 4 | «
2 1 0 -1
0 -2 1 5
= =019 ] 4 | -1
0 0 1 9 | «
2 1 0 —1
0 21 5
= (=1 0 0 1 4
0 0 0 5

Olkoon A seuraavassa n X n-matriisi. Seuraavan prosessin aikana determinanttikaavion
ulkoasu muutetaan vaiheittain ylikolmiomuotoon siten, ettd lausekkeen arvo koko ajan
sdilyy samana. Merkitdén perikkiisia muotoja: |A| = |A(1)| = |A(2)| = |[A(3)| = ... =
lyldkolmiomuoto|

Gaussin algoritmi:

(0) Asetak =1, |A(1)| = |A|

(1) Otetaan tukialkioksi (pivot element) alkio a (k).

(2) Jos tukialkio on O ja tukialkion sarakkeessa tukialkion alapuolella on nollasta poik-
keava alkio a(k),, r > k, vaihdetaan rivit r ja k keskenién ja saatu uusi determinantti
kerrotaan (-1):114.

(3) Lisétdan tukialkion rivin alapuolella oleviin riveihin tukialkion rivi sopivalla luvul-
la kerrottuna siten, ettéd tukialkion alapuolella olevat alkion muuttuvat nolliksi.

(4) Jos k < n — 1, niin kasvatetaan k:ta yhdelld ja siirrytddn kohtaan (1), muuten koh-
taan (5).

(5) det(A) = a(k)1a(k)2 - a(k)nn
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Huomautus: Kohdan (3) rivioperaatiot eivit onnistu, jos tukialkio on 0. T@min takia
tehdédén rivinvaihto kohdassa (2), jotta tukialkio olisi nollasta poikkeava. Jos tukialkio
ja liséksi kaikki sen alla olevat alkiot ovat nollia, ei kohdassa (3) tarvitse tehdd mi-
tadn. Poiketen edeltdvistd Gaussin nimed kantavista algoritmeista, tdmé algoritmi toi-
mii myos, kun det(A) = 0. Silloin diagonaalille jid4 O ja determinantin arvoksi tulee 0,
niin kuin pitddkin!

On hyvi huomata, ettd edelld kuvattu menettely toimii aina. Determinantin laskemim-
nen rivioperaatioiden avulla voidaan tehdd mekaanisesti, mutta hyva “pelisilmi” auttaa
usein 10ytdméédn nopeita reitteja kolmiokaavioon. Kaavioiden kisittely determinantin
laskun aikana sallii ’sarakeoperaatiot”, mutta niitd kannattaa nyt vilttdd. Oppimisen
kannalta on nyt hyvi keskittyi rivioperaatioiden oppimiseen. Jos siis havaitset mahdol-
lisuuden “sarakeoperaatioihin™, niin transponoi kaavio ja jatka rivioperaatioilla.

5.2.2 Determinantin laskeminen minorikehitelmalla

Midritelmé 109 Matriisin A alimatriisi A;; saadaan poistamalla A:sta i:s rivi ja j:s
sarake. Alimatriisin determinantti det(A;;) on matriisin A alkioon a;; liittyvd minori
(alideterminantti). Lukua (—1)""/ det(A;;) sanotaan matriisin A alkioon a;; liittyviiksi
kofaktoriksi.

Esimerkki 110 Jos

1 0 3 2
3 4 71
A= -2 4 5 1
0O 1 8 2
niin
1 0 2 1 0 2
we| ST
0 1 2

Vastaavat alkioon a3 liittyvdt minori ja kofaktori ovat

minori = det(Ay3) =3
kofaktori = (—1)*"det(Ay) = —3
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Lause 111 n x n-neliomatriisin A determinantti saadaan laskettua kaavoilla

det(A) = Z (—1)"a;;det(A;j) kehitelmdi i:nnen rivin suhteen
=1
n
det(A) = Z(— 1)"*/a;;det(A;)) kehitelmdi j:nnen sarakkeen suhteen

N
I
—_

Determinantin kehittiminen kannattaa perustaa riviin tai sarakkeeseen, jolla on mah-
dollisimman monta nollaa.

EsimerkKki 112 (1) Kehitetaan determinantti ensimmdiisen rivin suhteen

1 3 1| ;
15 0 |=Y(=D"adet(Ay;)
-2 2 3| J=I

o+ |50 )i+2 10 3 | LS
= (-1 1‘2 3‘+ 3‘_2_3‘+(1) (1)‘_22
= 1-(=15-0)+(=1)-3-(=3-0)+(=1)-(2+10)
= —18
(2) Kehitetaan sama determinantti toisen rivin suhteen
1 3 -1 3 _
1 5 0 |= Z(—1)2+1a2jdet(A2j)
-2 2 -3 j=1
3 —1 1 -1 1 3
(1241 g, 1242 . 243
N e e Y ]
= (-1)-(-94+2)+5-(-3—-2)-0
= —18

Kéaytinnon laskemista helpottaa se, ettd kofaktoreiden merkkikaavio on varsin yksin-
kertainen:

_|_

_'_

|+
S+

S+ 1+
|+
S+ 1+
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5.3 Matriisin kidntdminen adjungaatilla

Mairitelmé 113 n X n-matriisin A adjungaatti on n x n-matriisi adj(A) = (04;), missd
o; = (—1)"/det(A ) (, joka on siis alkioon aj; liittyvii kofaktori).

Siis adjungaatti on kofaktorikaavion transpoosi.

Lause 114 (1)

adj(A)A = Aadj(A) = det(A)I
(2) Jos det(A) # 0, niin
1

A=
det(A)

-adj(A)

Todistus: (1)
(adj(A)A);; = Z Qi j = Z ar;(—1)"* det(Ay)

= det(A Z ayj€r)) = det(Al[i : do])

B 0, kuni# j
N det(A), kuni=
= det(A)5,~j

Siis adj(A)A = det(A)I. Toisaalta voimme péitelld, ettd adjungaatin transpoosi on trans-
poosin adjungaatti seuraavasti:

(adj(A)")ij = adj(A) i = (= 1)/ det(A;j) = (—1)*/ det((AT) ;) = (adj(AT));;
Tastd seuraa, ettd
Aadj(A) = (adj(A)"AT)" = (adj(AT)AT)" = (det(AT)I)" = det(A)]

(2) Seuraa vilittomésti kohdasta (1). [l

Esimerkki 115 Olkoon

3 3 1
A=| 2 3 1
011
Silloin
i < s a3

= 3-(3-1)— 3(2 0)+(2-0)=2
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ja

Tarkistus:

3
[Anl=1]
3
Az =1 ]
3
Az =1 3
Al =
3 3
2 3
01

1

—1

1

— p—

— —

—

—

5.4 Cramerin kaavat
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2
|A12| = 0 =2; |Ap|=
3
|An| = 0 =3; |Ax|=
3
|Ass| = ) =1; |As3|=
+lAn] —[A21] +]As1]
—|An| +]An| —|Az]
+|A13] —|Ax| +|Azs]
2 =2 0 1 —1
-2 3 -1 = -1 1.5
2 -3 3 1 —-1.5
1 —1 1
—1 15 =05 0
1 —-1.5 . 0
0 3 3 1 1
—0.5 2 31 0
1.5 01 1 0

o= O O = O

\S)

(O8]

0
-0.5

1

5

—_ o o = OO0

109

Edelld kdydyt tarkastelut antavat nyt mahdollisuuden johtaa kaava myos yhtdloryhmén
ratlkaisulle silloin, kun ratkaisu on yksikésitteinen. Kysymys ei kuitenkaan ole vain
keinosta saada kaava, vaan esimerkit tuovat esiin, miksi Cramerin kaavat ovat korvaa-

maton apu erdissid ongelmissa.

Lause 116 (Cramerin kaavat) (Oletus:) Olkoon AX = b, Jjossa muuttujia on yhtd monta

kuin yhtdloitd, ja yhtdloryhmdn kerroinmatriisi on sddnnollinen. Auki kirjoitettuna:

aip apn
azy ap
apl ap2

ain
azp

ann

X1
X2

Xn

by
by

by

ja

det(A) # 0.
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(Vdiite sanallisesti:) Yhtdloryhmdn k:s tuntematon saadaan lausekkeesta

= det(A)’

missd Dy on determinantti, joka saadaan, kun kerroinmatriisin k:s sarake korvataan
b:lii (eli yhtdiléryhmén RHS:11d).
(Vidiite kaavana.)

det(Alk : b))
X = —— .
det(A)
(Kaava aukikirjoitettuna:)
an - a1 bioaigsn 0 am
o] an o Gpe1y) by axpyry 0 am
apt 0 Gue1) b1 Gngeyry 0 aAmn

Todistus: Lausekkeiden yksinkertaistamiseksi merkitsemme tdmén todistuksen ajan
matriisin A alkioon a;; liittyvid kofaktoria symbolilla ¢;;. Koska A on sidénnollinen, on
silld kdanteismatriisi, jonka voimme lausua adjungaatin avulla. Siis

— 1 —
¥ = A 'b=——adj(A)b
* dera) (4)
Cl1 €21 -+ Cnl by
B 1 Cl1 €21 -+ Cnl by
~ det(A) :
11 €1t Cpl by,

Ratkaisuvektorin k:s koordinaatti on siis

1 n
*T Get(A) ,-_Zlcjkbj
1 & :
= det(A) -;(—1)#’% det(A ;)
1 -
= o) det(A[k : b))

Esimerkki 117 Ratkaistaksemme yhtdloryhmdn

2x + 9y — 2z = 2
7x — 3y — 6z = 8,
—x + 2y + 3z =1
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laskemme determinantit
2 9 =2

D = 7 -3 -6

-1 2 3

-3 —6

[

2 9 =2

D = |8 -3 -6
1 2 3

-3 -6

- 2" 2 3

2 2 =2

D, = 7 8 —6
-1 1 3

8 -6
1 3

2 9 2
Dy = | 7 -3 8
1 2 1

-3 8 7 8
2 1 -1 1

Nytx=D/D=2,y=D,/D=0jaz=D3/D=1.

. . . . .. Jesiml_c2s4 | . esiml_c2s4
Esimerkki 118 Seuraavaksi palaamme esimerkkiin (77), joka oli jo sivulla 77, Rat-
kaistavana oli yhtdloryhmd

=—151

. -

MERUEETE

—Xx + y —z =0
x — ofy
—ty + z = I

missd
x = kulutus tasapainotilassa ,
y = kansantulo tasapainotilassa ,
= investoinnit tasapainotilassa ,
Iy = keskimddrdinen investointitaso (oletetaan vakioksi),
s sdadstdmisaste (0 < s < 1, oletetaan vakioksi),

veroaste (0 <t < 1, oletetaan vakioksi),
investointien herkkyys kulutuksen muutokselle, (oletetaan vakioksi)
1—s,

= 1—t¢

mQ N~



Yhtiloryhmdssd esiintyy nyt kirjainkertoimia, joiden numeroarvot eivdt ole tiedossa.
Silti haluamme voida ratkaista yhtdloryhmdn. Toisessa pivotoinnissa voi tulla ongel-
mia, jos kdytdmme rivioperaatioita. Cramerin kaavoja kdytettdessd, ei tarvitse pivotoi-
da, vaan kaavat perustuvat determinantteihin, joiden lasku on tdssd tilanteessa suora-
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viivaista. Kerroinmatriisi ja RHS ovat nyt:

—1 1 —1 0
A= 1 —ap 0 |, B={o0
0 —t 1 Iy

ja tarvittavat determinantit ovat:

D3

—1 1 -1
D = I —af O (kehitetdiin 1. sarakkeen suhteen)
0 —t 1
B —af 0 1 -1
= -I-(—l)-‘ _ 1‘—1-‘_t 1 ‘-I—O
= af—(1—-1)=—s(l—1)
0 1 —1
D, = 0O —aff O (kehitetdidin 1. sarakkeen suhteen)
Iy —t 1
1 —1
= 40-0+1- —Otﬁ 0 ‘
= —loap = —(1-5)(1-1)
-1 0 -1
D, = 1 0 O (kehitetddin 2. sarakkeen suhteen)
Iy 1
-1 -1
= —0+0—1I- 10 ‘:—10
—1 1 0
= I —aB 0 (kehitetddin 3. sarakkeen suhteen)
—t I
—1 1
= vo-osn| 7L ‘:Io(aﬁ—l)zlo((l—S)(l—t)—1)
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Siis ratkaisu on olemassa, kun s # 0 ja t # 1 ja silloin tasapainossa

fidutus — ¢ — 20 Zh(=s9)(1 1)  h(l=s)
D —s(1-1) s

D, Iy Io

D —s(1—t) s(1—1)

kansantulo =y =

. .. t
investoinnit = 7 = — = =1 (1 + >

5.5 Homogeeniset yhtdloryhmit

Sec:YRHomog|

Tidssd kappaleessa tutkitaan yhtdloryhméd, jossa on » muuttujaa ja n yhtilod, ja yksi
yhtdloryhmén kerroinmatriisin sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikom-
binaationa. Voisimme toki tutkia jo tapausta, jossa ’yksi tai useampi” sarake voidaan
lausua muiden lineaarikombinaationa, mutta lykkddmme tdmén tapauksen késittelyn
lukuun 5.

Yksinkertaistamalla ongelmanasettelua saamme helpommin luettavan esityksen. Niil-
14 eviilld tulemme luvussa 4 laskemaan matriisien ominaisvektoreita.

Mairitelma 119 Yhtdloryhmd on homogeeninen, jos jokaisen yhtdlon RHS on nolla.

Homogeeninen yhtdloryhma on siis muotoa

ayixy + apx + - + a,, = 0
axy + apx; + -+ + ay = 0
amx1 + apxy + -+ amm = 0

Homogeenisella yhtdloryhmaéll on aina ratkaisu X = 0, jota sanomme triviaaliksi ratkaisuksi.

Jos yhtdloryhmin kerroinmatriisi on sdénnéllinen (det(A) # 0), niin triviaali ratkaisu
on ainoa ratkaisu.

Jotta homogeenisella yhtdloryhmilld (n muuttujaa ja n yhtidlod) olisi ei-triviaali ratkai-
su, tulee kerroinmatriisin determinantin olla 0. Silloin yhtdloryhmii ei voida ratkaista



esimOl_Markov|
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kédnteismatriisin tai Cramerin kaavojen avulla, vaan tulee suorittaa yhtdloryhmén rat-
kaisu Gaussin algoritmin yleistd muotoa noudattaen.

Esimerkki 120 Firmassa on kdytossd 70 autoa. Autojen kunto vaihtelee niin, ettd au-

tot luokitellaan kolmeen kuntoluokkaan (1) hyvd kunto, (2) kohtalainen kunto ja (3)

heikko kunto. Autoja huolletaan mddrdajoin ja tarvittaessa korjataan sopimushuol-

lossa. Tarvittaessa loppuunajettu auto korvataan uudella, jolloin kuntoluokka nousee
(3):sta (1):een. Huoltovdlit ja huollon taso ovat sellaiset, ettd siirtymistodenndkoisyy-
det eri luokkien vdlilld puolen vuoden jaksossa arvioidaan seuraaviksi:

luokasta (1) | luokasta (2) | luokasta (3)
luokkaan (1) | p11 =0.80 | p12=0.05 | p;3=0.10
luokkaan (2) | pa1 =0.15 | py=0.70 | pr3 =0.10
luokkaan (3) | p31 =0.05 | p3x=0.25 | p33=0.80

Jos hetkelldi t eri luokissa olevien autojen lukumdicirit ovat x;(t) autoa luokassa (1),
x2(t) autoa luokassa (2) ja x3(t) autoa luokassa (1), niin hetkelli t + 1 lukumdidirdt ovat

x1(t+1) = puxi(t)+paxa(t) + piaxs(t)
xt+1) = puxi(t)+ prxa(t)+ prxs(t)
x3(t+1) = paxi(t)+ paxa(t) + p3zxs(t)

eli
X(t+1)=Px(t)

Jos huoltosysteemi ei muutu ja siirtymdtodenndkoissydet pysyvdt samoina pitkdn ajan,
ldhestytdiiin tasapainotilaa, jossa tasapainoarvot x(t + 1) = xi(t) = xy toteuttavat yh-

tilot
PiiXxt + pix2 + pi3xz = X
p21x1 + panxy + p3xs = X2
p3txt + p3axa2 + p3zxz = X3
(pi—Dxi + P12Xx2 + pizx3 = 0
= puxi + (pn—Dx + psx3 = 0
p31x; + paxs + (pyz—1xz = 0
—0.20x; + 0.05x, + 0.10x3 = O
= 0.15x; — 030x, + 0.10x3 = O
0.05x; + 025xp — 020x3 = O

Kun kerroinmatriisin rivit lasketaan yhteen, saadaan nollarivi. Siis yhtdloryhmdn ker-
roinmatriisin determinantti on nolla, ja homogeenisella yhtdloryhmdilld on ei-triviaaleja
ratkaisuja. Haetaan ndamd ratkaisut Gaussin algoritmilla
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—0.2000  0.0500  0.1000 | O (=5)
0.1500 —0.3000  0.1000 | O
0.0500  0.2500 —0.2000 | O

[1] —0.2500 —0.5000 | 0 0.15| —0.05
~ | 0.1500 —0.3000  0.1000 | 0 -
0.0500  0.2500 —0.2000 | 0 -
(1) —0.2500 —0.5000 |0
~ 0 [-0.2625] 0.1750 |0 +1
0 02625 —0.1750|0 -

(1) —0.2500 —0.5000] 0
~ [ 0 (-02625 01750 |0
0 0 0 |0

Kirjoitamme kaavion takaisin yhtdloiksi, ja koska x3:n sarakkeessa emme pivotoineet,
siirrdmme x3:a sisdltdvdt termit RHS:iin.

X — 02500, =  0.5000x;
— 02625x, = —0.1750x3
Gi 01750 2
T T 26050 T 3
_ 1 12 2
ja X1 = =X3+—-=X3 = =X3.

2 4 3 3

Homogeenisen yhtdloryhmdn ei-triviaali ratkaisu on siis

x; = 2a/3
X = 2a/3 , missia#0
X3 = a

Toisaalta tdssd esimerkissd x1 + xy +x3 =70, joten

2a 2a
—+ — = 70
3+3+a
2a 2a 3a
& —+—4+—— = 70
3+3+3
Ta
S — =70
3
<a = 30
Siis
X1:20
Xy = 20 .

X3:30
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6 PISTETULON JA RISTITULON SOVELLUKSIA

|Ch:DotCross|

6.1 Ristitulo determinantin avulla

|Sec:CrosDet|

DCintro_defl
Vektoreiden 4 ja b ristitulo médriteltiin sivulla 37 seuraavasti:

—

Olkoon d ja b kaksi avaruuden vektoria Jja olkoon y = /(d,b) niiden vilinen kulma.
Vektoreiden d ja b ristitulo @ x b on vektori, Jonka pituus on

@ x b| = [a] b sin?,

Jja suunta mddrdytyy seuraavasta kolmesta ehdosta

1. vektorit d ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
2. vektorit b ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,

3. vektorit d, b ja d x b (tdssd jarjestyksessd!) muodostavat positiivisesti suunniste-

tun systeemin.

|laDCintrolldBGsatro _lausel
Lauseessa (24) sivulla B9 annettiin vektoreiden d = a, i+ ay _] + azk ja b= by i+ by ]+

bzk ristitulolle lauseke, jonka saamme determinantti-merkinnén avulla helposti muis-

tettavaan muotoon

dxb = (ayb,—aby)i+ (a:by—acb,)j+ (axb, —ayby)k (6.1)
_~ayaz_—.»axaZ 2| ax  ay
= by b be b, | K| b b,
[
= |la a a | (6.2)
by by, b,

Huomaa, etti lauseke (%_r% tavallinen lukukaavion determinantti, vaan se on
determinantti-merkintd. Kun merkinté kehitetiin enmmnclegggg er%wgseli suhteen, syntyy
tdsmaélleen oikea méiritelmin mukainen vektorilauseke (6. erkinnin voi itse asias-
sa kehittdd minké tahansa rivin tai sarakkeen suhteen, ja aina saadaan tismaélleen oikea

lauseke.



::DCpinta_alat|

|Sec:DistSpace|

|Ssec:distPS|
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6.2 Pinta-aloja ja tilavuuksia

Tason suunnikas.

Suunnikas on nelikulmio, jonka sivut ovat pareittain yhté pitkét ja yhdensuuntaiset. Jos
mahdollista suunnikas on tapana piirtdd niin, ettd yksi sivu @ on vaakasuora. Sanomme
sitd kannaksi. Toinen sivu b on vino. Sanomme sitd kyljeksi. Kannan ja kyljen vili-
nen kulma on . Kun kuvaan lisdtddn vield vaakasuorien sivujen kohtisuora etdisyys,
eli suunnikkaan korkeus /4, niin suorakulmaisten kolmioiden trigonometriasta saamme
helposti suunnikkaan pinta-alan.

b/ h b
il

a a
A = ah = absinvy A =@ x b

Kaava A = |a@ x B| tuntuu nyt oudolta. Olemme nyt tasossa ja ristitulo kuuluu kolmiu-
lotteisen avaruuden laskuihin. IThminen kuitenkin aina elédéd ja hengittdd kolmiulottei-
sessa maailmassa. Jos tason koordinaattiakselien yksikko-suuntavektorit ovat 7 ja j
(?J_f), niin vektori k = 7 x fon kohtisuorassa kumpaakin akselia vastaan ja kolmikko
{7, 75} on positiivisesti suunnistettu. Jos alkuperiiset vektorit ovat @ = ayi + ayf' jab=
byi+ byf, niin tdydennetiiin vektorit muotoon @ = a,i + ayf+ 0-k ja b=bi+ byf~|— 0-.
Tdydennyksen jédlkeen ristitulossa ei endd ole mitddn ongelmaa.

6.3 Skalaarikolmitulo ja vektorikolmitulo

6.4 Vektorikolmikon suunnistus

6.5 Suoran ja tason parametrimuotoinen yhtilo
6.6 Suoran ja tason koordinaattimuotoinen yhtilo

6.7 Etdisyyksid avaruudessa

6.7.1 Pisteen etdisyys suorasta

Tasossa pisteen etdisyys suorasta on helppo selvittdd. Piirrimme taso-ongelmasta ku-
van ja teemme konstruktion, joka helpottaa asian hahmottamista. Tdmaén jidlkeen yleis-
tamme saamamme kaavat kolmiulotteiseen tilanteeseen.
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fig:dPsOl Kuva 24. Tason pisteen etdisyys suorasta.

Olkoon s suora, ja olkoon Q = (xo,yo) piste suoran ulkopuolella. Etsitdén suoralta pis-
te Q’, joka on ldhinnd pistettd Q = (xo,yp). Pisteen etiisyys suorasta on sen etiisyys
suoran ldhimmasti pisteestd, d(Q,s) = d(Q, Q).

Lause 121 (Tason pisteen etdisyys suorasta.) Jos suoran s yhtdlo on
ax+by+c=0,
niin pisteen Q = (xq,yq) etdisyys suorasta on

_axo+byo +c|

d
va?+b?

Perustelu: (Tapaus b = 0.) Suora on pystysuora x = —c/a, jolloin pisteen etiisyys suo-

rasta on | | | |
c axop+c axg+c
d S) = ‘x —‘——‘ == =
(C5) = o a ja| Va2

(Tapaus b # 0.) Valitaan suoralta pisteet P, = (0, —c/b) ja P, = (b, —c/b— a). Suoran
suuntavektoriksi voimme valita vektorin # = PP = bi — aj. Seuraavaksi upotamme

o o . o f21g=dP501
vektorit ja pisteet x, y, z-koordinaatistoon asettamalla z-koordinaatit nolliksi. Kuvan

merkinndin
PO x il

|

d(Q.s) = d(Q,Q)=|PQ|siny=

|(xoi + (yo + £)j +0K) x (bi —aj+0K)| _ |axo+byo+c|
b2+ (—a)? Va+ur

Lause 122 (Avaruuden pisteen etdisyys suorasta.) Jos suora s kulkee pisteiden P| ja
P> kautta niin pisteen Q etdisyys suorasta on

—
L IPOx PP
PP

Th:dPs02
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fig:dPs02 i —
Perustelu: Kuvan 25 merkinnéin valitaan i = P P>.

—
PO x PLP)|

L e a2
PP, |

d(Q.s) = d(Q,Q)=|P0|siny=

Q

Fig:dPs02 Kuva 25. Avaruuden pisteen etdisyys suorasta.

Th:dPs02 . . . e
Lauseen antama etdisyyden lauseke voidaan tarvittaessa kirjoittaa auki kdyttaen
pisteiden Pj, P, ja Q koordinaatteja, mutta syntyvi lauseke on melko mutkikas, joten
emme tee sitd tdssa.

6.7.2 Kahden suoran vilinen etdisyys

Ssec:distSS|

Seuraavaksi selvitimme kahden avaruudessa olevan suoran etdisyyden. Oletamme, ettid
suora s kulkee pisteen P; kautta ja on vektorin #; suuntainen, ja ettd suora s, kulkee
pisteen P, kautta ja on vektorin i, suuntainen.

fig:dssol Kuva 26. Suoran etdisyys suorasta.

Olkoot Q1 € 51 ja Q2 € 52 ne suorien pisteet, jotka ovat 1dhinni toisiaan. On helppo
perustella, ettd jana Q; Q> on kohtisuorassa suoria vastaan. Siis Q; Q> on vektorin | x
1> suuntainen. Suuntajana Py P> voidaan jakaa komponentteihin seuraavasti:

—
PP, = PQI+010:+0:P =P0; + 2P+ 0105
P> 101+ 0102+ 0P =P01 + 0P+ 010>

Lidy xidp ||y xiin
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.. . — . — I C oo
Siis suuntajana Q1 Q> on suuntajanan Py P, vektoriprojektion vektorin iy X u, suuntaan.

s
d(S1,82) = d(01,02) =10102| = |PiPog, «it, |

—
PP, -ty XU
LR (63)
|u1><u2|



