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7 LINEAARIAVARUUDET

7.1 Rakenteiden hierarkiaa.

Matematiikan historian suurimmat saavutuksen on saatu, kun on tutkittu rakenteita.
Seuraavassa luetellaan ne rakenteet, jotka ovat parhaiten kestineet ajan kulutusta. Seu-
raavan parin sivun sisidltamai luettelo kannattaa ensin lukea kursoorisesti (pysdhtymatta
yksityiskohtiin). Annettuja médritelmii ei kaikkia ole nyt numeroitu, ja numeroimat-
tomia ei kysytd tentissd. Jotkut luettelossa olevat termit esiintyvit usein myohemmilld
kursseilla. Ndamé mééritelmét on numeroitu, ja ne pitdd muistaa.

Joukossa A midritelty laskutoimitus 4 on kuvaus +: A x A — A, (a,b) + a-+ b. Joskus
joukon A alkio kerrotaan joukon K alkiolla. Télle kertolaskulle kiytdmme laskutoimi-
tuksen kaltaista merkintdd o : K x A — A, (k,a) — ko a.

EsimerkKi 123 Olkoon A = 7Zs = {0,1,2,3,4} ja mddritellddn laskutoimitukset

atb = jakojiinnos, kun a -+ b jaetaan 5:1ld, ja (7.1)

atb = jakojddnnos, kun a-b jaetaan 5:1ld. (7.2)

Silloin laskutoimitusten laskutaulut ovat seuraavat:

Flo 1 2 3 4 $1o 1 2 3 4
olo 1 2 3 4 0lo 0 0 0 0
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 01 2 310 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 2 1

Ndiilld laskutoimituksilla on monia hyvin tuttuja ominaisuuksia. Esim:

at (b+c) (a+b)Fc (7.3)
a¥(b+c) = (a%b)+(akc) (7.4)
Jos tamd oli ensimmdinen kerta, kun luit tdstd joukosta ja ndistd laskutoimituksista,

niin on luonnollista, jos asia tuntuu keinotekoiselta. Myohemmin tulet tapaamaan td-
mdn tai vastaavan rakenteen uudelleen.
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On syntynyt tapa sanoa, etti kun oliojoukossa A on maéritelty laskutoimitus + ja pari
(A, +) toteuttaa joukon aksioomia, niin parilla (A, 4 ) on tihin aksioomajoukkoon liit-
tyvi struktuuri.

Parhaiten ajan koetusta ovat kestineet seuraavat struktuurit:

Ryhmi. Pari (A, 4 ) on ryhmi (group), jos se toteuttaa seuraavat aksioomat:
(1) at (b+c) = (atb)Fc, kaikille a,b, c € A, (eli laskutoimitus on liitinniinen)
(2) On olemassa neutraalialkio o € A siten, ettd o4+-a = a+o0 = a kaikille a € A
(3) jokaiselle a € A on olemassa vasta-alkio a’ € A siten, ettia’+-a = atd = o.

Abelin ryhmi. Ryhmi (A, +) on Abelin ryhmi (abelian group), jos se edellisen li-
sidksi toteuttaa aksiooman:
(4) a4b = bi-a, kaikilla a,b € A, (eli laskutoimitus on vaihdannainen).

Rengas. Kolmikko (A,+,%) on rengas (ring), jos

(1) (A,+) on Abelin ryhmi,

(2) a¥(b*c) = (a*b)*c , kaikilla a, b, c € A, (eli kertolasku on liitdnndinen),
(3) on voimassa osittelulait:

a¥(btc) = (atb)F(akc) (7.5)
(b¥c)ta = (b*a)+(cka) (7.6)

kaikilla a,b,c € A.
Vaihdannainen (kommutatiivinen) rengas. Rengas (A, -+, %) on vaihdannainen rengas

(commutative ring), jos edellisen lisdksi
(4) a*b = b*a, kaikilla a,b € A , (eli kertolasku on vaihdannainen).

Ykkosellinen rengas. Rengas (A, +,4%) on ykkosellinen rengas (ring with unit), jos

(4) on olemassa yksikko-alkio e, jolle exa = ake = a kaikille a € A.

Jakorengas. Ykkosellinen rengas (A, +,%) on jakorengas (division ring), jos
(5)e#o,

(6) jokaiselle a € A,a # o on olemassa kertolaskun kinteisalkio a ! siten, etti (a!)%a =
at(a ') =e.



Vaasan yliopiston julkaisuja 123
Kunta. Kommutatiivinen jakorengas (A, -+, %) on kunta (field).

Kunnan mééritelmé on tdssd kumulatiivisessa médritelméketjussa himiivin yksinker-
tainen. On syyti koota yhteenveto kunnan laskutoimitusten ominaisuuksista.

(1) Yhteenlasku on vaihdannainen ja liitdnnéinen, silld on neutraalialkio O ja jokaisella
alkiolla a on yhteenlaskun vasta-alkio —a.

(2) Kertolasku on vaihdannainen ja liitannéinen, silld on ykkosalkio e ja jokaisella yh-
teenlaskun neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla a on kertolaskun kiznteisalkio a .
Téstd seuraa, ettd jakolasku on mahdollista.

(3) Yhteen- ja kertolasku noudattavat osittelulakeja, joten lausekkeiden sieventdmises-
sd voidaan kdyttdd tavanomaisia numerolaskennasta tuttuja keinoja.

Siis kaikki mahdolliset numerolaskennasta tutut laskulait ovat voimassa.

EsimerkkKi 124 Reaalilukujen joukko varustettuna tavallzsella yhtgeré c]cg kertolaskul-

la, (R,+,-) on kunta. (Z,+,-) ei ole kunta. Esimerkissd (llz.)’ ) esiinfynyt struktuurl
(Zs,+,%) on kunta.

Olkoon (A, +) Abelin ryhmi ja (K, +, %) ykkosellinen rengas. Olkoon lisiksi mééritel-
ty skalaarilla kertominen o : K x A — A.

Moduli. Nelikko (A, (K, +,%),+,0) on K-moduli (K-module), jos
(1) (A,+) on Abelin ryhmi,

(2) (K,+, %) on ykkosellinen rengas (ns. kerroinrengas),

(3) skalaarilla kertominen toteuttaa aksioomat:

Ao(uoa) = (Axu)oa, kaikillad,ueK,acA
(Afp)oa = Aoatuoca, kaikilad,ucK,acA
Ao(atb) = AoatAob, kaikillad €K,a,bcA
eoa = a, kaikillaae A. (Tissi e on kerroinrenkaan K yksikkoalkio.)

Lineaariavaruus. K-moduli (A, K, +,0) on K-kertoiminen lineaariavaruus (linear space

over K), jos kerroinrengas (K,+, %) on kunta;
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Algebra. Viisikko (A,K,+,%,0) on K-algebra, jos

(1) (A,K,+,0) on K-kertoiminen lineaariavaruus,

(2) (A, +,%) onrengas ja

(3) skalaarilla kertominen ja kertolasku toteuttavat aksiooman:

Ao(aib) = (Aoa)tb=ak(Aob), kaikille A € K,a,b€c A

Jakoalgebra. K-algebra (A,K,+,%,0) on K-jakoalgebra, jos
(2) rengas (A, +, %) on jakorengas.

Edelld esiintyvit aksioomat ovat niitd laskulakeja, joita numeroilla laskemaan tottu-
nut ihminen pitii itsestddnselvyyksind. Matriisien tapauksessa havaitsimme, ettid erds
numerolaskennan itsestidinselvyys - kertolaskun vaihdantalaki ole voimassa. Tdmi on
tdarked havainto, kun nyt ryhdymme laskemaan numeroiden sijasta yleisemmilla olioil-
la (vektoreilla, matriiseilla, funktioilla jne.)

Kun tarkastelemme jotakin oliojoukkoa ja siind midriteltyjd laskutoimituksia, niin mi-
td vahvempi struktuuri silld on asteikolla "ryhmé < rengas < jakorengas < kunta"tai
asteikolla "K-moduli < K-kertoiminen lineaariavaruus < K-algebra < K-jakoalgebra",
sitd helpompaa on olioilla laskeminen. Mitd useampi aksiooma on voimassa, sitd useam-
pi numerolaskennan itsestddnselvyys on voimassa.

Kahdessa edellisessd kappaleessa perehdyimme matriiseihin. Neliomatriisit muodos-
tavat renkaan, mutta eivit kommutoivaa rengasta eivitkd jakorengasta. Kun neliomat-
riisien joukko varustetaan kerroinkunnalla R, ne muodostavat R-algebran, mutta eivit
R-jakoalgebraa.

Jatkossa keskitymme alkeellisempaan struktuuriin, nimittdin lineaariavaruuteen, jonka
kerroinkunta on reaalilukujen kunta. Tdméa merkitsee siis sitd, ettd olioiden tuloa ei ole
méidiritelty, mutta niiden summa ja olioden kertominen reaaliluvulla noudattavat kaik-
kia vanhastaan tuttuja laskulakeja.
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7.2 R-ja C-kertoiminen lineaariavaruus

Tissi esityksessi tdrkein ja eniten késitelty lineaariavaruus on Euklidinen vektoriava-
ruus (R",R,4,0) =R" = E" (engl. Euclidean Vector Space), jonka kerroinkunta on R.

Merkintd R" on loogisempi, mutta merkintdd E” kdytetddn paljon. Merkintd korostaa,
sitd, ettd vektoriavaruus ei ole pelkké karteesinen tulo-joukko, vaan silld on vektoriava-
ruuden rakenne, eli yhteenlasku ja kerroinkunta. Kumpikin merkinti esiintyy jatkossa.

Kompleksinen lineaariavaruus (C*,C,+,0) = C" (engl. Complex Vector Space) on tcarn-
ked, muctga se jatetddn nyt hetkeksi aikaa taka-alalle. Asiaan palataan kappaleessa (|’.".7)
sivulla[?7?.

Usein virheellisesti lineaariavaruus Kisitetddn samaksi, kuin E”, mutta timi ei ole oi-
kein. Monet funktiojoukot voidaan helposti varustaa lineaariavaruuden struktuurilla.
Tillaiset lineaariset funktioavaruudet ovat erittdin hyodyllisid olioita ja monessa suh-
teessa E":std poikkeavia. Seuraavassa yleiset lineaariavaruuksiin liittyvit maéritelmét
ja tulokset muotoillaan koskemaan reaalikertoimista lineaariavaruutta L = (L, R, +, o).
Tillainen tulos on sellaisenaan voimassa myds, kun L = E”™. Jos viite esitetddn E":lle,
niin se ei vilttimattd ole voimassa kaikille lineaariavaruuksille.

Puramme ensin edellisen kappaleen hierarkiseen méiritelméketjuun piiloutuneet omi-
naisuudet seuraavaan mairitelméiin. Huomaa, ettd tissd oikeastaan toistetaan jo todet-
tua.

Madéritelmi 125 Nelikko (L,R,+,0) on reaalinen lineaariavaruus (eli reaalinen vek-
toriavaruus), jos yhteenlasku L x L — L, (ii,V) — d+ b ja reaaliluvulla kertominen
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R X L — L,(A,ui) — A oii toteuttavat seuraavat ehdot:
(Al)  d+V=V+u, kaikillai,veL,
(A2) U+ (V+w)=(U+V)+Ww kaikillaid,v,w e L,
(A3)  on olemassa (yksikiisitteinen) nolla-alkio 0 € L siten, ettdi ii+0 = it
kaikilla i € L,
(A4)  jokaista ui € L vastaa (yksikdsitteinen) vasta-alkio — i siten, ettd

i+ (—id)=0, (merkitiinv—i="7v+(—i))

(A5)  A(uou)=(A-u)oi, kaikillaA,ucRuclL,

(A6) (A+p)old=Aocid+uou, kaikillaA,uecRiielL,

(A7)  Ao(d+V)=Aou+AoV, kaikillaA € RjuU,veL,
)

(A8 lo=u kaikillaue L,

Avaruuden L alkioita sanomme vektoreiksi. Jos laskutoimitukset ovat asiayhteydestdi
selvit sanomme, ettd "L on reaalinen lineaariavaruus”.

Esimerkki 126 Tason vektoreiden joukko on reaalinen lineaariavaruus

Tason vektori voidaan esittic lukuparina i = (x,y), jolloin (x1,y1) + (x2,y2) = (x1 +
x2,y1+y2) ja Ao (x,y) = (A-x,A-y). Suora lasku osoittaa, etti nolla-alkio on (0,0)
ja aksioomat (Al - A8) ovat voimassa.

Esimerkki 127 Joukko R" = {(x,%2,...,%,)" | x; € R, kaikille 1 < i < n} varustettu-
na pystyvektorien yhteenlaskulla ja reaaliluvulla kertomisella

ai by ay+b aj A-ay

ap by ar +by an A- aj
+1 . | = : , Aol | =

an bn an +bn ap 2’ “Qp

on reaalinen lineaariavaruus E" = (R",R,+,0).
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Esimerkki 128 m x n-matriisien joukko on reaalinen lineaariavaruus.

Esimerkki 129 Olkoon A # 0 ja olkoon 7 (A,R) kaikkien kuvausten f : A — R joukko.
Joukko .7 (A, R) on reaalinen lineaariavaruus, kun mdéicirittelemme

(f+g)x) = flx)+gx), YxecA
(Aof)(x) = A-f(x), VYxeA

Lause 130 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus. Silloin

(1) 0o0i#=0, Viel,
(2) A00=0, YAeR,
(3) [Aoi=0] < [A=0 tai #i=0],
(4)  (=1)oii=—i, VielL
Todistus.
(1) 00ii 2 00ii+0“ 00ii+ (0oii+ (—(00) “E (00i+00#) — (0oil)

(:6) (O+0)oﬁ—(00ﬁ):6

(43) ( (47)

2) 20020040 100+2100+ (=2 00) 2 A0 +0)—(Lo0)=0

(3) seuraa kohdista (1) ja (2).
Olkoon A o =0. Jos A # 0, niin A~ on olemassa ja

i 1oi=A " )oid DA Aoy =200 YD

(A8)

(4) it (=Doii B loi—10a

Maiéritelmé 131 Lineaariavaruuden L osajoukko M on lineaarinen aliavaruus, jos

eM
veM = ui+veM
eRjieM = AoueM

(Engl. subspace)
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Lineaarinen aliavaruus siis sisdltdd nollavektorin ja se on yhteenlaskun ja skalaarilla
kertomisen suhteen suljettu osajoukko.

Lause 132 Olkoon M, ja M, kaksi lineaariavaruuden L aliavaruutta. Silloin:
(1) Aliavaruuksien leikkaus

MlﬂMQZ{ﬁ€L|ﬁ€M1jaﬁ€Mz}

on L:n lineaarinen aliavaruus.
(1) Aliavaruuksien summa

Mi+M,={ii+vVeL|ieM,javVeM}

on L:n lineaarinen aliavaruus.

Todistus. HT N

Tyhjé joukko ei ole aliavaruus, mutta pelkédn nollavektorin siséltdvd joukko {6} on ali-
avaruus (triviaali aliavaruus). Koska jokainen aliavaruus sisiltdd nolavektorin, sisiltia
kahden aliavaruuden leikkaus aina ainakin nollavektorin.

Maiéritelmé 133 Jos M| ja M, ovat kaksi lineaariavaruuden L aliavaruutta, joiden
leikkaus on triviaali (M, N\ M, = {0}), niin n iiden summaa sanotaan suoraksi summaksi

Jja sitd merkitddn
M &M,.

Lause 134 Jos lineaariavaruus L on kahden aliavaruutensa M, ja M, suora summa,
eli L = M\ & M, niin jokaista vektoria u € L vastaa yhdet ja vain yhdet komponentti-
vektorit iy € My ja iy € M, siten, ettii

Uu=1uy +is.
Todistus. Koska L = M| ® M, on olemassa ainakin yhdet komponenttivektorit iz; € M

jair € Ma, joille i = ui] + ii>. On siis osoitettava, ettd muita ei 10ydy.
Olkoon wy € M| ja w, € M, toiset komponentit siten, ettd i = wy + w,. Nyt

U+ = wi+ws
<:>l7t1—v_151 = Wz—ﬁz
S—— S——

M, cM,
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Koska M| NM, = {6}, niin viimeinen yhtélo voi olla tosi vain silloin, kun LHS ja RHS
ovat nollavektoreita. Siis wy = u] ja wo = il. O

Seuraavassa miiritelty joukko on hyvin tirked ja usein esiintyvi aliavaruus.

Kerrataan ensin jo luvussa 2 esiintynyt lineaarikombinaation késite.

Miiéritelmi 135 Olkoot iy, i, . ..U, € L lineaariavaruuden L vektoreita, ja olkoot
AMiA2, ..., Ay € R reaalilukuja. Silloin vektori Ay oliy + Ay oliy + -+ Ay 0iiy € L on
lineaarikombinaatio vektoreista {iiy, iy, ..Uy, } kertoimin {A,Ay,... A, }. (Engl. linear

combination.)

Mairitelmi 136 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus ja olkoon M sen osajoukko.
Joukon M virittimd aliavaruus, span(M ), on kaikkien M:n alkioiden ddrellisten line-

aarikombinaatioiden joukko. Sovimme edellisen lisciksi, ettd tyhjd joukko virittdd trivi-
aalin aliavaruuden, span(0) = {6 }+. (Engl. subspace spanned by M.)

Lause 137 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus ja olkoon M sen osajoukko. Silloin
span(M) on L:n lineaarinen aliavaruus.

Todistus. Jos M = 0, niin span(M) = {0} on aliavaruus. Jos M # @, niin on olemassa
ii € M joten 0 = 0oi € span (M). Siis aliavaruuden méiritelmén ehto (1) on voimassa.

(2) Jos V,w € span(M), niin ne voidaan esittdd ddrellisini lineaarikombinaatioina

V. = Moij+--+ Aoy, ja
W = Apii Ol + -+ Ay oliy, joten
V4w = Ao+ + A0l € span(M)

(B)JosA eRjav=A 0l + -+ Ay 0 liyy, niin
AoV=(A-A)oid+---+(A-A,)oii, € span(M)
O]
Esimerkki 138 Olkoon L tasovektoreiden muodostama vektoriavaruus. Olkoon i yk-

sikon mittainen vektori x-akselin suuntaan, ja olkoon f vksikon mittainen vektori y-
akselin suuntaan. Silloin L= span(i, ).
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7.3 Sisdtulo ja normi

3ec:InnerPNorm|

Etenemme asteittain niin, etti ensin esittelemme E":ssd sisdtulon ja kolme erilaista
normia. Néiden késitteiden avulla méérittelemme kohtisuoruuden ja pituuden kisitteet.
Lopuksi vield annamme méiéritelmét yleisen lineaariavaruuden tapauksessa.

7.3.1 Sisdtulo E":ssé

Maéritelmé 139 Kahden vektorin @ = (ay,as, . ..,a,)" € R" ja b= (b1,by,...,by)T €
R” siscitulo {d|b) mdidritelliicin kaavalla

<5_i|z;> :alb1+a2b2+---+anbn:&’-5

(Kyseessd on siis jo ennemmin mddritelty pistetulo, mutta nyt otamme kdayttoon kulmasulku-
merkinndn.)

Madiritelmésti seuraa vilittdmisti, ettd sisdtulo on vaihdannainen ja kummankin teki-
jansd suhteen lineaarinen. Liséksi nollavektori on ainoa vektori, jonka sisitulo itsensd
kanssa on nolla. Kokoamme nima selvit ominaisuudet lauseeksi, jotta ne myohemmin
16ytyvit helposti.

Lause 140 Olkoot ii,V € R" ja A € R. Silloin

(1) @l v) = vl a),

(82) | v+w) = (] V) + G| w),

($3) A V) = (Au| V) = (| Av),

($4)  (id|id) > 0ja (i@| @) = 0 jos ja vain jos i = 0

Todistus. HT.

Kaksi- ja kolmiulotteisissa Euklididissa vektoriavaruuksissa E> ja E* sisitulolla on
seuraava koulukurssista tuttu geometrinen tulkinta.

Lause 141 Tarkastellaan E*:n vektoreita @ = (a1,a2)” ja b = (b1,by)7. Vektoreiden
pituudet ovat a = 4 /a% + a% jab =\ /b% + b%. Jos vektoreiden viilinen kulma on o, niin

@by =a-b-cosa
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Kuva 27. vektoreiden d ja b sisitulo.

Todistus. Olkoon vektorin @ ja vaaka-akselin vilinen kulma L 9 ¢ ja vastaavasti vektorin
b ja vaaka-akselin vilinen kulma ¢,,. Silloin (Ks. kuva (

a, = acos@, " by =
ay =

asin @, by =
Trigonometristen funktioiden kaavojen mukaan cos(x—y) = cosxcosy-sinxsiny. Siis

@|B) = aibi+azxby = acos(@,)-beos(@y) + asin(@y) - bsin(@p)
= abcos(@,— @,) =abcosa

bcos @,
bsin @y, )

U

Edeltivi tulos pitid paikkansa myos E>:ssa. Emme nyt todista titd, vaan myShemmin,
palaamme asiaan. Joka tapauksessa teemme nyt seuraavat yleistykset.

Miiéritelmé 142 Vektorit d € R" ja b € R" ovat

(1) kohtisuorassa toisiaan vastaan (d L b ) eli ortogonaaliset (engl. orthogonal), jos

(@|b) =

(2) yhdensuuntaiset (d || b ), jos on olemassa reaaliluku A € R siten, ettii

—Ab

(3) samansuuntaiset (d |1 b), jos on olemassa positiivinen reaaliluku A € R siten, ettii

=Ab,A >0

(4) vastakkaissuuntaiset (d T b ), jos on olemassa negatiivinen reaaliluku A € R siten,
ettd

=Ab,A <0
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Olkon d € R" ja b € R” mitké tahansa kaksi vektoria. Vektori d voidaan aina lausua
kahden vektorin summana d = dp, +d | niin, ettd ensimmaiinen vektoreista on b:n suun-
tainen ja toinen on b:td vastaan kohtisuorassa. Jos nimittdin asetamme

. {dlb)

a, =
{b|

Gy =d—

S

QY

(7.7)

S
S
S
S
S

QL

{dlb)
{b]b)

niin selvisti vektoreiden summa on ¢, ensimméinen vektori on thlteﬁuuntainen b:n
. . . . C S
kanssa ja lineaarisuuden perusteella (ks. (S2) ja (S3) lauseessa (

—

i = b (7.8)

|
QL
Sy
Syl

s @) - -
a by = d——=—=b| Db (7.9)
(@b} < BT
— a Z; - —
= <a’|b>—§g:zi (B|b) =0 (7.10)
453fig2
Esimerkﬁ%&i31gl3 2Tarkastellaan esimerkkid, jonka vektorit voimme piirtdici (ks. kuva ( 7
cas 1 -
sivulla 133, Olkoon @ = (2,6)T € R? jab = (8,4)T € R2 Silloin
. @by - (2-846-4\ - 8 4
= S5=—b=—-—1b=05 = 7.11
b D) 8-8+4-4 4 2 .11

1

Crae(D)()-(3) e

Miéritelmé 144 Olkoon d € R" ja b € R™. Vektori

b

ap =

on vektorin d projektio vektorin b suuntaan (vektoriprojektio).

Miiritelma 145 Olkoon M C R” lineaarinen aliavaruus.
(1) Olkoon ui € R" vektori. Jos

ulv, YWweM,

niin sanomme, ettd u on kohtisuorassa aliavaruutta M vastaan ja merkitsemme

il M.

(2) Aliavaruuden M ortogonaalikomplementti on

M*t={ieR"|i LM}
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cd4s3fig2

Kuva 28. Vektorin d projektio vektorin b suuntaan.

Lause 146 Olkoon M C R”" lineaarinen aliavaruus. Silloin myds M* on lineaarinen
aliavaruus.
Todistus. On siis osoitettava, etti kaikilla @,b € M+ jadl eR

i+b € M* ja
Ad € M*-

Olkoon nyt a,beM' ja A € R kuten edelld. Silloin

veeM: (a+b|3) =(@|d)+
A

Kéytdannossd suurin osa R":n aliavaruuksista on viritettyjd, joten seuraava lause on la-
hes aina kéytettivissi, kun tutkimme kohtisuoruutta.

c4s3th2| Lause 147 Olkoon M = span(Vy,V,,...,Vy) C R" vektoreiden {V\,V,,. ..,V } virittimd

aliavaruus ja olkoon V matriisi, jonka k:s sarake on vy. Olkoon ui € R". Silloin

PlM & Glv,Vk=1.2,....q (7.13)
s VIii=0 (7.14)

Todistus. Helppo HT. U
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Jos siis vektori on kohtisuorassa jokaista virittdjdi vastaan, se on kohtisuorassa koko
aliavaruutta vastaan.

Seuraava lause on “tekninen temppu”, mutta se tekee monet tarkastelut helpoiksi.

Lause 148 Olkoon b € R", ¢ € R™ ja olkoon A m x n-matriisi. Silloin

(Ab|2) = (b|A"E)

Todistus.

<AB|5> = i Ab ka— Z <iakjbj> Ck
k=1 i—

k=1
= ( 11b1 +apby+---+ayb, )Cl
+(az21b1 +anbr +- - +ayby)ca
-+ (am b1 +amby + - -+ amnbp )y
= bi(ajici +azicr +- -+ apicm)
+ba(aiacy +axncy 4+ amcen)
- +bp(ainct +azca+ -+ GunCm)

:i <Zak,ck> Zb T2); = (b|ATE)

O]
Edellisen lauseen yhteydessi on tirkedtd muistaa transpoosin peruskaavat
AT = A (7.15)
(AB)T = BTAT (7.16)
A Hl = @AahH! (7.17)

Edelld esimerkissi (}%}%e vektorin @ € R” kahteen osaan @ = d, + d— siten,
ettd ensimméiinen komponentti on vektorin b suuntainen ja toinen on vektoria b vas-
taan kohtisuora. Lineaarisen aliavaruuden M = span(V},Vy,...,V,) tapauksessa voim-
me erdin ehdon vallitessa jakaa vektorin d € R" kahteen komponenttiin d = dy + d,.
siten ettd dy € M jady, € M. Komponentit osoittautuvat yksikisitteisiksi.
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Ehto, joka nyt joudutaan olettamaan, voidaan myohemmin kokonaan poistaa pienel-
14 lauseen uudelleenmuotoilulla. Voisimme lykitéd tarkastelun myohemmiksi, mutta
otamme tdmén nyt esimerkkini sisdtulon ominaisuuksista.

Lause 149 Olkoon M = span(Vy,V2,...,V,) CR" vektoreiden {V\,V,,...,V,} virittimd
lineaarinen aliavaruus ja olkoon V matriisi, jonka k:s sarake on V.
Teemme nyt erikoisen oletuksen olettamalla, ettd matriisi VTV on sicinnéllinen (eli on
olemassa (VIV)™1).
Silloin

R'=MoM*.

Todistus. Ensin osoitamme, ettd jokaisella d € R" on olemassa vektorit dy € M ja
Ayl € M siten, etti d = dy +dy,.
Tekemdmme oletuksen perusteella voimme asettaa

av=VVIv)y"W'a, ja a,. =d—au
(1) Jos merkitsemme ¢ = (cy,ca,...,¢,)T = (VIV) VTG, niin
5M2V5201\71+---+Cq\7q eM.

Siis ensimmaéinen komponentti on aliavaruuden vektori.
) ) ) ) . . hﬂTﬁc 4s3th2 = |
(2) Toiseksi tutkimme toisen komponentin kohtisuoruutta lauseen (| mukaisesti

via, =via-viviviv) lvTa=0

Siis toinen komponentti on kohtisuorassa aliavaruutta M vastaan.
(3) Kolmanneksi toteamme summan suoraksi osoittamalla, ettdi M N M~ = {0}. Olkoon
siis i € M N M. Silloin erityisesti

il (i) =ut +u3+--+u>=0

U

Lause sanoo sen, ettd mikéd tahansa vektori voidaan lausua kahden vektorin summan
niin, ettd ensimmdinen yhteenlaskettava kuuluu aliavaruuteen M ja toinen yhteenlas-
kettava on kohtisuorassa aliavaruutta M vastaan. Tdma on jatkossa erittdin hyodyllinen
tulos. Lauseessa oleva lisiehto det(V?'V) = 0 tulee jatkossa hoidettua pois.
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Esimerkki 150 Edellisen lauseen todistus on hdmddvin helppo. Testaamme vield fun-
damentaalilla tavalla, ovatko vektorit ;. ja vy, 1 < k < g kohtisuorassa:

(dyg1 | Vi) @\ ve)— (vivIvy-vla|%) (7.18)
@|ve)—(v(viv)y-'vTa|ve,) (7.19)
@ve)—((v'v)-'va|vive,) (7.20)
@w)—(viaj((vv)y hvive,) (7.21)
@\ve)—(vial(vv)")-'vlive,) (7.22)
@) —vra|(vriv)-'vlve,) (7.23)
(@) —(v'ale) (7.24)
(@|vi)—{(alvex) (7.25)

= (@|Vx)—{@|lvx)=0 (7.26)

7.3.2 R":n normeja

Vektoreiden @ = (a,a2)” € R? ja b= (b1,b2,b3)T € R? pituudet on koulukurssissa

laskettu kaavoilla
ld| = \/a%—i—a%, ja
2 2 2
\/b1 —|—b2 —|—b3.

Normi yleistidd pituuden idean R”:44n. Perusidea on se, etti pienelld vektorilla on pie-
ni normi ja suurella vektorilla on suuri normi. Kaksi vektoria ovat ldhelld toisiaan, jos
niiden erotuksen normi on pieni.

Mairittelemme kolme erilaista normia.

Miiritelmé 151 Vektorin @ = (ay,az,...,a,)" € R" I-normi |a
ddreton-normi ||d||. mddiritelléicin kaavoilla

1, 2-normi ||d||» ja

n
lally = |ar| +laz|+- -+ lan| = ) lax
k=1

|dll, =+\/a3+ a3+ - +az =+/(@|a)

.. = max{lail. as].. .. |} = max
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CauchySchwarz | Lause 152 (Cauchy-Schwarz) Kaikille d € R" ja b € R" on voimassa epdyhtdlo

[(@|b)] < llall2[lbll2

Todistus. Seuraavassa todistuksessa normi || - || tarkoittaa 2-normia. Sisdtulon ominai-
suuksista seuraa, etti kaikilla A € R on voimassa

0< (@+Ab|d+Ab) = ||d@||> + A2||b|* +2A.(@| b)

Kun tdhin sijoitetaan

alb
P <q |q>7
{b|b)
niin saadaan _
_io {dlb)
0< fla? - ¥
1]
misti seuraa lauseen viite. O

Kaikki kolme normia toteuttavat kolme yksinkertaista ominaisuutta.

Lause 153 Kaikilla i,V € R" ja A € R edelld mdidritellyt 1-normi, 2-normi ja ddreton-
normi toteuttavat seuraavat ehdot

(N1) ||| > 0ja |i| = 0 jos ja vain jos & = 0
(N2) - [|lAa] = [A]- [,
(N3)  lu+V| < |adl|+ V]|, (kolmioepiiyhtiild)

Todistus. Kohdat (N1) ja N(2) seuraavat suoraan médritelmistd, mutta kolmioepdyhti-
16 kannattaa kidyda tarkemmin ldpi: Merkitédén todistuksen ajan i 4V =w

1-normi: Olkoon x ja y reaalilukuja. Tarvittaessa nimet vaihtaen voimme olettaa, ettd
x| = |yl Nyt

x|+ [y, kun x ja y ovat saman merkkiset, ja
x+yl = . . )
Ix| = [y| < |x|+|y|, kunxjay ovaterimerkkiset.
Aina on siis kahdelle reaaliluvulle totta, ettd |x+y| < |x|+ |y|. Nyt

Wl = |ug4+vi]+ e +va|+- -+ |ty + vl
< Jur] i+ lua| + vl 4 | 4 ] = [l 1+ 1]
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2-normi: Cauchy-Schwarzin epiyhtilod kdyttden saamme

Wl = (@+v]a+v) = [lal; +2(@ %) + |73
< a3 + 216 )]+ 11713
< a3 +2fd@ll2 2+ 173 = (2 + [17]2)°

co-normi: Olkoon ||W||e = |Wi, ||if]|ec = |uj] ja ||V]|ec = |vi|- Silloin
Wlee = Iwil = lui +vil < il 4+ |vil < Juj| +[vill = l[ai]] oo+ [[V]]oo

U

Kolmen erilaisen normin kéytto ei ole tdssi vaiheessa kovin motivoivaa. Jos laadimme
numeerisia algoritmeja, niin 1-normin ja co-normin laskeminen on helpompaa kuin 2-
normin laskeminen. Ongelma voidaan useimmiten helposti kiertda.

Kun my6hemmin méérittelemme vektorinormiin liittyvédn vastaavan matriisinormin,
alkavat syntyvit kolme vaihtoehtoa erota oleellisesti toisistaan. Palaamme tdhdn myo-
hemmin.

Normia tarvitaan yleensi, kun halutaan tutkia, ovatko kaksi vektoria “melkein samat”,
eli "lihelld toisiaan”. Jos esimerkiksi [|@ — b]|. = 10~'5, niin vektorit ovat kilytinnossi
melkein identtiset, silld kaikilla k on |a; — b| < 1071, ”Lihelld oleminen” ei nyt riipu
kiytetystd normista, silld helposti ndhdién, ettd

1 - — —

—=lall <l < flall2 (7.27)
1—» — —

lallee <l < e, (7.28)
lidlly <l < Valal, (7.29)

1

ﬁHﬁHwS lidll2 < il (7.30)
lafly < fldllee < nlahy (7.3D)
iz < il < v/nlil2 (7.32)

Erityisesti, jos rajankdynnissd normi lihestyy I;fqll%aS%hden normin mielessd, niin myos
1

muut kaksi normia ldhestyvét nollaa. Kuvaan on piirretty kaikki pisteet 7 = (x,y)’,

joille on totta, ettii (1) [|Z]]1 < 1, 2) |22 < 1, 3) ||IZ]|1.
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(1) (2) (3)

Kuva 29. Pisteet, jotka ovat enintidén etdisyydelld 1 origosta: (1) ||Z]]; <1, (2) ||Z][» < 1,
3) IZ]l <1

7.3.3 Yleinen tarkastelu

Mairitelméa 154 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus. Jos on olemassa kuvaus
LxL—R,(a,b)— {(a|b),

joka toteuttaa seuraavat aksioomat

(S1)  (u|v)=(v|u), Yu,vel

(52)  (ulv+w)=(u|v)+{ulw), Yuv,wel

(S3)  A-(u|v)={(Au|v)={(u|Av), Vu,veLVAeR
(S4)  (u|u)>0ja (u|u)=0jos ja vainjos u=0

niin kuvausta sanotaan sisdtuloksi ja lukua (u| v) sanotaan vektoreiden u ja v sisétuloksi
(engl. inner product).

Mairitelméa 155 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus. Jos on olemassa kuvaus
L—Ru— |u,
joka toteuttaa seuraavat aksioomat

(N1)  ||u| > 0ja ||u|| = 0 jos ja vain jos u =0
(N2)  ||Aul|=|A]|-||u||, VieLVAeR
(N3)  lutv| <u|+][v], Vu,vel,

niin kuvausta sanotaan normiksi ja lukua ||u|| sanotaan vektorin u normiksi (engl.
norm,).

Yleisessd tapauksessa sisdtulo ja normi voidaan maééritelld monella tavalla. (Huomaa
miten tdma nédkyy edelld esitettyjen médritelmien muotoilussa. Méaértitelmé ei sano mi-
kéd normi on, vaan se kertoo milld ehdolla kuvauksesta saa sanoa, ettid se on normi.)
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Jokaiseen sisdtuloon (u|v) liittyy sen avulla médritelty normi ||u|| = \/(u|v). (Usein
sanotaan, ettd "sisdtulo indusoi normin”.) Toisaalta normiin ei tarvitse liittyd mitdén si-

siatuloa.

R":ssd sisdtulo indusoi 2-normin, mutta 1-normiin ja eo-normiin ei liity sisdtuloa, eikd
siis myoskidn kohtisuoruutta.

Esimerkki 156 Olkoon L =C(|—1,1])={f:[0,1] — R | f on jatkuva kuvaus}. L on
reaalinen lineaariavaruus, ja voimme mddritelld sisdtulon ja normin kaavoilla

e = [ roswa 73

1/2

Il = V= ( [ vere) 734

Lasketaan seuraavien funktioiden normit ja niiden vdliset siscdtulot:
2
e(x) =1, fx)=x, g(x) =x".

1/2

[

(
Il = ( /llxzdxf/z({%xfl)l/z 2/3
(

el =

el =

el f) = l-xdx=0
(e|lg) = /lll-xzdng

1
(flg) = [ xPar=0

Siise | fja f 1 g muttae [ g. (Kohtisuoruus ei siis ole transitiivinen relaatio.)

|CauchySchwifsmichySchwarz
Cauchy-Schwarz -epdyhtdlon todistus (I52) stvulla 1137 perustuu sisdtulon ja siithen

liittyvin normin ominaisuuksiin. Epdyhtdlo on siis tdssdkin tapauksessa voimassa.

[(Flel < A1l lgl

o[ el < ([ wera) ([ wora)

1/2
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7.4 Lineaarinen kuvaus

Tdma on lyhyt kappale, jossa on vain muutama maéédritelma. Jokainen mééritelmé ja
lause on tidrked. Sanaa “lineaarinen” kiytetddn paljon eri yhteyksissd. Matematiikan
ulkopuolella sana merkitsee yleensé jotakin suoraa tai mutkatonta.

Kerran kirjoittaja joutui kansainvélisessid konferenssissa kuuntelemaan esitelmad, jos-
sa tutkija midritteli amerikkalaisen tavan kdyda liikeneuvottelua lineaariseksi” ja kii-
nalaisen tavan kidydi liitkeneuvottelua “epilineaariseksi”. Esitelmissé vertailtiin nditéd
kahta neuvottelukulttuuria. Koska esitelmén otsikossa oli sana “lineaarinen”, sai tut-
kija esittdd esitelminsd matemaattisessa sessiossa. Esitelmi oli hauska, mutta tdysin
vidrdssd paikassa.

Matematiikassa sana ’lineaarinen” liitetiin aina kahden lineaariavaruuden vili-
seen kuvaukseen.

Miiritelmé 157 Olkoon (L,+,0) ja (M,+,8) reaalisia lineaariavaruuksia, ja olkoon

f:L— M, f(ii) kuvaus. f on lineaarinen eli lineaarikuvaus, jos

f@a+b) = f@ifb), vabel,ja
f(Aod) = Adf(d), YAERNaeL

Lineaarikuvaus on siis kuvaus, joka kuvaa vektorin vektorille.

Esimerkki 158 Jos f on mdidritelty seuraavasti: f : E> — E3,ii — f(ii) = 2ii, niin
esimerkiksi

1 1 2
f -2 =20 -2 | = —4
3 3 6

Esimerkki 159 Jokainen m x n-matriisi A mdidrittelee kuvauksen fa : E" — E™ i >
Ail. Téimd kuvaus on lineaarinen, silléi
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—

cuvmat_c4s3thl | Lause 160 Olkoon f : E" — E™ ii — f(i) lineaarinen kuvaus. Silloin on olemassa

m X n-matriisi A, jolle
f(V)=Av, WeE".

Todistus. Kiytetddn seuraavassa konstruktiossa vanhoja tuttuja vektoreita (ks. sivu )

& = (81x,0,-..,6u)T . Jos siis esimerkiksi n = 4, niin
1 0 0 0
5 _ 0 . 1 o 10 G 0
lo |2 o[ PRE%T o
0 0 0 1
Muodostamme matriisin A siten, etti sen k:s sarake on f(&). Olkoon nyt ¥ = (v{,vy,...,v,)T €
E™ miki tahansa vektori. Suora lasku osoittaa, ettd
f) = fvier+veér+---+v,éy)
vif(ér) +vaf(é)+ -+ vuf(én)
= Vlﬁ.l +V25.2+" '+Vnc_ign
ay app -+ ap Vi
ay axp -+ ap V2 .
= . ; ! .| =AY
anl am2 - Amp Vi

. . . . Hlinkuvaus_c4s3esl .
EsimerkKki 161 Esimerkin (I58) lineaarikuvauksen matriisi on

200
020
0 0 2

. Llinkuvmat_c4s3thl = . . . .
Huomaa, ettd lause (T60) koskee vain Euklidisia vektoriavaruuksia E". Syy on tieten-

kin se, ettei esimerkiksi funktioavaruuksien tapauksessa funktion kertominen matriisil-
la ole hyvin médritelty. Sen jilkeen, kun kanta ja dimensio on mééritelty, voidaan viite
yleistdd didrellisulotteisille lineaariavaruuksille. Mutta senkin jélkeen on paljon tirkei-
td lineaariavaruuksia, joiden vilisid lineaarikuvauksia ei voi esittdd matriisien avulla.
Asiaan palataan timén luvun viimeisessa kappaleessa.

Lause 162 Kahdesta lineaarikuvauksesta yhdistdmdilld saatu yhdistetty kuvaus on myos
lineaarikuvaus.
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Todistus. Olkoon g : L — M, ja f : M — N lineaarikuvauksia. Silloin

(fog)@+b) = f(g(d@+b)=f(g(@+g®b)=r(g@))+rf(gb))

(fog)@)+(fog)(b), ja
(fog)(Aod) = [fl(g(Aa)) =f(Ag(@)) =Af(g(d))
= A(fog)@)
U]
Lause 163 Jos f : L — M on lineaarikuvaus, niin f(0) = 0.
Todistus. f(0) = f(000) =00 £(0) = 0. O

7.5 (x,y)-Tason siirrot, venytykset, peilaukset ja kierrot

Sec:RZTransf|

Tissi kappaleessa tutkimme yksinkertaisia kuvauksia E? — E2. Otamme kiyttéon kou-
lusta tutun tavan piirtds (x,y)-koordinaatisto, jonka piste kohdassa x korkeudella y vas-
taa vektoria (x,y)7.

Kiytimme seuraavassa kuvapisteelle f((x,y)”) merkintid (u,v)”. Piirrimme samaan
kuvaan (x,y)-koordinaston péille (u,v)-koordinaatiston. Ndin voimme havainnollisesti
esittdd kuvapisteen ja alkukuvapisteen samassa kuvassa. (Jos haluamme tiivistdd esi-
tyksemme éérimmilleen, kirjoitamme: 7 = (x,y)”, w = (u,v)T ja f(2) = w.)

Peilaus x-akselin suhteen. Kuvaus ggszfgzi — E?, (x,y)T — (x,—y)T peilaa pisteen

x-akselin toiselle puolelle. (Ks. kuva (I" 7))

Kuvaus p, voidaan esittdd myos matriisin avulla

”<§>:<é-ﬂ><§>

Koska kuvaus voidaan midritelld ndin matriisin avulle, se on lineaarikuvaus.
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Y,V

Kuva 30. Peilaus x-akselin suhteen.

Kuva 31. Peilaus y-akselin suhteen.

144
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Y,V

Kuva 32. Kierto kulman & verran origon ympiiri.

Peilaus y-akselin suhteen. Kuvaus py : £ i — E?, (x,y)T — (—x,y)T peilaa pisteen

x-akselin toiselle puolelle. (Ks. kuva ('c7 7).

Kuvaus p, voidaan esittdd myos matriisin avulla

x\y (-120 X
Py )70 001 y
Koska kuvaus voidaan médritelld ndin matriisin avulle, se on lineaarikuvaus.

Kierto kulman « verran origon ympiri. Maiiritelldén, ettd piste w = rq () on yhtid

kaukana origosta kuin 7, mutta sen paikkavektorin ja x-akselin Véilinen4klilfma3on o:n
C4S 1

verran suurempi kuin vastaava pisteeseen 7 liittyva kulma. (Ks. kuva (177

x\ [ rcos¢
y /] \ rsing

niin trigonometristen kaavojen avulla saamme vélittomasti

Jos alkukuva on piste

u . rcos(+¢@) \ [ rcosocos@ —rsinosing
v N rsin(c+¢@) /) \ rsinacos®+rcososing
B XCos 0 —ysino
- xsin Q@ + ycos o
- coset —sino x
- sina cosa y

Kierto origon ympdri on siis lineaarinen kuvaus!
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Siirto matkan J verran. Siirto s 7 E? 5 E* 774 d ei ole lineaarikuvaus, silld
5:(0) #0.

Siis: kierto origon ympiiri on lineaarinen kuvaus, mutta siirto ei ole lineaarinen
kuvaus.

Siirto on kdytdnnossa tiarked kuvaus ja sitd paljon tarvitaan. On muistettava, ettd kun
tassd kappaleessa mainittuja kuvauksia yhdistetaan, niin jos yksikin osakuvaus on siir-
to, niin yhdistetty kuvaus ei ole lineaarinen, eikd sitd voida esittdd yhden matriisin
avulla.

Peilaus suoran y = x suhteen. Peilaus suoran y = x suhteen saadaan yhdistamailld
kolme edelld kuvattua kuvausta: (1) kierto kulman —7 /4 verran (2) peilaus x-akselin
suhteen (3) kierto kulman 7 /4 verran. Kuvaukseen liittyvd matriisi on siis

CQS(n/4) —sin(m/4)

4 = <sm(7r/4) cos(/4 ><(1) e )(Zfﬁfi%) _C(S)lsrz(—_;%:;)>
(et e ) (5 0 ) (Som) )
(m/4) —sin(m/4) cos(7/4)

)(

sin(/4) >

cos(m/4) sin(rr/4) —cos(m/4)

7.6 Lineaarinen aliavaruus ja span

7.7 Ydin ja kuva

Teemme ensin yleiset tarkastelut ja sitten keskitymme matriiseihin.

Maiéritelmé 164 Olkoon f : Ly — L, lineaarikuvaus. Sanomme, etti Ly on kuvauksen
ldhtoavaruus (engl. domain) ja Ly on kuvauksen maaliavaruus (engl. codomain).
Lineaarikuvauksen ydin (engl. kernel) on joukko

ker(f)={i €L | f(i#) =0} C L.
Lineaarikuvauksen kuva (engl. range) on joukko

ran(f) ={w e Ly | f(id) = w jollakini € Ly} C L,.
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Ydin on siis erdénlainen “nollakohtien” joukko ja kuva on tdsmélleen se mitd perus-
kurssilla jo on méiritelty kuvauksen kuvaksi.

Lause 165 Olkoon f : Ly — L; lineaarikuvaus. Lineaarikuvauksen ydin ker(f) on Ly :n
lineaarinen aliavaruus, ja kuva ran(f) on Ly:n lineaarinen aliavaruus.

Todistus. HT. O

Lause 166 Olkoon f : L — L; lineaarikuvaus.

(1) 0y € ker(f) ja 0, € ran(f).

(2) Lineaarikuvaus f on injektio, jos ja vain jos ker(f) = {0;}.
(3) Lineaarikuvaus on surjektio, jos ja vain jos ran(f) = Lo.

Todistus. (1) f(0;) = f(000;) =00 f(0,) = 0,.
(2) Olkoon f injektio. Silloin 0,:n alkukuvia voi olla vain yksi. Siis ! ({62}) =

ker(f) = {01}.
Olkoon ker(f) = {0;} ja olkoon i € L jaV € L sellaiset, ettd f(i) = f(V). Ku-
vauksen f lineaarisuuden perusteella

f(id =) = f(@d@) = f(V) = 02

Siis i — V € ker(f). Oletuksen mukaan ydin on triviaali, joten

i—v = 0
S =V
(3) Seuraa suoraan surjektion ja kuvan miiritelmista. U]

Samoista asioista kiytetddn hieman erilaisia merkint6jéd, kun lineaarikuvaus on matrii-
sin maaraama Euklidisten lineaariavaruuksien vilinen kuvaus.

Mairitelmé 167 Olkoon f : E" — E™, f(ii) = Aii lineaarikuvaus. Tdmdin kuvauksen
ydin on matriisin A ydin (tai nolla-avaruus) (engl. null space)

null(A) = {ii € E" | Aii = 0}

Kuvauksen kuva on matriisin A kuva (tai sarake-avaruus) (engl. column space)

col(A) ={vVe E™ | Aii =V, jollakin ii € E"}
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Matriisin sarake-avaruus on helppo luonnehtia sanomalla, etti:

col(A) = {A@i|iicE")
- {ulagl+u25.2+"'+unﬁ.n |M1,M2,...,MnER}
= span{de|,de2,---,den, }

= matriisin A sarakkeiden virittima £":n aliavaruus

Matriisin ytimen méérittiminen on hieman mutkikas tehtdavi, mutta se perustuu tuttuun
tekniikkaan, joten esitimme esimerkin.

Esimerkki 168 Olkoon tutkittavana 4 x 6-matriisi

123 0 3 0
011 2 3 0
M= 1 45 -1 4 1
202 -3 -1 2

Mddritimme matriisin ytimen. On siis loydettdvd kaikki yhtilon MX = 0 ratkaisut. Si-
td varten alamme ratkaista tdtd yhtdaloryhmdd. Kaytdmme rivioperaatioita algortmi-
version Il mukaisesti, ja aina kun pivotointi epdonistuu, jdtdmme sarakkeen paikalleen
ja jatkamme pivotointia seuraavasta sarakkeesta.

1] 23 0 3 0]0 1| -2
011 2 3 0/0
1 45 2 7 1|0 -
2 02 —4 -2 2|0
(1) 30 3 0]o0
0 1] 1 2 3 00 —2 —2 | +4
- 0 2 2 4 110
0 —4 —4 —4 -8 210 -
(1) 0 1 —4 =3 0]0
0 (1) 1 2 3 0]0
~ 0 0 0 [-2] =2 1]0 —2 +1 +2
0 0 0 4 4 20 -
(1 0 1 0 —210 -
0 (1) 1 0 110 -
~ 0 0 0 (=2) =2 110 — :(-2)
0 0 0 0 0 [4]o0 +1/2| —1/4|—1/4|:4
(1) o0 1.0 1 010
0 (1) 1 0 1 010
~ 0 0 0 (1)1 010
0 0 0 0 0 (1)]0
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Siirretddn kolmas ja viides sarake RHS:iin ja kirjoitetaan yhtdlot yhtdloiksi. Lisdtddn
yhtdloihin kaksi triviaalia yhtdlod x3 = x3 ja x5 = Xs.

(

X1 = —X3 — X5

X2 = —X3 — X5

X3 = X3

X4 = - X5

X5 = X5
L Y6 = 0

Jos valitsemme arvot x3 = a € R ja x5 = b € R, niin ytimeen kuuluvalle vektorille X
saadaan esitys

—1 —1
—1 —1
o 1 0 - o
X=a- 0 +b- 1 = aily + b
0 1
0 0

Koska a ja b voidaan valita vapaasti, kuuluvat kaikki mahdolliset vektoreiden i, ja ii>
lineaarikombinaatiot matriisin M ytimeen. Siis

null(M) = span{iiy, i, }.

c4s6th3| Lause 169 Olkoon A m x n-matriisi ja olkoon f : R" — R™ X — AX matriisin generoi-

ma lineaarikuvaus. Silloin

(1) jos f on injektio, niin m > n.
(2) jos f on surjektio, niin m < n.
(3) jos f on bijektio, niin m = n.

Todistus. (1) Jos f on injektio, niin lauseen (ﬁ'é‘%)%kaan ker(A) = {0}. Silloin tulee
esimerkin (h'GWkalsessa konstruktiossa pivotointien onnistua jokaisessa sarakkees-
sa, joten on mahdotonta, ettd rivejd olisi vidhemmin kuin sarakkeita.

(2) Osoitamme, ettd jos m > n, niin f ei voi olla surjektio. Olkoon siis m > n. Ratkai-
semme Rivioperaatioiden avulla yhtdloryhmin AX = 0. Koska kerroinmatriisissa riveji
on enemmin kuin sarakkeita, on viimeisen kaavion viimeinen rivi muotoa 0 = 0. Jos
ratkaisun aikana tehtyJen r1v10peraat101den jono vastaa matriiseilla E, - E;E kerto-
mista, niin asetamme b = E, 1E E, I,. Jos nyt ratkaisemme yhtaloryhman AX=D
rivioperaatioilla, niin viimeisen kaav10n viimeinen rivi on tyyppid O = 1. Siis vektorilla
b € R" ei ole alkukuvaa kuvauksessa f-

(3) Seuraa kohdista (1) ja (2). O
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c4ds6thl| Lause 170 n x n -neliomatriisin A ydin on triviaali, jos ja vain jos matriisin determi-
nantti eroaa nollasta, det(A) # 0.

Todistus. Edellisen esimerkin mukainen konstruktio ei 10ydd yhtdédn ytimeen kuuluvaa
vektoria, jos ja vain jos pivotointi onnistuu joka sarakkeessa ratkaistaessa yhtidloryhmia
AX = 0 Gaussin algoritmilla. Tdmi on yhtipitivid sen kanssa, ettd det(A) # 0. O]
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8 KANNAT JA ORTOGONAALISUUS

8.1 Lineaarinen riippumattomuus

Lineaarinen riippumattomuus on oikeastaan jo médritelty, mutta kirjoitamme miéri-
telmét uudestaan tdhin kappaleeseen, jotta esitys olisi helpommin luettavissa. Lisidksi
otamme kiyttoon uuden tavan erotella ’joukot’, ’jonot’ ja ’systeemit’.

Vektorijoukolle, jossa on g vektoria kiytetddn merkintdd {u;,uo,...,u,}. Alkioiden
jarjestykselld ei nyt ole vilid, vaikka kdytdnnossd ne joudutaankin aina kirjoittamaan

johonkin jérjestykseen. Sama alkio ei toistu siistityssid vektori-luettelossa.

Vektorijonossa {u1,us,...,u,} vektoreiden jérjestys on listan mukainen ja sama vek-
tori voi esiintyd useamman kuin yhden kerran. Matematiikassa tyypillinen tapa merkité
Jjono kaarisulkeita kdyttden voisi nyt atheuttaa vadrinkésityksid. Siksi kdytdamme vekto-
rijonolle samaa merkintdd kuin vektorijoukolle!

Vektorisysteemissd {u,us,...,u,} voi sama vektori esiintyd useamman kuin yhden

kerran, mutta vektoreiden jdrjestykselld ei ole vilid. (Voidaan sanoa, ettd kaksi vekto-
risysteemid ovat samat, jos niiden luetteloista saadaan permutoimalla samat.)

Esimerkki 171 (1) Olkoon L = {a,b}, M = {a,a,b} ja N = {a,b,a}. Silloin vektori-
Joukkoina L = M = N; vektorijonoina M # N; mutta vektorisysteemeini M = N.

(2) a) Jos viisipdivdisen loman aikana tiskarijoukko on {Matti, Heikki, Ville}, niin nd-
md kolme henkilod siis tiskaavat.

b) Jos loman aikana tiskarijono on {Matti, Ville, Heikki, Ville, Ville}, niin luettelo ker-
too tasmiaillisesti tiskivuorojen jéirjestyksen.

c) Jos tiskarisysteemi on {Matti, Heikki, Ville, Ville, Ville}, niin kunkin osalta on tiedos-
sa miten monena pdivdind joutuu tiskaamaan, mutta jdrjestys on jdtetty auki.

Seuraavassa ldhes aina, kun puhumme vektorisysteemistd, joudumme kédytannossa ka-
sittelemiin vektorijonoa. Kun sanomme, ettd vektorisysteemilld on tietty ominaisuus,
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niin tarkoitamme, ettd kyseinen ominaisuus on vastaavan vektorijonon kaikilla permu-
taatioilla. (Siis "jdrjestykselld ei ole vilid™.)

Madiritelmiét annetaan taas yleisessd muodossa, mutta tirkeimmiit sovellukset koskevat
R"™:44.

Maééritelmé 172 L:n vektorisysteemi {uy,us,...,uq} on lineaarisesti riippuva, eli sidottu

(engl. linearly dependent), jos on olemassa reaaliluvut Ay, A2,. .., A, € R siten, ettd
Auy +lzu2+---+lquq =0

Ja ainakin yksi kertoimista eroaa nollasta (A # 0), jollakink =1,2,...,q.

Vektorisysteemi {uy,us, ..., u,} on lineaarisesti riippumaton, eli vapaa (engl. linearly

independent), jos se ei ole sidottu.

Maiiritelmasti seuraa valittomasti seuraavat tulokset:

Lause 173 Tarkastellaan vektorisysteemid {uy,uy, ... u,}.

(1) Jos jokin systeemin vektoreista on nollavektori, niin systeemi on sidottu.

(1b) Jos systeemi on vapaa, niin mikddn vektoreista ei ole nollavektori.

(2) Jos sama vektori esiintyy luettelossa kaksi kertaa, niin systeemi on sidottu.

(2b) Jos systeemi on vapaa, niin u; # w; aina, kun i # j.

(3) Jos jokin tarkasteltavan systeemin osasysteemi on sidottu, niin systeemi on sidottu.
(3b) Jos systeemi on vapaa, niin jokainen sen osasysteemi on vapaa.

Todistus.HT. N

Madritelmé 174 Olkoon {u;,us,...,u,} vektorijono ja olkoot Ay, 2, ..., A, € R" re-
aalilukuja. Lauseketta
AMuy+Auy +--- +7Lquq

sanomme lineaarikombinaatioksi vektoreista {uy,uz, ... uy} ja lukuja A;,A2,..., A,

sanomme lineaarikombinaation kertoimiksi. Jos kaikki kertoimet ovat nollia, Ay = A, =
cee = lq =0, niin sanomme, ettd lineaarikombinaatio on triviaali. Jos jokin kertoimista
eroaa nollasta, Ay # 0, niin sanomme, ettdi lineaarikombinaatio on ei-triviaali.
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Jos vektori a voidaan lausua summana
a = Aui+ur+ -+ Aguy,

niin sanomme, ettd a yoidaan lausua lineaarikombinaationa vektoreista {uy,uy, . .. uy}.

Jos edelld ainakin yksi kerroin eroaa nollasta, niin sanomme, ettd vektori a voidaan lau-
sua ei-triviaalina lineaarikombinaationa vektoreista {u,ua,. .., uy}.

Lause 175 Jos vektorisysteemi {uj,uy,...,u,} on lineaarisesti riippuva, niin jokin
systeemin vektoreista voidaan lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa muista sys-
teemin vektoreista.

Todistus. HT O

R":ssd liitimme vektorijonoon (-systeemiin) {V,V,...,V,} matriisin V, jonka k:s sa-
rake on jonon k:s vektori. Siis
(V) ek = V-

Jos d = MV + AxVp + - - - + AV, niin

M
VA =d, missi A = .
Aq
Naiilla merkinnéilld vektorisysteemin lineaarinen riippumattomuus voidaan luonnehtia
seuraavasti:
{V1,V2,...,V,} on vapaa (8.1)
& Vi= 0, jOs ja vain jos A =0 (8.2)
& ker(V) = {0} (8.3)

Seuraavassa lauseessa titid ideaa kehitetddn edelleen.

Lause 176 Tarkastellaan R" :n vektorisysteemid {V\,V,, . ..,V,} ja siihen liittyvdd mat-
riisia V. Silloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdviit

{V1,v2,...,Vy} onvapaa (8.4)
& ker(V) = {0} (8.5)
& ker(VTV) = {0} (8.6)
& det(VTV)#£0 (8.7)
& VTV on sddnnollinen (8.8)
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lcdsTegllcdsTeg?
Todistus. (8:4) & (8.5) seuraa suoraan maaritelmista.

457 4s7eg3 - -
BT EXE 67 Tow 4  ker(V), niin VI'Vii = VIO = 0. Siis ker(V) C ker(VIV).

Toisaalta olkoon i € ker(V7 V). Silloin

—

0= (VIVii|i) = (Vii|Vii) = Vii=0

Siis ker(VTV) C ker(V).

|cds7eqg3cdsTeqgd T lcds6thl lcdsothl
(8.6) & (8.7) Seuraa siitd, ettd V* V on neliomatriisi ja lauseesta (IT70) sivulla [T50.
lcds7egicdsTeqgb [th_detl0 |th_detl0

(877) = (8.8) Seuraa lauseesta (IlU4 Y sivualla [TOZ. O

EsimerkKi 177 Tutkitaan onko vektorijono {uy, 1,43} lineaarisesti riippumaton, kun

1 2 4
-3 0 1

Tutkitaan asia (1) "kyndlld ja paperilla” ja (2) "tietokonetta kdyttden”.

(1) Etsimme ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhiiilo Aiiy + Aaiin + Asits = 0 on tosi.
Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on vapaa.

Ryhdymme tyohon:

Al + 20 + 423 = 0
. ~ L= Ah — A3 =0
Ay + Aiir + Az3ii3 = 0 & 22 — )é 3 — 0
—-3M + A3 =0
1 2 410 -2 143 () 2 410
0 1 —-1]0 0 [1] -110 +5| -6
2 -1 0|0 — 0O -5 -8|0 —
-3 0 110 — 0O 6 120 —
(1) 2 4 0 (1) 2 4 0
0 (1) -1 {0 o (1) -1 10
0 0 [-13]|0 +18/13 0 0 (=13)]0
0 O 18 |0 — 0 O 0 0
S M= =A43=0

Siis vektorisysteemi on vapaa, eli lineaarisesti riippumaton.

cd4s/thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (II76) perusteella:
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> Uu=[102-3; 21-10; 4-101]"

U =
1 2

0 1 -1
2 -1

-3 0 1

>>

Koska siis det(UT U) # 0, niin vektorisysteemi on vapaa.

EsimerkKi 178 Otetaan vieldi esimerkki, jossa johtopdiditos on erilainen. Tutkitaan on-
ko vektorijono {i,u,, 3} lineaarisesti riippumaton, kun

1 -1
U = 2 ) Uy = 1 ) Uz = 8
-3 0 -9

(1) Etsimme taas ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhtdilé Aii; + Aaiks + Asiiz = 0 on
tosi. Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on
vapaa. Ryhdymme tyohon:

M + 2L - A =0
) . L A — 243 =0
Arid) + Ay + A3ii3 = 0 & 2 — A& + 83 =0
—34 - 9 =0
M 2 —1/0\|-2]+3 (1) 2 110
o1 =20 ~ |0 =20 gAS | =6
5 1 s loll o 0 -5 10 |0 || «
3 0 -9|0 — 0 6 —12]0 <
(1 2 110 _
0 (1) —2/0 M= 3a
~ 1o o ofo|Ty% = 2, ack
0 0 0|0 o=

Koska loytyy ei-triviaalit kertoimet, vektorisysteemi on sidottu, eli lineaarisesti riippu-
va.

cd4s/thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (II76) perusteella:
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> UuUu=1[102-3;21-10,; -1-228 -9]’

U =
1 2 -1

0 1 -2

2 -1 8

-3 0 -9

>>
Koska siis det(UTU) = 0, niin vektorisysteemi on sidottu.

Lause 179 Olkoon {V\,V,,...,V,)} lineaarisesti riippumaton R" :n vektorisysteemi. Jos
deR", d#0jad 1l vy, Yk=1,...,q, niin vektorisysteemi

{V1,2,...,Vy,d} on vapaa.
Todistus. Olkoon V se n x g-matriisi, jonka sarakkeina ovat vektorit vy,k = 1,...,q ja
olkoon W = (V|a) vastaava n x (g + 1)-matriisi, jonka viimeinen sarake on vektori d.

Oletuksesta @ # 0 seuraa, ettii ||@|| > Oja oletuksesta @ L ¥y, V¥ seuraa, etti V'@ = 0.
Nyt voimme laskea suoraan

viv|vla
-\ dv|da 6 ||a||2

wiw = (v]a) (v]a) :<

= det(WI'W) = |d@|>det(VIV)#£0
4s7thl
Siis lauseen (cl 7635 mukaan vektorijono {V},V,,...,V,,d} on vapaa. Ol

o c4s7thl c4s3tho6 ) . .
Yhdistamilld lause (| auseeseen ( saadaan seuraava tulos, jota mychemmin
pystymme vield parantamaan:

Lause 180 Jos {iiy, iy, ...,i,)} on lineaarisesti riippumaton R":n vektorisysteemi ja
M = span(iiy, i, . .., ly), niin
R'=MoM*-
lcds7thl lcds7thl |c4s3tho6 lc4s3tho

Seuraa suoraan lauseesta ([176) sivulla T53 ja Tauseesta (T49) sivulla T35. [l
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8.2 Kanta ja dimensio

Miiritelmi 181 Lineaariavaruuden L vektorijono F = {uy,us,...,us} on
lineaariavaruuden L kanta, jos

1. Jokainen L:n vektori a € L voidaan lausua lineaarikombinaationa jonon F vek-
foreista

a= [iuy + Uy +-- -+ Uglhy.

2. Jono F = {uy,uz,...,us} onvapaa.

Jos F = {ui,uy,...,u,} on kanta ja @ = iy + touy + --- + Uy, niin kertoimet
M1, U2, ..., Uy ovat vektorin a koordinaatit kannassa F'.

Koordinaateista muodostettua vektoria i = (U1, W, . - - ,,uq)T € RY sanomme
vektorin a koordinaattivektoriksi (kannassa F).

EsimerkKi 182 (1) Vektorijono {€),é,,...,é,} eli vektorit

1 0 0
. 0 . 1 . 0
€] = 3 € = . 3 y €n=

0 0 1

on R":n kanoninen kanta. Kantaa sanotaan kanoniseksi, koska silld on monta yksinker-

taista ominaisuutta: jokaisen kantavektorin normi on 1, kantavektorit ovat keskendidin
kohtisuorat.

(2) Jos lineaariavaruuden L vektorijono F = {u,uz,...,u,} on lineaarisesti riippu-
maton, niin se on virittimdnsa aliavaruuden M = span(uy,us, . .., uy) kanta.

Jos vektorijono F = {u;,us,...,u,} on lineaariavaruuden L kanta ja vektori @ € L on
miké tahansa L:n vektori, niin vektorin a koordinaatit kannassa F' ovat yksikdsitteiset.
Siis on olemassa yhdet ja vain yhdet koordinaatit. Jos nimittéin olisi olemassa kahdet
erilaiset koordinaatit

a = au+axly+---+agzly,

a = oqu;+opuy+---+oylg, jaag = oy jollakin k,
niin silloin olisi
(a1 —on)ur+(ar— )uy + -+ (ag — 0y )ug =0,  (ax—0y) #0

mikd on mahdotonta, koska kanta on vapaa.
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Lause 183 Vektorin koordinaatit kannassa ovat yksikdsitteiset.

Todistus. Perustelu edelli.

Lause 184 Olkoon L lineaariavaruus ja olkoon vektorijono F = {uy,uy, ..., u,} sen

kanta. Silloin identtinen kuvaus

id:L—La—a

ja kuvaus, joka kuvaa vektorin sen koordinaattivektorille kannassa F

vi i L— RY iy + fouy + -+ fgtty — (1, o, ., fg)”

ovat bijektiivisid lineaarikuvauksia.

Todistus. Olkoon a = o u; + Gty +- - - + Oyug, b = Bruy + Pour +-- -+ Pyug ja A € R.

Silloin
idla+b) = a+b=id(a)+id(b)
id(Aa) = Aa=Aid(a)
o+ fi o B
o+ B2 o B>
v;:(a+b) = : = . + . :Vp(a)+VF(b)
o+ By Oyg By
7LO£1
)uOCz
vr(La) = ) = Avr(a)
Aoy
Siis kumpikin kuvaus on lineaarinen. Kumpikin kuvaus on selvisti bijektio. LJ
Lause 185 Olkoon vektorijono F = {u,u,...,u,} lineaariavaruuden L kanta. Jos
G = {wi,wy,...,w;} on toinen lineaariavaruuden L kanta, niin

k=gq.

Toisin sanoen: Kaikissa mahdollisissa L:n kannoissa on sama mdicird kantavektoreita.
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Todistus. Seuraavassa kaaviossa kaikki kuvaukset ovat bijektiivisid lineaarikuvauksia.

id
L — L
v | Ve
R4 RF

Yhdistdmalld ndmi kuvaukset saamme bijektiivisen lineaarikuvauksen
vGoidovI?1 :RY — R

cd4s6th3 . ..
Tdmai on lauseen (T69) mukaan mahdollista vain, jos k = g. U

Koska lineaariavaruuden kannan kantavektoreiden lukuméiri on sama kaikilla kannoil-
la, voimme méiritelld seuraavasti.

Maaritelma 186 Jos lineaariavaruudella L on kanta, jossa on k kantavektoria, niin
sanomme, etti lineaariavaruuden L dimensio, dim(L), on k

Esimerkki 187 (/)

dim(R") =n
(2) Jos {u1,uy,...,u,} on lineaarisesti riippumaton vektorijono, niin
dim(span(u;,us,...,u;)) =q

Siis vapaan vektorijonon virittamdn aliavaruuden dimensio on sama kuin virittdjiensd
lukumdidird.

Kaikki tason vektorit voidaan lausua kahden {i, j} vektorin lineaarikombinaatioina, jo-
ten tason dimensio on 2. Toisaalta kolme tasovektoria muodostaa aina sidotun systee-
min. Yleisemmin: jos vektorijonossa on liikaa vektoreita, se ei voi olla vapaa.

Lause 188 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Tarkastellaan L:n vektorijonoa
F ={vi,v2,...,v,}. Jos ¢ > n = dim(L), niin vektorijono F on sidottu.

Todistus. (1) Todistetaan ensin se erikoistapaus, jossa L = R" ja F = {V|,V,,...,V,}.
Olkoon V se n x g-matriisi, jonka sarakkeina ovat jonon F' vektorit. Léhdemme nyt
etsimiin ei-triviaaleja kertoimia A; niin, ettd

11\71—|—12\72—|—---—|—Aq\7q:6

A

A
sV ,2:

A

ol
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Tdma on homogeeninen yhtédléryhmi, jonka kerroinmatriisissa V on n rivid ja g sara-
ketta. Koska sarakkeita on enemmén kuin rivejd, jid Gaussin algoritmin mukaisessa
ratkaisussa aina osa sarakkeista pivotoimatta, joten yhtdloryhmaélle 16ytyy ei-triviaaleja
ratkaisuja. Siis jono {Vi,V>,...,V,} on sidottu.

(2) Nyt palaamme alkuperiiseen viiteeseen. Koska L:n dimensio on n, on olemassa
kanta G = {uj,u,,...,u,}, jossa on n kantavektoria. Olkoon nyt v, = vg(v;) vektorin
v; koordinaattivektori kannassa G. Todistuksen alkuosan mukaan nyt on olemassa ei-
triviaalit kertoimet A; siten, etti

Vi =MV +)~2\72+“'+)«q\7q:6.

Silloin

q n
My +Aovy+ - -l-lqvq = Z)L,' Z ViU
i=1 k=1

= AM(viiur+voup+ -+ vy uy)
+A(vipuy +vooup + -+ vppuy)
+...
+Ag(Vightt +vagus + - -+ Vpglty)
= wi (vt +vizda +.. . vighy)
+ur (Vo1 A +vaada + .. vpgAy)
+...
+uty, (Vi M +vi2 Ao+ .. vagAyg)

= Z uk(Vﬁ,)k = 6
k=1

O

Lause 189 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Jos L:n vektorijono F = {v{,v,,...,v,}

on vapaa, niin se on L:n kanta.

Todistus. Kannan miéritelmin mukaan nyt riittdi osoittaa, ettd vektorijono virittdd L:n.
Olkoon sitd varten a mikd tahansa L:n vektori. Silloin jonossa {v{,vs,...,v,,a} on
“liian monta vektoria ollakseen vapaa”. Edellisen lauseen mukaan {v{,v,,...,v,,a}
on sidottu. Siis joku vektoreista voidaan lausua muiden lineaarikombinaationa. Siina
yhtilossd @ on mukana ja voidaan ratkaista F:n vektoreiden lineaarikombinaationa. []
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Lause 190 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Tarkastellaan L:n vektorijonoa

cd4s8th7b

F = {vi,va,...,v}. Jos q < n, ja vektorijono F on vapaa, niin on olemassa n— q
vektoriaa; € L,j=1,...,n— g siten, etti jono

{vi,va,...,vg,an,a0,...,a, 4}

on L:n kanta. (Sanomme, ettd vapaa jono {v1,va,...,v,}) on tiydennetty kannaksi vek-
toreilla {ay,ay,...,a,_4}.)

Todistus. Koska dim(L) = n, on lineaariavaruudella kanta G = {u;,us,...,u,}. Jokin
kannan G kantavektoreista u; ei ole lausuttavissa jonon {vi,v,,...,v,} vektoreiden
lineaarikombinaationa, muuten jono {v{,v,,...,v,} olisi L:n kanta, mikd on mahdo-
tonta, koska siind ei ole tarpeeksi vektoreita. Lisdtddan kantavektori u; vektorijonoon
viimeiseksi. Uusi tdydennetty vektorijono {v,va,...,v,, U} on vapaa ja siind on g+ 1
vektoria.

Toistamalla dskeistd menettelyd saamme lopulta tiydennetyn vektorijonon, joka on va-

paa ja jossa on n vektoria. Se on kanta. LJ
Lause 191 Olkoon F = {V1,V1,...,V,} vapaa jono lineaariavaruuden R" vektoreita.

Jos b € L on kohtisuorassa kaikkia Jonon vektoreita vastaan, niin tdydennetty jono
{V1,V2,...,Vy,b} onvapaa.

Todistus. Kysymys on nyt siitid voidaanko b lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa
jonon F vektoreista. Olkoon nyt
b= + A+ -+ Agi, = VA
Koska b on kohtisuorassa jonon vektoreita vastaan, on
0=V'5=VTVi

c4ds7thl
Lauseen (I76) mukaan timi on mahdollista vain, kun A; =4, =--- = ¢ = 0. Siis tédy-
dennetty jono on vapaa. U]
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c4s8th8| Lause 192 Tarkastellaan n-ulotteisen lineaariavaruuden R" vapaata vektorijonoa F =
{V1,V2,..., Yy} ja sen virittidmdd aliavaruutta M = span{V},V,,...,V,}. Jos g < n, niin
on olemassa n— q vektoria b; € M*,j=1,...,n—q siten, etti jono

G = {Vi,Va,...,Vg,b1,b2,...,by_4}

on L:n kanta ja jono
H — {b17b27‘ . ,bnfq}

on aliavaruuden ortogonaalikomplementin M~ kanta.
Erityisesti
dim(M) +dim(M"') =n

c4s8th7
Todistus. Lauseen (h'mstuksen konstruktio tapahtui vaiheittain siten, ettd joka as-
keleessa 'c04nsozotnhlliséit'a'an yksi vektori d;. Koska R” = M @ M on suora summa, joten
lauseen ( mukaan vektori d; voidaan yksikisitteiselld tavalla jakaa kahden vekto-
rin summaksi d; = &,ﬂ” -I-HkL siten, ettd Zi,y €M ja Zz’kL e M*. Asetetaan Ek =ad;.

c4s8th’b . . . . "
Lauseen mukaan tdydennetty joka on vapaa, ja toistamalla menettelyd saamme
tdaydennetyn jonon
G = {V1,%2,....90,d] G5 ..., Gy 4},

joka on vapaa ja siis R":n kanta.

Jono H = {Zz’ﬁ,ﬁj, O el q} on vapaan jonon osajonona myos vapaa. Jiljelld on endi
sen osoittaminen, ettd H virittda M- :n.
Olkoon i € M miki tahansa ortogonaalikomplementin vektori. My6s vektori & voi-

daan jakaa kahden komponentin summaksi

M

d=iM+it=0+1i

Jos siis vektori # kirjoitetaan kannassa G, saadaan

U= Wy + Uava+ -+ UgVg + Hgr1a1 + Hgy2dy + -+ Mndy,— g4

“\

—iM =0 =il =i
Koska jono F = {¥},V,,...,V,} on vapaa, on ensimmidisten koordinaattien oltava nollia,
M1 =My =---= gy =0.Siis
i € span(dj ,d; . ..,d,-,)

Kootaan joitakin aikasemmin todettuja tuloksia yhteen seuraavasti:
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Lause 193 Tarkastellaan R" :n vektorisysteemid {V1,V>,...,V,} ja siihen liittyvid mat-
riisia V.

(1) Jos q < n, niin systeemi on vapaa, jos ja vain jos det(VTV) # 0.

(2) Jos q = n, niin systeemi on vapaa, jos ja vain jos det(V) # 0.

(3) Jos q > n, niin systeemi on sidottu.

lcds7thl|cds7thl
Todistus. (1) Todistettiin lauseessa (176 sivu [153). (2) Kun =/ matrusl V on nelio-

matriisi, ja det(VI'V) = (det(V))2. (3) Todettiin lauseessa (I88$ O

Lopuksi tarkastelemme tirkedtd kysymystd siitd, miten vektorijonon virittdmélle ali-
avaruudelle saadaan kanta, jos virittdjdjono ei ole vapaa.

Olkoon ldhtokohtanamme R”:n vektorijono
F={Vi,,...,V}
ja uusi vektorijono, jossa alkutilanteessa on vain yksi vektori
G={V}.

Kiytdan alkuperdisen vektorijonon F' vektorit ldpi alkaen toisesta ja pdityen viimei-
seen siten, ettd jokaisen vektorin v, kohdalla tehdédin seuraava kostruktio:

Jos tutkittavaa vektoria v ei voi lausua sen edelld alkuperidisessd vektorijonossa ole-
vien vektorien lineaarikombinaationa (Vi ¢ span(Vy,...,Vx_1)), niin lisdtdén vektori v
uuteen jonoon G.

Kun kaikki alkuperidisen jonon vektorit on ndin kdyty ldpi, on uudessa jonossa G al-
kuperidisen jonon osajono. Tistd uudesta vektorijonosta sanomme, ettd se on saatu
karsimalla alkuperiinen jono vapaaksi.

Helpoin tapa tehdd karsiminen, on muodostaa vektorijonoa {V,Vs,...,V,} vastaava
matriisi V, ja tehdd matriisille Gaussin algoritmi mukaiset rivioperaatiot. Aina, kun
pivotointi jossakin sarakkeessa epdonnistuu, se johtuu siitd, ettd kyseinen sarake on
lausuttavissa edellisten sarakkeiden lineaarikombinaationa. Teemme siis siten, ettd Vek-
torijonosta poistetaan kaikki vektorit, joita vastaavassa V:n sarakkeessa pivotointi epa-
onnistui tai jdi tekemitta.
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Otamme ensin esimerkin, jotta menettely tulee varmasti ymmarrettya oikein.

Esimerkki 194 Karsimme vapaaksi vektorijonon

1 2 1 1 0
2 5 4 1 0

o [,{o], o], of,| 1
1 1 5 4 2

0 2 4 -2 —1

Muodostamme asiaankuuluvan matriisin ja ryhdymme pivotoimaan

M 21 1 0 =21 +1 () 2 1 1 O
2 54 1 0 — 0O [1] 2 -1 O -3 =2
O 00 0 1 ~ 0O 0 0 O 1
-1 15 -4 2 — 0O 3 6 -3 2 —
0 2 4 -2 -1 0O 2 4 -2 -1 —
() 2 1 1 O (H) 2 1 1 0
0 (1) 2 -1 0 0 (1) 2 -1 0
~ 0O 0 0 0 [1] =241 ~ 0O 0 0 0 (1
0O 0 0 O — O 0 0 o0 o
0O 0 0 0 -1 — O 0 0 o0 o

Siis kolmas ja neljds vektori karsitaan pois; jdljelle jddvdit ensimmdinen, toinen ja vii-
des vektori. Vapaaksi karsittu jono on

1 2 0
2 5 0
o |, lof,[ 1
1 1 2
0 2 -1

Lause 195 Olkoon
F = {171,\72,...,\7q}

R":n vektorijono ja olkoon
G= {vkl,vkz, N ,vkr}

jonosta F vapaaksi karsittu jono. Silloin G on vapaa ja virittid saman aliavaruuden
kuin F. Toisin sanoen G on aliavaruuden M = span(Vy,V,, . ..,V,) kanta.

Todistus. Jos G olisi sidottu, niin jokin G:n vektoreista voitaisiin lausua sitd edeltdvien
vektoreiden lineaarikombinaationa. Tami on mahdotonta, koska tillaiset vektorit on
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karsittu pois. Siis G on vapaa.
Olkoon toiseksi
d= Vi + taVo + -+ + HgVy

miké tahansa aliavaruuden M vektori. Kdymme termit ldpi alkaen viimeisestd. Jos vy
karsittiin jonosta pois, niin se voidaan korvata lineaarikombinaationa edeltdvistd vekto-
reista. Sijoitetaan timai lineaarikombinaatio vektorin vy paikalle ja sievennetédin lause-
ke. Jatketaan seuraavasta termistd. Nidin jatkaen 10ytyy lineaarikombinaatio, jossa on
vain karsitun jonon vektoreita. U

Esimerkki 196 Edellisessd esimerkissd
V3 = -3V, + 2\72, ja
Vg = V—ih
Siis
H1V1 + oV + U3V3 + UaVy + UsVs
= V1 + UaVh + U3V3 + Ua (Vo — V3) + UsVs
= V1 + (Lo + pa) V2 + (U3 — Ha) V3 + UsVs
v+ (2 + ta) Vo + (U3 — fa) (—3V1 +217) + UsVs
= (,Lll —3u3+ 3‘LL4)\71 + (Ilz +2U3 — ‘U4)\72 + UsVs € span{fﬁ,ﬁz, 175}

8.3 Matriisin sdadnnollisyysaste

Sec:MatRank|

Tissd kappaleessa tarkastelergme m X n-matriisia A. Merkitddn matriisin k:tta saraketta
in
vektorina dy. Kappaleessa (F.; ?7) madrittelimme matriisin sarakeavaruuden

coll(A) = span{dy,...,d,},
Jjoka on siis matriisin sarakkeiden virittima R":n aliavaruus, ja ytimen
null(A) = {X¥ € R" | A¥ = 0},

joka on R":n aliavaruus.

Madritelméa 197 m X n-matriisin A sdcdnnollisyysaste, eli rangi, rank(A), on matriisin

sarakeavaruuden dimensio
rank(A) = dim(coll(A))
Jja matriisin nulliteetti on sen ytimen dimensio

dim(null(A)).
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Nulliteetille emme ota kdyttoon mitdédn erityistd merkintdd. Kun késitettd tarvitaan, se
on luonnollista merkitd ytimen avulla. Rangia kdytetddn paljon, silli aiemmasta tie-
ddmme, ettd

n X n— nelidomatriisi A on sddannollinen

& rank(A) =n

Tidssd tapauksessa englanninkielinen kirjallisuus ei yleensid sano, ettd matriisi olisi
“regular”, vaan se sanoo, ettd matriisi on ”a matrix of full rank”.

Aiemmasta tiedimme, ettd rangi ja nulliteetti saadaan médaritettyd tekeméalld matriisille

Gaussin algoritmin mukaiset rivioperaatiot. Onnistuneiden pivotointien lukumiird on

rangi ja epéionnilst}lmeiden tai tek%m'att'a jadneiden pivotointien lukuméérd on nulliteetti
c4aS

. . esl cdsbesl
(vrt. esimerkki (T68) sivulla [T48). Siis

Lause 198 m x n -matriisille A on voimassa

rank(A) + dim(null(A)) = n

cds7thl
Todistus. Jos ydin on triviaali, niin lauseen (T76) mukaan matriisin sarakkeet muodos-
tavat vapaan systeemin ja lause on tosi.

Jos matriisin ydin ei ole triviaali, niin

col(AT)" = {FeR"|(|Z)=0,vZ € coll(A”)}
{JeR" | (7|A'%) =0,¥¥ e R"}
{y e R" [ (AY[X) = 0,Vx e R"}
= null(A) (8.9)
Kaava tarkoittaa nyt sitd, ettd ytimen kanta voidaan aina konstruoida. Transpoosin sa-

rakeavaruuden kanta saadaan karsimalla sarakkeista ja ortogonaalikomplementin (eli
. c4ds8thg8 .
ytimen) kanta saadaan lauseen (192) konstruktiolla.

Olkoon nyt vektorijono {BI,BZ, . ,Eq} ytimen kanta. Tdydennetdin tdmi jono R":n
. - 7 g — . csee e .. . C4S8th8 .
kannaksi {by,...,by,C1,...,Cr—q}. Kéytetdin tdssikin lauseen (T92) Konstruktiota.

Seuraavaksi osoitamme, ettd vektorijono {Ac,Ac>, . ..,Ac,—,} on aliavaruuden col(A)
kanta. Jos ndin on, niin dim(null(A)) = ¢ ja rank(A) = dim(col(A)) = n— g, joten



Vaasan yliopiston julkaisuja 167

lauseen viite on tosi.

Ensin osoitamme, ettd {Ac,A¢,,...,Ac,_,} Virittdd aliavaruuden col(A). Olkoon sitd
varten ¥ € R miki tahansa col(A):n vektori. Silloin on olemassa X € R”" siten, ettid

y=xid| +---+x,d, = AX.
Vektorilla X on yksikisitteinen esitys R”:n kannassa {Bl, . ,Bq, ClyvsCngq}
E= by +- -+ oy + g1+ + nlryg
Silloin koska ABk = 0, Vk, saamme

¥ o= A(by+- 4 tghg+ o114+ UnCn )
€ span{Ac|,Acs, ..., ACr 4}

Seuraavaksi osoitamme, ettd {Ac|,Ac,,...,AC,—4} on vapaa.

MAC| + LA +- -+ AnquEnfq = 6
= A()lel +1282+---+2,,,,q8n,q) :6
& M+ + -+ k,,,q(?n,q € null(A)

Nyt 18ytyy sellaiset kertoimet (g, ..., Uy, ettd

MCl+A+ - -|—l,,,q5n,q —[.1151 — —‘LLqBQ =0
(Viimeinen ekvivalenssi johtuu siiti, ettd jono {B Lyenns Eq, Cl,--.,Cnq} onkantana vapaa. )]

Lause 199 m x n -matriisille A on voimassa

rank(A) = rank(AT)

4s9eql 458th8
Todistus. Kaavan (8c.9si mukaan col(AT)L = null(A), joten lauseen (cl 97) mukaan
rank(A”) +dim(null(A)) =n
Edellisen lauseen mukaan

rank(A) + dim(null(A)) = n.
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Ratkaisemalla rangit kummastakin yhtédlostd saadaan

rank(A) = n—dim(null(A)) = rank(AT)

Siis m x n-matriisin sa@nnollisyysaste on korkeintaan pienempi luvuista m ja n. Ran-
gin laskeminen ei ole aina ongelmatonta. Ongelmat ovat numeerisia, eiké niihin puu-
tuta tissd kappaleessa. Singulaariarvo-hajoitelman avulla saamme numeerisesti hyvin
kayttokelpoisen tavan laskea sddnnollisyysaste. Toistaiseksi oletamme, ettd matriisin
saannollisyysaste tunnetaan tarvittaessa tarkasti.

8.4 Pseudoinverssi ja ortogonaaliprojektio

Olkoon m x n-matriisin A sdannollisyysaste n ja m > n. (rank(A) = n) Pohdimme (aina

vain) yhtdloryhmén B
AX=0b
ratkaisua. Ratkaisu on olemassa, jos
b € col(A)
& {al,az,...,a’n,z} on sidottu
& det((A]B)T(A|b) =0

Ratkaisun olemassaolo on siis helppo tarkistaa.

Jos kerroinmatriisin QR-hajotelma on tiedossa A = QR, niin yhtdloryhmailld Ax = bon
ratkaisu, jos ja vain jos yhtidloryhmalld

Rx=0"b=¢ (8.10)

on ratkaisu. Jos RHS:n m — n viimeisti koordinaattia ovat nollia, ¢, =--- = ¢, =0,
niin yhtdloryhmilld on yksikdsitteinen ratkaisu, joka saadaan yksinkertaisten palautu-
vien sijoitusten avulla.

Jos A olisi neliomatriisi, niin saisimme ratkaisun laskettua kdinteismatriisin avulla ¥ =
A~ 'b. Nyt kuitenkin kisinteismatriisia ei ole olemassa.
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Lause 200 Olkoon m x n-matriisin A sddnnéllisyysaste n ja m > n. Jos be col(A),
niin yhtdaloryhmdn

AY=bh
ratkaisu saadaan kertomalla RSH kerroinmatriisin pseudoinverssilli AT = (ATA) AT,
Siis
5.

>

X=

—

Todistus. Oletuksen mukaan on olemassa X siten, ettd AX = b. Nyt

ATh=[(ATA)'AT|AR =%

Pseudoinverssi QR-hajotelman avulla.
Jos m x n-matriisin A, jolle rank(A) = n, QR-hajotelma on

A=0R,
niin

(ATA) 1AT
((QR)"QR) '(QR)"
(R"R) 'R Q"

— R'QT

Pseudoinverssi singulaariarvohajotelman avulla.
Jos m x n-matriisin A, jolle rank(A) = n, singulaariarvohajotelma on

_ L\or
A_U<O>V,

niin

(v(3)v)

)
= [vzv7] (U(E)VT>T
= [v= VI (v(E 0)UT)
=v(z!o)u’
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8.4.1 Ortogonaaliprojektio

Olkoon m x n-matriisin A s#innéllisyysaste n. Oletamme, etti vektori ¥ = (y1,y2,...,y,)"
ei kuulu A:n sarakeavaruuteen

y & col(A) = span{d,da,...,d,}-
Asetamme tehtdviksi nyt etsid se sarakeavaruuden vektori X € col(A), jolla
1¥ =12

saa pienimmén mahdollisen arvon. Muutaman vilivaiheen kautta osoitamme, etti teh-
tavin ratkaisu on
¥=AA"Y.

Lause 201 Olkoon m x n-matriisin A sidnnéllisyysaste n. Jos X = AA'Y, niin

(X—9) L col(A).

Todistus.

ATE—7)=ATAATF— ATy =0=ATAATA) 'ATy—AT5=0

Lause 202 Olkoon m X n-matriisin A sidnnéllisyysaste n. Jos ¥ = AA'Y, niin X on
ldhinnd vektoria ¥ oleva sarakeavaruuden coll(A) vektori. Siis

=5 = (=7 + (F7)
ja (w—X) L (X—}¥). Silloin Pythagoran lauseen nojalla

IW=313 = [W—33+ %3

= W=yl > |¥=Y-
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8.5 Ortonormeerattu kanta, Gram-Schmidt

Tissd vaiheessa selvd perusongelma on vektorin koordinaattien laskeminen annetussa
kannassa. Olkoon F = {V|,V,...,V,} lineaariavaruuden L C R™ kanta ja V m X n-
matriisi, jonka sarakkeina ovat kantavektorit. Oletamme seuraavassa, ettd vektori d
kuuluu kannan virittimiédn aliavaruuteen. Vektorin @ koordinaatit ¢y, ..., Q,, ja niis-
td muodostettu koordinaattivektori & = (o1 ... 0,)7 toteuttavat yhtilot

v +ogvr+ -+ Oy = d
& Va=a. (8.11)

Koska kanta on vapaa, on rank(V') = n, ja koordinaattivektori voidaan kitevisti ratkais-
ta kaavalla

a=(Viv)'via (8.12)

Huomaa, ettd timd kaava antaa vidrin vastauksen, jos d ¢ col(V). Silloin ei nimit-
tdin koordenaatteja ole olemassa, mutta kaavasta sellaiset saadan laskettua. Ne ovat
coll(V):n ldhimpéni d:ta olevan vektorin koordinaatit.

Tarkastellaan ongelmaa hieman eri nikokulmasta. Lasketaan vektorin @ sisdtulot kan-
tavektoreiden kanssa.

{0V + 0V +- -+ Qi | Vi)
= oy (V1 [Vi) + (2 |Vi) +- -+ 0 (Vi [ Vi)

Jos nyt <‘7i | Vj> = 6l'j eli

\7[ 1 \7j, Vi 7&] ja (8~13)
Vil =1, Vi, (8.14)
niin
o; = (@] Vi)
eli
d={@|\vi)yvi+{@\vp o +---+{@\vim )vm (8.15)

Esit (%Ql%r%ﬂk'kt‘ - hel istaa. Esit Iivtettivissi vain ios ki
S1LYS . on sinkKertainen ja neé O MmMuistaa. £S1tyS on Kaytettavissa vain 10S Kay-
y y Lok o y y JOs Kay

tetty kanta toteuttaa ehdot (8.13,8.14). Annamme ehdot toteuttaville kannoille nimen,
jotta voimme jatkossa puhua niistd sujuvasti
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Miiritelmi 203 Lineaariavaruuden L vektorisysteemi {v{,vs,...,v,} on
ortogonaalinen, jos systeemin vektorit ovat pareittain kohtisuorassa keskendicn,

i7éj2>V,'J_Vj.

Jos lisdksi
[vil| = {vilvi) =1, Vi=1,...,n,

niin systeemi on ortonormaali (ortonormeerattu).

Laksut usein yksinkertaistuvat, kun kéytetty kanta on ortonormitettu. Koulukurssista
tutut vektorit i = (1,0,0)7, j = (0,1,0)7 ja k = (0,0,1)” muodostavat R3:n kannan
F = {i, ], k}. Toisaalta mys jono G = {2i,2],2k} on R3:n kanta. Jos vektorin & koor-
dinaatit kannassa F ovat (1 1 1)7, niin sen koordinaatit kannassa G ovat (0.50.50.5)7 .
Nyt on selvii, ettei vektorin pituutta voi laskea suoraan koordinaateista ilman jonkin-
laista tietoa koordinaatteihin liittyvéstd kannasta. Ortonormaalisuus riittda.

Lause 204 (Pythagoraan lauseen yleistys) Olkoon L reaalinen lineaariavaruus, jos-
sa on mddritelty sisdtulo, ja olkoon vektorijono F = {v{,v,...,v,} sen ortonormaali
kanta. Jos

a = avit+avr+---+agvy, ja
b = bvi+byvo+---+byv,,
niin

(alb) = aibi+axby+---+ayb,

2 5 )
HaH = <a|a>:a1+a2+...+aq'

Todistus. Suora lasku. O

Siis vektorin pituus ja kahden vektorin kohtisuoruus voidaan tutkia suoraan koordinaat-
tien avulla, JOS KANTA ON ORTONORMITETTU.

Seuraavaksi kuvailemme Gram-Schmidt -algoritmin, jonka avulla saamme aina muu-
tettua R":n aliavaruuden kannan ortonormeeratuksi. Oletamme, ettd vektorijono
{¥1,%2,...,V,} on vapaa eli aliavaruuden M = span{Vi,,,...,V,} kanta. Muodostam-
me M:lle uuden kannan {El by, ... ,Bq} seuraavasti.



Vaasan yliopiston julkaisuja 173

Gram-Schmidt:
(1) Ensin asetamme

51 = _——V|. (8.16)
V1l
(2) Toiseksi asetamme
d, = vh—(h|bi )b (8.17)
- 1
by = =—a. (8.18)
ezl
(3) Kolmanneksi asetamme
dy = V3— (V3|by )b — (¥3]by)bs (8.19)
- 1
by = ——ds. (8.20)
a5 |

(4...q) k:s kantavektori saadaan asettamalla

k—1
d = Vi— Y, (V|bj)b; (8.21)
j=1
— 1 -
by, = —dy. (8.22)
Gl
Lause 205 Olkoon F = {V|,V»,...,V,} vapaa jono R":n vektoreita, eli virizfz‘c'igu‘z‘sn—1
rom
%éi Sali7avaruuden M = span{Vy,v1,...,V,} kanta. Gram-Schmidt -menetelmcilld (8.16-
rom - = -
.22) muodostettu vektorijono G = {by,b,...,by} on M:n ortonormaali kanta.
Todistus. Vektorit V,...,V, ovat selvisti yksikkovektoreita, kunhan mikéén g ei ole

nollavektori. Riittdd siis osoittaa, ettd jono {d,,ds,...,d,} on vapaa ja ortogonaalinen.

Tehdéin induktiotarkastelu:
Induktion l#ht6kohta: jono {d;} on vapaa ja ortogonaalinen.

Induktio-oletus: jono {d,...,d;_;} on vapaa ja ortogonaalinen.

Induktioviite: jono {dj,...,d;} on vapaa ja ortogonaalinen.

Induktiotodistus: Jos pystymme osoittamaan, etti cz’k g_t }le’,?kl)(aikilla s=1,...,k—1,niin
cas

jono {djy,...,dy, } on ortogonaalinen ja lauseen (T9T) mukaan vapaa.
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GrSmo6 GrSm7
Yhtilot §21)ja 823) Voidaan tiivistid yhdeksi yhtloksi
k—1 .
ak:Vk—Zijaj, Pkj = <q_|f_>
L rla)

Induktio-oletuksen mukaan kaikilla s < k on

k—1
(dxldy) = <vk—2pkja’j
=1
k—1
= <Vk|as>—Zij (djldy)

J
j=1
=0, kun j#s
= <‘7k|‘_is> _pks<c_l)s |c-is>
=0

~
~

Gram-Schmidt -menettely on késin laskettaessa raskas. Se onkin enemmén teoreettinen
asia, kuin kdytdnnollinen tyokalu.

Lause 206 Jos R":n aliavaruudessa M on nollavektorin liséiksi muitakin vektoreita,
niin aliavaruudella on ortonormeerattu kanta.

Todistus. Olkoon d € R”" ja d # 0. Silloin jono {d} on vapaa jono, jonka voimme tiy-
dentdd R™:n kannaksi. Tdma kanta voidaan edelleen ortonormeerata Gram-Schmidt -
menetelmalli. U

Esimerkki 207 Tarkastellaan R :n vektoreita v = (1,0,2,—1,3)T, ¥, = (3,1,—1,2,0)T
javy=1(0,1,3,5,— 1)T. Muodostetaan néiiden vektoreiden virittdmdn aliavaruuden or-
tonormeerattu kanta Matlabilla seuraavasti.

> vl = [1 0 2 -1 31";
> v2 = [3 1 -1 2 0]";
> v3 = [0 1 35 -11";
>> bl = vl/norm(vl)
bl =

0.2582

0
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0.5164
-0.2582
0.7746

>> a2
>> b2
b2 =

v2 — (v2’' xbl)*xbl;
a2/norm(a2)

0.7936
0.2588
-0.2243
0.5003
0.0518

>> a3 = v3 — (v3'xbl)+xbl - (v3'xb2) xb2;
>> b3
b3 =
-0.2637
0.0842
0.6624
0.6847
-0.1255

a3/norm(a3)

>> %Tarkistuksia
>> bl’ *b2

ans =
-2.7756e-017

>> bl’ xb3
ans =
-8.3267e-017

>> b2’ *b3
ans =
1.1102e-016

>> norm (bl)
ans =
1

>> norm (b2)

ans =
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>> norm(b3)
ans =

1
>>

8.6 Ortogonaaliset matriisit, QR-hajoitelma

Mairitelmi 208 Neliomatriisi a on ortogonaalinen, jos

A1 =AT,

Miiritelmé on haméédvin yksinkertainen. Seuraava lause kertoo paremmin misté oikein
on kysymys.

Lause 209 Olkoon A neliomatriisi. Silloin seuraavat kolme ominaisuutta ovat yhtdpi-
tavdt:

(1) A on ortogonaalinen.
(2) A:n sarakkeet muodostavat ortonormeeratun systeemin.

(3) A:n rivit muodostavat ortonormeeratun systeemin.

Todistus. Ensin osoitetaan, ettd (1):std seuraa (2) ja (3).

(1) & A 1=AT
- ATA = 1T = (2
AAT =1
Toiseksi osoitamme, ettd (2):sta seuraa (1). Oletamme siis, ettd A on neliomatriisi, jon-

ka sarakkeet muodostavat ortonormeeratun systeemin. Silloin A”A = I, joten det(A) #
0. Siis A on sddnnollinen eli silld on kddnteismatriisi. Nyt

AAT = AATAA ' =1
=1
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Kolmanneksi osoitamme, etti (3):sta seuraa (1)

(3)A:lle & (2)AT:lle

= (1)AT:1le

o (AT)fl — (AT)T

s (A HT=A

& Al=AT

< (1)A:lle

O

Lause 210 Olkoon n x n-matriisi A ortogonaalinen ja b,¢ € R
(1) Jos b L& niin Ab 1 AG.
(2) |AB]l2 = |Bll>
(3) Jos R":n vektorijono {uy,i, ..., iy} on R":n ortonormitettu kanta, niin vektorijo-

no {Aii,,Au,...,Al,} on myds ortonormitettu kanta.

(Verbaalisti: Ortonormaalilla matriisilla kertominen sdilyttéd kohtisuoruuden ja 2-
normin.)

Todistus. HT. Ul

Lause 211 n x n-matriisi A, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat (siis
rank(A) = n), voidaan aina kirjoittaa muotoon

A=OR,

missd Q on ortogonaalinen n X n-matriisi ja R on n x n-yldkolmiomatriisi (r;; = 0, kun
i > j), jonka ldvistdjdalkiot ovat nollasta eroavat.

Todistus. Matriisin A sarakevektorit {d,d,,...,d,} muodostavat vapaan jonon, jo-

ten voimme ortonormeerata sen Gram-Schmidt -menetelmaélla 'O%OI%Si {gl ; SZIZ7 ceesGn}-
rom rom

Kirjoitamme uudelleen Gram-Schmidt -menetelmén yhtélot (8.21) ja (8.22) tidhén ti-

lanteeseen kuuluvin merkinndin.

k—1

G = dv— Y (d3;)d; (8.23)
j=1

— 1 -

gr = (8.24)
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Yhtilot voidaan yhdistii seuraavasti
k
=Y rjidj (8.25)
J=1

jary # 0, Vk. Voimme lisiksi asettaa rj; = 0, kun j > k. Edellinen yhtild pitia kirjoit-
taa jokaiselle k:n arvolle. Siis n yhtdlod. Namé kaikki yhtdlot saadaan koottua siistiin
pakettiin kirjoittamalla seuraava matriisiyhtdlo

i ri2 o rin
0 rp -+ r

(@ o @) = (¢ . ¢)| . . 7 (8.26)
0O O T'nn

O

. . .o ee] oo Re n-'-- .e . .e
Todistus on valmis, mutta koska on olemassa vaara, etti yhtilo (%.Zé & jad ymmairtimét-
td, kirjoitamme sen auki poikkeuksellisen perusteellisesti

rie Fi2 s Fig
— — — — 0 r22 T r2n
(a an ) = (g1 - @) . T . ]
0 0 - 1y
al a2 -0 din q11 412 " {qin rny riz 0 I
ay axp -+ Ay q21 922 - Qo 0 rn - ry
= . . ) = .
apl 4dp2 -+ Aupp dnl 92 ' Y4mn 0 (O
Laskemalla matriisikertolasku RHS:ssa saadaan
al rqii
. azy 11921 R
a = ) = . =r1141
anl r114n1
an ri2qi1 +1r22412
. az» r12921 + 122422 . -
2= : = : =Tr1241 + 1292
an2 r129n1 + 122922

.. .. lc4s1lGrSmegn |,
ja niin edelleen yhtilon (8:25) mukaisesti.

| cd4s11GrSmec
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QR-hajoitelman olemassaolo perusteltiin edelld Gram-Schmidt algoritmin avulla. QR-
hajoitelmaa ei kidytidnnossd kannata laskea Gram-Schmidt -algoritmilla, vaan siihen tar-
koitukseen on olemassa numeerisesti luotettavampia menetelmii, joita emme nyt késit-
tele. (Ns. Housholderin transformaatiot. ks Kiveld: *Matriisilasku ja Lineaarialgebra’
ss. 123-127.)

Esimerkki 212 Jos kdytettivissd on Matlab-ohjelma, niin voimme pyytdd QR-hajoitelman
vksinkertaisella komennolla. Matriisin

A O W=

—_ NN
W N = O
— = O

OR-hajoitelma saadaan seuraavasti:

> A=[1201; 3210; 0121,; 4-131]
A =

1 2 0 1
3 2 1 0
0 1 2 1
4 -1 3 1
>> [Q,R]=qgr (A)
Q =
-0.1961 -0.6026 0.1407 -0.7606
-0.5883 -0.5022 0.2272 0.5916
0 -0.3264 -0.9414 0.0845
-0.7845 0.5273 -0.2056 -0.2535
R =
-5.0990 -0.7845 -2.9417 -0.9806
0 -3.0634 0.4269 -0.4018
0 0 -2.2724 -1.0064
0 0 0 -0.9297
>>

QR-hajoitelma voidaan muodostaa myds m x n-matriisille, jos m > n ja rank(A) = n.
Sama konstruktio kuin edelld, johtaa m X n matriisiin Q; ja n X n-yldkolmiomatriisiin
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R siten, ettd matriisin Q, sarakkeet muodostavat ortonormeeratun systeemin, Rj:n
diagonaalialkiot eroavat nollasta ja

A - QIRI'

Koska matriisin Q; sarakevektorit {¢1,4>,...,4,} muodostavat vapaan jonon, se Voi-
daan tdydentdd R":n kannaksi ja sen jidlkeen ortonormeerata. Ndin saadaan uusi vekto-
rijono {qG1,G2,---,Gn,Wi,---,Wm—n}, jossa ensimmdiset vektorit ovat Q:n sarakkeet ja
loput vektorit ovat uusia. Niistd koottu matriisi

0=(0,|W)

on ortogonaalinen m x m-matriisi. Tdydennetdin edelld saatua R; matriisia lisidmailla
sithen m — n nollarivid alimmiksi riveiksi. Saatu matriisi

R
#= (%)
on m X n matriisi, jossa diagonaalin alapuolella on vain nollia. Nyt

OR— (0, |W) () QiR =4

Esimerkki 213 Matriisin

1 2
3 2
A= 0 1
4 —1
OR-hajoitelma saadaan seuraavasti:
> A =[12,; 32 ; 01; 4 -1]
A =
1 2
3 2
0
4 -1
>> [Q,R] = gr(a)
Q =
-0.1961 -0.6026 -0.0039 -0.7735
-0.5883 -0.5022 -0.3283 0.5421
0 -0.3264 0.9116 0.2498

-0.7845 0.5273 0.2472 -0.2132
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R =
-5.0990 -0.7845
0 -3.0634
0 0
0 0
>>

Matlabin komento on my0s mahdollista antaa muodossa, jossa lisdykset jad pois

>> [Q/R] = CII(ArO)

0 =
-0.1961 -0.6026
-0.5883 -0.5022

0 -0.3264
-0.7845 0.5273

R =

-5.0990 -0.7845
0 -3.0634
>>

Nyt siis saimme Q;:n ja R;:n

8.7 Lineaarikuvauksen matriisi

Tiassd kappaleesa oletamme, ettd L ja M ovat direllisulotteisia lineaariavaruuksia. Ol-
koon F = {v{,v;,...,v,} lineaariavaruuden L kanta ja olkoon G = {w;,wy,... ., w,}
lineaariavaruuden M kanta. (Toisin sanoen dim(L) = n ja dim(M) = m.)

Jokaisella L:n vektorilla x on yksikisitteiset koordinaatit (xy,xs,...,x,) kannassa F
siten, ettd
X=X1V] +XoV2 + ..., +X,V;

Vastaavasti jokaisella M:n vektorilla y on yksikisitteiset koordinaatit (yi,y2,...,ym)
kannassa G siten, ettd
Y= iwi+tyw2+ ..., +ynWn
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Olkoon f : L — M on lineaarikuvaus. Jos tunnemme kantavektoreiden v; kuvat, niin
koko kuvaus tunnetaan tiaydellisesti. Olkoon nimittdin

f(V,') =a| w1 +ariwy+ - +amiw,,, kaikillai=1,2,....n

Jos nyty = f(x), niin

Yy = yiwrtywa+...,+yaWn
flxvi+xva+...,4x,vn)
x1f(v1) +x2f(v2) + ..., 4% f (Vn)
= xl(anw]+a21wz+---—l—am1wm)
+x2(aipwi +apywy + -+ + apowyy,)

Xn (alnwl + adipWw? +--- +amnwm)

Vertaamalla ensimmdisen ja viimeisen lausekkeen kertoimia keskenifin, niemme, etti

1 aiy arp -0 Aip X1

Y2 B ay dzp -+ dp b %)

Ym aml Am2 - Amn Xn
<~ )_;G = A)?F

Muotoilemme edellisen lauseeksi:

Lause 214 Olkoon f : L — M lineaarikuvaus. Jos F = {v{,v,,...,v,} on lineaaria-
varuuden L kanta, ja G = {wy,wy,..., Wy} on lineaariavaruuden M kanta, niin on
olemassa kantoihin F ja G ja lineaarikuvaukseen f liittyvd m x n-matriisi A siten, ettd
seuraava pitdd paikkansa:

Josx € Lja f(x) =y € M, niin
Yo = AXF,

missd Yg on y:n koordinaattivektori kannassa G ja Xg on x:n koordinaattivektori kan-
nassa F. (Matriisin A k:s sarake on vektorin f(vy) koordinaattivektori kannassa G.)[]
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Esimerkki 215 Olkoon Py korkeintaan astetta 4 olevien polynomifunktioiden lineaa-
riavaruus. Kantana voimme kdyttdd viisikkoa

{17x7x27x37x4}

Derivaattakuvauksen
D:Py— Py, p(x) — p'(x)

matriisi on nyt

01000
00200
Ap=]1 00 0 3 0
0 0O0O04
000O00O0

Esimerkki 216 Tarkastellaan toiseksi matriisin

1 2
A= 2 -1
2 2

mddirddmdid lineaarikuvausta f : R> — R3, f4 (%) = AX. Jos varustamme lihto- ja maa-
liavaruudet luonnollisilla kannoilla

) = 1))}

niin kuvauksen fa matriisi on A itse.

-
p—

Toisaalta on hyvin luonnollista rajoittaa kuvauksen maaliavaruus aliavaruuteen M =
col(A) = span(dy,d,). Nyt kuvauksen fy : R> — M, f1(X) = A% maaliavaruuden kan-
naksi on luonnollista valita vapaa vektorijono

1 2
H={( 2], -1
2 2

Tdlld kanta-valinnalla kuvauksen f matriisi on

1 0
)

Kolmanneksi siirrymme ortonormitettuihin koordinaatteihin. F on ortonormitettu, mut-
ta H ei ole. Ortonormitamme vektorijonon H. Muodostetaan vastaava matriisi H ja sen
OR-hajoitelma
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H =
1 2
2 -1
2 2
>> [Q1,R1] = gr(H,O0)
0l =
-0.3333 0.5788
-0.6667 -0.7029
-0.6667 0.4134
R1 =
-3.0000 -1.3333
0 2.6874
>>

Siis uusi ortonormitettu maaliavaruuden kanta on

—0.3333 0.5788
H) = —0.6667 |, —0.7029
—0.6667 0.4134

Mdidritdmme nyt kuvauksen matriisin tdlld kanta valinnalla.
— — 1 —
fle) = aa-oiri( g )-om
- - 0 S
fl&) = Aa=0\Ri| | |=Ci%

Jja kuvauksen matriisi on tdlld kanta-valinnalla

-3 —1.3333
Af_Rl_( 0 2.6874 >

Tarkeinti on nyt muistaa, etti kuvauksen matriisi riippuu valituista 1dhto ja maa-
liavaruuden kannoista!
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8.8 Kannan vaihto

Tarkastellaan kahta n-ulotteisen lineaariavaruuden L kantaa E = {ey, e, ...,e,} ja E=
{e1,8,,...,&,}. Kannan E kantavektorit voidaan lausua yksikdsitteiselld tavalla kan-
nassa £

e, = ajé + ayé + ... + ayéy

e, = apeé + apé + ... + apé,

e, = apue, + ayeé + ... + apeé,

Huomaa, ettd indeksointi on nyt tehty erikoisesti. Edelldoleva on helpointa muistaa

seuraavasti
ET=ATET & E=EA.

Olkoon nyt u# lineaariavaruuden L vektori, jolla on eri kannoissa esitykset

u = xie;+xey+---+x,e, ja

u = X +ixeé+---+x,6,.

Silloin

j=1
= xi(ap & +anér+---+ane,)
+x2(ane) +aneér+---+apeé,)

+Xxp (alnél +az,ér+--- +annén>

n n n
u = ) xjej=73 x| ) ae
j=1 k=1

= (a11x1 +apxy+--- —|—a1,lxn)él
(ax1x1 + apoxp + -+ + aonxn) &2
+...

(anlxl + ap2Xn +-- 4 annxn)én

Viimeisestd muodosta voimme lukea koordinaatit hatullisessa kannassa. Siis

X1 = auxy + apx2 + ... + aiXa
X = ayx1 + apxy + ... + ayXn
X, = aux; + apx + ... + agx,

Merkitsemme seuraavasti.
Kannat:
E=(e e - e ), ja E=(2& & - &)
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Vektorin u koordinaattivektorit kannoissa:
X1

'x2 . —
X = , missd u = ExX=x1e;+---+xze,

, missi u =EX=1x1;+---+1e,

=l
Il

Nailla merkinn6illa saamme tuloksen.

Lause 217 Jos E = {e|,e,...,e,} ja E = {&1,é,,...,&,} ovat kaksi lineaariavaruu-
den L kantaa ja jos ET = ATET (eli E = EA), niin vektorin koordinaatit toteuttavat
yhtdlot

ol
|

AX
A*l

=l
|
>l

Esimerkki 218 Olkoon E = {e|,e,,e3} ja E = {&,,&,,e3} kaksi lineaariavaruuden
kantaa siten, ettd

e, = e + 26 — 3e;
e, = e + e eli
e; = e + e3
el 1 2 -3 e
= ) = 11 0 e
e; 01 1 e;

a) Laskemme vektorin u = 2e, + 3e, — &3 koordinaatit hatuttomassa kannassa.
b) Laskemme vektorin v = 4e| — 2e; + e3 koordinaatit hatullisessa kannassa.

> A=[1 2 -3 ; 110 ; 011]"
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v =
4
-2
1
>> u = inv (A) xuhat
u =
0.5000
1.5000
0.5000

>> vhat = Axv

vhat =
2
7
-11
Siis

u = 2e;+3e;—e3=0.5e +1.5e;+0.5e3
v = 4dei—2e,+e3=2e+7e;—11e3

Lause 219 Kahden ortonormitetun kannan vilinen kannanvaihto-matriisi on ortogo-
naalinen.

Todistus. Jos
ej=ajjer+ajer+--+ayey,  Vj,

niin ortonormitusten perusteella

5,']‘ = <e,~|ej> =aialj+aiaxj+ -+ apianj :5i-ﬁj
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Seuraavaksi mietimme, miten kannan vaihto vaikuttaa lineaarikuvauksen matriisiin.
Olkoon f : L — L lineaarikuvaus, jossa 1dhto- ja maaliavaruudet ovat sama lineaariava-
ruus L. Olkoon kannassa E kuvauksen matriisi M. Jos f(x) =y, niin

y = MX.
Jos E on toinen kanta siten, etti kantojen vilinen kannanvaihto-matriisi on AT, niin

E=FAja
J=AMA~'X
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O OMINAISARVOTEHTAVA

9.1 Kompleksinen lineaariavaruus

9.1.1 Kompleksiluvut

Pian tulemme tarvitsemaan kompleksisen lineaariavaruuden alkeita. Tétd varten kiym-
me ldpi kompleksilukujen alkeet. Asiasta on oma kurssi, joten nyt toteamme asioita
vain sen verran, ettd saamme tidssd kurssissa tarvittavat asiat esitettya.

Kompleksilukujen lukupariesitys. Kompleksiluvut voidaan esittdéd lukupareina
C={(xy) [xyeR}
joiden joukossa on médritelty yhteen- ja kertolasku seuraavasti

(1,0 F(x2,32) = (x14+x2,51 +32) 9.1
(x1,y1)%(x2,y2) = (x1x2 —y1y2,x1y2 +x2)1) 9.2)

Kolmikko (C, 4, %) on kunta (ks. sivu 102). Kunnassa laskeminen on helppoa, kunhan
kopleksilukujen esittiminen saadaan helpoksi seuraavalla merkinnnall&.

Kompleksilukujen esitys imagindiriyksikon avulla. Sovimme seuraavan lyhennys-
merkinnin

(0,1) =gy i= imaginiiriyksikko
(1,0) =def 1
— (x,y) = x+iy

Imaginédriyksikon tirkein ominaisuus, on

Taman ialkeen kompleksﬂuvullla laskeminen sujuu automaattisesti oikein. Laskusiin-
us C erto

not (I9 1) ja (9.2) saavat nyt esityksen

(x1+iy) + (2 +iv2) = xi+x2+i(y1+y2)
(x1 +iy1) (2 +iy2) = xix+ixyys +ixay; +2y1y2
= (xpx2 —y1y2) +i(x1y2 +x2y1)
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Miiéritelmi 220 Kompleksiluvun z = x + iy € C reaaliosa on

Rez =x.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C imaginaariosa on

Imz=y.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C liittoluku on

7 =x—iy.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C moduli on
2| = V2 +y? =2z

Kompleksiluvun 7 = x+ iy € C argumentti on

= arean ()
argz = arctan | — ).
X

Kompleksitaso. Kompleksiluku z = x + iy “’sijoitetaan” xy-tasoon pisteeseen (x,y). Jos
nyt r = |z| ja ¢ = arg z, niin suoraan kuvasta nahddin, ettd r on pisteen etiisyys origosta
ja a on pisteen paikkavektorin ja x-akselin vilinen kulma. Silloin

Imz

Z=x-+1iy

Rez

X=rcosq@ ja y=rsinx
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9.1.2 Kompleksiset vektorit ja matriisit

Kompleksiset vektorit C" ja matriisit médritellddn nyt kaavioiksi, joihin on sijoitettu
kompleksilukuja. Suora lasku osoittaa, ettd viisikko (C",C,+,*,0) on kompleksiker-
toiminen lineaariavaruus.

Muutama asia pitdd madritelld uudelleen.

Mééritelmé 221 (1) Matriisin A = (a;;) kompleksikonjugaatti on matriisi

(Jokainen kaavion luku siis konjugoidaan.)
(2) m x n-matriisin A hermitoitu matriisi on

AH — (A*)T

(Matriisi siis konjugoidaan ja transponoidaan.)

(3) Kahden kompleksisen vektorin 7 € C" jaw € C" sisdtulo mddritellddn kaavalla

(Z|W)=zZiwi+Zwa+ -+ 2w, =20W

Tehdyt médritelmét eivdt muuta aiemmin tehtyjd reaalisten vektoreiden ja matriisien
vastaavia madritelmid. Jos nimittdin kaaviossa on vain reaalilukuja, niin herminointi
palautuu transponoinniksi.

Kompleksisten vektorien ja matriisien tapauksessa erdéin aiemmat kaavat saavat uuden
asun. Seuraavat kaavat ovat suoria seuraksia tehdyistd médritelmisti, joten emme esiti
niille erillisid todistuksia.

(AP = A 9.3)
(A+B)Y = AY +BY (9.4)
(AAH = LAf (9.5)
(AB)Y = BI"AY (9.6)
(Z|w) (w[z)" 9.7)
(AZ|W) = A7(Z|w) (9.8)
(Z|AW) = A(Z|W) (9.9)
(AZ|w) = (ZIA'W) (9.10)
(AZ|w) = (Z|A"Ww) (9.11)

I = VER =P tal+ ot lmlPeR  ©.12)
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Maaritelma 222 Neliomatriisi A on

symmetrinen, jos

hermiittinen, jos

ortogonaalinen, jos

unitaarinen, jos

0.2 Matriisin ominaisarvot

9.2.1 Perusmddiritelmaét

Vaasan yliopiston julkaisuja

A=AT,
A=A"
Al =A"
Al =A%

192

Tissd kappaleessa oletamme skalaarit, vektorit ja matriisit kompleksisiksi. Vaikka ldh-

tokohta olisikin reaalinen matriisi, niin laskujen aikana saattaa tulla esiin kompleksilu-
kuja ja me nyt hyvidksymme sen. Tdmai helpottaa asian tarkastelua suuresti.

Seuraavaksi tarkastelemme teknistd ongelmaa, joka on yksinkertaisissa tapauksissaan

mahdollista ratkaista suoraan laskemalla. Ensin opimme ratkaisemaan ominaisarvoteh-

tavin helpossa tapauksessa. Myohemmin opimme lisdéd ratkaisun ominaisuuksista, ja

niistd ehdoista joilla ratkaisu on olemassa.

Miisiritelmi 223 Olkoot A n x n-matriisi, X € R*,X¥ # 0 vektori ja A € R reaaliluku.

Jos

AX=A

—

X,

(9.13)

niin sanomme, ettii A on matriisin A ominaisarvo (engl. eigenvalue) ja vektori X on

ominaisarvoon A liittyvii matriisin A ominaisvektori (engl. eigenvector).

Jos A on matriisin A ominaisarvo, niin homogeenisella yhtidloryhmallad

(A—ADX=0

on ei-triviaali ratkaisuu. Tdmé on mahdollista vain jos

det(A—AI)=0
ajl—A  ap
ar) —}L

ani

anl

arp

ain
az

App — A

(9.14)

(9.15)

eigveceq
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Ominaisarvotehtévin ratkaisu tehddén (n+ 1):ssd vaiheessa:
(1) Ensin ratkaistaan ominaisarvot karakteristisesta yhtalosti

det(A — AT) = 0. (9.16)

Karakteristinen yhtdlo on A:n suhteen astetta n oleva yhtilo, joten silld on korkeintaan
n juurta (ominaisarvoa).

(2) Jokaista karakteristisen yhtdlon juurta (ominaisarvoa) A kohti ratkaistaan vastaava
ominaisvektori homogeenisesta yhtdloryhmasti

AX = AX. 9.17)

Esimerkki 224 Ratkaise matriisin

\9}

A:

o |

(S
o W N
DO

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo:

det(A—AI)=0

2—4 2 0
& | -1 3-2 2 |=0

0 2 2-A

GO NP BT R B
& 2-1M)[B-1)2-1)-2-2]-2[-1-(2—A)—0-2]=0
& 2-M)A*=52+2]+22-1)=0
& 2-1)(A*=51+4)=0
& 2-2)=0tai (A*—51+4)=0
= )Ll:l, )LQZZ, 13:4
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(2) Ominaisarvoa Ay = 1 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtiloryhmdistdi

0 X1 X1
2 X2 =1- X2
2 X3 X3

’_/h"_/h"_/A’_/H/_\Ei

=
+
L
N

I

=)
*

& —Xx1 + 2x + 2x3 = 0 | «
20 + x3 =0
(x1) + 2x =0
& + [dx] + 203 = 0] —1/2
2, 4+ x3 =0 —
()Cl) +  2x =0 — X1 = —2x
& + (4x) + 2x3 = 0 —x3=—2x
0 =0
Siis
—2a
X= a ,a € R.
—2a

Yleensii vektori valitaan niin, etti sen pituus on yksi. Siis (—2a)* +a*+ (=2a)* =1,
josta ratkeaa a = 1/3. Siis lopullinen ominaisarvoon Ay = 1 liittyvi ominaisvektori on

~2/3
f=| 173
~2/3

(3) Ominaisarvoa A, = 2 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtiloryhmdistdi

AX = X
2 20 X1 X1
-~ -1 3 2 X2 =2 X2
0 2 2 X3 X3
2x1 + 2x = 2x
= —X] 4+ 3% 4+ 2x3 = 2x
2% + 2x3 = 2x3
2)62 =0 — Xy = 0
= —x1 + x + 2x3 = 0 — X1 = 2x3
2)62 =0
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Siis
2b
X= 0 |,beR.
b
Vektori valitaan taas niin, etti sen pituus on yksi. Siis (2b)> +0? + (b)?> = 1, josta
ratkeaa b =1/ V/5. Siis lopullinen ominaisarvoon Ay = 2 liittyvii ominaisvektori on

2/V/5
0
1/v5

—

Xy =

(4) Ominaisarvoa A3 = 4 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtiloryhmdistdi

AX = 43X
2 2 0 X1 X1
- -1 3 2 X2 =4 X2
0 2 2 X3 X3
2x1 + 2x = 4x
& —Xx1 4+ 3% + 2x3 = 4xp
2% + 2x3 = 4dxj
[—le] + 2x = 0 —1/2
And —x1 — x2 4+ 2x3 = 0| <«
2x2 — ZX3 =0
(—2)61) + 2x7 =0
& [—2x] 4+ 2x3 = 0 | +1
2)C2 — 2X3 = 0| «
(=2x1) + 2x = 0 — X1 =X
& (=2x3) + 2x3 = O —S X3 =X
0 =0
Siis
C
X=|c |,ceR
C

Vektori valitaan taas niin, ettd sen pituus on yksi. Siis ¢ + ¢* 4+ ¢* = 1, josta ratkeaa
c=1/ /3. Siis lopullinen ominaisarvoon A3 = 4 liittyvii ominaisvektori on

1/v/3
5= 1/V3
1/V/3

Vastauksena omgelmaan voimme siis luetella ominaisarvot ja niihin liittyviit ominais-
vektorit
—-2/3 2/V5 1/v3
M=1%=| 1/3 |,jal=2%= 0 Jjads=43%=1| 1/V/3
~-2/3 1/V/5 1/V/3
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Saman matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit saadaan Matlabin komennolla
[V,D] = eigs (A) seuraavasti:

> A =[220; -1 32 ,; 02 2]

A =
2 2 0
-1 3 2
0 2 2

>> [V,D] = eigs (A)

VvV =
0.5774 -0.8944 0.6667
0.5774 -0.0000 -0.3333
0.5774 -0.4472 0.6667
D =
4.0000 0 0
0 2.0000 0
0 0 1.0000
>>

Siis matriisin V sarakkeet ovat ominaisvektoreita ja diagonaalimatriisin D diagonaa-
lialkiot ovat vastaavat ominaisarvot.

On melko tavallista, ettd karakteristisella yhtédlolla on kompleksisia juuria. Nama juuret
ovat myds ominaisarvoja ja niitd vastaavat ominaisvektorit ovat yleensda myos komplek-
sisia. Kompleksisen esimerkin laskeminen késin on melko tyoléds tehtivi, joten tyy-
dymme nyt tietokoneella laskettuun esimerkkiin.

Esimerkki225 >> A = [2 2 0 ; -1 3 2 ; 0 2 -1]

A =
2 2 0
-1 3 2
0 2 -1

>> [V,D] = eigs (A)

0.8165 0.8165 0.1851
0.3585 - 0.37111 0.3585 + 0.37111 -0.3476
0.2178 - 0.14031 0.2178 + 0.14031 0.9192
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D =
2.8782 - 0.90891 0 0
0 2.8782 + 0.9089i 0
0 0 -1.7563
>>

Edellisen esimerkin matriisi ei ndyttinyt hankalalta, mutta silti ominaisarvot ja omi-
naisvektorit ovat kompleksiset. Tédssd vaiheessa helposti tulee epitoivoinen tunne siité,
ettd asia on liian mutkikas.

Jotta epitoivo ei ahdistaisi toteamme kaksi tulosta, jotka perustelemme pian:

(1) Symmetrisen matriisin (A7 = A) ominaisarvot ovat reaaliset.

(2) Ns. normaalin matriisin (ATA = AAT) ominaisvektoreista voidaan muodostaa R":n
kanta.

Useissa sovelluksissa tarkasteltava matriisi on symmetrinen, ja tiedimme siis, ettd omi-
naisarvot eivit ole kompleksisia.

Kun karakteristisen yhtélon, det(A — AI) = 0, kaikki termit vieddsn vasemmalle puolel-
le yhtil6d, niin sinne syntyy karakteristinen polynomi P(A). Karakteristinen polynomi
voidaan aina my0s saattaa tulomuotoon

P(A) = det(A—Al)
(=1)"A" 40 A" o (9.18)
= (1A =A)P (A=A (A=A, (9.19)

Jos matriisin karakteristinen polynomi on muotoa (9.19), niin sanomme, etti ominai-
sarvon A; algebrallinen kertaluku on k;. Kompleksianalyysin kurssilla opimme, etti
kertalukujen summa on ky +ky +--- +k, = n.

C™:n lineaarinen aliavaruus ker(A — A1) sisiltdd kaikki ominaisarvoon A; liittyvét omi-
naisvektorit ja nollavektorin (joka ei ole ominaisvektori). Tdmén aliavaruuden dimen-
siota

p(Aj) =dimker(A—A;I) > 1

sanomme ominaisarvon A; geometriseksi kertaluvuksi. Geometrinen kertaluku kertoo,
miten monta lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria voidaan liittid ominaisarvoon

A
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Normaalisti matriisin ominaisarvojen algebralliset- ja geometriset kertaluvut yhtyvit.
Jos ndin ei tapahdu, niin sanomme, ettd matriisi on defektiivinen. Defektiivisten mat-
riisien tutkiminen ylittdd timén peruskurssin tavoitteet. Termi mainitaan tédssd, jotta
opiskelija osaa alkaa etsid lisdtietoa kirjallisuudesta, jos laskentaohjelma antaa termin
osana virheilmoitusta.

c4sl5es3| EsimerkKi 226 Tutkitaan matriisin

2 00
M= 0 3 1
013
Ominaisarvot ja ominaisvektorit.
(1) Karakteristinen yhtdlo saa muodon
2—A2 0 0
dettM—AI) =0 < 0 3-1 1 =0
0 | 3—4
3—4 1
& (2-1) . 3217 0
& 2-1)((B-A1)3B-21)—-1)=0
e (A=2A—4)=0

Siis ominaisarvon A = 2 algebrallinen kertaluku on 2, ja ominaisarvon A, = 4 algeb-
rallinen kertaluku on 1.
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(2) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon Ay = 2 liittyviit ominaisvektorit.

Mx =A%

2 00 X1 X1
= 0 3 1 X2 =2 X2

01 3 X3 X3

2x1 = 2x
= 3xp + x3 = 2x

X2 + 3x3 = 2x3
0 =0 — X1 = vapaa
= x» + x3 = 0 —X) = —X3
X + x3 = 0

X1 = X1
-~ X2 = —X3

X3 = X3

X1 1 0
= b %) =X 0 +x3 —1

X3 0 1

Siis ominaisarvon Ay = 2 geometrinen kertaluku on 2 ja ominaisvektorien virittdjiksi
voidaan valita

1 0
=01, ja %= -1/V2
0 1/v/2

(3) Seuraavaksi mdciritiimme ominaisarvoon A, = 4 liittyviit ominaisvektorit.

Mx = A%
2 00 X1 X1
-~ 0 3 1 b)) =4. X2
01 3 X3 X3
le = 4)61
& 3xg + x3 = 4xp
X2 + 3x3 = 4dx3
—2)C1 =0 — X1 = 0
A —x + x3 =0 — X2 = X3

X 4+ —x3 = 0

Ominaisvektoriksi voidaan valita

0
HB=| 1/V2
1/v2

=
oY)
|

Sama matlabilla:
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M =
2 0 0
0 3 1
0 1 3

>> [V,D] = eigs (M)

V =
0 0 1.0000
0.7071 -0.7071 0
0.7071 0.7071 0
D =
4 0 0
2 0
0 0 2
>>

c4sl5es4| EsimerkKi 227 Tutkitaan matriisin

o
p—

0=

SO N
DN = =
o

Ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo saa muodon

24 1 0
det(Q-AN=0 < | 0 1-2 —1 |=0
0 24—

S R
s 2-M)((1=2)(E-1)+2)=0
& (A=22%A1-3)=0

Siis ominaisarvon Ay = 2 algebrallinen kertaluku on 2, ja ominaisarvon Ay = 3 geo-
metrinen kertaluku on 1.
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(2) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon Ay = 2 liittyviit ominaisvektorit.

0% — M, %
21 0 X1 X1
-~ 01 -1 X2 =2 X2
02 4 X3 X3
2x1 + x = 2x
-~ X2 — x3 = 2x
2% + 4dx3 = 2x3
X2 = 0| +1
A —x — x3 = 0|«
2% + 2x3 = 0
X =0 — X1 = vapaa
= — x3 =0 —xp=x3=0
2x0 4+ 2x3 = 0
1
-~ )?1 = 0
0

Siis ominaisarvon Ay =2 geometrinen kertaluku on 1.

(3) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon Ay = 3 liittyviit ominaisvektorit.

OF = Mo
2 1 0 X1 X1
-~ 01 —1 b %) =3 X2
02 4 X3 X3
2x1 + x = 3x
VRN X2 — x3 = 3x
2x2 4+ 4dxz3 = 3x3
—Xx1 + x2 =0
= — 2% — x3 = 0 |+1
2x + x3 = 0| «
—X1 + X =0 — X1 =X
-~ — 2% — x3 = 0 —x3=—2X
0 =20

Ominaisvektoriksi voidaan valita

1/v/6
L=\ 1/V6
_2/\/6

201

Koska ensimmdiisen ominaisarvon algebrallinen kertaluku on 2 ja geometrinen kerta-

luku on 1, on matriisi defektiivinen.
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> Q= [210; 01 0 2 4]
Q =
2 1 0
0 1 -1
0 2 4
>> [V,D] = eigs(Q)
VvV =
0.4082 1.0000 1.0000
0.4082 -0.0000 0
-0.8165 0.0000 0
D =
3 0 0
0 2 0
0 0 2
>>

202

Defektiivisyys paljastuu nyt siitd, ettd tuloksena saadut ominisvektorit eivit muodosta

vapaata systeemid, silld

>> det (V' %V)
ans =

4.6259e-017
>>

Ominaisarvoihin ja ominaisvektoreihin palaamme takaisin, mutta ensin toteamme joi-

takin uusia asioita.

9.2.2 Geometrinen tulkinta helpossa tapauksessa

Edelld on annettu vain tekninen mééritelmé, joka saattaa joskus johtaa kompleksisiin
ominaisarvoihin ja ominaisvektoreihin. Jotta asiasta saisi nyt konkreettisen hyodylli-
sen mielikuvan, oletamme tidssé alakappaleessa, ettd n x n-matriisilla A on n erisuurta
reaalista ominaisarvoa Ay, A,,...,A,. Timi yksinkertaistaa kovasti tarkastelua ja antaa

mahdollisuuden nidhdi, mitd merkitystd ominaisarvoilla on.
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Lause 228 Olkoon A n X n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat reaaliset. Matriisin A

~4s15theigbase | ominaisvektorit muodostavat R":n kannan, jos ja vain jos A ei ole defektiivinen.

Todistus. Jos A on defektiivinen, niin lineaarisesti riippumattomien ominaisvek-
torien lukumiird on pienempi kuin n, joten ominiasvektorit eivit voi virittdd R":4a.

Oletetaan seuraavaksi, ettd A ei ole defektiivinen. Luetellaan matriisin ominai-
sarvot suuruusjirjestyksessd A; > A, > --- > A, siten, ettid jokainen ominaisarvo tois-
tuu luettelossa kertalukunsa mukaisesti. Olkoot {Xi,...,X, }, vastaavat ominaisvektorit.
Koska A ei ole defektiivinen, voidaan samaan ominaisarvoon liittyvidt ominaisvektorit
valita vapaiksi.

Ominaisarvoon A; liittyvd ominaisvektori {X; } muodostaa vapaan systeemin. Oletam-

me seuraavaksi, ettd ominaisarvoihin (A1, A2,...,A,_1) liittyvit ominaisvektorit {X1,...,X,1}
muodostavat vapaan systeemin. Osoitamme seuraavaksi, ettd ominaisarvoihin (11, 4,...,4,)
liittyvit ominaisvektorit {X{,...,X,_1,X,} muodostavat vapaan systeemin. oletamme

sitd varten, ettd
X1 + o Xp + -+ UpXp = 0. (9.20)

Oletamme, ettd k viimeistd ominaisvektoria liittyvit samaan ominaisarvoon (A, 41 =

Xy Xy & Ly 1y k= —Hp k1 Xp k1 = HpXp = d ©.21)

. .o .. .. . .. . ... leigbasel
missi vektori @ on ominaisarvoon A, liittyvd ominaisvektori. Kertomalla yhtilo (|9.2(I )
puolittain vasemmalta A:lla saadaan

A X 4 U Ao + -+ -+ Uy Ay i X = Apd, (9.22)

eigbaselkigbase?
Yhdistdmalld (H 21)ja (9.22) saadaan

MY B\ . Mo\, =
ul <1—Tl>x1+uz<1—f>xz+---+upk<1— : k>xpk=0.
P p P

Tdméa on mahdollista vain, jos yy = tp = -+ = W, = 0. Siis d = 0, miki edelleen on
mahdollista vain, jos i, 1 = U,_12 = -+ = Hp = 0. Olemme siis osoittaneet, ettd

Induktioaskel on valmis, ja lauseen todistus saadaan induktiolla p:n suhteen. U]
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Lause 229 Jos n x n-matriisilla A on n erisuurta reaalista ominaisarvoa Ay, Az, ..., Ay,
niin vastaavista ominaisvektoreista muodostettu jono {X\,X2,...,X,} on vapaa ja siis
4s15threalbase| R":n kanta.

Todistus. Suora seuraus edellisesti. L

—

Tarkastellaan kuvausta f : R" — R", i — Au. Kun kidytamme R":n kantana ominais-
vektoreista muodostettua kantaa, niin jokainen vektori voidaan lausua kannassa

i =i X1 + upXo + -+ + UnXp
ja vektorin kuva on vastaavasti

fd) = Aid=A(uX] +updo+ -+ upXy)
= wyMX] FusloXo + - Fu A%y,

joten kuvauksen matriisi on

M 0 0

0 A 0
= :

0 O A

Geometrinen tulkinta on nyt siis se, ettd kun vektori lausutaan kantavektoreiden lineaa-
rikombinaationa, se jaetaan kantavektoreiden suuntaisiin komponentteihin. Kerrottaes-
sa matriisilla A jokainen komponentti tulee kerrottua vastaavalla ominaisarvolla. Jos
|A;| > 1, niin komponentti venyy, jos |A;| < 1, niin komponentti kutistuu.

9.2.3 Ominaisarvohajoitelma

Merkitsemme X:114 matriisia, jonka sarakkeina ovat matriisin A ominaisvektorit ja
D:114 disgonaalimatriisia, jonka diagonaalilla ovat matriisin A ominaisarvot. Jos nyt
matriisin A ominaisvektorit muodostavat ortonormitetun systeemin, niin

A=XDX". (9.23)
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cigsyshaj
Kaavan (9:23) perusteluksi riittid osoittaa, ettdi XDX'X; = A;%; = AX; kaikilla j =
1,2,...,n. Tdmai taas on suora lasku, silld

X'% = ¢
=DX'X; = Dé;j=Ajé;
T—ﬂ _ . —)._ '—).
= XDX'X; = A;Xé;=AX]

Ominaisarvohajoitelman avulla on helppo perustella joitakin tuloksia.

Lause 230 Jos neliomatriiseilla A ja B ovat samat ominaisvektorit ja ominaisvektorit
muodostavat ortonormitetun jonon, niin

AB =BA

eli matriisit kommutoivat.

Todistus. Merkitidin A:n ominaisarvoista muodostettua diagonaalimatriisia Dy4:lla ja
vastaavasti B:n ominaisarvoista muodostettua diagonaalimatriisia Dp:lla. Diagonaali-
matriisit kommutoivat, joten

AB = XD,X'XDgX" =XD,DgX" = XDpDsX"
= XDpX"XDsX" =BA

. -
Matriisin potenssit on nyt helppo laskea kéyttden hajoitelmaa (|9e.12(§§si: =

A? = AA=XDX"xDxT
A2 0 - 0

2
_xpxr-x| 020 |
0 0 - A2
a = xpxt—x| ° M0 g
0 0 - A"

Lause 231 (Cayley-Hamilton) Olkoon neliomatriisilla A ominaisarvohajoitelma A =
XDXT, missii ominaisvektoreista muodostettu matriisi on ortogonaalinen. Matriisi A
toteuttaa oman karakteristisen yhtdilonsd.



Vaasan yliopiston julkaisuja 206

Todistus.

P(A) = P(XDX")=XxP(D)X"

PAM) 0 - 0
0 P(A 0
_ oy . (.2) . | X" —0
0 0 P(h,)

9.3 Similaarisuus ja matriisin diagonalisointi

Sec:MatSim|

Maaritelma 232 Neliomatriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa sddnnollinen

matriisi T siten, etti
A=T 'BT.

Matriisia T sanomme similariteettimuunnosmatriisiksi ja muunnosta B — T~'BT sa-

nomme similariteettimuunnokseksi.

Jos similariteettimuunnosmatriisi on unitaarinen, sanomme ettd matriisit ovat
unitaarisimilaariset, eli

A=THBT

Lause 233 Jos matriisit A ja B ovat similaariset, A= T BT, niin

(1) matriiseilla on sama karakteristinen polynomi,
(2) matriiseilla on samat ominaisarvot
(3) jos X on A:n ominaisvektori, niin TX on vastaava B:n ominaisvektori.

Todistus. (1)

Py(A) = det(A—AI) =det(T '(B—ADT)
= det(T ")det(B— AI)det(T)
= det(B—AI) = Py(1)

(2) Seuraa suoraan edellisesti.

(3)
B(TX) =T(T 'BT)i=TAXx=TAX=A(TX)
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Mairitelmai 234 n x n-matriisin A jdlki (trace) on sen diagonaalialkioiden summa

tr(A) = a1 +axn+-+am

Lause 235
tr(AB) = tr(BA)

Todistus. Suora lasku osoittaa, etti

tr(AB) = (AB)|1+ (AB)xn+ -+ (AB)un
= (anbi1+apby +---+aibn)
+(az21b12 +azxbyn + -+ +axby)
+- -+ (@n1b1n+ anpban + - + aunbun)
= (bria11 +broaz +---+bipan)
+(b21a12 +baan + -+ +byan)
+ -+ (bu1@in + bp2aon + - - - + bunnn)
= (BA)11+ (BA)x+---+ (BA),, = tr(BA)

O]
Lause 236 Similaarisilla matriiseilla on samat jdljet.
Todistus. Olkoon A = T~ 'BT. Silloin
tr(A) = tr(T 'BT) = tr(BTT ') = tr(B)
O]

Jos herdd kysymys siitd, ovatko kaksi annettua matriisia similaariset keskenién, niin
ensin kannattaa laskea matriisien jéljet ja verrata niitd. Jos jéljet eivit ole samat, niin
matriisit eivit voi olla similaariset.

Merkitéddn jatkossa diagonaalista matriisia merkinnélla

A 0 - 0
0 A --- 0 .
N : = diag(A1,42,...,A4)
0 0 - A,
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Mairitelma 237 Neliomatriisi A on diagonalisoituva, jos se on similaarinen jonkin

diagonaalimatriisin D kanssa, eli

D =T 'AT.

Jos kuvauksen f : R" — R”" matriisi on diagonalisoituva, niin sopivalla kannan vaih-
dolla saadaan kuvauksen matriisi diagonaaliseksi. Tdmi saattaa ratkaisevalla tavalla
helpottaa kuvauksen tarkastelua. Seuraavassa esimerkki.

Esimerkki 238 Tarkastellaan differentiaaliyhtdloryhmdid

X (1) = 3xi(t) — 0.5x(r) — 0.5x3(1)
xh(t) = 0.5x2(¢) + 1.5x3(1)
Xg(l‘) = 1.5x() + 0.5x3(f)

Jéitetdiiin jatkossa monessa kohdassa ”(t)” pois. Tdamd yksinkertaistaa lausekkeita ja
saa ne helpommin luettaviksi. Nyt siis

dx; /dt 3 -05 -05 X1
dxo/dt | = 0 05 1.5 X2 (9.24)
dxs /dt 0 1.5 05 X3
Merkitsemme nyt
X1 93 dx; /dt 3 -05 -05
X= b %) , d—: dXQ/dl‘ , A= 0 05 1.5
X3 ! dxs /dt 0 1.5 05
dyryh
Voimme siis nyt kirjoittaa yhtdlon (9. ]ZrZ) Hitiotoon
dx
T AX
dt
Kerroinmatriisi on diagonalisoituva, silld
D=T 'AT,
kun
30 0 1 1 0 1 =05 -0.5
D=[02 o0 |, T=(01 1 |, T '={0 05 05
00 —1 01 -1 0 05 -05

Nyt muodostamme uudet funktiot, jotka ovat lineaarikombinaatioita alkuperdisistd:

wi(t) = xi(t) — 05x(r) — 0.5x3(¢)
Wz(t) = O.SXQ(I) + 0.5x3(t)
W3(t) = O.SXQ(I) — 0.5)63(1‘)

& w=Tlx



c4sl6thdiagl|
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Nyt suora lasku osoittaa, ettd w-funktiot toteuttavat hyvin yksinkertaiset differentiaa-
liyhtdlot

dwi/dt = dr/dt — 0.5dx/dt — 0.5dxs/dt
dw,/df = 0.5dxy/dr + 0.5dxz/dr
dws/df = 0.5dxp/dt — 0.5dx3/dt
dWl/dl‘ dz

& | dwy/de :T*ld—:Tfle’:T*IAm:Dw
dws /dt !
dW]/dt 30 0 Wi

= sz/dl‘ = 02 O \1%)
dW3/dt 0 0 -1 w3
dWl/dI = 3W1(Z‘)

= sz/dI = 2W2(l‘)
dW3/dt = —W3(l‘)

Tdmdn ryhmdn ratkaisufunktiot voidaan kirjoittaa suoraan

wi(t) Cre*
w= Wz(t) = C262t s
ws(1) Cse !
ja lopulta
x1(¢) 11 0 Ce¥ C1e¥ +Cre?
Y= x@ J=Tw=[ 0 1 1 Ce? | = G +Cie!
x3(1) 01 —1 Cie ! Cre? —Cse !

Lause 239 Olkoon A n X n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat reaaliset. Matriisi A on
diagonalisoituva, jos ja vain jos A ei ole defektiivinen.

Todistus. Olkoon
D =diag(Ay,...,A,) =T 'AT.
Nyt
TD=AT.

Edellisen yhtilon LHS:n k:s sarake on A;7,; ja RHS:n k:s sarake on Af,. Siis T:n sa-
rakkeet ovat matriisin A ominaisvektorit. Koska T’ on sddnnéllinen sen rangi on n, joten
A:n ominaisvektorit muodostavat vapaan systeemin. Siis A ei ole defektiivinen.
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lc4ds15theigbase
[<=] Olkoon A ei-defektiivinen. Silloin lauseen (228) mukaan matriisilla A on n omi-

naisvektoria, jotka muodostavat vapaan systeemin. Tehd4in ominaisvektoreista matrii-
si T ja ominaisarvoista diagonaalimatriisi D = diag(A,4,,. .., 4,). Silloin vastaavasti
kuin edella

TD = AT
—D = T 'AT.

Lause 240 Jos n x n-matriisilla A on n erisuurta reaalista ominaisarvoa, niin matriisi
on diagonalisoituva

|c4sl5threalbase, lcdslothdiagl
Todistus. Lauseen (229) mukaan matfriisi ei ole defektiivinen jolloin lauseen (239) mu-
kaan se on diagonalisoituva. U

9.4  Schurin muoto ja normaalit matriisit

Sec:MatSchur|

Tiassd kappaleessa esitimme todistukset vain tapauksessa, jossa matriisin ominaisar-
vot ovat reaaliset. Todistukset on mahdollista yleistdd kompleksisten ominaisarvojen
tapaukseen (Ks. Kiveld: ”Matriisilasku ja Lineaarialgebra” sivut 176-178).

Lause 241 Olkoot Ay, Ay, ..., A, reaalisen n X n-matriisin A ominaisarvot. On olemas-
sa unitaarimatriisi M siten, ettdi

MPAM — ’IJ b
0O c )’

thschurl| missd matriisin C ominaisarvot ovat Ay, . .., A,.

Todistus. Olkoon X ominaisarvoon A, liittyvd normitettu ominaisvektori

(ts. XI'X = 1). Oletamme nyt, ettd A; on reaalinen. (Kompleksinen tapaus ks. Kiveld:
“Matriisilasku ja Lineaarialgebra” sivut 176-178.) Tdydennetddn yhden vektorin sys-
teemi {X} ortonormeeratuksi kannaksi {X,V{,V,...,V,_}. Muodostetaan niistd vek-
toreista (sarakkeisiin sijoittamalla) matriisi

M=(x V),



Vaasan yliopiston julkaisuja 211

joka on sarakkeiden ortonormeerauksen perusteella unitaarinen. Edelleen ortonormee-
rauksen takia V7 ¥ = 0. Siis

WAM - <zT >A(z V>:<55TA55 )‘c’TAV>

vT VIiAx VTAV
A AV
(6 c >—G

Koska matriisit A ja G ovat similaariset, niilld on samat karakteristiset polynomit. Siis
PA(A) = P6(A) = (M — A)Fc(A)

ja C:n ominaisarvot ovat A, ..., A,. O

Lause 242 n x n-matriisi A on unitaarisimilaarinen yldkolmiomatriisin kanssa.

M w2 w3 - Uy
0 A w3 -+ upy
MiaM=| 0 0 A3 - u
0O O 0 - A

Ylikolmiomatriisin ldvistdjdalkiot ovat A:n ominaisarvot.

Todistus.Tehdiin induktio z:n suhteen.

Kun n = 1, viite on tosi, koska 1 x 1-matriisi on valmiiksi yldkolmiomatriisi.

Oletamme seuraavaksi, ettid viite og togi, klun n =k — 1 ja osoitamme sen silloin olevan
scnur

tosi myos, kun n = n. Lauseen ( mukaan on olemassa unitaarinen k X k-matriisi
M, siten, ettd
AobT
MTAM, = 7
1 O Cl )
missd A; on matriisin A ominaisarvo ja matriisin C ominaisarvot ovat ovat A, A3, ..., A;.
Induktio-oletuksen mukaan on olemassa unitaarinen (k — 1) x (k— 1)-matriisi M5 siten,
ettd
H
C - M2 ClM2
on yldkolmiomatriisi, jonka ldvistdjdalkiot ovat Ay, A3, ..., 4. Nyt matriisi

1 07
M:M -
1(0 M2>
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on unitaarinen ja

— H —
1 0f 1 0of
MIAM = (M| = AM. | S
(5w ) @0 (5 a )
— H —
1 07 - 1 o
- (2 MIAM, | -
<OM2> ! 1<0M2>
_(16T>H<xl BT><16T>
0 M, 0 C 0 M,
A A b'M,
O\ 0 MY 0 C\M,
_</11 ETM2>
- 0 C

U

lc4s15esl1cd4s15¢Als15esdcds1bdePs15esIcdslbespidslbesd

Es
nqsﬂgkgé€%3 Ekunerkkunz(uz4‘wvull95) (225 sivu 1196), (226 sivu 198) ja (227
sivu IZUU) matriisien Schurin muodot ovat

>> help schur
SCHUR Schur decomposition.

[U,T] = SCHUR(X) produces a quasitriangular Schur matrix T and
a unitary matrix U so that X = UxT*U’ and U’ U = EYE(SIZE (U)).

X must be square.
T = SCHUR (X) returns just the Schur matrix T.

If X is complex, the complex Schur form is returned in matrix T.
The complex Schur form is upper triangular with the eigenvalues

of X on the diagonal.

If X is real, two different decompositions are available.
SCHUR (X, "real’) has the real eigenvalues on the diagonal and the
complex eigenvalues in 2-by-2 blocks on the diagonal.
SCHUR (X, ' complex’) 1s triangular and is complex if X has complex
eigenvalues. SCHUR(X,’real’) is the default.

See RSF2CSF to convert from Real to Complex Schur form.

Ic4dsl5eskdslbesl

ESunerkkz(uz4‘wvuI195)
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>> A=[2 2 0 ,; -1 3 2 ; 0 2 2]

A =
2 2 0

-1 3 2

0 2 2

>> [U,T] = schur(d)

U =
0.5774 -0.7071 -0.4082
0.5774 0.7071 -0.4082
0.5774 0.0000 0.8165

T:

4.0000 2.4495 -0.0000
0 2.0000 1.7321
0 0 1.0000
>>
lcdsl5esk4slbes?

Esimerkki (225 sivu196):

> A= ([220; -132,; 02 -1]

A =
2 2 0

-1 3 2

0 2 -1

>> [U,T] = schur (A)

U:
0.8490 -0.5199 -0.0938
0.4602 0.8150 -0.3522
0.2595 0.2559 0.9312

T:
2.8782 2.4575 -0.7676
-0.3362 2.8782 0.7785
0 0 -1.7563

>> [U,T] = schur(A,’complex’)
U:

0.8165 + 0.00461 0.4821 + 0.30351 -0.0938
0.3564 + 0.37311 -0.2006 - 0.7547i -0.3522
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0.2170 + 0.14151 -0.0273 - 0.25481 0.9312

T:
2.8782 + 0.9089i -1.3569 - 1.63061i -0.7623 - 0.10011
0 2.8782 - 0.90891 -0.5658 + 0.53291
0 0 -1.7563
>>
\end{verbatim

Esimerkki (\ref{cd4slb5es3} sivu \pageref{cdsl5es3}):
\begin{verbatim}
> M= [2 00 ; 031; 01 3]

M =
2 0
0 3 1
0 1

>> [U,T] = schur (M)

U =
1.0000 0 0
0 -0.7071 0.7071
0 0.7071 0.7071
T =
2 0 0
0 2 0
0 0
>>
lc4sl5eslkdslbesd

Esimerkki (227 sivu 200):

> Q =[210; 01-1,; 02 4]

0 =
2 1 0
0 1 -1
0 2 4

>> [U,T] = schur (Q)

1.0000 0 0
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0 -0.7071 -0.7071
0 0.7071 -0.7071
T =
2.0000 -0.7071 -0.7071
0 2.0000 -3.0000
0 0 3.0000
>>

Mairitelmi 244 Neliomatriisi A on normaali, jos
A"A = AA" .
Reaalisen matriisin tapauksessa normaalisuus merkitsee siis, ettd

ATA = AAT.

Erityisesti hermiittinen A" = A) ja unitaarinen (A" = A1) seki reaalisten matriisien
tapauksessa symmetrinen (A7 = A) ja ortogonaalinen (A7 = A~ !) ovat normaalin mat-
riisin erikoistapauksia.

Lause 245 Olkoon neliomatriisi A unitaarisimilaarinen matriisin B kanssa (U7 AU =
B). Silloin A on normaali, jos ja vain jos B on normaali.

Todistus. Oletamme siis, etti A”A = AA". Nyt

BB = (U"AU)"(U"AU)= (U"A"U)(U"AU) =U"A"AU
= U"AA"U = (U"AU)(U"A"U) = BB”

Toisinpiin A = UBU" ja oletamme, etti B B = BB Nyt

A"A = (uBu™H(UuBu") = (UB"U")(UBU")=UB"BU"
= UBB"U" = (UBU")(UB"U") = AA"

Lause 246 Matriisi A on unitaarisimilaarinen diagonaalimatriisin kanssa, jos ja vain
jos se on normaali.
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Todistus. Olkoon UY AU = D, missi U on unitaarinen ja D on diagonaalinen.
Koska diagonaalimatriisi on normaali, on edellisen lauseen perusteella myds A nor-
maali.

Seuraavaksi oletamme, ettdi A on normaali. Koska A:lla on shurin muoto, se on
unitaarisimilaarinen yldkolmiomatriisin kanssa. Koska A on normaali, myos ylidkol-
miomatriisi on normaali. On helppo néhdd, ettd normaali yldkolmiomatriisi on viltté-
mittd diagonaalinen. U

Lause 247 Normaalin n X n-matriisin ominaisvektoreista voidaan muodostaa ortonor-
meerattu jono.

Todistus. Edellisen lauseen mukaan normaali matriisi A on unitaarisimilaarinen diago-
naalimatriisin kanssa. Siis

U"AU = D = diag(A1, A2,.. ., Ay),
missd U on unitaarinen ja D on diagonaalinen. Silloin
AU =UD
-~ A( ﬁl ﬁz ﬁn ) = < llb_t’l Azﬁz )Lnﬁn )

Siis U:n sarakkeet ovat ominaisvektoreita, ja U:n unitaarisuudesta seuraa, ettd vektori-
systeemi {iiy,iy,...,l,} on vapaa ja ortonormeerattu. ]

Lause 248 Hermiittisen matriisin (A = A7) ja reaalisen symmetrisen matriisin (A =
AT) Schurin muoto on diagonaalinen Jja ominaisarvot ovat reaaliset.

. lcdsl7thnormaali . . . .
Todistus. Lauseen (246) mukaan matriisin Schurin muoto on diagonaalinen. Olkoon

A =A" jaU" AU = D, missi U on unitaarinen ja D on diagonaalinen Schurin muoto.
Silloin

D" = (U"AU =U"A"U = U"AU = D.

Tastd seraa, ettd D:n lavistdjdalkiot, eli A:n ominaisarvot ovat reaaliset. O

YHTEENVETO: Symmetrisen n X n-matriisin ominaisarvotehtivai ei johda ongel-
miin, vaan ominaisarvot ovat reaaliset ja ominaisvektoreista voidaan muodostaa
R”:n ortonormitettu kanta.
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Lause 249 Olkoon n x n-neliomatriisin A ominaisarvot Ay, Ay, . .., A,. Silloin
det(A) =M-A- A

ja
tr(A) =AM+ +-+ A,

Todistus. Matriisi on unitaarisimilaarinen Schurin muotonsa kanssa
U"AU =S,

missd U on unitaarinen ja § on ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat A1, A;, . ..
Silloin koska similaarisilla matriiseilla on samat determinantit ja jéljet, niin

det(A) = det(S)=A-4--- Ay, ja
tr(A) = u(S) =L +4+-+A

9.5 Matriisihajoitelmia

Aiemmissa kappaleissa on jo esiintynyt kolme matriisi-hajoitelmaa. Seuraavassa on tii-
vistelméa niistd kolmesta.

QR-hajoitelma.
(1) Jos A on m x n-matriisi, jolle rank(A) = n (eli A on ”a matrix of full rank™), niin
matriisilla on QR-hajoitelma

A =0R, (9.25)

missd Q on ortogonaalinen m X m matriisi, ja R on m x n yldkolmiomatriisi, jonka dia-
gonaalialkiot eroavat nollasta.

(2) Jos A on m x n-matriisi, jolle rank(A) < n, niin matriisilla on QR-hajoitelma
A =0R, (9.26)

missd Q on ortogonaalinen m X m matriisi, ja R on m X n yldkolmiomatriisi, jonka dia-
gonaalilla on nollia.

s M.
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(3) Jos A on m x n-matriisi, jolle rank(A) = n, niin matriisilla on QR-hajoitelma
A =0R,, (9.27)

missd @ on m x n matriisi jonka sarakevektorit muodostavat ortonormitetun jonon (siis
Q1Q, =1, mutta Q,07 # I, ja R, on n x n ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot
eroavat nollasta.

c4sl8qgresiml| Esimerkki 250

>>A=1[123;011; 111; 3 -1 2]
A =

wr o R
[
N R EW

Q:
-0.3015 -0.7559 0.4303 -0.3906
0 -0.3780 0.1632 0.9113
-0.3015 -0.3780 -0.8753 -0.0000
-0.9045 0.3780 0.1484 0.1302
R =
-3.3166 0 -3.0151
0 -2.6458 -2.2678
0 0 0.8753
0 0 0

>> [Q1,R1] = gr(A,0)

Q1 =
-0.3015 -0.7559 0.4303
0 -0.3780 0.1632
-0.3015 -0.3780 -0.8753
-0.9045 0.3780 0.1484

R1 =
-3.3166 0 -3.0151
0 -2.6458 -2.2678
0 0 0.8753

> B=[123; 011,; 112; 3 -1 2]
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>> [Q2,R2] = gr (B)

Q2 =
-0.3015 -0.7559 -0.4128 -0.4090
0 -0.3780 -0.2028 0.9033
-0.3015 -0.3780 0.8745 0.0382
-0.9045 0.3780 -0.1539 0.1236
R2 =
-3.3166 0 -3.3166
0 -2.6458 -2.6458
0 0 0.0000
0 0 0
>>

Ominaisarvohajoitelma.

Jos reaalinen n X n-neliomatriisi A on symmetrinen (A7 = A), niin ominaisarvot ovat
reaaliset ja ominaisvektoreista voidaan muodostaa ortonormitettu kanta. Lisidksi mat-
riisilla on ominaisarvohajoitelma

A=XDXT, (9.28)

missd diagonaalimatriisin D = diag(A1,A,,...,A,) ldvistdjilld ovat matriisin ominai-
sarvot ja matriisin X sarakkeissa ovat vastaavat normitetut ominaisvektorit.

Matriisin diagonalisointi.
Jos reaalinen n x n-nelidmatriisi A ei ole defektiivinen (eli se on normaali AT A = AAT,
esimerkiksi symmetrinen tai ortogonaalinen), niin se on similaarinen diagonaalimatrii-
sin kanssa

A=XDX ' (9.29)

missd similariteetti-muunnosmatriisi X voidaan muodostaa lineaarisesti riippumatto-
mista ominaisvektoreista ja matriisin D = diag(A;, A, ..., A,) ldvistdjdlld ovat vastaa-
vat matriisin ominaisarvot. (Huomaa, ettd nyt X:n ei tarvitse olla ortonormeerattu.)

Schurin-muoto.
Jokainen reaalinen » x n-matriisi A on unitaarisimilaarinen Schurin-muotonsa § kanssa

A=USU", (9.30)

missd U on unitaarinen (U = U ') ja S on ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalilla on
matriisin A ominaisarvot.
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9.5.1 Jordanin muoto

Jordanin lohkoksi sanotaan r X r matriisia

Aol 0
0 1 0
J(A,r) = 0 0 0
Do 1
0 0 O A

n X n Jordanin matriisi on lohkomatriisi, jonka lavistdjid-lohkot ovat Jordanin lohkoja,

ja muut lohkot ovat nolla-lohkoja.

J(ll,rl) 0 s 0
O J(AQ,FQ) s 0
0 0 e | J(Agy1g)
Esimerkki 251
2 1 2 1
2 1 2 1
20 2
30 = 3
30 3
5 1 5 1
5 5

Matriisin Jordanin muoto.
Jokainen reaalinen n X n-neliomatriisi A on similaarinen Jordanin-matriisin kanssa

A=XJX (9.31)

missid similariteetti-muunnosmatriisin X sarakkeita sanotaan yleistetyiksi ominaisvek-
toreiksi ja J = diag(J(Ay,71),J(A2,72),...,dJ(Ag,1g)), 11+ 12+ -1y =n.

Perustelu Jordanin muodon olemassaololle on melko mutkikas ja sivuutamme sen tis-
sd. (Ks. Simo Kivel: "Matriisilasku ja Lineaarialgebra”, sivut 183—-190.)

Jordan
Yhtilo (|9.3 [) voidaan my®os kirjoittaa muotoon

AX =XJ,
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misti seuraa, ettd yleistetty ominaisvektori toteuttaa toisen seuraavista yhtaloisti

(1) AX) = My, tai
(2)  AXp = MX+ X1

9.6 Matriisin singulaariarvohajoitelma

Kun halutaan saada saada mielikuva lineaarikuvauksesta
[ R" - R" x— Ax, (9.32)

niin erds hyvéi tapa on laskea kuvavektorin pituus, kun ||x|| = 1. Jos A on matriisin
ominaisarvo ja X on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

lAx[} = f|Ax][ =[] (9.33)

Jos ominaisvektorit virittavit R":n, niin saamme varsin hyvin kisityksen kuvaukses-
ta. Valitettavasti kaikkien matriisien ominaisvektorit eivit ole reaalisia. Onneksi tdhin
16ytyy seuraava ratkaisu.

Olkoon A mikd tahansa (!) (m x n)-matriisi. Tutkitaan kuvavektorin normin sijasta
normin neliotd

|Ax|]? = (Ax)TAx = xTATAX (9.34)

Matriisi ATA on symmetrinen, sen ominaisarvot ovat reaaliset. Jos A ; On matriisin ATA
ominaisarvo ja v; on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

||AVj||2=VjTATAVj :VjleVZA,j (935)

Matriisin ATA ominaisarvot ovat siis ei-negatiiviset ja ne yleensi jirjestetizn suuruus-
jarjestykseen A1 > Ay > ... A, > 0. Voimme méiritelld

Mairitelmé 252 (m x n)-matriisin A singulaariarvot (singular values) ovat

szq/lj,]‘:h...,l’l

missd Ay, . .. A, ovat matriisin ATA ominaisarvot.

Siis ||AVJ|| = Gj.
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Lause 253 Jos (m x n)-matriisin A sdinndéllisyysaste on Rank(A) = r, niin on olemas-

sa hajoitelma
A=UDVT,

missi U on ortogonaalinen (m x m)-matriisi ja V on ortogonaalinen (n X n)-matriisi
ja
X0 .
D= < 0 0 > , X =diag(oy,0,,...,0;)

Todistus. Matriisi A”A on hermiittinen n x n-matriisi ja sen ominaisarvot ovat > 0.

Luetellaan ominaisarvot A; = 6]2

suuruusjirjestyksessi
O] >0y 2> > Op > Opy| =--=0,=0.

(Huomaa, ettd r ensimmdistd ominaisarvoa ovat positiivisia ja loput nollia.) Vastaavat
ortonormitetut ominaisvektorit ovat vy, ..., v,. Merkitdin

V=(Vi|Va)=(V - ¥ |Vg1 - W)

Matriisin A” A ominaisarvohajoitelma on

H 22 O H 2 . 2 2 2
A"A =V | /4 ¥° = diag(oy,07,...,0;)

00
¥? 0> <V{’> "
N — AHA(V, V
<0 0 144 (V1 V2)
N VHATAV | =32
AV, =0
Asetetaan
U =AV,Z !,

jolloin edeltdvin mukaan U {{ U, =1, ts. Uq:n sarakkeet muodostavat ortonormeeratun
jonon. U voidaan tdydentid unitaariseksi matriisiksi U = (U | U;). Unitaarisuudesta
seuraa, ettd Uf U, =0. Nyt

Ul Ulav, Ulav
H _ 1 _ 1 1 1 2
UrAv. = <U§ >A< Vi VZ)‘(UQ’AV1 UngV2>

[ zlviAfAav, 0 (T O
B viv 0/ \ 00

Singulaariarvohajoitelman suuri etu on siin, ettd reaalisen m x n-matriisin A singu-
laariarvohajoitelma on aina olemassa ja se on reaalinen! Singulaariarvohajitelman
laskemiseen on olemassa hyvin luotettavia ja hyvin toimivia algoritmeja, joihin emme
nyt syvenny.
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Lause 254 Jos n x n-matriisilla A on n positiivista singulaariarvoa
T .
A=ULV',6 X=diag(oy,0,...,0),
niin A on sddnndéllinen ja sen kddinteismatriisi on

Al=vz 1y’ z'l= diag(o,” 21,...,671).

Todistus. HT

lcdsl18gresiml
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Esimerkki 255 Esimerkin (250) matriisien singulaariarvohajotelmat saadaan seuraa-

vasti.

>> help svd

SVD Singular value decomposition.

[U,S,V] = SVD(X) produces a diagonal matrix S, of the same

dimension as X and with nonnegative diagonal elements in
decreasing order, and unitary matrices U and V so that
X = U*xS*V’' .

S = SVD(X) returns a vector containing the singular values.

[U,S,V] = SVD(X,0) produces the "economy size"
decomposition. If X is m-by-n with m > n, then only the
first n columns of U are computed and S is n-by-n.

See also SVDS, GSVD.

Overloaded methods
help sym/svd.m

> A=[123; 011;111,; 3 -1 2]
A =
1 2 3
0 1 1
1 1 1
3 -1 2
>> [U,S5,V] = svd(A)
U =
-0.6930 0.5189 0.3129 -0.3906
-0.2102 0.3333 0.1192 0.9113
-0.3263 0.1290 -0.9364 -0.0000

-0.6075 -0.7765 0.1048 0.1302



S =
4.
vV o=
-0.
-0.
-0.
>> B =
B =
1
0
1
3

>> [U2,82,V2]

U2 =
-0
-0
-0
-0
S2 =
5
v2 =
-0
-0
-0
>>

5744
2658
7742

[1 2 3

.6625
.2045
.4580
.5563

L2577

.5306
L2722
.8028

2.8685

-0.5862
0.7937
0.1625

; 01 1

NN E W

= svd (B)

0.4727
0.3179
0.1548
-0.8072

2.8907

-0.6206
0.7698
0.1492

.5412

.5713
.5472
.6117

12

.4128
.2028
.8745
.1539

.0000

.5774
.5774
.5774

4
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3 -1 2]

-0.
.9033
.0382
.1236

4090

cdslbesd
Esimerkin ( |227) defektiivisen matriisin singulaariarvohajoitelma on

>> Q =
Q:
2
0
0

>> [U,

[2 10
1

1

2

S,V] =

; 01 -1

4

0 2 4]

224
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U =
0.1213 -0.9359 -0.3307
-0.1005 -0.3430 0.9339
0.9875 0.0801 0.1357

S =
4.5221 0 0
0 2.2793 0
0 0 1.1642

VvV =
0.0537 -0.8212 -0.5681
0.4414 -0.4908 0.7512
0.8957 0.2911 -0.3361

>>

Ei siis lainkaan ongelmia defektiivisyydestd.

9.7 Matriisinormit

Lineaarinen yhtidloryhmi AX = b on hyvikuntoinen, jos pienet muutokset kerroinmat-
riisissa A tai RHS-vektorissa b aiheuttavat vain pienid muutoksia ratkaisuvektorissa X.
Muussa tapauksessa ryhmi on huonokuntoinen.

Esimerkki 256 Ryhmdn

0.9999x; — 1.0001x, = 1
X1 — Xy = 1
yksikdsitteinen ratkaisu on x1 = 0.5 ja xo = —0.5. Jos by:ta hiukan muutetaan, saadaan
0.9999x; — 1.0001x, = 1 - x; = 0.545000.5¢
Xy — xp = 14¢€ x» = —0.544999.5¢

Ratkaisu on hyvin herkkd lihtotietojen muutoksille, joten yhtdloryhmd on huonokun-
toinen.

Tdméin 1lmion ymmaértdmiseksi tutustumme seuraavaksi matriisin normiin. Vektorinor-
lcds3defnormi4s3defnorm

“|l2ja| - || esiteltiin madritelmassé (T5T) sivulla T36.

mit || - |

1»
n

(1)l =lai|+laz|+-+lan| = Y lax
k=1

@)l = /@ +B+ - +at = /(la)

(3) [l =max{larlfasl.....lan]} = max Ja
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Lineaariavaruuden L normi on funktio N : L — R siten, ettd
(N1) N(x)>0,VxeLjaN(x)=0&x=60¢€L
(N2) N(ax)=|o|N(x),vxeL,oa e R
(N3)  N(x+y) <N(x)+N(y),vx,y L

Normia on tapana merkitd N(x) = ||X||. Ja kahden vektorin X ja ¥ viliseksi etdisyydeksi
sanomme niiden erotuksen normia ||X — ¥/|.

Valittu vektorinormi indusoi matriiseille vastaavan operaattorinormin.
lAX]l,

S A, 9.36)

X[, IRl=t1

|A]l, = max
740

Erityisesti, kun p = 1, p =2 tai p — oo, saadaan m x n-matriisin A normeille kaavat

m
|A]1 = max Z la;j| (= itseisarvojen sarakesummien maksimi)
I =1
n
|All = max Z la;j| (= itseisarvojen rivisummien maksimi)
l .
j=1

Al = 4/ Amax(ATA) = Omax(A)

missid Amax (ATA) on matriisin AT A itseisarvoltaan suurin ominaisarvo eli matriisin A
suurin singulaariarvo .

Unitaarimatriisin kaikki singulaariarvot ovat ykkosid (U = UIIT), joten unitaarimatrii-
sin 2-normi on |U||; = 1.

Edelld midriteltyjen operaattorinormien lisdksi m x n-matriisille A kéytetddn varsin
paljon myds Frobenius normia

m n
lAllF =/} Y laij? (9.37)
i=1j=1
Mairitelmin seuraa, ettd matriisin operaattorinormeilla on ominaisuudet
[AX], < Al [IX1, (9.38)
|AB|[, < |Al,|B]l, (9.39)
A", < Al (9.40)



Sec:MatCond|

Vaasan yliopiston julkaisuja 227

9.8 Matriisin kuntoluku

Tarkastellaan nyt yhtdloryhméd, jossa kerroinmatriisi on n X n-matriisi
AX=b.

Jos RHS muuttuu arvoon b + Ab, niin vastaava uusi ratkaisu on X 4+ AX. Arvioimme
seuraavassa suhteellista virhettd normin || - || , mielessa.

{ A(R+AX) =b+Ab

AX=0>b
- AT=A 'AD
= [|A¥||, < [|A ]|, ]1AB] (9.41)

Toisaalta vastaavasti

1611, = llAx][, < [|Allp 1]l

1 A
Il = 1211,
1 2
Yhdistdmailld epdyhtilot (5.ezfl ) ja (BeZ[/Z) saadaan
| AX]| Ly llAD)
= < Al A, S = (9:43)
1Xllp — ~—_—— |IB]l,

=Cond,(A)

condl X 1 e .
Kaavassa (|9.2135 olevaa kerrointa Cond,(A) = ||A||,||A"" ||, sanotaan matriisin kunto-
luvuksi. Hyvikuntoisen yhtdloryhmédn kerroinmatriisin kuntoluku on pieni (kuitenkin

aina > 1).

Tarkastellaan edelleen yhtdloryhmii
AR =D

Jos kerroinmatriisi muuttuu arvoon A + AA, niin vastaava uusi ratkaisu on X + AX. Ar-
vioimme seuraavassa suhteellista virhettd normin || - ||, mielessa.

(A+AA)(X+AX) =b

& AAR+HAA(R+AX) =0
& A¥=-A AA(R+AX)
= A%, < A7 AAlI%+ A%,
[1AA]],
1Al

= Cond(A) || X4+ A%,
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Voimme siis arvioida

AX AX
X[l [1X4AxX,

124l
4,

(9.44)

Jos matriisin kuntoluku on suuri, on odotettavissa ongelmia laskettaessa matriisilla.
Pieni kuntoluku on hyvéi kuntoluku.

Kahden matriisin tulon kuntolukua voimme arvioida seuraavasti

Cond,(AB) = |AB||,||(AB) [, = |ABI,|B'A""]|,
< ||All,1BI,B "]l,4 '], = Cond(4)Cond(B)

Koska unitaarinen matriisi sdilyttdd 2-normin, niin unitaariselle matriisille U pitee

Ul = 1, ja
Cond,(U) = 1.

Vaikka unitaarinen (ortogonaalinen) matriisi onkin késin laskettaessa ty6lds olio, niin
laskettaessa tietokoneella numeerisesti, se siisti ja ongelmaton olio. Unitaarisella mat-
riisilla kertominen ei kasvata lausekkeiden kuntolukuja.

. . . . . . . cd4sl9esl
Esimerkki 257 Pyyddmme vield Matlabilta arvion kuntoluvusta esimerkissd ( |236) esiin-
tyneelle kerroinmatriisille

1 —1

c4sl9esl
Kun katsoo esimerkkidi (|236), niin ensimmdinen ajatus on, ettd kuntoluku olisi noin
5000, mutta asia tiytyy tutkia tarkemmin:

0.9999 —1.0001 >

Esimerkissd suhteellinen virhe RHS:ssd oli

I4B]I; _ &
Bl 2
ja ratkaisun suhteellinen virhe oli
|AX[|;  10000¢
IXh 1

Jja ndiden suhde on siis 20000.
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>> help cond
COND Condition number with respect to inversion.

COND (X) returns the 2-norm condition number (the ratio of the
largest singular value of X to the smallest). Large condition

numbers indicate a nearly singular matrix.

COND (X,P) returns the condition number of X in P-norm:
NORM(X,P) * NORM(INV(X),P).

where P = 1, 2, inf, or ’"fro’.

Class support for input X:
float: double, single

See also rcond, condest, condeig, norm, normest.

>> A = [0.9999 -1.0001 ; 1 -1]
A =

0.9999 -1.0001

1.0000 -1.0000

>> cond (A, 1)
ans =
2.0001e+004

>> cond (A, 2)
ans =
2.0000e+004

>> cond (A, inf)
ans =

2.0001e+004
>> cond(A,’fro’)
ans =

2.0000e+004

>>

9.9 Neliobmuodot ja definiittisyys

Seuraavassa madriteltivi neliomuoto ei ole lineaarikuvaus, vaikka sen ominaisuuksia
tutkitaan matriisien avulla. Téssd kurssissa kisiteltavit sovellukset liittyvit optimoin-
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tiin.

Miiéritelmi 258 (Epdlineaarinen) kuvaus R" — R

Q(x) = Zqz'jxix]'

on R":n neliomuoto.

Neliomuoto voidaan aina esittdd symmetrisen matriisin avulla.

Esimerkki 259

x% +x§ +4dx1x — 2xpX3 (9.45)
= X1X] +X2xp + 2x1X + 2X2X] — XpX3 — X3X2
= xl(x1+2x2)+x2(x2 +2x1 —X3)—X3(X2)

X1+ 2x
= <X1 X2 X3> 2x1 +x2 —x3
—X3
1 2 0 X1
= <X1 X2 X3> 2 1 —1 X2 (946)
0 -1 0 X3

O

Voimme siis aina olettaa, ettd neliomuoto voidaan esittdd symmetrisen matriisin A avul-
la

0(x) = x Ax (9.47)

Madéritelmé 260 Symmetrinen (n X n)-neliomatriisi A on
positiivisesti definiitti, jos

xTAx > 0, kaikilla x # 0.
negatiivisesti definiitti, jos

xTAx < 0, kaikilla x # 0,
positiivisesti semidefiniitti, jos

x'Ax > 0, kaikilla x € R",
negatiivisesti semidefiniitti, jos

xTAx <0, kaikilla x € R",

indefiniitti, jos se ei ole mitddn edeltdvistd.
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Lause 261 Olkoon A symmetrinen (n X n)-neliomatriisi, jonka reaaliset ominaisarvot

ovat M, Ay, ..., Ay.

(1) Jos kaikki ominaisarvot ovat positiivisia (A; > 0), niin A on positiivisesti definiitti.
(2) Jos kaikki ominaisarvot ovat negatiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti definiitti.

(3) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia (A; > 0), niin A on positiivisesti semi-
definiitti.
(4) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-positiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti semi-

definiitti.

(5) Jos on olemassa sekd positiivinen ominaisarvo, ettd negatiivinen ominaisarvo, niin
A on indefiniirti.

EsimerkKi 262 Tutkitaan definiittisyys matriisille
2 0
1 -1 (9.48)

1
A= 2
0 -1 O

Lasketaan ensin ominaisarvot karakteristisesta yhtdlostd

det(A— A1) =0 (9.49)
1-A4 2 0

S 12 1-4 —1]=0 (9.50)
0 -1 -2

& (1=M)[1=2)(=A)=1]=2-2-(=A)=0

e (1-2)AP=A—1)+41=0

& AP poAt42a—-1=0

& A+1)(=A2431-1)=0

= —<z+1)(x—3+2ﬁ)(x—3_2ﬁ)=o

Ominaisarvot ovat siis

_3+45 35
2

)Ll ~2.618 12 = 5

~0382 Az3=-1

Siis matriisi on indefiniitti.

Pienten yksinkertaisten matriisien tapauksessa on usein helpompaa soveltaa seuraavaa
lausetta



Vaasan yliopiston julkaisuja 232

Lause 263 Olkoon A (n x n) neliomuoto. Lasketaan apudeterminantit (vasemmasta
ylinurkasta) |Dy|,|Da|,...,|Dn| asettamalla

aypy ayp ... aig

. ax; ajyp ... Qay

|D1|=a1 ja |Di|= . .
agr ary ... Apk

Jos kaikki apudeterminantit ovat positiivisia, |Dy| > 0, niin matriisi on positiivisesti
definiitti.

Jos parittomat apudeterminantit ovat negatiivisia, |Dy| <0, kun k = 1,3,..., ja parilli-
set ovat positiivisia, |Dy| > 0, kun k = 2.,4,.. ., niin matriisi on negatiivisesti definiitti.
Todistus. Siuvuutetaan. 0

EsimerkKi 264 Tutkitaan vield kerran definiittisyys matriisille

1 2 0
A=12 1 -1 (9.51)
0 -1 O
Apudeterminantit ovat
D] = 1>0 (9.52)
1 2
|Dy| = ) 1T —-1<0 (9.53)
1 2 0
ID;] = 2 1 —-1|=-1<0 (9.54)
0 -1 0

Siis matriisi on indefiniitti.
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