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Ch:johdanto‘

Sec:historiaa‘

1 JOHDANTO

1.1 Ohjeita lisdmateriaalin kdyttoon

1.2 Laskemisen historiaa

Téssd matematiikan kehitysvaiheessa kaiken kédytinnollisen laskemisen mallina on re-
aalilukujen laskutoimitukset. Eri lukualueet yleensi esitetdidn loogisessa jirjestyksessi
(N C Z c Q c R c C), mutta niiden keksiminen ja kdyttoonotto ei Euroopassa tapah-
tunut tdssd jarjestyksessa.

Lukujirjestelmé. Jo tuhansia vuosia on kaupankdynnin yhteydessid laskettu luku-
mairilld (N) ja painoilla (R;). Kdytdnnon laskut pakottivat kehittimédédn murtoluvun
kisitteen. Sumerilaiset ja babylonialaiset oppineet ryhtyivit kiyttaméiin 60-jadrjestelmad
lukujen ilmaisemiseen. Jirjestelméd sopi hyvin heidédn tarpeisiinsa, koska he jakoivat
vuoden 360 pdiviin. Lisdksi 60 on jaollinen luvuilla 2, 3, 5, 6, 10, 12, 15, 20 ja 30.
Tama oli varsin hyodyllisté laskettaessa murtoluvuilla ja taito laskea murtoluvuilla ke-
hittyi himmastyttivaksi.

Vanhimmat tunnetut varsinaiset matemaattiset tekstit ovat nuolenpéékirjoituksella laa-
ditut Tell-Harmalin savitaulut. Ne 16ydettiin Bagdadin seudulta 1970-luvulla ja ne ovat
kirjoitetut ennen vuotta 2000 eKr. Ne siséltdvit euklidisen geometrian pdéperiaatteet
(mm. myohemmin Pythagoraan mukaan nimetyn lauseen). Algebran alalta niissd on
esitetty mm. toisen asteen yhtidlon ratkaisumenettely. Kirjoitusasusta on piitelty, ettd
taulut ovat kopioita varhaisemmista sumerilaisista teksteisté, joten mainitut matemaat-
tiset tehtévit on hallittu jo muinaisessa Sumerissa n. 2500 eKr.

Murtoluvut. Babylonialaiset katsoivat, ettd mitattavia suureita (pituuksia, painoja,
yms.) voidaan mielivaltaisen tarkasti approksimoida murtolukujen avulla. Tima on var-
sin ldhelld nykyistd reaaliluvun késitettd. Antiikin kreikkalainen Pythagoras (n. 580—
500 eKr), joka oli keksinyt sdvelasteikon lukusuhteet, julisti puolestaan timéin innoit-
tamana, ettd kaikki olevainen on ilmaistavissa kokonaislukujen suhteina. Pythagoras
perusti Eteld-Italian Krotoniin uskonnollis-siveellisen veljeskunnan, joka harrasti tie-
teellistd tutkimusta ja tavoitteli poliittista valtaa. Pythagoraan opit tulivat laajalti tun-
netuiksi. Siksi lienee ollut kiusallista, kun pythagoralaiset itse havaitsivat kokonaislu-
kusuhteiden riittimattomyyden.
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Asia voidaan todeta seuraavasti: olkoon a nelion ldvistédji, kun nelion sivu on 1. Silloin
Pythagoran lauseen nojalla a®> = 2. Jos nyt kaikki voidaan ilmaista kokonaislukujen
suhteina, niin a voidaan Kirjoittaa supistettuun murtolukumuotoon a = m/n, missi m:114
ja n:1ld ei ole yhteisid tekijoitd. Nyt

ey -2

sm? = 2 (1.1)
Siis m on parillinen, joten merkitsemme m = 2k. Nyt

(2k)* = 2n?
N ) (1.2)

Siis n on parillinen! timaé on ristiriita, silld m:114 ja n:114 ei pitdnyt olla yhteisid tekijoita.

Pythagoran erehdys ja antiikin kreikkalaisten ankara loogisuus teki tdysin selvéksi, ettd
lukuja on kahdenlaisia; rationaalisia (QQ eli murtoluvut) ja irrationaalisia (R — Q eli
luvut, jotka eivit ole murtolukuja).

Lukujirjestelmd. Kymmenjirjestelméan mukainen lukujen merkitsemistapa kehitet-
tiin ensin Intiassa n. vuonna 500. Arabialainen matemaatikko al-Khowarizmi Bagda-
dilainen kehitti n. vuonna 825 titi jarjestelmid ottamalla kdyttoon nollaa merkitse-
vin symbolin. Kesti noin 200 vuotta, ennen kuin jirjestelmi saapui Espanjaan, jos-
sa se alkoi yleistyd eurooppalaisten kauppiaiden kédytossd. Oppineet pitiviat yhd 60-
jarjestelmdd parempana ja siirtyméaika lienee ollut hankala. 1200-luvun lopulla Fi-
renzen kaupunkivaltio séditi lakeja, jotka kielsivit suosituiksi tulleiden kymmenkan-
taisten lukujen kiyton. Tilld suojattiin vanhaan tottuneita kunnon kansalaisia sekaan-
nuksilta, joita uuden jirjestelmén kéytto aiheutti.

Tieteen maailmaan kymmenjérjestelméd murtautui kahden keksinnon my6td. Samarkan-
din astronomisen tutkimuslaitoksen johtaja al-Kashi oli ensimmadisid, joka 1400-luvulla
havaitsi, ettd negatiivinen eksponentti voidaan ilmaista kymmenkantaisessa jérjestel-
missd yhtd hyvin kuin 60-jirjestelmissikin. (Siis % = % + %.) Toinen ratkaisevan
nerokas innovaatio tapahtui, kun Skotlantilainen John Napier vuonna 1617 (!) otti kayt-
toon desimaalipilkun sen nykyisessd merkityksessi. (Siis % =0.23)

Desimaalipilkun kdyttoonoton jilkeen 1600-luvulla laskeminen muuttui helpoksi, mikd
vilittomadsti ndkyy nopeana edistymisend luonnontieteen historiassa. Murros on tdysin
verrattavissa tietokoneen vaikutukseen tilld vuosisadalla.
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Jarjetomasta kisitteestd hyodylliseksi olioksi. Seuraava lukukisitteen laajennus
tapahtui, kun erdit oppineet alkoivat puhua luvun —1 nelidjuuresta. Suurin osa tut-
kijoista edusti kantaa, jonka mukaan v/—1 on kisitteeni jirjeton. Siksi etsittiin yksin-
kertaista tapaa osoittaa, etti lukua v/—1 ei ole olemassa. Vakiomenettely haluttaessa
osoittaa, ettd jotakin ei ole olemassa, on olettaa sen olemassaolo ja johtaa tésti risti-
riita (kuten Pythagoraan periaatteen falsifioinnissa ylld). Tutkijat siis olettivat, ettd on
olemassa luku i = v/—1 ja alkoivat etsi ristiriitaa. Ristiriitaa ei 16ytynyt!!! Miti enem-
min etsittiin, sitd enemmin tuli kauniita sovelluksia. Kompleksilukujen, lukujen a + ib,
a,b € R, joukko osoittautui erittiin hyodylliseksi. Koska ajatus luvusta i = v/—1 oli jir-
jenvastainen, kehitettiin tulkinta, jossa kompleksiluku z = a + ib on lukupari (a,b) ja
kompleksilukujen laskutoimitukset médritelldén kaavoilla:

(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)
(a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bc) (1.3)

Talld tavalla “jdrjeton késite” muuttui “melko yksinkertaisiksi” olioiksi, joille on méaa-
ritelty “aika erikoiset” laskutoimitukset. Havaittiin, ettd 16ytyi muitakin laskutoimituk-
silla varustettuja oliojoukkoja (funktiot, vektorit, matriisit yms.). Syntyi tarve systema-
tisoida olioilla laskemista.

Uudet ideat tuottavat lisida uusia ideoita. Tutkiessaan korkeamman asteen yhtaloi-
den ratkeavuutta ranskalainen Evariste Galois (1811-32) ja norjalainen Niels Henrik
Abel (1802-29) ottivat kdyttoon ryhmin kisitteen. Abel onnistui osoittamaan, etté vii-
dennen asteen yhtilod ei voi ratkaista juurilausekkeiden avulla. Tdma oli lopullinen rat-
kaisu jo sumerilaisia vaivanneeseen tuhansia vuosia vanhaan ongelmaan. Matematiikan
nopea edistyminen ja Galois’n ja Abelin henkilohahmot ovat pitdneet ylld myyttid siitd,
ettd matemaatikot ovat nuoria.

Abelin ryhmii seurasi nopeasti uusia késitteitd: renkaat, algebrat, lineaariavaruudet,
operaattorialgebrat. Nami ovat joukkoja, joissa on maddritelty tietyt ehdot toteuttavia
laskutoimituksia. Kyse on siis edelld mainitusta "olioilla laskemisesta". Ndmé abstrak-
tit konstruktiot saivat 1900-luvun alussa erittdin kdytdnnollisid sovelluksia, kun fyysi-
kot niiden avulla kehittivit kvanttifysiikan (— ydinvoima, elektroniikka, aineen raken-
ne) ja yleisen suhteellisuusteorian (— atomipommi). Varsinkin Einstein tutki matema-
tiikkaa kuin tavarataloa loytiikseen yleiselle suhteellisuusteorialle itsedédn tyydyttdvéan
esitystavan.
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Kasvanut laskentavoima luo uusia hasteita. Ohjelmoitavien koneiden aikakausi
alkoi, kun englantilainen Gharles Babbage (1791-1871) alkoi vuonna 1823 rakentaa
mekaanista “differenssikone 17 -nimisté laitetta. Babbage ei koskaan ndhnyt laitteen-
sa toimivan luotettavasti. Yli sata vuotta myohemmin on voitu osoittaa, ettd laitteen
suunnitelmassa ei ollut vikaa, vaan sen ohjelmointikieli oli Turing-tdydellinen. Lait-
teessa oli yksinkertaisesti vain lilan monta litkkuvaa osaa, eiki sitéd saatu luotettavaksi.
1900-luvun alussa alettiin liitkkuvia osia korvata sihkoisilla releilld ja elektroniputkil-
la. Koneet tehtiin yleensi tiettyyn tarkoitukseen, jotka olivat tavallisesti sotilaallisia. Z3
(Saksa 1941), Colossus (Englanti 1944) avasi salakirjoitettuja viestejd, ENIAC (USA
1944) laski tykiston ampumataulukoita. Toisen maailmansodan jéilkeen iso joukko so-
dassa laskentatehtidvid tehneitd nuoria tutkijoita 10ysi uusia haasteita suurten yritysten
laskentatehtivissd. Niistd markkinoista kiinnostuivat myos laitevalmistajat. Mm. IBM,
joka siihen asti oli 70 vuoden ajan valmistanut mekaanisia ja sihkomekaanisia vaa-
koja, laskukoneita ja kirjoituskoneita, ryhtyi 1950-luvulla valmistamaan ensimmaisid
sarjavalmisteisia suuria luotettavia tietokoneita.

Cern (European Organization for Nuclear Research) alkoi muotoutua 1954 ja sen en-
simmdinen hiukkaskiihdytin aloitti toimintansa 1957. CERNin kaltaiset tutkimuslai-
tokset kéyttavit aina paljon resursseja tietojirjestelmiensi kehittdmiseen. Vuonna 2012
CERN uutisoi 1oytidneensad Higsin hiukkasen. Sitd ennen CERN on muun ohessa esitel-
lyt maailmalle World Wide Web -jérjestelmédn 1989 ja LAPACK -aliohjelmakirjaston
1992 (LAPAC = Linear Algebra Package). LAPACK on tdnid pédivdnd kdytannossi jo-
kaisen matematiikka-ohjelmiston ytimessa.

Hiukkaskiihdyttimet saavat suuria rahasummia kidytt6onsi, mutta yleensd tutkimus ei
saa kaikkia haluamiaan resursseja. Siksi on perustettu kansallisia teholaskennan yksi-
koitd. Suomessa CSC (Center of Scientific Computing) vastaa akateemisen tutkimuk-
sen laskentaresursseista ja myO0s myy teholaskentaa yrityksille. Yrityksid kiinnostaa
erityisesti simulointi ja data mining. (On halvempaa tehdé laajat simulaatiot laivan kel-
luntaominaisuuksista, kuin rakentaa viisi prototyyppid.)

CSC:n tehokkain kone on télld hetkelld Louhi (Cray XT4/XT5). Louhissa on tuhansia
prosessoreita, joiden kellotaajuus on 2,3-2,7GHz. Kellotaajuus ei siis ole poikkeuk-
sellinen. Prosessorit on yhdistetty ryhmiksi ja ryhmét on edelleen yhdistetty nopeal-
la tiedonsiirtovdylidllda. Kun Louhella ajetaan ohjelma, mukaan tulee vihintddn 32 ja
enintdin 2048 prosessoria. Ohjelma, jonka ajo ldppérilla kestdd vuorokauden, saadaan
Loubhella ajettua minuutissa. Télld on suuri merkitys tuotekehityksen simullaatioissa.

1980-luvulla kuuli sanottavan, ettd “ohjelmointia ei endi tarvita, koska kaikki ohjel-
mat on jo tehty”. Sen sanojat olivat vddrissd, ja jos sanoisivat sen tdniin, olisivat taas
vidrdssd. Aina halutaan saada parhaista koneista kaikki teho irti. Kun ennen algoritme-
ja optimoitiin tavoitteena vihentdd prosessorin laskentatyotd, tdnddn pyritddn vihen-
tdmédn tiedon-siirtely -tarvetta. Monet algoritmit tullaan ldhivuosina suunnittelemaan
kokonaan uudelleen.
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Edellia kuvatun vaikutus nykymatematiikkaan ja tihin kurssiin. Tédnddn ammat-
timatemaatikot pohtivat rakenteisia joukkoja ja algoritmeja. Koulumatematiikan poh-
jalta syntyy mielikuva siitd, ettd matemaattinen taito on kykyi ratkaista yhtdlo tai las-
kea funktion arvo. Todellisuudessa kumpikaan ei yleensi ole suuri ongelma. Kaytén-
non ongelmat, optimointi, simulointi yms. ratkaistaan algoritmeilla, jotka toistavat yk-
sinkertaista toimintoa tuhansia kertoja. Oleellista on nyt pystya selvittdméén, milld eh-
doilla algoritmi antaa halutun tuloksen. Esimerkiksi Newtonin algoritmi epilineaarisen
yhtédlon ratkaisemiseksi toimii usein hienosti, mutta ei se aina toimi.

Perinteisesti lineaarialgebran kurssilla on opetettu késitteet ja esitelty esimerkkejd, jot-
ka on kohtuullisen helppo laskea késin kynilld ja paperilla. Télld kurssilla opetetaan
samat kisitteet, mutta entisen lisdksi ndytetddn esimerkkejd, joiden ldpilasku vaatii sa-
toja tai tuhansia toistoja. Toistot on pakko tehdé tietokoneella.

1.3 Python, alkeita
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2 TRIGONOMETRIAA JA FYSIIKAN VEKTOREITA

2.1 Tukivoimat ja kitka

Tukivoimien ja kitkan yleiset periaatteet opitaan fysiikan kurssilla. Seuraavassa laske-
taan muutama perusesimerkki. Ne kaikki liittyvat periaatteeseen, jonka mukaan kap-
pale on levossa (eli sen liiketila ei muutu), jos siithen vaikuttavien voimien summa on
nollavektori, ja sithen vaikuttavien momenttien summa on nollavektori.

0, Q.1)

I

Il
_

2.2)

N.l
I
ol

I
—_

(2.3)

Fysiikan kursseilla esimerkkejd tulee lisdi.

Esimerkki 1 (Kappale vinolla tasolla.) Tarkastellaan kappaletta vinolla tasolla. Kap-
paleen massa on 12,25kg. Tasosta tunnetaan kolme pistetti: P = (2.00,0.00,0.00),
Q = (0.00,3.00,0.00) ja R = (0.00,0.00, 1.00).

(a) Jaa kappaleen paino tason suuntaiseen ja tasoa vastaan kohtisuoraan komponent-
tiin.

(b) Laske myos alustan ja kappaleen viilisen tukivoiman ja kitkavoiman suuruudet, jos
kappale pysyy paikallaan.

(c) Miten suuri tulee kitkakertoimen vihintddn olla, jotta kappale pysyisi paikallaan?

ig:kvtO1l
Ratkaisu: Kuvassa“ on piirretty tilanne sivusta ndhtynd. Kuvaan on piirretty z-akseli,

AN

T

Kuva 1. Kappale vinolla tasolla.
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joka on vastakkaissuuntainen painolle G.x- ja y-akseleita ei ole piirretty kuvaan, koska
ne eivit ole kuvatason suuntaisia.

(a) Tason normaalivektori 7i on kohtisuorassa vektoreita I@ = _2i+ 3} ja P7>? — _2i+k
vastaan, joten yksikkd-normaalivektori on

1
7= PO x PR.
" \PZ?XP%ZX

Painon G tasoa vastaan kohtisuora komponentti on sen vektoriprojektio normaalin suun-
taan, eli

Octavella laskettuna:

octave:1> P = [2;0;0];
octave:2> Q = [0;3;0];
octave:3> R = [0;0;1];

octave:4> PQ = Q-P;
octave:5> PR = R-P;

octave:6> n = (cross (PQ,PR))/ (norm(cross (PQ,PR)))
n:
0.42857
0.28571
0.85714
octave:7> G = [0;0;-12.257;
octave:8> Gkohtis = dot (G, n) *n
Gkohtis =
-4.5000
-3.0000
-9.0000

G - Gkohtis

octave:9> Gyhdens
Gyhdens =

4.5000
3.0000
-3.2500

Siis G raso = (—4.50 —3.00§ — 9.00K)N ja G145, = (4.50i +3.00j —3.25k)N .
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(b)

7| = |—Gliaso| =|4.50i +3.00j +9.00k| N
— /4.502+3.002 +9.002N = 10.50N

Ful = | = Gjrasol = | —4.501 —3.00j +3.25k|N

_ \/(_4.50)2 +(—3.00)2+3.252N = 631N

(c) Kitkakertoimen tulee olla vihintidin

Fy| 631N
LI —0.60.
H="7 7 1050N

Esimerkki 2 (Kappale vinolla tasolla, jatkuu.) Tarkastellaan vield edellisen esimer-

Exa:Kvt2| Kkintasoa. Mddritd tason ja vaakatason vilinen kulma.

Ratkaisu: Tason ja vaakatason vilinen kulma « on tason normaalin 7 ja pystysuoran k
vélinen kulma

(WE) .
o = arccos | —= | = arccos (nk)
7| [K|

— arccos ((0.42857T+ 0.285717 +0.85714K) (E))
= arccos(0.85714) = 0.5411 (rad) = 31.00°

Esimerkki 3 (Palkin nosto.) Vaakatasossa lepdiivd palkki, jonka massa on m = 500.00 kg
Jja pituus on L = 4,000 m, nostetaan pystyyn. Nostovaijerin yldpdd on suoraan palkin
maahan jddvdn pddn yldpuolella korkeudella h = 7.35 m. Nosturi kelaa vaijeria niin,
ettd vaijeri lyhenee, mutta vaijerin yldpdd pysyy paikallaan. Palkkin toinen pdd nousee
vaijerin nostamana, ja tavoitteena on saada palkki pys yn :’gé%s%%% palkin alapdid ei
litkahda noston aikana paikaltaan. Tarkastellaan kuvanE mukaista noston vaihetta. (a)
Laske palkin alapddhdn kuvan tilanteessa vaikuttavan kitkavoiman suuruus. (b) Milld
ehdolla palkki ei liikahda noston aikana, kun alustan ja palkin vilinen lepokitkakerroin

Exa:Pnostol ‘ on 0.50?
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Kuva 2. Palkin nosto.

fig:Pnostol‘

(a) Palkin nousevan pdin koordinaatit ovat

xp = Lcosa=4.000mcos15° =3.86370m ja
yp = Lsinot =4.000m sin15° = 1.03528 m.

Vaijerin pituus on s = 4 /x5 + (h—y,)2 = 1/(3.86370m)? + (6.31472m)% = 7.40296 m
Vaijerin suuntavektori € on

-

— -
5 PRy —xpit+(h—yp)i

) K 7.40296 m
= —0.5219131+0.852999].

—3.86370mi + 6.31472m]

Vaijerin tukivoima on

F = Fé=-0521913F1+0.852999F j.
=F, -5,

Paino on m
G = —mgj = —500,00kg -9.81 5= —4905.00N]

Voimien momentit origon suhteen ovat

Mp = (xpi+ypj) x (Fi+Fyj) = (xpFy—ypFo)k
= (3.86370m-0.852999 F —1.03528 m- (—0.521913m) F) k = F - 3.83606 m K,

i = (S5 20) x (mel) - 28

o 3.86370m-24905.00N TS N
Mr 0 (koska varsi on nolla),
A7IF” = 0 (koska varsi on nolla).
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Tasapainoedosta seuraa nyt, ettd (1) momenttien summa on nollavektori, (2) voimien
pystysuorien komponenttien summa on nolla, ja (3) voimien vaakasuorien komponent-
tien summa on nolla.

Mp+Mg = 0 3.83606mKk-F = 9475.72Nmk | (1)

FR+T-G = 0 & 0.85300-F + T = 4905N | (2)

F+F = 0 —0.52192-F + Fy = 0 |(3)
9475.72N

(2) = T =4905.00N—0.852999-2470.17N =2797.95N
(3) = F;,=0.521913-2470.17N = 1289.23N

Siis kitkavoima on noin 1290 N.

Kitkavoiman suhde normaali-tukivoimaan on

Palkki siis pysyy tdssd asennossa ilman, ettd maahan tukeutuva palkin pii alkaisi liukua
alustalla.

(b) Se, ettd néilld arvoilla palkki ei liu'u alustalla, ei vield riitd takaamaan noston on-
nistumista alusta loppuun saakka. Edelld laskimme momentit suoraviivaisesti kiyttden
tehtdavissd annettuja suureita. Nyt otamme noston vaihetta kuvaaviksi mugttngilé%iS\é%ié
jerin pituuden s ja vaijerin ja pystysuunnan vilisen kulman 3. (Ks. kuva

yA y* yA
T, = s sin 3
Yp = h — 5 cos 3

Pox Mg = —3s(sin 8)G

fig:Pnosto2 Kuva 3. Momentit palkin nostossa.
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Momenttiehto saa nyt muodon:

MF+MG = 0
1
& F-hsinf3 = EG-ssinﬁ

sF = —G6

Kaikkien voimien summa on nolla:

17““ +F =0 vaakasuorat komponentit
) ssinf3
F, = —F=F = = —
= Fy x sin 3 7 G= 2 ; l¥e:
T+ ﬁy +G = 0 pystysuorat komponentit
scosf3
Fcosf = T
(h— yP h+yp
( )=t
Kitkan ja tukivoiman suhde on siis
Fu_
T h+yp

Noston aikana tdmén suhteen osoittaja pienenee ja nimittdjd kasvaa, joten suurimman
arvonsa suhde saa noston alussa. Silloin

(@) _L
T alussa h

Nosto onnistuu suunnitellulla tavalla, jos L/h < . Nyt esimerkin arvoilla L/h =4/7.35 >
0.5. Ehto ei siis toteudu ja palkki liukuu paikaltaan. Nostoa varten tulee saada korkeam-
pi nosturi, tai sitten palkin alapdi tulee tukea noston aikana. 0

Esimerkki 4 (Jakkaran tasapaino.) Kolmijalkaisen jakkaran jalat koskettavat vaaka-
tasoa (x,y-taso) pisteissii P;= (r cos(n/18+i-1/3),rsin(n/18+i-7/3),0),i=1,2,3,
missd r = 20,0 cm. Siis Kosketuspisteiden paikkavektorit ovat:

7i = 19.70cm-i+3.47cm-j+0-k
7, = —12.86cm-i+15.32cm-j+0-k
73 = —6.84cm-i—18.79cm-j+0-k



fig:Jakkara0Ol
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F

Kuva 4. Jakkaran kaato.

Jakkaran korkeus on 45 cm. Jakkaran massa on 3.25kg, ja painopiste on kohdas-
sa Fom = 40cmk. Jakkaran pisteeseen Q = (Scm, 10cm,45cm) vaikuttaa voima F=
4.00N1+3.00 Nj+ 7.00NK. Tarkista, ettii Jjakkara ei kaadu voiman takia.

Kdaytinnossd on mahdollista, ettd jakkara alkaa liukua alustalla. Liukumisen tutkimi-
nen on tj0 hieg@cy}z{ mlutkikkaampi asia. Emme tee sitd nyt, mutta myohemmin esimerkissd
SR pE o a
sivid asittelemme hieman yksinkertaisemman liukumisongelman.

Koska muut voimat ovat pysty- tai vaakasuoria, jJaamme myos vektorin F pysty- ja
vaakasuoraan komonenttiin.

F = 4.000Ni+3.000Nj+7.000NK
N ~ S N——

ﬁ vaaka F pysty
Voiman vaakasuora komponentti voidaan myds kirjoittaa muotoon F’vaaku =5.000Ne,
missé & = 0.80001 +0.6000;. Paino on G = —3.25kg-9.81 3k = —31.8825NK.

Laskemme seuraavaksi miten suuria tukivoimien Tl =T E, Tz =1 E, 7“3 = T3E tu-
lee olla, jotta jakkara pysyy kaatumatta. Kitkavoimia Ki, K>, K3 emme nyt ratkaise,
mutta pidimme ne alussa mukana tarkastelussa, jotta varmasti kaikki tarvittava tulee
huomioitua. Jos jokin tukivoima suuntautuu alaspdin (7; < 0, jollekin k), niin jakka-
ra kaatuu. Jos kaikki tukivoimat suuntautuvat ylospidin (7, > 0,Vk), niin jakkara pysyy

pystyssa.

Kitkavoimat 1?1, I_{'z ja 1?3 ovat vaakasuoria ja vastakkaissuuntaisia vektorille €. Siis
K; = —K;é,i = 1,2,3. (Témi ei ole triviaali asia, mutta voidaan perustella energiaperi-
aatteella.)
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Voimia koskevat tasapainoehdot ovat

Lili+Fpoy+G = 0 _ [ TK+DK+TK = 24.885NK
ZkEk+Fvaaka = 0 —Ké—K—Kzé = —5.000N¢é
h+T+T; = 24.8825N
Ki+K;+K; = 5.0000N

Valmistaudumme tarkistamaan tasapainon momenttiehtoa. Tétd varten lasketaan seu-
raavaksi kaikkien voimien momentit origon suhteen.

Mr = O@ x F = (5cmi+ 10cmj +45cmKk) X (4Ni+3Nj+7Nk)
= —0.6500Nmi -+ 1.4500Nmj — 0.2500Nmk

My, = # xTi=(19.70cm-i+3.47cm-j) x T k = T; -0.0347mi — T; -0.1970m]
My, = FyxTh=(—12.86cm-i+15.32cm-]) x Tok = T5-0.1532mi+ T5 - 0.1286m]
My, = 73xT3=(—6.84cm-i—18.79cm ) x T3k = T3 - (—0.1879m)i + T3 - 0.0684 m]

My, = 7 xK;=(19.70cm-i+3.47cm-j) x (—K; -0.80001 — K| - 0.6000])
= —K;-0.09044 mk
Mg, = FaxKy=(—12.86cm-i+15.32cm-j) x (=K -0.80001 — K; - 0.60007)

K>-0.19972mk
— (—6.84cm-i—18.79cm-}) x (—K3 - 0.80001 — K3 - 0.6000])
= —K3-0.10928 mk

=

Il

J’l

X
[

Momenttiehto:
6 = MF—}—ZMTk—}—ZMKk
k k
= (—0.6500N +0.0347T; +0.1532T5 — 0.1879T3) i

+(1.4500N —0.197077 +0.1286T5 + 0.068473) ]
+(—0.2500N — 0.09044K; +0.19972K, — 0.10928K3) K

Momenttien summa on nollavektori, jos i:n kerroin on nolla, j:n kerroin on nolla ja
k:n kerroin on nolla. Kun kokoamme kaikki saamamme yhtélot yhteen, saamme viisi
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yhtélod
0.034777y + 0.15327, — 0.18797; =  0.6500N
-0.197077 + 0.12867, + 0.068473 = —1.4500N
i + T + ;5 = 24.8825N
—0.09044K; + 0.19972K, — 0.10928K; =  0.2500N
K, + K, + K; = 5.0000N

Tukivoimat ratkeavat kolmesta ensimmaéisesti yhtdlostid. Yhtidloryhmien ratkaisemista
opettelemme seuraavassa luvussa. Myohemmin, kun olemme kéyneet ldpi yhtéaloryh-
mien ratkaisemisen, voit palata tarkistamaan ratkaisun. Nyt otamme ratkaisun Octavel-
la

octave:1> A = [0.0347 0.1532 -0.1879;

> -0.1970 0.1286 0.0684;
> 1 1 1 ]
A =

0.034700 0.153200 -0.187900
-0.197000 0.128600 0.068400
1.000000 1.000000 1.000000

octave:2> Db
b =

[0.6500; -1.4500; 24.8825]

0.65000
-1.45000
24.88250

octave:3> T = A\b

T =
13.4297
6.8484
4.6045
Koska kaikki tukivoimat suuntautuvat ylospdin, jakkara ei kaadu. [

Esimerkki 5 (Vaijereihin ripustettu massa) 10.00kg massa on ripustettu kiinnitys-
renkaaseen, josta lihtee kolme vaijeria. Ensimmdisen vaijerin yldpdd on kiinni pis-
teessd Py = (0cm,225cm,300cm), toisen vaijerin yldipdd on kiinni pisteessi Py =
(310cm,0cm,300cm) ja kolmannen vaijerin ylépdd on kiinnitetty pisteeseen Py =
(0cm,0cm,300cm). Massa lasketaan roikkumaan vaijereiden varaan, jolloin kiinni-
tysrengas asettuu kohtaan Py = (112cm, 135¢cm,252cm). Laske vairereiden jinnityk-
set.
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Lasketaan ensin vaijereiden (tukivoimien) suuntavektorit

— — —
RoP,  —1127+90] + 48K . 4 B}
b e O K 73931 40.5941] +0.3169%
|PyP]| V1122490 + 482
— — —
BP,  1987—135]+ 48K . ﬁ B}
i, = 20tz POlT IDITAOX ) g1017-0.55247 +0.1964K
|PoP5| V198241352 4482
i L L
RoP; 1127 —135]+ 48K . § B}
gy — 403 TS IDIEROX 61507 0.7423] 4 0.2639K
|PoPs| V112241352 4482

Tasapainon voima-ehto on nyt
iﬁ-%i%-%i%-#éizzﬁ
& Fy + Fiip + Fus —ng =0

& F(—0.73931+0.5941]+0.3169k)
+F5(0.810171 —0.5524) 4 0.1964k)
+F3(—0.61591 — 0.7423] +0.2639k) — 98.1Nk = 0

—

& (—0.7393F, +0.8101F, — 0.6159F3)i
+(0.5941F, —0.5524F, — 0.7423F3)j
+(0.3169F| +0.1964F, +0.2639F; — 98.1N)k = 0

—0.7393F; + 0.8101F, — 0.6159F3 = 0
& 0.5941F7 — 0.5524F, — 0.7423F3 = 0
0.3169F1 + 0.1964F, + 0.2639F; 98.1N

octave:4> PO = [112; 135; 252];

octave:5> P1 [ 0; 225; 300];

octave:6> P2 = [310; 0; 3001;
[ 1;
(

octave:7> P3 0; 0; 3007;
octave:8> ul P1-P0) /norm (P1-P0O)

ul =

-0.73934
0.59411
0.31686

octave:9> u2 = (P2-P0)/norm(P2-P0)
u2 =

0.81014
-0.55237




Sec:RistikkoI\

0.19640

octave:10> u
u3 =

-0.61586
-0.74233
0.26394

A =

-0.73934

0.59411
0.31686

octave:11> A

3

Vaasan yliopiston julkaisuja

= (P3-P0) /norm (P3-P0)

[ul u2

.81014
.55237
.19640

.61586
. 74233
.26394

16

octave:12> b =
b =

0.00000

0.00000

98.10000
octave:13> voimat = A\b
voimat =

185.760
180.464
14.387

Siis vaijereiden jannitykset ovat F1 = 186N, F> = 180N ja F3 = 14.4N.

2.2 Ristikon tukivoimat

Ifig:RistikkoIl

Esimerkki 6 (Ristikko, symmetrinen taakka.)) Tarkastellaan kuvan Dmukaista katto-
ristikkoa. Ristikon liitospisteiden koordinaatit ovat

P =(=50)  P=(50)
Pp=(-3,1) PB=(31)
Py =(-2,0) Ps= (2,0
Py =(0,2)

Katolla on 50cm lunta. Lumen vesiarvo on noin 150mm. Ristikko kantaa noin 8m?>
kattopintaa, joten ristikon pddlld olevan lumitaakan massa on noin 1200kg. Ristikon
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kantama kattorakenteiden massa on noin 400kg. Lumen ja kattorakenteiden yhteenlas-
kettu paino on siis G = —15700Nj. J- Ristikkoon vaikuttavat u%ozset Iaak%(;a Euklvm-
mat, sekd ristikon palkkien jdnnitysvoimat on piirretty kuvaan 6] Huomaa, eftd tukivoi-
mat ja taakat on piirretty kuvaan erikoisella tavalla. Oikeastaan vektorit pitdisi piirtdid
alkamaan vaikutuspisteestddn, mutta tukivoimat on piirretty vaikutussuoralleen risti-
kon alapuolelle, ja taakat on piirretty ristikon yldpuolelle. Laske palkkeihin vaikuttavat

Ex:ristikkol| voimat.

Fig:RistikkoIl

(4) 1m

Kuva 5. Kattoristikko.

Jokaisessa ristikon liitospisteessd vaikuttavien voimien summa on nollavektori. Syntyy
siis yksi vektoriyhtilo jokaista liipospistettd kohti.

([ F +5R = 040G
—ﬁ] —|—ﬁ3 —l—ﬁ4 = —0.25G
—ﬁz —ﬁ3 +ﬁ5 —|—ﬁ6 = 6
—F4 —ﬁ5 —I—F7 +Fg = —0.30G
—F6 —F7 —l—ﬁg —|—F1() = 0
—Fg —ﬁg +F11 = —0.256
~Fio —Fi = 040G

Kaikkien yhtiloiden summa on triviaali 0=0, joten yksi yhtiloistd voidaan poistaa
ryhmisti. Poistamme neljdnnen yhtdlon. Kolmesta ensimmadisestd yhtédlosti ratkaisem-

||
S

u61 + Vg 1

me voimat Fi, ..., Fg. Loput voimat saadaan symetrian perusteella
Lasketaan ensin voimien 17“1, . F}, yksikkOsuuntavektorit
F = Fl(u11+vlj) Fi(0. 8944271+ 0. 447214])
B = FQ(M21+Vz]) bi
Fs = F(usi+vs)) = F3(0.7071071 — 0.707107j)
Fy = Fy(ugl+vyj) = F4(0.9486831 4 0.316228j)
F5s = F5(u51—|—vs )= F5(0 70710714 0.707107])
( 1)

Fs = Fg
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(1) 2 0 (4) G) (6 (7)

fig:Ristikkol2 ‘ Kuva 6. Kattoristikon voimat.

Hajoitamme kolme ensimmadisté vektoriyhtidlod yhtdlod vaakasuoria ja pystysuoria kom-
ponentteja koskeviin osiin. Syntyvit kuusi yhtdloéd antavat kuuden voiman suuruudet.

mF + B = 0
viF = —-04G
—u1 + usF3y + u4ky = 0
—v1 + wF3 + vy = 0.25G
— B — uF; + usFs + Fg = 0

L — ks + vsF5 + = 0

Ratkaisemme yhtédloryhmén Octavella

octave:1> Pl = 5 0]1";
octave:2> P2 = 3 11";
octave:3> P3 = [-2 0]';
octave:4> P4 = [0 2]1';
2 01";

P2-P1) /norm (P2-P1
P3-P1l) /norm (P3-P1
P3-P2) /norm (P3-P2

octave:6> wl = ) ;
)i
)
P4-P2) /norm (P4-P2) ;
3
3

octave:7> w2 =

4
4

octave:8> w3 = ;

[-
(-
[
[
octave:5> P5 = |
(
(
(
(

octave:9> wd =

(P4-P3) /norm (P4-P
(P5-P3) /norm (P5-P

octave:10> wb
octave:11> wb6

)i
)i

4

octave:12> z = [0; 0];
octave:13> A = |
> wl w2 z z Z Z;

-wl z w3 w4 z z;
z —w2 -w3 2z W5 w6]

>oVoV
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0.89443 1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.44721 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
-0.89443 0.00000 0.70711 0.94868 0.00000 0.00000
-0.44721 0.00000 -0.70711 0.31623 0.00000 0.00000
0.00000 -1.00000 -0.70711 0.00000 0.70711 1.00000
0.00000 -0.00000 0.70711 0.00000 0.70711 0.00000

octave:14> G 15700;
octave:15> b = [ 0 -0.4xG 0 0.25«G 0 01’;

octave:16> F = A\b
F =
-1.4043e+04
1.2560e+04
-1.9428e+03
-1.1791e+04
1.9428e+03
9.8125e+03
Voimat ovat siis
Fi = —14000N, (puristus),
F, = 12600N, (venytys),
F3; = —1900N, (puristus),
Fy = —11800N, (puristus),
Fs = 1900N, (venytys),
Fse = 9800N, (venytys)

OJ

Edelld kdytimme symmetriaa kahdella tavalla. Symmetrian takia momenttien summa
on nollavektori, joten momentteja ei tarvinnut tarkastella. Toisaalta symmetrian avulla
voitiin tuntemattomien muuttujien miird ldhes puolittaa. Jos lumi on kasautunut toi-
selle lappeelle (sama kokonaismassa), niin symmetria rikkoutuu.

Esimerkki 7
Ex:ristikko . . . o .
o[ ristikkoa, mutta tilanteessa, jossa lumi on kasautunut epdtasaisesti. Laske ristikon

{Ristikko, epidsymmetrinen taakka.)) Tarkastellaan uudelleen esimerkin

palkkeihin vaikuttavat voimat, kun ristikon taakan jakauma on:

Liitospiste taakka varsitukivoima

(1) 0.05G —tG
(2) 0.10G
(4) 0.35G
(6) 0.40G

(7) 0.10G —(1—1)G
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Ratkaisemme ensin tukivoimat momenttiehdosta. Koska palkkeihin vaikuttavat voimat
ovat pareittain vastakkaisia, on niiden kokonaismomentti nollavektori. Momenttiehto
koskee siis taakkoja ja tukivoimia. Lasketaan ulkoisten voimien momentit

Liitospiste varsi#  voima F momentti 7 X F
taakat
(1) —5mi —0.05Gj 0.25Gmk
) —3mi —0.10Gj 0.30G mk
4) 0 —035Gj 0
(6) 3mi  —0.40G] —1.20Gmk
(7) 5mi  —0.10GJ —0.50G mk
tukivoimat
(1) —5mi tGJ —5tGmk
(7) 5mi (1-1)Gj  (5G—5tG)mk

yhteensi: 0=YM = (3.85—10f)Gmk

Siis r = 0.385 ja (1 —¢) = 0.615.

Teemme ongelman ratkaisusta lyhyen Octave-ohjelman

# Pisteiden koordinaatit

p=[-50; -31; -2 0; 02; 2 0; 31; 501";
# pisteiden lukumaara on npi

[c,npli] = size (P);

# Palkkien paat (alkupiste, loppupiste)
B=[12; 13; 2 3; 24, 34, 3 5;
4 5; 4 6; 56; 57; 6 17]";

# palkkien lukumaara on npa
[n,npal = size (B);
# palkkien suuntavektorit
w = zeros (c,npa);
for i=1l:npa

v = P(:,B(2,1))-P(:,B(1,1));

w(:,1) = v/norm(v);
endfor
# _______________________________________________________
# Kokonaistaakka
G = 15700;
# Taakat
taakka = [0 -0.05xG; 0 -0.10xG; O 0;
0 -0.35xG; O 0; 0 —-0.40%G; 0 -0.10%G1";
# Tukivoimat
tuki = [0 0.385%G; 0 0; 0 0; 0 O0; 0 0; O 0; O 0.615«G
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# Rakennetaan ratkaistavan yhtaloryhman kerroinmatriisi
A = zeros (c*xnpi, npa);
for p=l:npa

a = B(l,p);

b = B(2,p);
A((axc—c+l): (a*xc),p) = w(:,pP);
A((b*c—c+l) : (b*c),p) = —w(:,p);
endfor
# _______________________________________________________
# rakennetaan yhtaloryhman RHS
b = zeros(2xnpi,1);
for i=l:npi
b(2xi-1) = taakka(l,1i) + tuki(l,1i);
b(2x1) = taakka(2,1i) + tuki(2,1);
endfor
# _______________________________________________________
# ratkaistaan yhtaloryhma
F = A\b

ohjelma tulostaa konsolille voimat (Newtoneina)

F =

-1.1761le+04

1.0519%e+04

1.9428e+02

-1.1233e+04

-1.9428e+02

1.0794e+04

3.8023e+03

-1.4212e+04

-3.8023e+03

1.6171e+04

-1.8080e+04

Siis

Fi = —11800N, (puristus),
F, = 10500N, (venytys),
B = 200N,  (venytys),
F, = —11200N, (puristus),
Fs = —200N,  (puristus),
Fs = 10800N, (venytys),
F; = 3800N,  (venytys),
Fy = —14200N, (puristus),
Fy = —3800N, (puristus),
Fijp = 16200N,  (venytys),
Fi1 = —18100N, (puristus)

21
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3 LINEAARISET YHTALORYHMAT

3.1 Ratkaisun olemassaolo ja yksikésitteisyys

Edelld olleet esimerkit osoittavat, ettd yhtdloryhmaélli ei aina ole ratkaisua ja erdiss ta-
pauksissa ratkaisuja on ddreton maira.

Vaikka Gaussin algoritmi ratkaisee kaikki tapaukset, niin on tilanteita, joissa riviope-
raatioiden kdyttd on hankalaa.

Esimerkki 8 Kansantulo ja verotus. Kuvataan kansantulon yhteyttd kulutukseen ja
investointeihin muutamalla yhtdlolld. Yhtdloissd esiintyvdt kirjaimet ovat seuraavat:

Xp, = kulutus vuonna n,

yp = kansantulo vuonna n,

Zn = iInvestoinnit vuonna n,

Iy = keskimdadrdinen investointitaso (oletetaan vakioksi),
s = sdastdamisaste (0 < s < 1, oletetaan vakioksi),

veroaste (0 <t < 1, oletetaan vakioksi),

k = investointien herkkyys kulutuksen muutokselle, (oletetaan vakioksi)

Yhtdilot ovat
Yn = Xn+Zn

X = (1=5)(1=1)yas

in = lo+tyn—1+k(x,—x,—1)
Jos taloudessa ei esiinny vakavia hdirioitd, niin vuotuiset arvot alkavat lihestyd tasa-
painoarvoja; Xu,Xp—1 — X, Yn,Yn—1 — ¥ ja Zn,Zn—1 — 2. lasapainoa siis kuvaa yhtdlot

y = x+z —x + y —z =0 missd
x = (I=-s5)(1-1)y &< x — afy =0 , (1-5)=a,
z = Iy+ty -ty + z =D (I-1)=p

Heti, kun kertoimien s ja t numeroarvot tiedetdcdn, on yhtdloryhmdn ratkaiseminen ri-
vioperaatioiden avulla helppo rutiinitehtdvd.

Yhtdiloryhmdn ratkaiseminen tdssd yleisessd muodossa, ilman tietoa s:n ja t:n nume-
roarvoista, on edelleen mahdollista tehdd rivioperaatioiden avulla, mutta silloin tulee
toimia hyvin tarkasti. Myohemmin opimme Cramerin kaavat, joiden avulla voidaan td-
td tyyppid oleva yhtiloryhmd ratkaista suoraviivaisesti ja ilman vaikeuksia. Palaamme
esimerkkiin uudelleen Cramerin kaavojen yhteydessdi.
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Esimerkki 9 Markkinaosuus tasapainossa. Kauppiaalla on alueellaan 1000 taloutta,
joista x; taloutta voidaan hetkelld t luokitella asiakastalouksiksi ja loput y; = 1000 — x;
eivdt ole asiakastalouksia. Markkinointi hoidetaan lehtimainoksilla ja postin muka-
na jaettavilla tarjousilmoituksilla. Viikon mainosten jilkeen tapahtuu asiakaskunnassa
muutoksia seuraavin todenndkoisyyksin:

alkutila | lopputila | todenndkoisyys

asiakas asiakas P11

asiakas | ei-asiakas P12
ei-asiakas | asiakas P21
ei-asiakas | ei-asiakas P2

Jos tilanne jatkuu samanlaisena riittdvdn kauan, saavutetaan tasapaino (x; — x ja y; —
y), jota kuvaa yhtdloryhmd

pux + ppy = X (pi1—1x + pizy = O
pux + ppy = y & pux + (pp—1ly = 0 .
X 4+ y = 1000 X+ y = 1000

Yhtdiloryhmdssd on kaksi muuttujaa ja kolme yhtdlod, jolloin Cramerin kaavat eiviit
toimi. Jokainen yhtdlo sisdltdd tdrkeditd tietoa, eikd mitdidn niistd voi poistaa. Myohem-
min opimme muodostamaan yhtdloryhmdidn liittyvin “pseudoinverssin’, jonka avulla
ratkaisu saadaan taas helposti.

Edelld esitetyt esimerkit voi taitava laskija ratkaista ilman erikoista teorian kehittelyi,
kéasittelemdlld yhtiloitd luovalla tavalla. Kun vastaavan kaltaisissa yhtidloryhmissd on
kymmenid muuttujia, niin taitavuus ei endd yksin riitd, vaan tarvitaan systemaattisia
menetelmii, jotka voidaan kuvata yleisesti.

Jatkossa palaamme yhtédloryhmiin kolme kertaa:

(1) Tapaus: ”Muuttujia on yhti monta kuin yht#lo6itd.” Kun olemme luvussa 3 esi-
telleet matriisit ja determinantit, on helppo antaa yksinkertainen ehto ratkaisun yksi-
kisitteisyydelle. Esittelemme kaksi uutta yhtdloryhméin ratkaisumenetelméi. Erityisen
tarkkaan késitelemme homogeenisen yhtidloryhmén késittelyn. (Homogeenisessa yhti-
l6ryhmaéssé jokaisen yhtdlon RHS on nolla.)

”%l}}tkéilﬁgtéi on vihemmiin kuin muuttujia.” Tapaus kisitelldin luvussa
anta

2.1
sivut

(3) Tapaus: ’Yhtiloitia on enemmiéin kuin muuttujia.” Luvussa 8 kisitellaan lineaari-
kuvauksia ja matriisihajoitelmia. Uusilla kisitteilld saadaan kuvattua vilttiméton ehto
ratkaisun yksikisitteisyydelle, sekd tehokas ratkaisumenetelma.

tarkista lu-
vun numero,

tai korvaa
viittauksella
lukulabeliin
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Ennen uuteen lukuun siirtymisti todistamme pari tulosta, jotka on mahdollista muo-
toilla ilman tulevien lukujen késitteitd. Lauseisiin viitataan myShemmin, joten ne kan-
nattaa lukea huolellisesti. Todistuksiin pdtee luvussa 1.1 annetut ohjeet.

Seuraavissa lauseissa tutkitaan yhtdloryhmén

anxy + apxa + -+ 4+ apxp = by
arixy + amxy + - + awx, = b

) ) ) ) (3.1)
amiX1 + amxz + - A+ AuXxp = by

ratkeavuuteen liittyvid ehtoja. Perustelemme ehdon, joka koskee yhtiléiden vasemmal-
la puolella olevien termien kerroinkaaviota

ajlr ap - diy
ay; az -+ dyp

} ; } (3.2)
aml Am2 *°° Qmn

Kaiytetdidn kerroinkaavion i:nnelle riville merkintii dje, kerroinkaavion j:nnelle sarak-
keelle merkintdi d, ; ja RHS:lle merkintéa b. Siis

ai bq
die=(an ap -+ i), dej= a:2, , b= b.2
a,;1 j by,
Yhtidloryhma (ﬁ%daan nyt kirjoittaa
X1de1 +X28e2 4+ Xylon = b (3.3)

Siis yhtdloryhmaén ratkaisu-arvot antavat lineaarikombinaation kertoimet, kun RHS lausu-

taan kerroinkaavion sarakkeiden lineaarikombinaationa.

hma
Lause 10 Jos yhtdloryhmadlld on kaksi eri ratkaisua, niin jokin kerroinkaavion
sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikombinaationa.

Todistus: Olkoon {xi,x7,...,x,} ja {£],%2,...,%,} kaksi eri ratkaisua. Silloin

xlc_i.l +X2ﬁ.2 + .- —i—x,ﬁ.n = )?167.1 —}-)?267.2 + .- —l—xAnc_i.n (3.4)

lausel?2
jalauseen (77) mukaan jokin vektoreista do; voidaan lausua muiden lineaarikombinaa-
tiona. 0

Todistuksen merkinnit voivat tuntua kummallisilta, joten otamme konkreettisen esi-
merkin
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Esimerkki 11 Yhtdloryhmdilli

—x + 3y + 2z =1 (3.6)
2x — y 4+ z =
on ainakin ratkaisut
x = 0 =1
y = -1 ja y =20
z = 2 2 =1

Lauseen todistuksen merkinnoilld tdstd seuraa, ettd

0-67.1—|—(—1)-ﬁ.2+2-ﬁ.3 = 1-de1 +0-der+1-de3
= _C_iol —Zi.z—|—2i.3 :6

-~ 503 - 5.1 +ZioZ

Siis kolmas kerroin sarake on kahden ensimmdiisen kerroinsarakkeen summa. Kun tar-
kistaa asian alkuperdisestd yhtdaloryhmdstd, huomaa ettd ndin todella on asian laita.

Lause 12 Olkoon j:s sarake ae; kerroinkaaviossa (@%%aarikombinaatio muista
sarakkeista. Kun kaaviolle tehdddn mikd tahansa Gaussin allgoritmissa kdytetty rivio-
peraatio, niin muuttuneen kaavion j:s sarake on edelleen lineaarikombinaatio samois-
ta sarakkeista. (Jopa samoin kertoimin.)

Todistus: Harjoitustehtidva. [

avio
Lause 13 Jos m = n, niin kerroinkaaviossa @Waan Jokin sarake lausua muiden
sarakkeiden lineaarikombinaationa, jos ja vain jos jokin kerroinkaavion rivi voidaan
lausua muiden rivien lineaarikombinaationa.

Todistus: Keskitymme ensin osoittamaan “vain jos”-osan, joka sanoo, ettd "Jos
jokin sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikombinaationa, niin jokin rivi
voidaan lausua muiden rivien lineaarikombinaationa”.

Oletamme, etti sarake ae; on sarake, joka voidaan lausua siti edeltdneiden sarakkeiden
{de1,--.,aq(k—1)} lineaarikombinaationa. (HT: miksi oletus voidaan tehdd?) Ryhdym-
me tekemédédn Gaussin algoritmin mukaisia rivioperaatioita.

(a) Jos kierrosten 1...(k — 1) aikana pivotointi epdonnistuu jossakin sarakkeessa, niin
viimeiselld kierroksella pivot-alkio ei ole paikassa kk, vaan sen yldapuolella. Siis viimei-
sessd Gaussin algoritmin mukaisessa kaaviossa alin rivi on nolla-rivi. Tdémi nollarivi
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on lineaarikombinaatio alkuperdisen kerroinkaavion riveistd, joten lauseen (H"i’a)%
kaan jokin rivi voidaan lausua muiden rivien lineaarikombinaationa.

(b) Jos kierrosten 1...(k — 1) aikana pivotointi on onnistunut joka kierroksella, niin
nyt olemme LPégcz)tooimassa pivot-alkiona alkio paikassa kk. Koska k:s sarake on edelleen
lauseen (iiii mukaan lineaarikombinaatio edellisistd sarakkeista, ja edellisissd sarak-
keissa on kaikissa riveilld k.. .n vain nollia, niin my0s k:nnessa sarakkeessa on riveilld
k.. .n pelkkid nollia. Siis pivotointi epdonnistuu ja tdstd seuraa samoin kuin edelld, ettid
jokin alkuperiisen kerroinkaavion rivi on muiden lineaarikombinaatio.

Seuraavaksi osoitamme jos”’-osan, joka sanoo, ettd "Jos jokin rivi voidaan lausua
muiden rivien lineaarikombinaationa, niin jokin sarake voidaan lausua muiden sarak-
keiden lineaarikombinaationa.” Oletamme, ettd kerroinkaavion k:s rivi on lineaarikom-
binaatio edeltdvistd riveistd. Kddnnetddn kerroinkaavio niin, ettd j:nnesta rivistd teh-
ddin uuden kaavion j:s sarake. ”jos vain”-kohdan mukaan kddnnetyn kaavion jokin ri-
vi on lineaarikombinaatio muista kddnnetyn kaavion riveistd. Siis alkuperdisen kaavion
jokin sarake on lineaarikombinaatio muista sarakkeista. [

hma
Lause 14 Jos m = n, niin yhtdloryhmdlld (ﬁﬁ vksi yksikdsitteinen ratkaisu, jos ja
vain jos mitddn kerroinkaavion saraketta ei voida lausua muiden sarakkeiden lineaa-
rikombinaationa.

Todistus: Oletamme, ettd yhtdloryhmailla (@% yksi yksikisitteinen ratkaisu.
Osoitamme ensin, ettd mitiddn yhtdloryhméin yhtdloi ei saada rivioperaatioilla muotoon,
jossa LHS olisi nolla. Jos jokin yhtdlo saadaan rivioperaatioilla muotoon 0 = b, b # 0,
niin yhtdloryhmén ratkaisujoukko on tyhjd, mikd on vastoin oletusta. Jos jokin yhtdlo
saadaan rivioperaatioilla muotoon 0 = 0, niin kyseinen yhtilo voidaan poistaa yhtilo-
ryhmisti ratkaisun muuttumatta. Poiston jilkeen yhtdloryhmédssd on muuttujia enem-
min kuin yhtdloitd, joten Gaussin algoritmi johtaa ratkaisuun, jossa on monta ratkai-
sua tai tyhjd ratkaisujoukko. Tami on taas vastoin oletusta. Ainoa vaihtoehto joka jda
jéljelle on se, ettd oletuksen ollessa totta, ei mitidin kerroinkaavion rivid voida riviope-
raatioiden avulla muuttaa nollariv'ks{l.SSeiZisl mitdédn rivid ei voida lausua muiden rivien
lineaarikombinaationa ja lauseen (“ ?i mukaa ei siis mitdédn sarakettakaan voida lausua
muiden sarakkeiden lineaarikombinaationa.

Oletamme, ettd mitdin kerroinkaavion s ralﬁestga2 %i voida lausua muiden sarak-
keiden lineaarikombinaationa. Silloin lauseen :i% gi mukaan ei Gaussin algoritmin ku-
luessa kerroinkaavion LHS koskaan mene nollavektoriksi. Jos pivot-kertoimen paikalla
on nolla, niin nollan oikealla puolella, samalla rivill4, on siis nollasta eroava kerroin.
Vaihtamalla ndmaé sarakkeet keskenééin saadaan uusi kaavio, jossa muuttujien jéarjestys
on muuttunut, mutta ratkaisu on sama alkuperéisen kaavion kanssa. Pivotointi onnistuu
siis aina ja algoritmi antaa yksikésitteisen ratkaisun. [



Sec:YRRoundErr\

Vaasan yliopiston julkaisuja 27

3.2 Pyoristysvirheistd

Téamin kurssin esimerkit ovat usein epirealistisia, koska esimerkkien kertoimet ovat
pienid kokonaislukuja, joilla on helppo laskea tarkasti. Seuraavissa kahdessa esimer-
kissi ratkaistaan yhtdloryhmd, jonka kertoimet tunnetaan neljdn merkitsevdan numeron
tarkkuudella. Seuraavassa merkintd a = ag =+ € tarkoittaa, etti ag — € < a < ag+ €. Tie-
ddmme siis vilin , johon a:n arvo varmuudella kuuluu.

Josa=apyt+€e,b=byt U jac=cyoxV,nin

a+b = (ap+bo)E(e+u)

a—b = (ag—bo)*E(e+nu)

a-b = (ao-bo) = (|bol€ +|ao|p)
1 1 £ 1 u
- = + ~N—+—=
b py- gk o by
a _ ao__(|bole+|aolp
b by b%

a _ap |a0bo|v+|b060|8—|—‘60a0|,u

e = D .

b bg by

Esimerkki 15 Tarkastellaan yhtdloryhmdid

(2.135+€)x — (7.095+€)y — (2346+e)z = —5000+¢
—(1237+€)x + (4.108+¢)y — (2315+€)z = 14.000+¢
(2351+e)x — (1.306+¢€)y + (3.562+¢e)z = —11.000+¢

Kertoimet ovat anturiarvoja, joiden toleranssi on € = 0.0005. Ratkaistaan yhtdloryh-
. . . . lg:GaussJordanl &~ .

md ensin Gauss-Jordan algoritmin versiolla I (sivu 7] ja toiseksi algoritmin versiol-
. |Alg:GaussJordanIII L. . .

la I (sivu 77). Laskemme jokaisen laskutoimituksen kolmen desimaalin tarkkuudella

(toleranssirajoja arvioimme neljin desimaalin tarkkuudella).

[2.135+¢] (—7.095+¢) (—2.346+¢)| (—5.000+¢)
(—1.237+€) (4.108+¢) (—2315+¢)| (14.000+¢)
(2351+€) (—1306+¢) (3.562+¢) | (—11.000+¢)

Ratkaisu algoritmin versiolla I: Ensimméinen pivot-termi on ensimmadisen yhtilon en-
simmadinen termi. Pivot-rivi kerrotaan luvulla

a = (1.23740.0005)/(2.135+0.0005) = (0.579 +0.0004)
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ja lisdtéddn riviin 2. Toiseksi pivot-rivi kerrotaan luvulla
b= (2.351£0.0005)/(2.135£0.0005) = (1.101 +0.0005)

ja viahennetdén rivistd 3.

[2.135+€] (=7.095+¢) (—2.346+¢)| (—5.000+¢) xa| b
(—1.237+e)  (4.1084¢) (—2315+e)| (14.000+¢e) ||+ +
(2351+€) (—1.306+¢e)  (3.562+¢€) | (—11.000+ &) ——

0 (0.029+£0.0036) (—3.673+0.0017)
0 (6.451+0.0046)  (6.145+0.0022)

(11.105 +0.0028

(2.1354+¢€) (—7.045+£0.0005) (—2.346+0.0005)
(—5.495+0.0036

(—5.000 £ 0.0005) )
)
)

Seuraava pivot-alkio on rivilld 2 sarakkeessa 2. Kerrotaan pivot-rivi luvulla

¢ = (6.451 +0.0046) /(0.029 +0.0036) = (222.4 +27.77)

ja vihennetiin tulo rivista 3:

0 (0.0294+0.0036)  (—3.67340.0017)
0 0 (823.2+102.39)

(11.105 +0.0028)

(2.1354¢€) (—7.045£0.0005) (—2.3460.0005)
(—2476 +309.04)

(—5.000 40.0005) )

Palautuvien sijoitusten avulla muuttujille saadaan arvot:

x = 0840 + 31538
y = 1966 + 9544
z = —3.008 + 0.750

Toleranssien perusteella tulos ndyttdd arvottomalta, mutta virherajat kertovat “pahim-
man mahdollisen” virheen (jos kaikki pyoristyksen vaikuttavat samaan suuntaan). Kay-
tdnnossé osa pyoristyksistd muuttavat tulosta ylospdin ja osa alaspdin. Siten lopputulos
on tavallisesti ldhempéné oikeata kuin virherajojen perusteella odottaisi. Silti joskus
todella tapahtuu se, ettd tulos on juuri niin huono kuin virherajojen mukaan on mah-
dollista.

Ratkaisu algoritmin versiolla I11:

Algoritmin suoritus alkaa silld, ettd sarakkeen 1 itseisarvoltaan suurin alkio vaihdetaan
riville 1. Siis rivit 1 ja 3 vaihtavat paikkaa. Tdmén jdlkeen ensimmdiinen pivot-termi on
ensimmdisen yhtdlon ensimmaéinen termi. Pivot-rivi kerrotaan luvulla

a = (1.237+£0.0005)/(2.351 £0.0005) = (0.526 +0.0003)
ja lisétddn riviin 2. Toiseksi pivot-rivi kerrotaan luvulla

b= (2.13540.0005)/(2.351 £0.0005) = (0.908 & 0.0004)
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ja vihennetdin rivistd 3.

(2.135+¢
(-1.237+e¢
(2351 +¢

) (=7.095+€) (—2.346+¢
)
)
(2.3514+¢) (—1.306+¢
)
)

) ) ) vaihda
(4.108+¢) (—2315+¢) | (14.000%¢)
(—1.306+¢) (3.562+¢) | (—11.000+¢) /| vainda
) (3.562+¢€) | (—11.000+¢)
) ; )

*a *b
(14.000+ ¢ —+
(—=5.000+¢€) ——

(—5.000+ ¢

~ | (~1237+¢) (4.108+e) (—2315+¢
(2.135+€) (—7.095+¢) (—2.346+¢

(2351+€) (—1.306+0.0005)  (3.562£0.0005) | (—11.000 +0.0005)
~ 0 (3.421+0.0012) (—0.441+0.0018) |  (8.2140.0041)
0 (—5.859£0.0015) (—5.580+0.0024) |  (4.988+0.0054)

Seuraavaksi vaihdamme rivit 2 ja 3. Sen jilkeen pivot-alkio on rivilld 2 sarakkeessa 2.
Pivot-rivi kerrotaan luvulla

= (3.4214£0.0012)/(5.859 £0.0015) = (0.584 = 0.0004)

ja tulo lisétdén riviin 3

(2.351+¢) (—1.30640.0005) (3.56240.0005) | (—11.000=+0.0005)
~ 0 (—5.859+£0.0015) (—5.580+£0.0024) |  (4.988£0.0054) xC
0 (3.421+0.0012) (—0.441+0.0018) |  (8.21440.0041) / |+ +
(2.351+¢) (—1.30640.0005) (3.56240.0005) | (—11.000=+0.0005)
~ 0 (—5.859+0.0015) (—5.580+0.0024) (4.988 +0.0054)
0 0 (—3.700+£0.0054) | (11.127+£0.0092)
Palautuvien sijoitusten avulla muuttujille saadaan arvot:
x = 099 + 0.017
y = 2012 £ 0.009
z = —=3.007 £+ 0.007

Jos laskemme ilman pyoOristyksid tehtidvéssd annetuilla arvoilla, ratkaisuksi tulee x =
0.99610,y =2.01310jaz = —3.00750. Kahdesta algoritmiversiosta jalkimmadinen (ver-
sio III) toimi selvésti paremmin.

Esimerkit ovat vihin keinotekoisia siind mielessi, ettd laskimme kolmen desimaalin
tarkkuudella. Tietokoneet laskevat yleensd huomattavasti tarkemmin. Normaalisti Las-
kettaessa yksinkertaisen tarkkuuden luvuilla Octavessa pyoristysvirhe on suuruusluok-
kaa € = 1078, Tarkkuus on siis huomattavasti parempi kuin edellisessd esimerkissi.

Ei ole lainkaan helppoa mallintaa yhtdléryhmin ratkaisun aikana syntyvien pienten
pyoristysvirheiden syntymistd ja kumuloitumista. Pyoristysvirheiden vaikutus tulok-
seen riippu paljon yhtdloryhmin erikoispiirteistd. Eri yhtdloryhmien herkkyyttd virhei-
den kasvulle kisitelldan myohemmin lisdéd luvussa (). lisdd linkki

Kuva ﬁ%ﬂ@tty seuraavasti: olkoon n yhtidloiden lukumiird yhtdaloryhmaissa. Jo-
kaisella n:n arvolla n = 3...200 on arvottu tuhat yhtdléryhméa. Jokainen arvottu yh-
taloryhmi on ratkaistu kédyttden yksinkertaista laskentatarkkuutta ja ratkaistu vield uu-
delleen kayttden kaksinkertaista tarkkuutta. Jos kahden ratkaisun suhteellinen ero on
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enemmin kuin 1073, niin yksinkertaisen tarkkuuden ratkaisussa on pyoristyksesti joh-
tuvaa virhettd, joka nékyy vastauksessa kolmannen desimaalin viirind arvona. Kuvaan
on piirretty tieto siitd, miten monta néin suurta virhettd havaittiin tuhannessa toistos-
sa. Kuvasta voimme vetdd sen johtopditoksen, ettd siind yhtdloryhmien luokassa, josta

14

10 4

150 200

Kuva 7. Virheellisten ratkaisujen méari tuhannessa toistossa. Vaaka-akseli kertoo yh-
taloiden lukumédridn yhtidloryhméssa.

arvonta suoritettiin, pyOristysvirhe vaikuttaa ratkaisuun melko harvoin, mutta vaikutus
on mahdollinen jo aivan pienilldkin yhtdloryhmilla. Nyt emme ryhdy tutkimaan asiaa
enempad. Palaamme asiaan, kun olemme oppineet lisdéd vektori- ja matriisi-normeista.

cyrl . . ..
Lyhyesti vertaamme vield esimerkin @%h_ta ratkaisua. Ratkaisut eroavat toisistaan,
mutta varsinkin virhearviot eroavat paljon. Tdma selittyy seuraavasti: algoritmiversios-
sa I toisen yhtélon y:n kertoimen suhteellinen tarkkuus alussa on

1 = 29995 6 00012,
SO = 4108

Ensimmadisen pivotoinnin jilkeen samassa paikassa olevan termin suhteellinen tarkkuus

on

0.0036
StOlQ = W ~0.12.

Suhteellinen virhemahdollisuus kasvoi siis tuhat-kertaiseksi yhdelld pivotointikierrok-
sella. Algoritmi valitsee timén kertoimen pivot-alkioksi, jolloin sen romahtanut tark-
kuus vaikuttaa tasan kaikkiin laskuihin tistd eteenpdin! Tillaista ei saisi tapahtua las-
kennan aikana.
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Algorimiversio I ei ole ammattimaista tasoa (professionaali)! Edelld kuvattu suhteelli-
sen tarkkuuden romahdus tapahtuu yleensa siten, ettd lasketaan kahden melkein saman
kokoisen luvun erotus. Niin saattaa tapahtua rivioperaatiossa. Téllaista alkiota ei saa
valita pivot-alkioksi. Algoritmiversio III vélttidd sen valitsemalla pivot-alkioksi itseisar-
voltaan mahdollisimman suuren kertoimen.



Ch:Matrix

’Sec:EsKitkaI‘

Ex:Kitkal
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4  MATRIISIT JA MATRIISILASKUT

4.1 Kitka-esimerkki

Edelld opimme, ettd yhtdloryhmi voidaan kirjoittaa matriisi-yhtiloksi. Jos yhtéloryh-
mi on vapaa ja kvadraattinen, eli kerroinkaavio on sddnnollinen neliomatriisi, niin yh-
tdloryhmén ratkaisu saadaan kéddnteismatriisin avulla. On tdrkeitd huomata, ettei asia
aina ole niin.

Yhtidloryhmien késittelyd opeteltaessa syntyy helposti vddrid mielikuvia siksi, ettd en-
simmadisten esimerkkien tulee aina olla helppolukuisia ja pienid. Tekniikassa usein yh-
taloryhmit ovat kolmen muuttujan ja kolmen yhtdlon ryhmid. Tdmékééan ei aina ole
totta.

Esimerkki 16 Kolme massaa lepdd vaakasuoralla alustalla (u,v-tasolla). Kappalei-
den massat ja paikat ovat

m; =2.00kg (u1,v1) = (2.17cm, —5.42cm),
my = 1.00kg (uz,v2) = (—1.35cm, —9.12cm),
m3 = 4.00kg (u3,v3) = (5.15cm, 15.10cm).

Kappaleiden pddlld on kevyt levy, joka on kiinnitetty kappaleisiin niin, ettdi kappaleet
Jja levy muodostavat yhden kiintedin systeemin. Levyyn kohdistuu pisteeseen (0,0) kym-
menen Newtonin voima suuntaan 1. Laske kappaleiden ja alustan viliset kitkavoimat,
kun oletamme ettd systeemi ei litku. Pysyyko systeemi paikallaan, jos kappaleiden ja
alustan vdlinen lepokitkakerroin on u = 0.30?

Sovimme ensin joistakin merkinndistd. (Osa merkinndistd on nyt tarpeettomia, mut-
ta auttavat liittdméédn esimerkkisarjan osia toisiinsa.) Systeemiin vaikuttava ulkoinen
voima on

F = Fi=10.000N7.

Tukivoimat ovat
T) = Tik = 2.00kg - 9.81 %IE =19.62Nk, T, =19.62N,
S
T =Tk= 1.001<g-9.81%E=9.81NE, T, = 9.81N,
S

T3 = Tsk = 4.00kg - 9.81 %E =39.24Nk, T3 =39.24N.
S
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Kitkavoimat ja niiden momentit origon suhteen ovat

I_{l = K]Y, M1 = —V1K1 = 5.42CH1K1,
1?2 = Kz?, M2 = —V2K2 = 9.120mK2,
1?3 = K3Y, M3 = —V3K3 = —15.IOch3,

Merkitsemme vield K| = x, K =y, K3 = z. Tdmi on nyt hyvin “epd-ammatillinen” mer-
kintd, mutta se auttaa hahmottamaan syntyvin yhtdloryhméin rakennetta. N&illd merkin-
noilléd tasapainon voima- ja momentti-ehto saavat muodot

K, + K, + Ks = —F
K + wKy + nKy = 0

- x 4 y + z = —10.000N
542¢ + 9.12y — 1510z = 0

Kaksi yhtédlod eivit nyt riitd kolmen voiman ratkaisemiseen.

Jotta saisimme jarkevit arvot kitkavoimille, mallinnamme kappaleiden ja alustan vilis-
td kitkaa nai’villa mallilla: Tarkastellaan ensin kappaletta 1. Kappale koskettaa alustaa
useassa pisteessd. Kosketuspisteiden lukumééra n; on suoraan verrannollinen tukivoi-
man suuruuteen. Siis n; = o¢77. Jokaisessa kosketuspisteessd syntyy pieni jousivoima
f = ks, missd k on pienen jousen jousivakio ja s on mikroskooppinen siirtymi. Kappa-
leeseen vaikuttava kokonaiskitkavoima ja jousiin sitoutuva potentiaalienergia ovat

K
K = ks = aTik — 5=
1 niks 1ks, s oTik
2 2
1 1/ K K
E, = ni=ks®*=aT -k =1
b= mpE ) (ale) 20kT;

Vakioita & ja k emme nyt tiedd, mutta oletamme, ettd ne ovat kaikkien kolmen kappa-
leen kohdalla samat. Silloin jousisysteemien potentiaalienergia tulee minimoitua, kun
etsimme mahdollisimman pienen arvon lausekkeelle

kP K K3
o1, 21, 2Ty

Ratkaisemme siis optimointitehtdvin

2 2 2
X y z
M - 2 =
mn o oan T oo
ehdoin .
x + y + z = —F

vix + wy + wz = 0
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Tiéllainen yhtilorajoitteita sisdltdva siled optimointitehtivéd on tapana ratkaista Lagran-
gen menetelmidlld. Emme nyt selitd tekniikkaa. Jos haluat kuvauksen siitd, niin etsi
tietoa avainsanoilla ”optimointi”’ja "Lagrange” (“optimization”, “Lagrangian”).

Lagrangen funktio on

2 2 2
X y Z

Y=g+ = 4 A F)+ A
2T1+2T2+2T3+ 1(x+y+z+F)+(vix+vay+v3z)

Vilttiméaton ehto optimille on aaz 0, a‘f —O, az (), (M O, ES Z — 0 eli.
X/Tl + A+ v = 0
y/T2 + M+ mA = 0
/T + A+ wAy = 0
x + y + K4 = —F
vix + vy + vz = 0
/Ty O 0 1 v X 0
0O 1/, 0 1 » y 0
& 0 0 /T35 1 v Z = 0
1 1 1 0 0 M —F
Vi V2 V3 0 0 7Lz 0
Sijoitamme numerot paikalleen ja ratkaisemme yhtidloryhmin
octave:2> F = 10;
octave:3> Tl = 19.62;
octave:4> T2 = 9.81;
octave:5> T3 = 39.24;
octave:6> vl = -5.42;
octave:7> v2 = =-9.12;
octave:8> v3 = 15.10;
octave:9> A = |
> 1/T1 O 0 1 vl;
> 0 1/T2 0 1 v2;
> 0 0 1/T3 1 v3;
> 1 1 1 0 0;
> vl v2 v3 0 0]
A =
0.05097 0.00000 0.00000 1.00000 -5.42000
0.00000 0.10194 0.00000 1.00000 -9.12000
0.00000 0.00000 0.02548 1.00000 15.10000
1.00000 1.00000 1.00000 0.00000 0.00000




Sec:InOutAnal‘

Vaasan yliopiston julkaisuja

-5.42000 -9.12000 15.10000 0.00000 0.00000
octave:10> b = [0; 0; O ; -F; 0 ]
b =
0
0
0
-10
0
octave:11> xyz = inv (A)xb
Xyz =
—-4.4342336
-2.4776848
—-3.0880816
0.1870968
-0.0071788
Kitkavoimat ja niiden suhteet tukivoimiin ovat siis
K1 = —4.434N, |K1/Ti| = 0.226,
Ky = —2.478N, |K>/T>| = 0.253,
K3 = —3.088N, |K3/T3| = 0.079,

Kitka riittdd siis pitiméén systeemin litkkkumattomana.

4.2 Panos-tuotos -analyysi

35

Panos-tuotos-analyysi kehitettiin alunperin kansantaloutta silmilld pitden. Silloin py-
rittiin ennustamaan USA:n kansantalouden kehitysti. Ennusteet perustuivat edeltivini
vuosina USA:n kansantalouden rakenteesta kerittyihin tietoihin. Kivi ilmeiseksi, et-
td vaikka kansantalouden tila muuttuisi nopeastikin, niin erdit sen rakennetta kuvaavat
lukusuhteet muuttuvat silti hitaasti. Tdmé antaa hyvén pohjan ennusteiden tekemisel-
le. Alkuperiisen kansantaloutta kuvaavan sovelluksen kehitti aikanaan amerikkalainen

Wassily W. Leontief (1905-1999).
(http://en.wikipedia.org/wiki/Input—-output_model)

4.2.1 Kansantalouden rakenne

Panos-tuotos-menetelmé jakaa talouden toimialoihin ja tarkastelee sitd, miten eri toi-
mialojen tuotokset ovat panoksia toisille toimialoille. Allaoleva panos-tuotos-matriisi
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(input-output-matrix) esittdd taloutta joka on jaettu kolmeen toimialaan T1, T2 ja T3.
Toimialaa T1 vastaava rivi kertoo, ettd toimialan T1 tuotoksesta 240 yksikkod on vi-
lituotteita, jotka kiytetddn panoksena jatkotuotantoon. 180 yksikkod T1:n tuotoksesta
myydéédn toimialan T2 yrityksille, jotka kédyttdvit sen panoksena omaan tuotantoon-
sa. 144 yksikkod T1:n tuotoksesta myydddn toimialan T3 yrityksille ja 36 yksikkoa
toimialan T1 tuotoksesta pdityy lopputuotteena kuluttajille. Siten toimialan T1 koko-
naistuotos on 240+ 180+ 144 + 36 = 600. Toimialan T2 kokonaistuotos on vastaavasti
360 ja toimialan T3 kokonaistuotos on 480.

kaytto/toimiala | loppu-
T1 T2 T3 | tuotteet
Tuotanto T1 | 240 180 144 | 36
toimiala T2 | 120 36 48 | 156

T3 120 72 48 | 240
perus- pl | 120 36 240
panokset p2 | 60 18 96

Sarakkeista voimme lukea, misté kukin toimiala hankkii panoksensa. Peruspanokset si-
séltivit tyon, luonnonvarat ja tarkasteltavan talouden ulkopuolelta tulevat panokset.

Seuraavassa taulukossa jaitimme lopputuotteet pois ja jaamme jokaisen sarakkeen luvut
saraketta vastaavan toimialan kokonaistuotannolla. Saamme kerroin-matriisin (input-
output coefficients) josta niemme, mitd panoksia eri toimialat tarvitsevat valmistaes-
saan yhden tuotosyksikon. Kerroin-matriisin yldosa (3 x 3) kuvaa eri toimialojen keski-
néisid riippuvuuksia. Muodostamme tdstd talukon yldosasta matriisin A, jota sanomme
“toimialojen panos-tuotos -matriisiksi” tai teknologia-matriisiksi |'| (technology mat-
rix). Taulukon alaosasta saamme “tuotannontekijoiden panos-tuotos -matriisin” B, jo-
ka kertoo mitéd tuotannontekijoité tarvitaan kunkin tuotoksen tekemiseen.

T1 T2 T3 T1 T2 T3
T1 | 240/600 180/360 144/480 T1 104 05 03
T2 | 120/600 36/360  48/480 T2 102 0.1 0.1
T3 | 120/600 72/360  48/480 7 T3/02 02 0.1
pl | 120/600 36/360 240/480 pl 102 0.1 05
p2 | 60/600 18/360  96/480 p2 | 0.1 0.05 0.2

ITeknologia-matriisi (Technology matrix) on niin iskevi sana, etti se on luultavasti keksitty ja otettu
kayttoon useita kertoja hieman toisistaan poikkeavissa tarkoituksissa. Kannattaa siis olla tarkka, kun
siteeraa eri teksteja.
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04 05 03 02 01 05
A=[( 0201 01 f,  B={ 7 155 02
02 02 0.1 I

Merkitddn toimialojen kokonaistuotoksia muuttujilla xj, x3, ja x3. Ja otetaan kerroin-
matriisien A ja B lisdksi kdyttoon kokonaistuotos-vektori X ja kysyntdvektori d, jotka
saavat nyt arvot

X1 600 36
= x |=[360 |, d=| 156
X3 480 240

Kun toimiala T1 tyydyttdd kaiken tuotteisiinsa kohdistuvan kysynnén, niin

T1:n kokonaistuotos = T1:n tarvitsema panos + T2:n tarvitsema panos + T3:n tarvitse-
ma panos + T1:n lopputuotteiden kysynti. Vastaavat yhtdlot saadaan toimialojen T2 ja
T3 kokonaistuotannolle. Siis

x1 = 04x; + 05x, + 03x3 + 36
X7 0.2x; + 0.1x, + O0.1x3 + 156 = X=AX+d.
x3 = 02x; + 02x» + O.lx3 + 240

Saadusta matriisiyhtidlostd saadaan yhteys kokonaistuotannon ja kysynnén vilille seu-
raavasti

X = A¥+d
& IR — AX d
SI-AF = d

Matriisi (I —A) on Leontief’n matriisi. Jos Leontief’n matriisi on sdénnollinen, niin
kokonaistuotanto saadaan kaavasta

x=(I—-A)"'d

Panos-tuotos -analyysin ydin-ajatus tiivistyy seuraavaan

e Kysyntd d voi muuttua nopeasti ja kokonaistuotanto X muuttuu vastaavasti.

e Teknologiamatriisi A ja vastaava Leontief’n matriisi (I — A) muuttuvat hitaasti,
joten ne voidaan estimoida edellisen kauden tiedoista.

e Kun tiedossa on perusteltu ennuste kysynnasti d ja hyvi estimaatti Leontief’n
matriisille (I —A), niin saamme hyvin ennusteen tuotannolle .
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Esimerkki 1. Kappaleen alussa esitetyn talouden lopputuotteiden kysynti oli dy =
(36 156 240)7, Kokonaistuotanto oli ¥y = (600 360 480)7 ja resurssitarve-vektori
oli

7o = BX)

B (0.2 0.1 0.5) 2(6)8 _(396)
0.1 0.05 0.2 120 174

Jos loppukysyntid muuttuu siten, ettd uusi kysyntidvektori on dy = (77 154 231),niin
muuttuneet kokonaistuotanto- ja resurssitarve-vektorit ovat

o= (I-A)7'4
1

06 —-05 —03\ 77
= —-0.2 09 -0.1 154
—-0.2 —-0.2 09 231
1 0.79 0.51 0.32 77 692.5
= 0303 0.20 0.48 0.12 154 | = 380
: 0.22 0.22 0.44 231 495
) ( 02 01 05 ) 63?82(-)5 < 424 )
1= - '
0.1 0.05 0.2 495 187.25
Lopputuotteiden kysynnin muutos
77 36 41
Ad=dy—dy= 154 | -] 156 | = -2
231 240 -9

saa aikaan kokonaistuotannossa ja resurssitarpeessa muutokset

692.5 600 92.5
AX =X —Xo = 380 —| 360 | = 20
495 480 15

424 (396 _( 28
PERTI0= 018705 174 )~ \ 1325

Toimialan T1 kysyntd kasvoi, mutta toimialojen T2 ja T3 kysynnit pienenivit. Silti
kaikkien toimialojen kokonaistuotannot kasvoivat, koska toimiala T1 ”veti kahta muu-
ta toimialaa perdssdin kasvuun”. Myos kummankin peruspanoksen kulutukset kasvoi-
vat.
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Esimerkki 2. Jatkamme edelleen edeltdvin talouden analyysid. Haluamme tietdd min-
ki verran lopputuotteet kuluttavat peruspanoksia.

(” ):7 — Bi=B(I-A)'d
n

0.432 0.386 0.409 %
ds
N ri = 0.935d; + 0.844d, + 0.961d3
rp = 0.432d; + 0.386d, + 0.409d3
Kertoimista ndemme suoraan, ettd yksi T1:n tuotos tarvitsee 0.935 yksikkod perruspa-
nos pl:td ja 0.432 yksikkodd peruspanos p2:ta. (Ndmaé ovat isompia lukuja kuin matriisin
B perusteella osaisi odottaa!)

B (0.935 0.844 0.961) d

4.2.2 Omakustannusarvo

1950-luvun puolivilisti alkaen on panos-tuotos -mallia sovellettu yksittdisen yrityksen
taloussuunnittelussa. Seuraavassa kuvataan juuri tédllaista mikrotaloudellista sovellusta.
Mallityyppi, jota kisitellddn, on ns. Leontiefin avoin staattinen malli.

Mallin kohteena on yritys, joka jaetaan edelleen pienempiin alayksikoihin, joita kutsu-
taan seuraavassa osastoiksi. Se miten jako osastoihin suoritetaan, riippuu kulloisestakin
yrityksestd. Seuraavassa oletamme osastojaon perustuvan siihen, ettd jokainen osasto
tuottaa sille ominaista suoritetta. Suorite voi olla yrityksen myyntiohjelmaan kuuluva
tuote, prosessissa edelleen jalostettava puolivalmiste tai prosessin ylldpitimiseen tarvit-
tava energia tms. Kunkin osaston tuottama suorite voidaan kiyttidi kahdella eri tavalla:

e Se voidaan myyda yrityksen ulkopuolelle.

e Se voidaan kayttdd muilla osastoilla tuotannontekijani

Esimerkki 3. Tarkastellaan seuraavassa esimerkkiyritysti, jossa on neljd osastoa Osl,
0Os2, Os3 ja Os4, joista kukin tuottaa tiettyd suoritetta. Edellisen kauden tuotannosta ja
sen jakautumisesta sekd kiytetyistd tuotannontekijoistd on kiytettivissd seuraavan tau-
lukon tiedot.

Taulukon neljd ylinti rivid kertovat miten neljén osaston tuotantoa on kéytetty oman ja
toisten osastojen panoksina. Kuusi alinta rivid kertovat mitd muita tuotannontekijoitd
osastot ovat kidyttdneet panoksina.
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Osl Os2 0Os3 Os4 | myynti yhteensd

Osl | 250 100 170 80 1400 2000

Os2 | 1200 700 100 2600 400 5000

Os3 7 1 3 2 12 25

Os4 20 35 15 30 400 500

raaka-aine 1  ttl 200 0 80 120 400
raaka-aine 2 tt2 | 1400 800 2300 500 5000
raaka-aine 3  tt3 400 100 0 0 500
energia tt4 50 30 80 40 200
tyovoima 1 tt5S | 2700 900 100 2300 6000
tyovoima2  tt6 50 80 40 130 300

Laskemme ensin teknologia-matriisin A ja panos-matriisin B.

250/2000 100/5000 170/25 80/500

A = 1200/2000 700/5000 100/25 2600/500
B 7/2000 1/5000 3/25 2/500
20/2000 35/5000 15/25 30/500

0.1250 0.0200 6.8000 0.1600

B 0.6000 0.1400 4.0000 5.2000

o 0.0035 0.0002 0.1200 0.0040 |’
0.0100 0.0070 0.6000 0.0600
ja

200,/2000 0/5000 80/25 120/500
1400/2000 800/5000 2300/25 500/500
B — 400/2000 100/5000 0/25 0/500

50/2000 30/5000  80/25  40/500
2700/2000 900/5000 100/25 2300/500
50/2000 80/5000  40/25  130/500

0.1000 0.0000 3.2000 0.2400
0.7000 0.1600 92.0000 1.0000
0.2000 0.0200 0.0000 0.0000
0.0250 0.0060 3.2000 0.0800
1.3500 0.1800 4.0000 4.6000
0.0250 0.0160 1.6000 0.2600

Jos nyt kysyntd (myynti) d muuttuu, niin ndiden matriisien avulla voimme nyt laskea
vastaavasti muuttuneen kokonais-tuotos -vektorin ¥ = (I —A)~'d ja muuttuneen tuo-
tannontekijoiden tarve -vektorin 7 = B(I —A)~'d.

Yritys hinnoittelee eri osastojen tuotteet seuraavasti (indeksointi seuraa osastojen nu-
merointia)

pl=(p1 p» ps ps)T =(100.00 10.00 2000.00 150.00)7.
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Tuotannontekijoiden yksikkohinnat ovat (indeksointi vastaa tuotannontekijéiden nu-
merointia)

'=(c;1 ¢ 3 ¢4 ¢5 ¢)T =(70.00 10.00 50.00 8.00 15.00 25.00)7.

Yrityksen kate saadaan selville, kun lasketaan tuotteiden euroméériiset myyntituotot
ja tuotannontekijéiden ostot

myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensi
tuote1 Osl 1400 100 140000
tuote2 Os2 400 10 4000
tuote3 0Os3 12 2000 24 000
tuote4 Os4 400 150 60000 | 228000
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi
raaka-aine 1  ttl 400 70 28 000
raaka-aine 2 tt2 5000 10 50000
raaka-aine 3  tt3 500 50 25000
energia tt4 200 8 1600
tyovoima 1 ttS 6000 15 90 000
tyovoima 2 tt6 300 25 7500 | 202100

Yrityksen myyntikate on

228000 — 202100
228000

Seuraavana vuonna kysynnin rakenne muuttuu siten, ettd tuotteen 1 kysynti pienenee
ja tuotteen 4 kysynté kasvaa niin, ettd uusi kysyntid-vektori on

dyusi = (500 400 12 1300)7.

-100% = 11.35%

Tuotannontekijoiden tarve -vektori on uudessa tilanteessa

Fuusi = BI—A) 'dysi = (5782 6666 471.2 304.8 10635 634.1)7.

Uusi katelaskelma on

myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensi
tuote1 Osl 500 100 50000
tuote2 Os2 400 10 4000
tuote3 0Os3 12 2000 24 000
tuote4 Os4 1300 150 195000 | 273000
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi
raaka-aine 1  ttl 578.2 70 40476
raaka-aine 2 tt2 6666.2 10 66 662
raaka-aine 3  tt3 471.2 50 23561
energia tt4 304.8 8 2438
tyovoima 1 ttS 10635.0 15 159526
tyovoima 2 tt6 634.1 25 15853 | 308516
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Kysynnin rakenteen muuttuminen pilasi kannattavuuden. Tidmé johtui tietenkin siité,
ettd tuotteet oli hinnoiteltu huonosti. Tuotetta 1 myytiin ylihintaan ja tuotetta 4 myytiin
alihintaan. Kun ylihintaisen myynnin osuus pieneni ja alihintaisen myynnin osuus kas-
voi, niin kate romabhti.

Seuraavaksi laskemme tuotteille omakustannusarvot. Periaate on seuraava.

Tuotto=R = p'd
¢

Kustannus =C = & =& BI—A)"'d

Jos nyt asetamme
7 =TBI-A)",

niin riippumatta kysynnén rakenteesta tuotto riittdd kustannusten peittimiseen. Oma-
kustannus -arvot edellisen yrityksen tapauksessa ovat

pr=¢"B(I-A)"'=(69.35 10.32 2153.50 187.59).

Omakustannushintoihin vield lisdtdén haluttun kateprosentin (esim. 15%) suuruinen
korotus, jolloin hinnoiksi tulee

o= 1.15-¢BUI—-A)"1=(79.75 11.87 2476.48 215.73)
~ (80.00 11.85 2475.00 216.00).

Nailla hinnoilla edelliset kaksi katelaskelmaa menevit seuraaviin muotoihin

myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensd
tuote1 Osl 1400 80.00 112000
tuote2 Os2 400 11.85 4740
tuote3 Os3 12 2475.00 29700
tuote4 Os4 400 216.00 86400 | 232840
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi
raaka-aine 1 ttl 400 70 28 000
raaka-aine 2 tt2 5000 10 50 000
raaka-aine 3  tt3 500 50 25000
energia tt4 200 8 1600
tyovoima 1 tt5 6000 15 90 000
tybvoima 2  tt6 300 25 7500 | 202100
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myynti(kpl) yks.hinta myynti(€) | yhteensd
tuotel Osl 500 80.00 40000
tuote2 0s2 400 11.85 4740
tuote3 0s3 12 2475.00 29700
tuote4 Os4 1300 216.00 280800 | 355240
ostot(kpl) yks.hinta ostot(€) | yhteensi
raaka-aine 1  ttl 578.2 70 40476
raaka-aine 2 tt2 6666.2 10 66 662
raaka-aine 3 tt3 471.2 50 23561
energia tt4 304.8 8 2438
tyovoima 1 tt5 10635.0 15 159526
tybvoima2  tt6 634.1 25 15853 | 308516

Nyt kate on halutun suuruinen riippumatta kysynnén rakenteesta. Tami on tietenkin
vasta ldhtokohta laajemmalle analyysille, jossa huomioidaan my6s markkinoiden ky-
syntdpuoli. Seuraavassa muutama helppo periaate:

e Tuotetta ei kannata valmistaa, jos se pitdd myydi alle omakustannusarvon.

e Jos voitonmaksimointi -tarkastelu johtaa oleellisesti omakustannusarvoa korke-
ampaan hintaan, niin tuote on “lypsylehma” ja sitd tulee lypsaa.

e Lypsylehmit houkuttelevit alalle uusia toimijoita, jolloin kilpailu kiristyy.

e Kilpailun kiristyessd tulee huolehtia kustannusten minimoinnista ja hinnoittelun
tarkkuudesta.

e Uuden tuotteen tapauksessa tuotetta voidaan myyda alle omakustannusarvon, jos
silld tavoin saadaan vallattua markkinoita, ja jos uskotaan, ettd tulevaisuudessa
tuote voidaan hinnoitella kallimmaksi tai tuotantokustannukset saadaan painettua
alemmiksi niin, ettd tuotteesta tulee lypsylehma.

e Hinnoittelu on kédytdnndssd dynaaminen prosessi, jossa ratkaisevinta ei ole ti-
minhetkinen kate, vaan tuotannosta nyt ja tulevaisuudessa saatava nettotulovirta.

4.3 Yhtiloryhméan kantaratkaisut

Sec:YRkanta‘

Jos yhtdloryhméssid on muuttujia enemmén kuin yhtiloité, niin tavallisesti sillid on usei-
ta ratkaisuja. Ndin ei tietenkién tarvitse aina olla. Esimerkki puheena olevan kaltaisesta
yhtdloryhmasti, jolla ei ole yhtédédn ratkaisua, on seuraava:
x + y + z =2
2x + 2y + 2z = 1°
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Ryhmalli ei tietenk@én ole ratkaisua.

Yleisesti tosi ja pétevi viite tdssd tilanteessa on seuraava.

Lause 17 (Juurien lukumdidrd, kun yhtdloryhmd on leved.) Jos lineaarisessa yhtdlo-
ryhmdssd on muuttujia enemmdn kuin yhtdloitd, ja yhtdaloryhmdille loytyy ratkaisu, niin
sille loytyy myos muita ratkaisuja.

Perustelu: Asia on selvi, jos tuntee Gauss-Jordan algoritmin vaiheet tissé tapauksessa.
Se, ettd ryhmilld on yksi ratkaisu, merkitsee sitd, ettd yhtdloryhmén tiydennetty ker-
roinkaavio saadaan algoritmissa kolmiomuotoon. Koska muuttujia on enemmin kuin
yhtilGitd, on selvid, ettd osa muuttujista siirretddn RHS:iin, jolloin ratkaisuja on paljon.

O

Téssd kappaleessa tarkastelemme yhtidloryhméa
Ax=Db, 4.1
jossa on m yhtdlod ja n muuttujaa. Muuttujat ovat nyt x1,x», . ..,X, ja niitd on siis enem-

mén kuin yhtdloitd; n > m. Kerroinmatriisi A on m X n -matriisi, x € R” ja b € R™. Va-
litsemme muuttujien joukosta m muuttujaa ja muodostamme niistd joukon

BV = {xkl,xkz, e ,ka},

jota sanomme kannaksi. Kanta voidaan valita

n\ n!
m ) m!-(n—m)!
10!

tavalla. | Kantoja on kidytonnossé yleensd paljon. (Jos n=10jam =7, niin 0= —
% = 120.) Jos on olemassa yhtidloryhmén (@oﬁraﬁ%aisu, jossa kaikkien kantaan BV
kuulumattomien muuttujien arvot ovat nollia niin sanomme, etti ratkaisu on kantaan
BV liittyva kantaratkaisu. Kaikkiin kantoihin ei liity kantaratkaisua, mutta koska kan-
toja on paljon, myos kantaratkaisuja yleensid on runsaasti. Kaikkien kantaratkaisujen
laskeminen on suoraviivainen ohjelmointitehtdvi. Ainoa asiaa hieman mutkistava asia
on se, ettd kantaan voi liittyd useita kantaratkaisuja. Seuraava esimerkki havainnollistaa

asiaa.

?Binomikerroin kertoo miten monella tavalla voidaan valita m palloa n pallon joukosta, kun jirjes-
tykselld ei ole vilid. Nyt pallojen sijasta poimitaan muuttujia.
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Esimerkki 18 Mdidritimme yhtdloryhmdn

o

x + y + z + w =
2x + 2y - w
2y + 2z + 3w = 2

|
)

4.2)

kaikki kantaratkaisut. Merkitsemme yhtdloryhmdn kerroinmatriisia ja RHS:dd kirjai-

milla
1 11 1 4
A=|12 20 —-1 |, b=| 2
022 3 2

Muuttujien joukosta {x,y,z,w} voimme valita kolmen kantamuuttujan osajoukkoja nel-
jdllé tavalla. BVy = {x,y,z}, BV, = {x,y,w}, BV3 ={x,z,w} ja BVy = {y,z,w}. Seuraa-
vaksi laskemme kantaan BV liittyvin kantaratkaisun. Kun ensimmdinen kantaratkaisu
on saatu, laskemme muiden kolmen kannan kantaratkaisut vilhemmin selityksin.

Aloitamme tarkastelun kannasta BV) = {x,y,z}. Sanomme, etti muuttujat x, y ja z ovat
kantamuuttujia. Kantaan kuulumatomalle muuttujalle w asetetaan arvoksi 0. Kanta-
muuttujien arvot asetetaan siten, ettd alkuperdinen yhtdloryhmd toteutuu (kun w = 0).
Koska w = 0 voidaan yhtdloiden w-termit jattdd pois. Silloin kantaratkaisun arvot saa-

daan yhtdloryhmdistd

x + y + z =4 I 11 X 4

2x + 2y =2 1220 y | =1 2

2y + 2z = 2 0 2 2 Z 2

Biyyzy

X 4 3 ;C 32

| — _ — -

Sy =Bl 2= 2 | I

Z 3
w 0

Kantamuuttujien kertoimista muodostettu kantamatriisi Bgy muodostuu kerroinmatrii-
sin A kanta-muuttujien sarakkeista. Jos kantamatriisi on sddnnollinen, niin saamme
yksikdsitteisen kantaratkaisun. Téssd tapauksessa (x y z w)T =(3 —2 3 0)T.

Jos kantamatriisi ei ole sdcdnnollinen (eli Det(Bpy) = 0), niin on kaksi mahdollista ta-
pausta. Joko kannan mukaisella yhtdloryhmdilli ei ole yhtddn ratkaisua, jolloin kanta-
ratkaisua ei siis ole. Tai sitten yhtdloryhmdlld on useita ratkaisuja. Jos kantaratkaisuja
on useampia, niin kanta-yhtiloryhmdistid Bgyxpy = b voidaan yksi yhtdlo eliminoida
rivioperaatioilla. Tdmdn jdlkeen ryhmd on “leved” ja sille voidaan mddrittdd m — 1
muuttujan kannat ja niihin liittyvit kantaratkaisut. (Ts. jos kantaan liittyy useita kanta-
ratkaisuja, niin ne ovat osa-kantoihin liittyvid kantaratkaisuja.) Emme nyt pohdi tdmdn
tapauksen kasittelyd, ettei esimerkki paisuisi litkaa. Tutkimme seuraavaksi loput kolme
kantaa.

’YRkanta_eq]
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Tapaus BV, = {x,y,w} (z=0).

x + y + w =4 I 1 1 x 4
2x + 2y — w = 2 &2 2 -1 y | =1 2
2y + 3w = 2 02 3 w 2
By
x 4 4 i 42
| — _ -
<:> y —B{x7y7W} 2 —_— _2 ) —> z — O
2 2
w 2

Tapaus BV3 = {x,z,w} (y =0).

x + z + w =4
2x - w 2 — ei ratkaisua!
2z + 3w = 2
— ei kantaratkaisua!

Tapaus BV, = {y,z,w} (x =0).

y + z + w = 4 1 1 1 y 4
2y - w = 2 <1 2 0 -1 z =1 2
2y + 2z 4+ 3w = 2 2 2 3 2
B{y.z,w}
y 4 -2 ’yc 02
_ p-1 _ _ -
<:> Z i B{y,Z,W} 2 -_— 12 9 —> Z —_— 12
—6
w —6
Saimme siis kolme kantaratkaisua
3 4 0
-2 -2 : -2
Mi=ULyay = 3 |» BFTUywp= | o | J2WB=Uhw}= | 12
0 2 —6

. . : . [YRkanta esiml o e e
YRkanta_esim2 ‘ Esimerkki 19 Jatkamme esimerkin (I8) yhtdloryhmdn tutkimista méicirittdmdilli sithen

liitttyvan ”homogeenisen” yhtdloryhmdn

)

X+ y + z + w =
2x + 2y - w =
2y + 2z + 3w = 0

)

4.3) ’ YRkanta_eq:
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HomogHERhosYRil esiml

kaikki ratkaisut. Esimerkin (77, s. 77) mukaisesti kaikki homogeenisen ryhmdn rat-

kaisut saadaan muutaman perusratkaisun (’virittdjd-vektorin’) lineaarikombinaatio-

na. Koska olemme jo kdsitelleet yhtiloryhmdn kerroinkaaviota edellisessd esimerkissd

tieddmme, ettd pivotointi tulee onnistumaan x-, y- ja z-sarakkeissa. RHS:iin siirtyy yk-

si muuttuja ja homogeenisen yhtdloryhmdn ratkaisujoukon virittdd siis yksi ratkaisu-

vektori.

—

SN =

—

S o=

—
[S—
[

S N R oo

(NSRS

p—

S O O S O O

*2
F_
vaihda
vaihda
x + y + z = —w
> 2y + 2z —3w
— 2z = 3w
aeR

YRkanta_esim3 \ Esimerkki 20 Kahdetn kantaratkaisun erotus on homogeenisen yhtdloryhmdan ratkai-

su. esimerkin
anta

mdn

U —u =
U —uz=
U —u3 =

canta_eqgl
2kantaraﬂcaisuille uy, Uy, U3 ja vastaavan homogeenisen yhtdiloryh-
ratkaisujoukon virittdjdlle v on voimassa:

4 —1
2| _| o |__,
o || 3 |T"
2 2

0 3

2 0
2|7 9 |7
6 6

0 4

2 0

2| =] 22 | 7™
6

. . anta esj_ml .o e e .. “ese .. . M M : : -
Esimerkin (“ g% yhtaloryhmalld on ddreton madri ratkaisuja, mutta kantaratkaisuja silld
on vain kolme. Seuraavan lauseen mukaan nidmi kolme kantaratkaisua luonnehtivat

kaikki ratkaisut.
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Lause 21 Olkoon yhtiloryhmdin Ax = b kantaratkaisut uy,u, ..., ug.
(a) Jokainen kantaratkaisujen painotettu summa, jossa painojen summa on 1,

q
X=ciui+couy+--+cglg, Y cp=1,
=1

on yhtdloryhmdn ratkaisu.

(D) Jos yhtdiloryhmdilld on niin monta kantaratkaisua, ettd jokainen vastaavan homo-
geeniyhtdlon ratkaisujoukon virittdjia on kantaratkaisujen lineaarikombinaatio, niin
yhtdiloryhmdn jokainen ratkaisu voidaan lausua kantaratkaisujen painotettuna sum-
mana, jossa painokertoimien summa on 1.

Todistus: (a) A-kohta on ldpilasku

Ax = A(ciui+cour+---+cquy)
= (c1Auy+c2Auy + -+ c,Auy)
= (citb+cob+---+c4b)
= (c1+c2+--+cy)b
= b.

(b) Olkoon x jokin yhtdléryhmin ratkaisu. Silloin x — #; on vastaavan homogeenisen
yhtdloryhmén ratkaisu, joka siis voidaan oletuksen mukaan lausua kantaratkaisujen li-
neaarikombinaationa
X—u;p = au+axuy+---+aqly
ex = (I4+a))u+aur+---+aquy.

Viimeiselld rivilld olevan lineaarikombinaation kertoimien summan on pakko olla 1,
muuten x ei olisi yhtidloryhmaén ratkaisu. 0

C et . . ntessiedim3 |
Yhdistamalla esimerkit saamme edellisen lauseen mukaan tuloksen

x + y+ z + w =4

2x + 2y - w = 2
2y + 2z + 3w = 2
X 3 4 0
y | _ | 2 -2 -2
& L =] 3 ) 0 +c3 | 4.4)
w 0 2 —6

missd c¢j+cy+c3=1.

Adireton miidri ratkaisuja saatiin siis puristettua kolmeen kantaratkaisuun, joiden pai-
notettuna summana kaikki ratkaisut saadaan.



Sec:LPkanta‘

LPkanta_esiml‘
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Ratkaisu saadaan vieldkin tiiviimpédédn pakettiin, jos kdytimme homogeenisen yhtalo-

danta_es
ryhmin ratkaisujoukon virittdjid. Ratkaisuvektori voidaan Kirjoittaa
X = (1——62——C3)u1%—Czuz—FC3u3

= wu+cy(uy—up)+c3(uz—up)
= uy+a-v, ack

Siis

2x + 2y - w = 2
2y + 2z + 3w = 2
X 3 1
y | | -2 0
& .| = 3 +a 3 | acR. 4.5)
w 0 2

anta_es?2
Koska virittdjid on gleensa vihemmin kuin kantaratkaisuja, on esitys ehokkaam-

ta_es

pi kuin esitys (4. é) lt()lsaalta monessa sovelluksessa juuri kantaratkaisut ovat tirkeitd,
. . . anta_esl
jolloin esitys (#.4) on Kiistatta parempi. Seuraavassa kappaleessa sovellamme tdmén

ja edellisen kappaleen tietoja lineaariseen optimointiin. Siind sovellustilanteessa juuri
kantaratkaisut saavat tdrkeédn roolin.

kanta lausel o o .
Huomautus: Lauseen -kohdan ehto: "Jos yhtdloryhmdilld on niin monta kanta-

ratkaisua, ettd jokainen vastaavan homogeeniyhtdlon ratkaisujoukon virittdja on kan-
taratkaisujen lineaarikombinaatio, niin...” ei ole mikddn helposti hahmottuva asia.
Sovelluksissa, joissa virittdjid on vihin ja kantaratkaisuja on paljon, on helppo uskoa
ehdon olevan totta. Palaamme asiaan myhemmin uudelleen.

4.4 LP-mallin kantaratkaisut

Téamin kappaleen esimerkeissi ratkaistaan lineaarinen optimointitehtivd. Lineaarista
optimointia on saatettu kisitelld lukion kursseilla. Esimerkit ovat melko helppoja ym-
martidd vaikka et tuntisikaan asiaa ennalta.

Esimerkki 22 Liisan Herkku leipoo tdnddn Punamarja-leivoksia ja Sinimarja-leivok-
sia. Leivokset leivotaan isoilla paisto-pelleilld. Yhden paistopellin kokoisen pohjan
valmistamiseen kuluu 1,5kg voita 1kg sokeria 10 munaa ja 3kg jauhoja. Punamarja-
leivoksen yhteen paistoerddn kuluu 1kg puhaherukkaa, 1kg mustikkaa ja 3kg vadel-
maa. Vastaavasti Sinimarja-leivoksen yhteen paistoerddn kuluu 1kg puhaherukkaa, 2kg
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mustikkaa ja 1kg vadelmaa. Jokaisesta pellisti saatu paistos jaetaan 50 leivospalaan.
Ndin saadut leivospalat pakataan kuljetuslaatikoihin ja toimitetaan kauppoihin. Yk-
si Punamarja-leivospala myyddcdn hintaan 1,25€ja yksi Sinimarja-leivospala hintaan
0,95€.

Raaka-aineiden hinnat ovat 3,00€/kg (punaherukka), 7,00€/kg (mustikka) ja 10,00€/kg
(vadelma). Leivospohjan raaka-aineiden hinnat ovat: voi 1,50€/kg, sokeri 0,50€/kg,
muna 0,05€/muna, jauho 1,00€/kg. Raaka-aineiden kdsittely, pohjan leipominen, pais-
taminen ja tuotteiden pakkaaminen aiheuttavat palkkakustannuksia noin 8,00€/pelti.

Voita, sokeria, munia ja jauhoa voidaan hankkia miten paljon tahansa, mutta marjo-
ja on tdilld hetkelld saatavilla vain 120kg puhaherukkaa, 200kg mustikkaa ja 300kg
vadelmaa.

Miten paljon Liisan herkun tulee leipoa Punamarja- ja Sinimarja-leivoksia, kun se
haluaa kdayttid raaka-aineet mahdollisimman tehokkaasti?

Ratkaisu: Varsinainen paitos nyt koskee sitd, miten monta pellillisti tehddédn Punamarja-
leivoksi ja miten monta pellillistd tehdddn Sinimarja-leivoksia. Yksi Punamarja-pelti
aiheuttaa tuottoja ja kustannuksia seuraavan taulukon mukaisesti.

Tuotto 50-1.25€ = 62,50€

Kust.
voi —1,5-1,50€ = —-2,25€
sokeri —1-0,50€=  —0,50€
munat —10-0,05€ = —0,50€
jauho -3-1,00€ = —3,00€
palkat —1-8,00€ = —8,00€
punaher. —1-3,00€=  —-3,00€
mustikka —1-7,00€= —7,00€
vadelma  —3-10,00€ = —-30,00€

Kate 8,25€ /pelti

Yksi Sinimarja-pelti aiheuttaa tuottoja ja kustannuksia seuraavan taulukon mukaisesti.

Tuotto 50-0.95€ = 47,50€

Kust.
voi —-1,5-1,50€ = —2,25€
sokeri —1-0,50€=  —0,50€
munat —10-0,05€ = —0,50€
jauho —-3-1,00€=  -3,00€
palkat —1-8,00€=  —8,00€
punaher. —1-3,00€ = —3,00€
mustikka —2-7,00€ = —14,00€
vadelma —1-10,00€ = —10,00€

Kate 6,25€ /pelti
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Merkitddn muuttujalla x; leivottavien Punamarja-leivos peltien lukuméérdéd ja merki-
taan muuttujalla x; leivottavien Sinimarja-leivos peltien lukuméérad. Silloin timén lei-
vontapdivin aikana kertyvi kokonaiskate on

2=8,25x1+6,25x,  (€). (4.6)

Punaherukan kayttod koskee silloin ehto

I-xi+1-x <120 (kg), 4.7)
silld jokaiselle pellille tulee kilo punaherukkaa, ja kiytettdvissd on 120kg titd marjaa.
Mustikan kdyttod rajoittaa ehto

1-x14+2-x <200 (kg), (4.8)

silld jokaiselle Punamarja-pellille tulee kilo mustikkaa, Sinimarja-pellille tulee kaksi
kiloa mustikkaa ja kdytettidvissd on 200kg mustikkaa.

Vadelman kiyttoa rajoittaa ehto
3-x1+1-x <300 (kg), 4.9)

silld jokaiselle Punamarja-pellille tulee kolme kiloa vadelmaa, Sinimarja-pellille tulee
yksi kilo vadelmaa ja kédytettdavissid on 300kg vadelmaa. Jos padatosmuuttujien merkeisti
el sanota mitéén, niin oletamme automaattisesti merkkiehtojen , x; > 0 jax; > 0, olevan
voimassa. Tuotantoméérit eivit siis saa olla negatiivisia.

Kun tavoitefunktio ja rajoitteet kootaan tiiviiseen esitykseen syntyy LP-malli:

Max z = 8,25x1 4+ 6,25x;

ehdoin X1 + x < 120
X1 + 2xy < 200 (4.10)

3x1 + xy < 300

X1,X2 > 0

Piirramme ensin graafisen ratkaisu x; X xp-tasoon ja sen jidlkeen tutkimme optimirat-
kaisua matriisilaskennan keinoin.

’ 1. rajoite x; +xp < 120 ‘ Rajoitteeseen liittyy rajoitesuora L; : x; +xp = 120, joka kul-
kee pisteiden A = (120,0) ja B = (0, 120) kautta. Rka'oiIta%s]iloggg Lll a}lapuolelta 16ytyviit
rajoitteen toteuttavat tason pisteet. (ks. kuva%f I (% S. é i ) -

’2. rajoite x1 + 2xp < 200‘ Rajoitteeseen liittyy rajoitesuora L; : x1 4+ 2x, = 200, joka
kulkee pisteiden C = (100,50) ja D = (0,100) kautta. Rajoitesuoran L, alapuolelta
16ytyvit rajoitteen toteuttavat tason pisteet.

’ laLPkanta_]
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’3. rajoite 3x1 +xp < 300‘ Rajoitteeseen liittyy rajoitesuora L3 : 3x1 +x2 = 300, joka
kulkee pisteiden E = (100,0) ja F = (60,120) kautta. Rajoitesuoran L3 alapuolelta
16ytyvit rajoitteen toteuttavat tason pisteet.

’4. rajoite x| > O‘ Rajoitesuora on nyt koordinaatiston pystyakseli (x; = 0) ja sen oi-

kealta puolelta 10ytyvit rajoitteen toteuttavat pisteet.

’ 5. rajoite x; > 0 ‘ Rajoitesuora on nyt koordinaatiston vaaka-akseli (x; = 0) ja sen yli-

puolelta 10ytyviit rajoitteen toteuttavat pisteet.

Kun edelld 16ydettyjen pisteiden avulla piirretdédn rajoitteiden rakjoitgsuorat %ﬁ: hucF)r_nig)i-

anta a 1
daan milléd puolella suoraa ovat kiyvit pisteet, saadaan kuva [§[sivullap2] johon kayvit
pisteet on merkitty vérittamalla.

kanta_lpl

Kiyvin alueen pisteet (x1,x) koordinaatit toteuttavat kaikki rajoiteepayhtalot (!ﬂilL]d?)
19 0\ B Ly F

100

80 t

60 t

40 t

20 1

| | | | B A
20 40 60 80 100 120 L,

ERkanta _esim

. . 1 s s
LPkanta Figl Kuva 8. Esimerkin (22) rajoitteet ja kiypi alue.

Seuraavaksi tutkimme tavoitefunktion kiyvissi alueessa saamia arvoja. Kdyvén alueen
pisteessi (x1,x2) = (50,50) tavoitefunktio saa arvon

2(50,50) =8,25-50+6,25-50 =725. (€)
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Kaikki ne pisteet, joissa tavoitefunktio saa arvon 725 toteuttavat yhtilon
8,25x1 +6,25xp =725

T#mdi on jdlleen suoran yhtilo. Suora kulkee pisteiden P = (725/8,25;0) = (87, 9&(3}(%2}1 ta Figo

Q= (0;725/6,25) = (0;116) kautta. Tami tasa-arvosuora (a) on piirretty kuvaan 9} Sa-
maan kuvaan on piirretty myos tavoitefunktion arvoon z = 775 liittyvi tasa-arvosuora
(b) seki tavoitefunktion arvoon z = 825 liittyvi tasa-arvosuora (c).

Tasa-arvosuorat ovat yhdensuuntaisia, ja arvon kasvaessa ne siirtyvit (suuntansa sii-
lyttden) luoteeseen. Nyt on selvéd, ettd kidyvidn alueen pisteista paras, eli viimeinen
tasa-arvosuoran alle jaava piste, on nurkkapiste H. Nurkkapiste H on rajoitesuorien L
ja L3 leikkauspiste.

80 1

60 1

40 1

20

I =(0,0)

20 40 60 80 100 120 L,

ERkanta _esiml

LPkanta Fig2 ‘ Kuva 9. Esimerkin (22) tavoitesuora.

Optimipisteessi tavoitefunktio saa arvon

z(H) = z(90;30) = 8,25-90+ 6,25 -30 = 930,00. (€)

Liisan herkun leivontaongelman ratkaisu on siis seuraava:

Leivotaan 90 pellillistd Punamarja-leivoksia (4 500 leivosta) ja 30 pellillistd Sinimarja-
leivoksia (1500 leivosta). Leivoksista saatava myyntituotto on 4500 - 1.25 + 1500 -
0.95 =7050 (€).
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Marjoja kidytetddn seuraavasti: Punaherukkaa ostetaan 1-904-1-30 = 120 (kg), mus-
tikkaa ostetaan 1-90+2-30 = 150 (kg) ja vadelmaa ostetaan 3-90+ 1 -30 = 300
(kg). Kaikki tarjolla ollut punaherukka ja vadelma ostetaan siis sisddn, mutta mustikka-
resurssista jad 50 kg kdyttdmaittd. Marjojen ostoista aiheutuneet kustannukset ovat 120 -
3,004+ 150-7,00+300- 10,00 = 4410 (€). Muut leivontakustannukset 120 pellin lei-
pomisesta ovat 120 - 14,25 = 1710 (€).

Leivonnan kate on nyt

7050€ —4410€ - 1710€ = 930€.

4.4.1 Pelivaramuuttujat ja varjohinnat

Lisdtddn LP-malliin (ﬁ%l%%uuttujat s, = resurssin k kdyttdmattd jadnyt re-
surssi. Siis s; on ostamatta jitetyn punaherukan miird (kg), so on ostamatta jitetyn
mustikan miird (kg) ja s3 on ostamatta jatetyn vadelman maard (kg). Edelld 10ydetyssi
optimiratkaisussa x; = 90, x, =30, s1 =0, s =50 jas3 =0.

Kun kirjoitamme rajoite-epédyhtilot yhtiloiksi

X1 + x + 5 = 120
X1 + 2x + 5 = 200 , 4.11)
3x1 + x + s3 = 300
nta yr2
niin on helppo nédhdi, etti edelld saatu optimiratkaisu on yhtdloryhmén antaan

BV = {x1,x2,s,} liittyvi kantaratkaisu.

Ratkaistaan muutkin rajoiteyhtidloryhmén kantaratkaisut

‘LPkanta_yrZ
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kanta YR ratkaisu Z
BV, = X1 + x + s = 120 Xy = 80 ‘
(12,51} X1 4+ 2x = 200 x = 60 | Eikiy!
e 3x1 + x = 300 s1 = =20
BV, = X1 + x = 120 x; = 90
{xl X2 SZ} X1 + 2x + s, = 200 x» = 30 z=930
e 3x1 +  xp = 300 ss = 50
BV = X1 + x = 120 x1 = 40
(12,53} X1 + 2x = 200 x = 80 |z=2830
e 3x1 + x 4+ s3 = 300 s3 = 100
BV, = X1 + s = 120 x1 = 100
(151,50 X + s = 200 s1 = 20 |z=825
T 3x; = 300 s, = 100
BVs — X1 + 5 = 120 X1 = 200
(151,53} X1 = 200 s1 = —80 Ei kidy
L2123 3x1 + 53 = 300 s3 = —300
X = 120 xp = 120
{XB‘?_S | x|+ s = 200 sy = 80 | Eikiy
122,73 3x) + 53 = 300 53 = —60
BV, = X2 + 5 = 120 Xy = 300
(2,51,52} 2x) + s = 200 s1 = —180 Ei kdy
Y X3 = 300 sp = —400
BV = X2 + 5 = 120 x» = 100
(x2,51,53} 2x7 = 200 s1 = 20 |z=625
Y X2 + s3 = 300 s3 = 200
BVe — X3 = 120 x = 120
(62,52,53} 2% + $» = 200 sy = —40 Ei kidy
290733 X + 53 = 300 s3 = 180
S1 = 120 s1 = 120
{sb:‘gg;} + 5 = 200 ;5 = 200 | z=0
e + s3 = 300 s3 = 300
Kantoja on ﬁ = % = 10 erilaista. Niistd 5 on kéypid siind mielessi, ettd kanta-

muuttujat saavat merkkirajoitteiden mukaiset ei-negatiiviset arvot. Kiyvit kantaratkai- ,
LPkanta_Fig2

sut vastaavat graafisessa ratkaisussa piirrettyjd kdyvin alueen nurkkapisteitd kuvassa 9]
seuraavasti.

kantaratkaisu
kanta (x1,x2,51,52,53) (x1,x2) | piste
BV, = {x1,x2,52} | (90,30,0,50,0) (90,30) | H
BV3 = {x1,x2,s3} | (40,80,0,0,100) (40,80) G
BVy = {x1,s1,s2} | (100,0,20,100,0) | (100,0) | E
BVg = {x2,s1,s3} | (0,100,20,0,200) | (0,100) | D
BVio = {s1,s2,s3} | (0,0,120,200,300) | (0,0) 1
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Optimikannan kantaratkaisulle ja tavoitefunktion arvolle siinéd pitee matriisiyhtdlot

110 xi 120 by
1 21 x = 200 | = b,
310 52 300 bs
X1
z = (825625 0)( x
$2
Siis
110\ ' /b
z = (825625 0) 1 21 by (4.12)
310 b3
-0,5 0 0,5 b
= (825625 0)| 1,5 0 —0,5 by
-2,5 1 0,5 b3
by
= (525 0 1,00)| b (4.13)
b3

Kaavassa @%ﬁ%&vﬁﬁ vaakavektoria sanotaan “varjohinta vektoriksi” (shadow
price) ja sitd useimmissa op%igrj(e)iszsa merkitdidn symbolilla & = ( T M ) Tal-
14 merkinnilld kaava voidaan kirjoittaa lyhyesti z = mb. Erityisesti esimerkin
tapauksessa, jos resursseissa tapahtuu pienid muutoksia (kuitenkin niin pienié, ettei op-
timikanta vaihdu) saadaan tavoitefunktion arvon muutos lausekkeesta

Az=TAb = w1 -Abi+ T Aby+ 73 - Abj3
= 5,25-Ab1+0-Aby+1,00-Abs.

Kertoimet tarkoittavat sité, ettd jos Liisan herkku saa mahdollisuuden ostaa litran li-
sdd punaherukkaa (normaaliin hintaan), niin kate kasvaa 5,25€. Jos Liisan herkku saa
mahdollisuuden ostaa lisélitran mustikkaa (normaalihintaan), niin optimiratkaisun ka-
te ei kasva lainkaan. Tdmai selittyy sille, ettd optimiratkaisussa ei osteta enempéi kuin
150kg mustikkaa, joten lisédlitran ostomahdollisuutta ei optimiratkaisussa kdytetd. Jos
Liisan herkku saa mahdollisuuden ostaa lisélitran vadelmaa (normaalihintaan), niin op-
timiratkaisun kate kasvaa eurolla.

Usein lisdresurssia ei saada ostettua normaalihintaan p 4, vaan lisdyksikostd on mak-
settava korkeampi hinta py = po x + Apy. Silloin yhden yksikon lisdresurssista saatava
tavoitefunktion parannus on

Akate = m, — Apy,



Vaasan yliopiston julkaisuja 57

eli katteen parannus on varjohinta miinus lisdhinta. Varjohinta antaa siis ylédrajan sil-
le, miten paljon lisd-resurssiyksikostd voi maksaa ylihintaa ilman, ett kate huononeeﬂ
Varjohinnat ovat tirked ja luonnollinen paitoksenteon apuviline kun toimitaan rajalli-
sin resurssein. Siksi yritykset mielelliin maksavat pientd korvausta sille, joka pystyy
ne laskemaan.

Vield on syytd korostaa, ettd varjohinta liittyy aina kantaan. Esimerkissé Liisan herkun
optimiratkaisu on kantaan BV = {x,x;,s,} liittyvé kantaratkaisu. Varjohinta-vektori
laskettiin kaavalla

—1

11
m=(8,25 625 0)( 12
31

o = O

Téssd vaakavektori siséltdd optimikannan kantamuuttujien kertoimet tavoitefunktion
lausekkeessa ja kddnnettdvin matriisin sarakkeet ovat optimikannan kantamuuttujien
sarakkeet rajoiteyhtiloryhmén kerroinkaaviossa. Varjohinnat ovat siis helpot laskea,
kunhan vain tiedimme optimikannan. Optimikannan méiiritystd pohditaan lisdd *Ope-
raatioanalyysin’ opintojaksolla (orms.1020).

3Huomaa, etti joskus on aiheellista hankkia lisdresurssia, vaikka kate siitd huononisikin. Halutaan
olla luotettava toimittaja lopputuotemarkkinoilla; halutaan ylldpitda tiys-tyollisyytta, . ..
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5 DETERMINANTIT

5.1 Determinantti, perustelut ominaisuuksille

5.1.1 Permutaatiot

Diskreetin matematiikan kurssilla tulemme tutkimaan #irellisten joukkojen erilaisia
jarjestyksid eli permutaatioita. dédrellisen joukon prototyyppind kdytimme nyt joukkoa
N, ={1,2,...,n}. Koulukurssissa on jo todettu, ettd N,, voidaan jirjestidi eli permutoi-
da n! tavalla.

Madéritelmi 23 Joukon N, = {1,2,...,n} bijektio itselleen on N,-permutaatio. Mer-
kitidn S, = {@| ¢ : N, = N, on bijektio} = N,-permutaatioiden joukko. Permutaation
¢ inversioiden lukumdiird py on niiden parien (j,k) € N, x N, lukumdidird, joille 1 <
j<k<nja@(j)> (k). Vaihto otjx € S, on permutaatio, jolle

o(i) = i, kuni# jk

Permutaatio on siis ddrellisen joukon bijektio itselleen. Pienten joukkojen tapauksessa
merkitsemme permutaatiota sen arvoluettelolla ¢ = (¢(1),¢(2),...,¢(n)). Merkinti
on periaatteessa huono, mutta paljon kdytetty. Muista, ettd oikeasti permutaatio on ku-
vaus, eikd jono. Usein onkin pienten permutaatioiden tapauksessa havainnollisempaa
piirtdd kuvauksen nuolikaavio.

Esimerkki 24 (1) Jos ¢ € S3ja (1) =2, ¢(2) =3 ja ¢(3) = 1, niin se voidaan esittiii
“arvojonona” tai “nuolikaaviona”

1 1

0=(231) © 2%2
3 3

%

(2) Luetteloiden avulla on helppo esittdd kaikki pienet permutaatiot.

Sio= A}

S = {(1,2)7 (27 1)}

Sy = {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) }
(3) permutaation @ = (2,3, 1) inversioiden lukumdidiriin P(2,3,1) = 2 ndkee helposti koh-
dan (1) nuolikaaviosta.
(4) Kahdesta permutaatiosta yhdistimdlld saatu kuvaus on myds permutaatio
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1 1 1 1
2%2><2 & 2%2
370 N3 g N3 3 3

Jonomerkinndlld sama asia merkitddn.
(1,3,2)0(2,3,1) = (3,2,1)

(5) Edelli (1,3,2) 0(2,3,1) lasketaan seuraavasti:
"Sisdfunktio kuvaa ykkosen kakkoselle (#1), jonka ulkofunktio kuvaa kolmoselle (#2).
Siis yhdistetty kuvaus kuvaa ykkosen kolmoselle (#3).”

N #2 N #1 \ #3
(1, 3, 2 o (2, 3, 1) = (3,

"Sisdfunktio kuvaa kakkosen kolmoselle (#4), jonka ulkofunktio kuvaa kakkoselle (#5).
Siis yhdistetty kuvaus kuvaa kakkosen kakkoselle (#6).”
N #5 N #4 N\, #6
(1, 3, 2) o (2 3, 1) = (3, 2, )
”Sisdfunktio kuvaa kolmosen ykkoselle (#7), jonka ulkofunktio kuvaa ykkoselle (#8).
Siis yhdistetty kuvaus kuvaa kolmosen ykkoselle (#9).”
N\ #8 N #7 N #9
(I, 3, 2) o (2, 3, 1) = (3, 2, 1)

(6) Vaihto toimii eri tavoin oikealta ja vasemmalta

1 1 1
z% 2y e apo(23,1)=(1,3.2)
3 3 3

Jonokielellid: ”Ykkonen ja kakkonen vaihtavat paikkaa.”
Kuvauskielelld: ”Ykkosen ja kakkosen alkukuvat vaihtuvat.”
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1 1 1
2><:2%2 < (2,3, )00 =(3,2,1)
3 ~ 3 3

Jonokielelld: ” Ensimmdinen ja toinen vaihtavat paikkaa.”
Kuvauskielelld: ”Ykkosen ja kakkosen kuvat vaihtuvat.”

Maiiritelmé 25 Permutaatio ¢ € S, on parillinen, jos inversioiden mdidiri py on paril-
linen ja vastaavasti Q on pariton, jos inversioiden mdcdrd py on pariton. Permutaation
¢ € S, merkki, eli signum, on luku

O — e — ¢(k) — ¢())
sign ¢ = sgn¢@ 1§]I<]k§n P
Esimerkki 26
(e(2)—o(1)) (9(3)—9(1)) (9(3)—0(2))
@3 = ey oy (6o

(-2 (1-2) (1-3)
T2 n G- 62

sen(2,1,3) (e(2)—o(1)) (9B3)—0()) (¢(3)—9(2))

Lause 27 Olkoon ¢, € S, permutaatioita ja o € S, vaihto. Silloin

+1, kun @ on parillinen
= | — I3 = ’
(1) sgn @ = (—1)7¢ { —1, kun @ on pariton

(2)  sgn(pomn)=sgng@-sgnn
(3) sgnojr=—1

Todistus: (1) Olkoon joukon N, = {1,2,...,n} kahden alkion osajoukkojen joukko
P ={{i,j} C N,|i # j}. Koska ¢ on bijektio, niin myos kuvaus P — P,{j k} —
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{©(j),(k)} on hyvin méiritelty ja bijektio. Siis merkin méairitelmissi esiintyy osoit-
tajan tekijoind itseisarvoiltaan samat luvut kuin nimittdjdssd. Osoittajan tekija (¢ () —
@(k)) on kuitenkin p, kertaa eri merkkinen kuin nimittdjéssé. Siis sgn@ = (—1)%%.

(2) Merkitiisn n(j) = j*.

sen(pon) = e(n(k)) —e(n()))
1<j<k<n k—j
_ e(nk) —em())\ (nk) —nQ)
_{j7k}eP7j<k< n(k) —n(Jj) )( k—j )
_ @(k*) — o(k) nk) —n(j)
{J’*,k*}lJRj*<k*( kr=Jr ){j,k}ep,j<k( k—j )
= sgn@-sgnn

(3) Merkitdin n:11d erotusta k — j. Todistamme véitteen induktiolla zn:n suhteen:
Induktion ldhtdkohta: Kun n = k — j = 1 inversioiden mééréd on 1 ja viite seuraa koh-
dasta (1).

Induktio-oletus: Viite on tosi, kun k — j < n.

Induktioviite: Viite on tosi, kun k — j = n.

Induktiotodistus: Valitaan indeksi p indeksien j ja k vilista (siis j < p < k). Silloin

Qjk = Qjp © Xpi © Xjp
Siis lauseen kohdan (2) ja induktio-oletuksen nojalla

sgn(o) = sgn(ap) - sgn(0tyr) - sgn(atjp) = (—1) - (=1)- (1) = —1

Seuraavaksi palaamme determinantin yleiseen méiritelméin.

5.1.2 Isot determinantit

Madiritelmé 28 n x n-matriisin A = (a;;) determinantti on luku

detA =) (sgn@-ag()1ap@2)2 " dp@mn);
QES,
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jolle kaytidmme myos merkintdidi

ail a2 -0 dip

ay dzp - d4pp
detA =

apl A4p2 -+ dpp

Ensimmaiseksi tarkistamme, ettei uusi maaritelma ole ristiriidassa aiemmin antamiem-
me kaksi- ja kolmirivisten determinantin kaavojen kanssa.

Esimerkki 29

aip an

= sgn(l,2)ajjaxn +sgn(2,1)aza
Wy gn(1,2)ajjaxn +sgn(2, 1)azia

= dapia; —azidap

Siis kaksmvz n det ermmantm tapauksessa saadaan sama lauseke kuin mddritelmdssd
\de ka sngd tk de

(177) stvulla 1?7,

al a2 ais
ajy) ajzy dzs = sgn(1,2,3)a11a22a33 +sgn(1,3,2)a11a32a23
asp 4z ass
+sgn(3, 1,2)(1316112(123 + sgn(z, 1,3)(1216112(133

+sgn (2,3, 1)aziazaiz +sgn(3,2, 1)aziaxnaiz

= a11axa33 —ai1aza3
+asziaipaxz —aziaias;

+aziazaiz —asa»ai;

azr a2
asp asz

azz azs
aszz ass

az 3 +aps
asp ass

Siis myos kolmlrzvzsen determinantin tapauksessa saadaan sama lauseke kuin mddri-
|de olme@détkolme det

telmdissd (7 ) sivulla1?

Seuraavat lauseet ovat determinantin ymmartdmisen kannalta hyvin tirkeit. Ne tulee
ymmartdd hyvin. Siksi niistéd esitetdéin sekéd sanallinen (mahdollisimman havainnolli-
nen), ettd kaavanomainen (mahdollisimman tdsmillinen) muoto. Jotta kaavat olisivat
helppo muodostaa, sovimme epistandardin, vain tissd yhteydessa kiytettavian merkin-
nén.
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Olkoon tarkasteltavina n x n-matriisi A = (a;;) ja n-alkioinen pystyvektori it = (uj uz -+ u)” .

Sovimme, etti tdssd kappaleessa (ja myohemmin Cramerin kaavojen yhteydessi) mer-
kintd
Alk : il

tarkoittaa matriisia, joka saadaan, kun A:n k:s sarake korvataan pystyvektorilla . Jos
siis esimerkiksi

2 -1 3 7
A=\ 1 2 4], ja u=| 8 |,
5 =31 9
niin
2 7 3
A2:idl=11 8 4
5 91

Lisiksi kdytimme paljon kiytettyd merkintid, jossa matriisin A = (a;;) k:tta saraketta
merkitddn pystyvektorilla

Lause 30 Tarkastellaan n X n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A jonkin sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia,
niin matriisin determinanti on nolla.
(Kaavana:)

dg=0 = det(A)=0

(esimerkki:)

Todistus:

Lause 31 Tarkastellaan n X n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A kaksi saraketta vaihtavat paikkaa, niin synty-
vdn matriisin determinantti on alkuperdisen vastaluku.
(Kaavana:)

B=A[j:dyllk:dej] = det(B)=—det(A)
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(Esimerkki:)

2 13 1 2 3
50 4|=—[0 -5 4
0 07 0 0 7

Todistus: Jos ¢ € S, on n-permutaatio, niin merkitsemme @ = @ o oj;.. Nyt

det(B) = ) sgn(@)boyibo(iy; Lok bomn
QES,
= ) sgn()agyi g dpk)j " Ap(nn
PES,
= ) —sen(@)ag(yi Ak Ap(j)j  Ag(yn
0ES,
= —det(A)

Lause 32 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisissa A on kaksi identtisti saraketta, niin matriisin
determinantti on 0.
(Kaavana:)
JjF#k, ja Ei.j =de = det(A) =0

(Esimerkki:)

2 2 3
—5 =5 4|=0
0 0 7

Todistus: Tdmi on suora seuraus edellisesti lauseesta. Nyt nimittdin A = A[j : dex|[k :
da j], joten edellisen lauseen mukaan det(A) = —det(A) O

Lause 33 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Neliomatriisin A determinantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen
lineaarinen operaatio.
(Kaavana:)

det(Alk:id+V]) = det(Alk:i])+det(Alk:V]), ja

cA-d]) = A-det(Alk:u))

det(A[k
(Esimerkki:)

2 541 3 2 53 2 1 3
-5 249 4| = | -5 2 4|4+ -5 9 4
0 3-2 7 0 3 7 0o -2 7
2 100-5 3 2 53

-5 100-2 4| = 100-{ =5 2 4

0 100-3 7 0 37
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Todistus:
detAlk:i+V] = ) (sgn@-agyi (o) Vo) domn)

9<S,

= ) (sgne-apay-tpr) dgmn)
9<S,

+ ) (sen@-ap(iyi Vo) dp(nn)
9<S,
= Alk:u]+Afk:V

det(Ak: A-id]) = Z (Sgnfp'a<p(1)1-“(l'mp(k))“'a(p(n)n)
©ES,

= A} (sen@-aguy- (o) ag(un)
9ES),
= A-det(Alk: u))

Lause 34 Tarkastellaan n X n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla A ja néiin saatu
sarake lisdtdcdn toiseen A:n sarakkeeseen, niin syntyvin uuden matriisin determinantti
on sama, kuin alkuperdisen matriisin determinantti.
(Kaavana:)

j#k = det(A[k: de + Ade;]) = det(A)

(Esimerkki:)

2 13 713
—5 1 4|=|0 1 4|=detA[l:dy +5-da))]
0O 0 7 00 7

Todistus: Kahden edeltivin lauseen mukaan

det(A[k : ok + Adj]) = det(A[k : Gui]) +A - det(Ak : do ) = det(A)

=det(A) =0

Lause 35 Tarkastellaan n X n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua muiden sarak-
keiden lineaarikombinaationa, niin matriisin determinantti on nolla.

(Esimerkki:)

=5 1 =3 |=0, sillide=0de1+2 der



th_deté6b
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Todistus: Jos de, = Zz;} Cr - dek, Niin edellisen lauseen toistuva soveltaminen johtaa
tulokseen

det(A) = det(A[n : do, — ch dei]) = det(An:0]) =0

Lause 36 Tarkastellaan n X n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Neliomatriisilla A ja sen transpoosilla AT on samat determinantit.

(Kaavana:)
det(AT) = det(A)

(Esimerkki:)

2 =50 2 1 3
I 1 0|=|-51 4
3 4 7 0 0 7

Todistus: Olkoon y = ¢!, Silloin sgny = sgn¢ ja

Qy(1)19y(2)2° " Ay (n)n = A19(1)92¢(2) """ Inp(n)

silld tekijit ovat samat vaikka ne ovatkin eri jirjestyksessd. Nyt

det(A") = ) sen¢-(A")p() (A g2 (AT )p(upn
9ES,

=) send - a1p(1)a20(2) " Gnp ()
9ESH

= ) SENY - ay()dy@2 Ay
yES,
= det(A)

tulokset ovat voimassa myos matriisin riveille.

Todistus: Seuraa edellisestid lauseesta. L]

Lause 38 Tarkastellaan n x n-matriiseja A ja B.
(Sanallinen muoto:) Tulon determinantti on determinanttien tulo.
(Kaavana:)

det(AB) = det(A) det(B)
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Todistus: Olkoon B = (b;;) jaA = (aij) = (de1 de2 -+ den). Tulon AB j:s sarake
on silloin
(AB)1; apbyj+anbyj+- -+ ainby;
(AB)QJ' ax1byj+axnbyj+---+axyby,;
(AB)sj = : = :
(AB),; an1b1j+ ambrj+ - -+ annbp;
ap ap ain
as an az
= byl . [+Dby| . [+ tby !
anl an2 Ann
n
= ) byjde
k=1
Siis
AB = ( Y] _biidek, Yj—ibipder, -+ X§ i bindek, )

det4
Soveltamalla toistuvasti lausetta (ﬁg) saamme

n n

det(AB)= Y Y - ) bijibiy- - bipndet(deg, Gok, -+ Gk, )
ki=1ky=1 k,=1

Téssd summassa on »n”* termid, mutta niistd vain ne ovat nollasta poikkeavia, joissa det3
e
luvut k1, k>, . .., k, ovat pareittain eri suuria eli muodostavat permutaation. Lauseen
mukaan nimittdin kaavion determinantti on nolla, jos sama sarake esiintyy kaaviossa
kahdesti tai useammin. Kun luvut ky,k,...,k, muodostavat permutaation @(j) = k;,
niin kaavio
(dop() dega) “* dog(n)
saadaan kaviosta
(o1 Ge1 -+ den) =A

suorittamalla py sarakkeiden vaihtoa, joten

det(?z.(p(l) C—i“P(Z) 5.(p(n)):sgn(p-det(A).
Siis
det(AB) = ) Do(1)1bp2)2 b det (dup(1) deg(2) Gap(n))
9ES,
= det(A) ) sgn@-be1)1be2)2 P
9ES,
= detAdet(B)
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Lause 39 (Sanallinen muoto:) Yksikkomatriisin determinantti on 1.
(Kaavana:)

det(I) =1

Todistus:

det(I) = Z sgnoQ - 6‘/’(1)1 ‘.- 6(p(n)n =1
PES),
silld ainoa permutaatio, jolla kaikki Kroneckerin deltat ovat ykkosid, on ¢ = (1,2,...,n)
ja sen merkki on 1. 0

Lause 40 Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Matriisi on sddnnollinen (eli sille on olemassa kéidinteismatriisi),
jos ja vain jos matriisin determinantti ei ole nolla.

(Kaavana:)

JA7! o det(A)#£0

Todistus: [= | (eli A~ = det(4) # 0)

Oletamme nyt, ettd kddnteismatriisi on olemassa. Médritetidin kddnteismatriisi riviope-
raatioiden avulla Gaussin algoritmilla. Aluksi laadimme kaavion, jonka vasen puoli on
A. Jokaisessa vaiheessa algoritmin aikana kaavion vasemman osan determinantti joko,
sdilyy muuttumattomana, vaihtaa merkkié tai tulee kerrotuksi nollasta eroavalla luvul-
la. Viimeisen kaavion vasemman puolen determinantti on 1. Siis ensimméisen kaavion
vasemman osan determinantti ei voi olla nolla.

(eli AA™! = det(A) = 0)

Oletamme nyt, ettd kiddnteismatriisia ei ole olemassa. Aloitetaan kddnteismatriisin maa-
ritys kuten edelld. Oletuksen mukaan Gaussin algoritmi ei onnistu, vaan pivotointi epa-
onnistuu jossakin vaiheessa. Tama merkitsee, ettd viimeisessd kaaviossa on rivi, jonka
vasen osa on tdynni nolli%eSiis jgé{%l% A:n rivi voidaan lausua muiden lineaarikombi-
naationa ja lauseiden ja mukaan determinantti on nolla. 0

Lause 41 Jos n x n-matriisia Aon sddnnollinen, niin

det <A_1) = ﬁ(l‘)



ac:MinoriLasku‘
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Todistus: Harjoitustehtidva. [

Edelld oli suuri joukko lauseita. Tehdédén vield yhteenveto:

det detl
(lause 30[sivu os neliomatriisin A jonkin sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia, niin
matriisin determinanti on nolla.

det det2 .. . . . . .. ..
(lause BIfsivu os neliomatriisin A kaksi saraketta vaihtavat paikkaa, niin syntyvén

matriisin determinantti on alkuperiisen vastaluku.

@__% det3 . . .. . .. .. .
(lause Sivu os neliomatriisissa A on kaksi identtistd saraketta, niin matriisin
determinantti on 0.

det det4
(lause Eg sivu %ﬁi Neliomatriisin A determinantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen

lineaarinen operaatio.

det detb
(lause B4{sivu os neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla A ja ndin saatu

sarake lisdtddn toiseen A:n sarakkeeseen, niin syntyvin uuden matriisin determinantti
on sama, kuin alkuperédisen matriisin determinantti.

det detb6
(lause Eg sivu %g ) JOs jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden

lineaarikombinaationa, niin matriisin determinantti on nolla.

det det6b
(lause 36[sivu eliomatriisilla A j Ja sen transpoosilla A7 on samat determinantit.

det det? L _det6

(lause sivu auseissa ) mafriisin sarakkeita
koskevat tulokset ovat voimassa my®&s matriisin riveille.

det det8
(lause 38[sivu et(AB) = det(A) det(B)

det det9
(lause 39[sivu et(l) =1

det detlQ . e .. ere o s e oy -
(lause #O[sivu afriisi on sd@d@nndllinen (eli sille on olemassa kédédnteismatriisi), jos

ja vain jos matriisin determinantti ei ole nolla.

det detll . o B
(lause @ Ifsivu 0S 1 X n-matriisia Aon saanndéllinen, niin

det (A_1> = detlw

5.2 Minorikehitelmén perustelu

Opetusmonisteessa olemme oppineet minorikehitelmén. Seuraavassa perustelemme me-
netelman.
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5.2.1 Determinantin laskeminen minorikehitelmélli

Mairitelmé 42 Matriisin A alimatriisi A;; saadaan poistamalla A:sta i:s rivi ja j:s
sarake. Alimatriisin determinantti det(A;;) on matriisin A alkioon a;; liittyvi minori
(alideterminantti). Lukua (—1)""7 det(A; ) sanotaan matriisin A alkioon a;; liittyvdksi

kofaktoriksi.

Esimerkki 43 Jos

1 0 3 2
3 4 71
A= -2 4 5 1
0O 1 8 2
niin
1 0 2 1 0 2
S B N R
0 1 2

Vastaavat alkioon a3 liittyviit minori ja kofaktori ovat

minori = det(Ay3) =3
kofaktori = (—1)*"3det(Ax) = -3

Seuraavien tarkastelujen aikana kiytetidin kahta merkintii, joita on jo kiytetty aiem-
minkin, mutta kertaamme ne ensin:

(1) Kdytimme merkintdd €, pystyvektorille, jonka k:s koordinaatti on 1 ja muut koor-
dinaatit ovat nollia (siis e; = 0jy).

(2) Kédytimme merkintdd A [k : B] matriisista, joka saadaan kun k:s sarake matriisissa A
korvataan vektorilla b.



Lause 44 n x n-neliomatriisille A on voimassa

eli

ai
aszi

(270}

ann
ans

A(n-1)1 4(n-1)2

(277%)
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det(A[n: é,]) = det(Ann)

ajn-1y 0

-1y O
An1)(n-1)

Ap(n—-1) 1

apg a2 ai(n—1)
azy a e A2(n—1)
An-1 An-12 " An-1)(n-1)

Todistus: Jos n-permutaatiolle ¢ € S,, on voimassa, ettd ¢(n) = n, niin sen alkuosa
indusoi (n — 1)-permutaation ¢ € S,_1, P (k) = @(k),0 < k < n jasgn @ = sgn@. Siis

det(Aln: &,])

Lause 45 n x n-neliomatriisille A on voimassa

eli
arg

ail

anl

ai—1,1

ai+1,1

aj—1,j-1
ajy1,j—1

Y, SENQ dp(1)1 g2 Ap(n—1)(n—1)* Op(n)n

0ES,

Y. senf-apydp@n Ao 1)n-1)

(pesn—l

det(A,,)

at,j—1 0

o,_;o...

a,w-_l 0

ay,j+1

ai—1,j+1
ai j+1
aiji1,j+1

an,j+1

det(A[j : &]) = (—1)"/ det(A;))

aln
aji—1,n o
dain = (—1)1+J det(Aij)

ditln

a}’l}’l

Todistus: Determinanttikaaviota muutetaan siten, ettd vaihdetaan ensin rivit i ja (i+1)
keskenéin, sitten rivit (i + 1) ja (i + 2) keskendin jne. kunnes ykkonen on saatu alim-
malle riville. Sen jilkeen vaihdetaan ensin sarakkeet j ja (j+ 1) keskeniénn, sitten
sarakkeet (j+ 1) ja (j+2), kunnes ykkonen on oikeassa alanurkassa. Vaihtoja tehdéin
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(n— i)+ (n— j) kappaletta. Jotta arvo olisi oikea, tulee viimeinen determinanttikaa-
vio kertoa luvulla (—1)?*~i=/ = (—1)*/. Saadun kaavion determinantti on edellisen
lauseen nojalla

an - apj-1 aipj+r o a0
a1, - Gi-1,j-1 Gi—1j+1 - di-1a 0
i+j
(=)™ aiy11 - aiy1,j-1 @iy1je1 o Girie O
anl o A1 anj+1 Aann
aiy v Gij-1 o Gijer o o dip ]
ay - apj-1 a4l ot A
_ i+j| 4i—-1,1 - Gi—-1,j—-1 di—1j+1 - di-1n | _ i+ -
= (=1 , e g o e = (—1)"/ det(A;;)
ai+1,1 ait1,j—1 4Airl1,j+1 ajrin
anl T dpj—1 anpj+1 - Ann

Lause 46 n x n-neliomatriisin A determinantti saadaan laskettua kaavoilla

n
det(A) = Z (—1)"*a;;det(A;;) kehitelmdi i:nnen rivin suhteen
=1
n
det(A) = Z(—l)’ﬂ a;jdet(A;;) kehitelmdi j:nnen sarakkeen suhteen

~
—_

Todistus: Perustellaan ensin jalkimmadinen kaava. Determinantin lineaarisuudesta sa-
rakkeen suhteen seuraa, etti

det(A) = det(A[j : éaijgi]) = i‘iaijdet(A[j : Z,]) = iaij(—l)i+jdet(Aij).

Toisen kaavan soveltaminen transpoosiin johtaa ensimmaéiseen kaavaan. [

Determinantin kehittiminen kannattaa perustaa riviin tai sarakkeeseen, jolla on mah-
dollisimman monta nollaa.
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Esimerkki 47 (1) Kehitetaan determinantti ensimmdisen rivin suhteen

1 3 -1
1 5 0
-2 2 =3
0 1 0 1 5
R B 1+2 N3 .
= (=1 1’ 3‘—1— 3‘_2_3'—1—(1) (l)’_zz‘
= 1-(=15-0)+(=1)-3-(-3-0)+(—1)-(2+10)
= —18
(2) Kehitetaan sama determinantti toisen rivin suhteen
1 3 -1
1 5 0
-2 2 =3
3 —1 1 -1 1 3
o _1\2+1 1. _1\2+2 g, 243
= (=1) 1‘2_3‘+(1) 5‘_2_3‘+(1) 0‘_22‘
= (=1)-(-9+2)+5-(-3-2)-0
= —18

Kéaytannon laskemista helpottaa se, ettd kofaktoreiden merkkikaavio on varsin yksin-
kertainen:

+ -+ = 4

|
_|_
|
_|_
|

5.3 Piirianalyysi-esimerkki

Sec:Circuit\

Lause 48 Kirchoffin ensimmdinen laki: Missd tahansa virtapiirin liitoskohdassa pis-
teeseen saapuvien sdihkovirtojen summa on yhtd suuri kuin siitd poistuvien sahkovirto-
jen summa.

i1 i
N — i1ty = d2 -+
Sy —itgt+i3—1y = 0
ol

02
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Lause 49 Kirchoffin toinen laki: Suljetussa johdinsilmukassa jdrjestyksessd laskettu
potentiaalierojen summa on nolla.

i i

J R, l R, Ui —R1i1 + Uz +Ryip =0

Esimerkki 50 Laske virrat, kun oheisessa kytkenndssd Uy = 2.0V, U, = 5.0V, Ry =
2008, Ry = 500Q ja R3 = 300Q.

Kirchoffin ensimmaisesti laista saamme

i1+ir+i3=0.

Kirchoffin toisesta laista saamme

—U; — Ryip + R3i3
—Rii1 +U +Rip =

Sijoitetaan parametrien arvot Uy = 2.0V, U, = 5.0V, R = 200Q, R, = 500Q ja R3 =
300Q2 yhtiloihin
i1+i+i3 = 0,

—U; —Ryip +R3i3 = 0,

—Riii + Ui +Ryip = 0,
ja jarjestetiddn yhtdlot sieviksi:

i+ ih + iz = 0
— 500Qi, + 300Qi3 = 5.0V
—200Qi; + 500Qi, = =-2.0V
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Jaetaan vield toinen ja kolmas yhtilo ohmilla, jolloin yhtdléryhméi menee muotoon:

i1 + ir + iz = 0
— 500i, + 300i3 = 5.0A

—200i;, + 500i, — _20A
1 11
D = 0  —500 300 | =—310000
200 500 0
0 11
D = | 50A —500 300
_20A 500 0
— 40-50A-] Lo Vi aoayl Lo Zon0a
= : 500 0 : ~500 300 |
1 0 1
D, = 0  50A 300
—200 —2.0A 0
— —0+450a. LoV ooa) 21600
= : —200 0 : 0 300 |~
1 1 0
D; = 0 —500 5.0A
2200 500 —2.0A
— 40-s50a-] 1o M aoa |t Lol Zos00a
= : —200 500 : 0 —500 |
Siis:
, D, 900A
D, 1600A
o= 22 00 5 16mA
2 D ~ 310000 >lom
Ds  —2500A
o= 22— TSR g 06mA
3 D~ 310000 m

Esimerkki 51 Edellisen esimerkin kytkenndissd etsimme jdnnitelihteelle Uy sellainen
arvo, ettd virta vastuksen Ry ldpi on nolla (pieni). Merkitddn Uy = X. Tdmd merkintd
korostaa sitd, ettd olemme nyt etsimdssd oikeata arvoa X :lle.
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~ 0A l
Ry

Yhtidloryhméd muuttuu muotoon

iT + in + iz = 0
— 500, 4+ 300i3 = 5.0A
—200i; + 500i; = —XA

Ratkaisemme vain ensimméisen muuttujan i; = D1 /D:n (muuta emme nyt tarvitse). D
pitdd laskea uudellee, mutta D on sama kuin edellisesséd esimerkissa.

o 1 1
D, = | 50a —500 300
_XA 500 0
11 o
= 008500 0 +<_XA)" —500 300'
— (2500 — 800X)A
Siis
. Dy _ (2500—800X)A
"D 310000
jaip = 0A, jos
2500—800X — 0
2500
X = 223125V
< 800 (V)

5.4 Matriisilaskut Excel-ohjelmalla

Sec:MatExcel‘

Excel on taulukkolaskenta -ohjelmisto, jonka vahvinta sovellusaluetta on kirjanpidon
ja budjetoinnin kaltaiset rahalaskut. Toisaalta kaikki laskeminen, johon liittyy numero-
taulukoita tai -kaavioita soveltuu Excelilld tehtdviksi. Excelissd on useita tilastollisia
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funktioita valmiina. Tissd lyhyessi esityksessd kidydddn ldpi vain vektoreihin ja matrii-
seihin liittyvid toimintoja

Kaavan sijoittaminen soluun. Excel-tyopohja (Worksheet) on suuri taulukko, jossa
sarakkeet nimetidin kirjaimin (A, B, C, ...) ja rivit nimetddn numeroin (1, 2, 3, ...).
Soluihin voidaan tallettaa lukuja, merkkijonoja ja kaavoja.

Olkoon tyopohja seuraavan ndkdinen

A B C D E

25
10

N W=

Siis solun C2 on sijoitettu luku 25, ja soluun C3 on sijoitettu luku 10 ja muut solut
ovat tyhjid. Soluun C4 sijoitetaan kaava . (Huomaa: kaava alkaa =-merkilld!)
Kaavan tultua valmiiksi painetaan [Entexr]-ndppdintd, jolloin ohjelma laskee lausek-
keen C2+C3 arvon ja sijoittaa sen soluun C4.

A B C D E

1
2 25
3 10
4 35
5

Kun myohemmin vie solukohdistimen soluun C4 ja painaa [F2]-ndppdintd, péddsee
tilaan, jossa kaavaa voi editoida.

A B C D E
1
2 25
3 10
4 =C2+C3
5

Rivioperaatiot. Seuraavassa laskentapohjassa on yhtdloryhmén kerroinkaavio
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QNN | W~

Kopioidaan ensin pivot-rivi B1:D1 paikkaan B4:D4 copy-paste -toiminnolla. Toinen
tapa on toimia seuraavasti:
(1) Maalaa alue B4:D4

(2) Kirjoita kaava: |[=B1:D1

(3) Nédppdile: [Ctrl]-[Shift]-[Enter]

Varsinainen rivi-operaatio saadaan aikaan seuraavasti:
(1) Maalaa alue B5:D5

(2) Kirjoita kaava: | =B2:D2-2*B1:D1 |

(3) Nédppdile: [Ctrl]-[Shift]-[Enter]

Néiden nédppdilyjen jdlkeen laskentapohja on seuraavan ndkodinen

A B C D E F
1 1 2 3 -2
2 2 5 8 <—
3
4 1 2 3
5 1 2
6

Huomautus: Kun sijoitetaan kaava yhteen soluun, riittdd néppdilld lopuksi [Enter].
Kun kaavan antama tulos on vektori tai matriisi, joka sijoitetaan monesta solusta muo-
dostuvaan alueeseen, pitdd lopuksi ndppéilld [Ctrl]-[Shift]-[Enter]. (Paina
ensin [Ctrl] ja [Shift] pohjaan japidd ne pohjassa samalla kun painat [Enter]-
nippdinti.)

Kahden matriisin summa. Seuraavassa laskentapohjassa on kaksi 2 x 3-matriisia; alu-
eessa B1:D2, ja alueessa F1:H3. Nédiden matriisien summa on my0s 2 X 3-matriisi.
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A C D E F G H I
-1 -1 | 4 3
1 0 2 0 -2

QNN | W~

Lasketaan summa-matriisi ja sijoitetaan se paikkaan B4:D5 seuraavasti:

(1) Maalaa alue B4:D5
(2) Kirjoita kaava: | =B1:D2+F1:H2 |
(3) Nédppidile: [Ctrl]-[Shift]-[Enter]

Néiden nédppdilyjen jdlkeen laskentapohja on seuraavan ndkodinen

A C D E F G H I
1 -1 -1 1 4 3
2 1 0 2 0 -2
3
4 3 2
5 1 -2
6

Matriisitulo MMULT. Seuraavassa laskentapohjassa on kaksi matriisia; 2 X 3-matriisi
alueessa B1:D2, ja 3 x 3-matriisi alueessa F1:H3. Néiden matriisien tulo on 2 X 3-

matriisi.
A C D E F G H I
1 -1 -1 1 4 3
2 1 0 2 0 -2
3 0 1 5
4
5
6

Lasketaan tulomatriisi ja sijoitetaan se paikkaan B4:D5 seuraavasti:

(1) Maalaa alue B4:D5

(2) Kirjoita kaava:  =MMULT(B1:D2;F1:H3) ‘

(3) Nédppiile: [Ctrl]-[Shift]-[Enter]
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Néiden nédppdilyjen jdlkeen laskentapohja on seuraavan ndkodinen

A B C D E F G H I
1 1 -1 -1 1 4 3
2 2 1 0 2 0 -2
3 0 1 5
4 -1 3 0
5 4 8 4
6

Determinantti MDETERM. Seuraavassa laskentapohjassa on 3 x 3-matriisi alueessa

F1:H2.
A B C D E F G H I
1 1 4 3
2 2 0 -2
3 0 1 5
4
5

Lasketaan matriisin determinantti ja sijoitetaan se paikkaan C4 seuraavasti:

(1) Vie solukohdistin soluun C4
(2) Kirjoita kaava: | =MDETERM(F1:H3) ‘
(3) Néppiile: [Enter]

Niiden nédppdilyjen jdlkeen laskentapohja on seuraavan nikoinen

A B C D E F G H I
1 1 4 3
2 2 0 -2
3 0 1 5
4 -32
5

Kiinteismatriisi MINVERSE. Seuraavassa laskentapohjassa on 3 x 3-matriisi alu-
eessa F1:H2.
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A B C D E F G H I
1 1 4 3
2 2 0 -2
3 0 1 5
4

Lasketaan matriisin kdédnteismatriisi ja sijoitetaan se paikkaan B4:D3 seuraavasti:
(1) Maalaa alue B1:D3

(2) Kirjoita kaava: | =MINVERSE(F1:H3) |

(3) Nédppidile: [Ctrl]-[Shift]-[Enter]

Néiden nédppdilyjen jdlkeen laskentapohja on seuraavan ndkodinen

A B C D E F G H 1
1 -0,06250 | 0,53125 | 0,25000 1 4 3
2 0,31250 | -0,15625 | -0,25000 2 0 -2
3 -0,06250 | 0,03125 | 0,25000 0 1 5
4

Yhtiloryhmén ratkaisu kidnteismatriisin avulla. Seuraavassa laskentapohjassa on
yhtdloryhmén kerroinkaavio.

A B C D E F
1 2 3
2 5 8

QNN | W | —

Ratkaistaan yhtdloryhma periaatteella

Ai=b < xX=A'p

Lasketaan ratkaisuvektori X ja sijoitetaan se alueeseen B4:B5 seuraavasti:
(1) Maalaa alue B4:B5

(2) Kirjoita kaava:  =MMULT(MINVERSE(B1:C2);D1:D2) ‘

(3) Néppiile: [Ctrl]-[Shift]-[Enter]
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Néiden nédppdilyjen jdlkeen laskentapohja on seuraavan ndkodinen

A B C D E F
1 1 2 3
2 5 8
3
4 -1
5
6

Transpoosi. Joskus on tarpeen vaihtaa taulukon rivit sarakkeiksi (ja sarakkeet riveiksi).
Jos aineisto on iso, niin ainoa jirkevi tapa toimia on kdyttd transpoosi-komentoa.

A B C D E F
1 2 3
2 5 8

QNN | W —

Transponoidaan kaavio C1:E2 ja sijoitetaan se alueeseen A3:B5 seuraavasti:
(1) Maalaa alue A3:B5

(2) Kirjoita kaava: | =TRANSPOSE(C1:E2) ‘

(3) Nédppiile: [Ctrl]-[Shift]-[Enter]

Niiden nippdilyjen jilkeen laskentapohja on seuraavan ndkdinen

A B C D E F

NN | W~
\S}
o)}




Sec:MatLab‘
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5.5 MatLab-ohjelmoinnin alkeita

Matlab-ohjelma on yhdysvaltalaisen yrityksen, MathWorks Inc., valmistama tuote. (ks.
http://www.mathworks.com/) Tuote on ollut markkinoilla vuodesta 1984, ja
siitd on kehittynyt yksi teknillisen laskennan “’standardi”. Matlab tarjoaa ohjelmoin-
tiympiriston, jonka avulla voidaan helposti késitelld matriiseja.

Matlabiin on valmiiksi ohjelmoitu lihes kaikki kuviteltavissa olevat vektori- ja matrii-
silaskennan toiminnot. Lisdksi Matlabiin on tarjolla tyokalupaketteja erilaisiin sovel-
lustilanteisiin.

Tiassd kappaleessa sivutaan vain pientd osaa Matlabin antamista mahdollisuuksista.
Kirjallisuusluettelossa on mainittu joitakin Matlab-oppaita, joista tietoa 10ytyy enem-
min. (Huomaa, ettd tima tiedosto saattaa olla jo vanha lukiessasi tétd.) Télld hetkelld
kirjastosta 1oytyy esimerkiksi Simo K. Kiveldn (1079); "MATLAB-opas, Matlabin ver-
sion 4 mukaan". Kirja on kiyttokelpoinen ainakin version 7 kdyttdjille.

5.5.1 Rivikomentoja.

Aloitus.

Kun olet kdynnistinyt ohjelman, nédytolle ilmestyy komentoikkuna.
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-J MATLAB (=3
File Edit Debug ODeskbop Window Help

D@ | & BB v o & ﬁ ? Current Direclury.!‘C.\PrUgram Files'ATLABT1 wvork v|[:]

Shortcuts [#] How to Add (] What's New -

okl & @ -

To get started, select MATLAE Help or Demos from the Help menu.

=l matrTest001. asy
>

CurrerﬂDireClUrinO_r[' L4
i p e N S
=il S o]

¢ | =
4\ start

Téssd lyhyessd ohjeessa emme lainkaan késittele, valikoita ja tyokaluja, vaan annam-
me muutaman esimerkin komennoista. Komentoikkunaan (Command Window) vasem-
9.2

paan reunaan ilmestyvd ”»”-merkki on ilmoitus siitd, ettd matlab on valmis ottamaan
vastaan komentoja. Komento voi olla vaikkapa laskutehtiva:

>> 242
ans =

4
>>

Ohjelma vastaa antamalla lausekkeen arvon. Komennolla voidaan asettaa vektorin tai
matriisin alkiot. Tamin jdlkeen matriisiin voidaan viitata nimelld. (Huomaa, ettd ~»"-
merkin perdssd oleva on kiyttdjidn kirjoittama komento ja muut rivit ovat ohjelman
reaktioita tdssd dialogissa.)

> A = [12 3 ; 45 6]

>> B = [3 2;-1 0]
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2

-1 0
>> AxB
??? Error using ==> mtimes Inner matrix dimensions must agree.
>> B*xA
ans =

11 16 21

-1 -2 -3
>>

Jos haluaa, ettei ohjelma turhaan vastaa, niin voi komennon perién lisétd puolipisteen
;. Silloin ohjelman reaktio jai pois.

> A = [12 3 ; 45 67];
> B = [3 2;-1 0];

>> B*xA
ans =
11 16 21
-1 -2 -3
>>

Kdaymme ensin lyhyesti 1dpi samat esimerkit kuin Excel-kappaleessa, sitten kisitte-
lemme komentojono- ja funktio-tiedoston luomisen (M-file). M-tiedoston avulla voi
pidemmin komentosarjan tallentaa tiedostoksi, jota voi editoida ja testata jarkevilla ta-
valla. M-tiedostoja on my0s helppo lidhettdd vaikkapa sdhkopostilla.

Rivioperaatiot. Rivioperaatioiden tekeminen Matlabilla ei ole alkeisasia. Jos joudut
tekeméiin rivioperaatioita Matlabilla, olet jo aika pitkélld matlab-ohjelmoinnissa. Nyt ei
ole syytd korostaa rivioperaatioita sinéinsd vaan sitd, ettd matriisin riviin on mahdollista
viitata.

Esim:

>> A=[1 2 3 ; 2 5 8]
A:
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>> A(2,3) % alkio rivilla 2 sarakkeessa 3
ans =
38

>> A(:,3) % matriisin kolmas sarake

ans =
3
38
>> A(2,:) % matriisin toinen rivi
ans =
2 5 8
>>

Ja sitten se rivioperaatio. Lisdtddn matriisin toiseen riviin ensimmdiinen rivi kerrottuna
—2:1la:

>> A
A =
2 3
1 2
>>

Kahden matriisin summa.

>> B=[1 4 3 ; 2 0 -2]
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B =
1 4 3
2 0 -2
>> A+B
ans =
2 3 2
4 1 7
>>
Matriisitulo.

>> A=[1 -1 -1 ; 2 1 0]

>> B=[1 43 ,; 20 -2,; 01 5]

B =
1 4 3
2 0 -2
0 1 5
>> AxB
ans =
-1 3 0
4 8 4
>>
Determinantti.

>> B=[1 43 ; 20 -2 ; 01 5]

B =
1 4 3
2 0 -2
0 1 5
>> det (B)
ans =
=32

>>
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Kadnteismatriisi.

>> B=[1 43 ,; 20 -2,; 01 5]

B =
1 4 3
0 -2
0 1 5
>> inv (B)
ans =
-0.0625 0.5313 0.2500
0.3125 -0.1563 -0.2500
-0.0625 0.0313 0.2500
>>

Yhtiloryhmén ratkaisu kdsinteismatriisin avulla.

ratkaistaan X yhtdaloryhmasti

(13)(2)-()

seuraavasti:

A:
1 2
5
>> b=[3;8]
b =
3
8

>> inv (A) xb
ans =
-1

>>
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Matriisin transpoosi.
Matriisin transpoosi merkitddn heittomerkilla.

normaali notaatio: AT matlab-notaatio: A’

esimerkki:

>> A=[1 2 3 ; 4 5 6]

A =
2 3
5 6
>> A’
ans =
1 4
2
3 6
>>

5.5.2 Komentojonotiedostot ja omat funktiot.

Valitsemalla komentoikkunan (Command Window) valikoista [File]-[New]-[M-file] avau-
tuu Editori-ikkuna (Editor), johon voidaan kirjoittaa useita komentoja.
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2 Editor - Untitled

File Edit Text Cel Tools Debug Desktop ‘Window Help A X

NEH| i@~ (S df 88 BREE® sekeee BDE &[0

N |

| script [tn 1 ca 1

Kirjoita ensimmdisille riveille %-merkilld alkaville riveille kommentit, joista kdy ilmi
milloin ja miti tarkoitusta varten timé tiedosto on Kirjoitettu.

. . . . .. |esim0l1_Maijgdsdwm0l_Markov .
Esimerkki 52 Tutkitaan esimerkissd (77) sivulla 177 esiteltyd dynaamista systeemid.

Jos alkutila on (x1,x2,x3)7 = (30,20,20)7, niin muutaman seuraavan puolivuotisjak-
son jilkeiset tilat saadaan seuraavasti:

(1) Avataan uusi M-file ja kirjoitetaan sinne koodi:

25.9.2006 / mathl040 (mathl040c3sllel.m)
esimerkin 93 sivu 78 ratkaisu, kun
alkutila on x_0 = [30 20 207"

o® o° oo o°

P=[0.80 0.05 0.10; 0.15 0.70 0.10; 0.05 0.25 0.807];
X=zeros (3,12); luodaan matriisi, Jjossa on 3 rivia ja 12 saraketta.
Alussa matriisi on taynna nollia.

Taman matriisin sarakkeisiin talletetaan

perakkaiset tilat

od® o° o° o°



X(:,1) = [30 20 2017,

%

for k=1:11
X(:,k+1)=P*xX(:,k)

end

X

.
14

o)
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% asetetaan alkutila

% lasketaan perakkaiset tilat

91

(2) Valitaan editorin valikosta [ Debug |-[Save and Run], jolloin komentoikkunaan tulee

tulos:

Columns 1 through 6

30.0000 27.0000
20.0000 20.5000
20.0000 22.5000

Columns 7 through 1

21.1023 20.7542
20.3481 20.2640
28.5496 28.9818

>>

24,
20.
24.

2

20.
20.
29.

8750
6500
4750

5147
1961
2892

23.
20.
25.

20

20.
29.

3800
6337
9863

.3505
1434
5061

Jos komentotiedoston loppuun vield lisdtddn kaksi rivid:

t=linspace(1,12,12);
plot (t,X(1,:), ' r-x’,

% vektori

t,X((2,:), "b-v",

[1 2

3 4

22
20

20

.3343
.5493
27.

1164

.2382
20.
29.

1036
6583

11 12]

t,X(3,:),"k-0")

21.
20.
27.

20.
20.
29.

6066
4463
9472

1616
0740
7644

niin saamme piirrettyd funktiot (murtoviivat) x (t), x2(t) ja x3(t). Tulos ilmestyy omaan

ikkunaan.
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-} Figure 1 [:IE”E|

File Edit “iew Insert Tools Deskkop wWindow  Help

DEES hRAN® E 08 =0
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6 PISTETULON JA RISTITULON SOVELLUKSIA

6.1 Pyorivistd kappaleista

6.1.1 Voiman momentti akselin suhteen avaruudessa

Seuraavassa pohdiskelussa kuvataan tutkittavaa systeemid ehké tarpeettomankin kon-
kreettisesti. Tami on tahallista. My0s lukijan on syytd visualisoida systeemi niin hy-
vin, kuin pystyy. Pikkutarkan nyperryksen jilkeen tuloksena on kaunis ja yksinkertai-
nen kaava, joka tosin on kirjoitettu vektori-merkinndin. Jos kdytettivissd on Octaven
kaltainen laskentaympdrist0, niin vektorilausekke on helppo laskea.

Kun suureita ilmaistaan vektoreina, kulkevat momenttien merkit ja akseleiden positii-
viset kiertosuunnat nitisti lausekkeissa ilman etti niité tarvitsisi erikseen pohtia!

Tarkastellaan laakeroituun akseliin kiinnitettyd kiintedd kappaletta (esimerkiksi séh-
komoottorin roottori). Oletamme nyt, ettd kappaleen painopiste on akselilla, jolloin
painolla ei ole momenttia. Akselista tiedetddn yksi piste Py ja yksikko-suuntavektori
d. Vektori d kiinnittdd nyt akselin positiivisen kiertosuunnan oikean kdden sddnnolla:
“kun peukalo on g:n suuntaan, niin muut sormet kiertévit akselia positiiviseen kierto-
suuntaan”.

Kuva 10. Voiman momentti akselin suhteen.

Voima F' vaikuttaa kiinteéin kappaleen pisteeseen P. Vektori ¥ = ﬁ on voiman varsi
ja kohtisuora varsi p on suuntajana, joka on kohtisuorassa akselia vastaan, sen alku-
piste on akselilla ja loppupiste on P. Jos varren ja akselin vilinen kulma on &, niin
kohtisuoran varren pituus on

p=rsina=|dxF7. (6.1)
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Voima jaetaan kolmeen keskenéén kohtisuoraan komponenttiin
F=F,+F,+F,

Ensimmiinen komponentti F,, vaikuttaa kylld kappaleeseen, mutta jos laakerit kesta-
vit, niin kappale ei liitku tdmédn komponentin takia. Toinen komponentti f?p suuntautuu
suoraan akseliin péin (tai poispdin). Sekéén ei aitheuta liikettd, jos akselin laakerointi
kestdi.

Kolmas komponentti F| vaikuttaa kappaleen pyorimiseen. Koska vektorit p ja F| ovat
keskendidn kohtisuorassa ja kumpikin akselia vastaan kohtisuorassa, on pydrimiseen

My = (2)pFL. (62)

Lauseke on yksinkertainen, mutta usein epéakdytidnnollinen. Siksi teemme sille vield
paremman muodon. Koska vektori F| on voiman vektoriprojektio vektorin @ x g suun-
taan, ja toisaalta d X p = d x (F — (d-¥)d) = d x 7, saamme

= = ' a-rxF
FL:‘FZJX;‘)’|:’FH><? = @x 7] :‘ axT ‘ (6.3)

vaikuttava momentti

.. eg: rig@d; rb03 | ;rb02
Kun sijoitamme lausekkeet |6.1[ja}6.3/momentin lausekkeeseen @mme
M,=(£)pF = (£)|@a-FxF|=a-7xF.

Monissa sovellustilanteissa on luontevaa ja hyodyllistd ilmaista momentti vektorina
(jolloin my®s pyorimissuunta saa tulkinnan). Tédssé tapauksessa on luonnollista valita
suunnaksi akselin suunta. Siis

M,=M,d= G 7xF)da=(7xF)g

eli voiman (vektori-)momentti akselin suhteen on voiman momentin vektoriprojektio
akselin suuntaan.

6.2 Liike pyorivissd koordinaatistossa

:RotatingCoord‘

6.2.1 Kehidnopeus pyorittiessi tasossa.

Sijoitetaan seuraavassa vektorit xyz-koordinaatistoon, jonka koordinaattiakselien suun-
tavektorit ovat 7, jja k. Tarkastellaan ensin suuntajanaa OP, origosta xy-tason pistee-
seen P. Hetkelld ¢t = 0 pisteen P koordinaatit ovat P = (rcos &, rsina). Siis pisteen P
paikkavektori alkuhetkelld on

p=rcosqi+rsina j.
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Tarkastellaan liikettd, jossa suuntajanan origon puoleinen pdi pysyy paikallaan, mut-
ta toinen pdd kiertdd origoa siten, ettd suuntajana pyorii kuin kellon viisari tasaisella
kiertonopeudella. Jos suuntajana pyorii pituutensa sdilyttden origon ympéri kulmano-
peudella @, niin silloin pisteen P paikkavektori hetkelld ¢ on

—

p(t) = rcos(a+ ot)i+ rsin(o + ot) J.

Pisteen P nopeus pyorimisliikkeessd on

. dp(r) lim pt+dt)—p(t)

dr dr—0 dt
iy (reos(at o(t +dt))i+ rsin(o+ o(r +dt)) j) — (rcos(a + or)i + rsin( o + ot) j)
 di—0 dt

Yksinkertaistetaan lauseketta merkinnalld oy = o + ot ja kédytetdin summakulman si-
nin ja kosinin kaavoja, jolloin saamme E| (ks. taulukkokirja)

A A

r[(cos(a; + wdt )i+ sin( oy + wdt) ) — (cos(oy )i+ sin(ay) /)]

Vv = lim
di—0 dt
5 [cos oy cos wdt — sin @ sin @dt — cos a,]7+ [sin @, cos wdt + cos oy sin @dt — sin Oz,]f
= rlim
dt—0 dt
y o coswdt — 1 o sinwdt | -
= rlim { |cos 04— —sin i...
di—0 Y dr "t
. cosdt — 1 sinwdt | -
R 51na,T+cosat ]
——— ——
—0 —0

= or(—sinoy +cosoy)

Suora lasku osoittaa, ettd [V(r)| = owr = @|p(t)| ja ¥(r) Lp. Lisdksi on selvid, ettd jos
® > 0, niin vektorit {k, §,V} muodostavat oikeakétisen systeemin, joten

V= wk x p.

lcos(a+b) = cosacosb —sinasinb ja sin(a+ b) = sinacosb -+ cosasinb



Vaasan yliopiston julkaisuja 96

Tulos on edelld johdettu oikeaoppisesti vektorifunktion derivaattana. Toisaalta tulos on
helppo nihdéd koulufysiikan perusteella. Piste P kiertdd ympyrérataa origon ympari.
Ympyriliitkkeen kehdnopeus on @r ja kehdnopeus on radan tangentin suuntainen. Siis
kohtisuorassa suuntajanaa OP ja vektoria k vastaan. Kolmikon {%, p,V} oikeakiitisyys

on myos selvi. Siis
V= wrk x p* = ok x p.

Pyorimisakselina oli nyt xyz-koordinaatiston z-akseli, joka kulkee origon kautta ja on
vetorin k suuntainen. Sovimme, etti vektori @ on pituudeltaan @ ja samansuuntainen
pyorimisakselin k kanssa. (Muista oikean kiiden sdntd: kun peukalo osoittaa pyori-
misakselin @ suuntaan, niin muut sormet osoittavat positiivisen kiertosuunnan akselin
ympdri.) Télld merkinnélld kehénopeus saa yksinkertaisen muodon

V=0 xp.

6.2.2 Kehidnopeus pyorittiessd akselin ympari.

Toiseksi tarkastelemme liikettd, joka syntyy kun piste P kiertdd akselia (suoraa) S ym-
pyrérataa akselia vastaan kohtisuolassa tasossa vakioetdisyydelld akselista. Olkoon yk-
sikkdvektori # pyorimisakselin S(Py, ) suuntavektori. Kiinnitimme tarkastelun ajaksi
origon akselin pisteeseen Py, jolloin pisteen P paikkavektori on p = PyP. Paikkavekto-
ri p voidaan jakaa akselin suuntaiseen komponettiin b ja akselia vastaan kohtisuoraan

komponenttiin ¢.
p=>b+7, b i, cLli

Sy

&l

S

S

Vﬁg

£y
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Kun piste P kiertdd akselia, kiertdd P ja vektori ¢ akselin normaalitasossa. Edellisen
luvun perusteella tiedimme, ettd pisteen P nopeus on

V=0 XxXZ¢=0xp.

Viimeinen yhtidsuuruus perustuu siihen, ettdi @ X p =@ x (b+¢) = O Xb+ ® X =
o x C.

6.2.3 Liike pyorivisséd koordinaatistossa, Corioliskiihtyvyys

Tarkastellaan kahta ortonormeerattua koordinaatistoa (kantaa) E = {&,é,,é;} ja W =
{Wy,Wy,w.}, joilla on yhteinen origo, mutta E pysyy paikallaan ja W py&rii akselin
@ ympiéri. Pyorimisakseli @ pysyy paikallaan kummankin koordinaatiston suhteen!
Tarkastellaan pistettd P, jonka paikkavektorilla on esitykset

F(t) = x(t)ex+y(t)ey,+z(t)e;

Kun pisteen P nopeus méiritetdén E-koordinaatistossa, saadaan
- d = = - / — / — ! —
v(t) = 5, ((0)ex+y(0)éy +2(1)é:) = x(1)éx + ¥ 1)y +2 (1)

Kun W-koordinaatiston mukana pyorivi tarkkailija miirittdd pisteen P nopeusvektorin,
niin tulos on

()= 2

R

(R0 + 3(0) Wy + Z(0)02) = & (1) + 5 (1) +2 ()30

Edelld paikkavektorin 7(z) esitykset kahdessa eri koordinaatistossa esittiviit samaa vek-

toria. On erittdin houkuttelevaa ajatella, ettd myos V(r) ja v*(¢) esittdisivit samaa uni-
versaalia siirtymisnopeudeus-vektoria, mutta niin ei ole! Asia paljastuu, kun E-koordinaatiston
mukana paikallaan pysyva tarkkailija midrittdd pisteen P nopeuden kiyttien E* koor-
dinaatiston esitystd, tulokseksi tulee

W) = SRS 0)R, +20))
_ (dx;l_(t’)wxm(t)dd”?) " (d};(tt>v71y—|— y(r)%) + <dz—(:)wz+z(t)%)
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Seuraavaksi E koordinaatiston suhteen levossa oleva tarkkailija méadrittdd pisteen P
kiihtyvyysvektorin kiyttden W koordinaatiston esitysta.

d —

a(t) = E(V*(Z)—f’wX?(I))
= %{X(’)Wx+}7/(1)wy+zl(t)wz}+@ dz(tt)

6.2.4 Matalapaineen pyoOrimissuunta

Tarkastellaan ilmamassojen liikettd matalapaineen keskuksen lidhelld pohjoisella pal-
lonpuoliskolla. Voimme kuvitella sdikarttaa, joka kuvaa matalapainetta Pohjois-Euroopan
yll4. Paine-ero synnyttdd ilmamassoihin voimavaikutuksen, joka saa massat liitkkumaan
kohden matalapaineen keskusta.

Merkitddn lepokoordinaatistossa havaittua liikkeen kiihtyvyyttad vektorilla @ ja maapal-
lon mukana pyorivin koordinaatiston suhteen mitattua nopeutta ja kiihtyvyyttd vek-
toreilla V* ja @*. Jos merkitsemme maapallon pyorimisakselia vektorilla @, niin ’oi-
kean kdden sddnnon’ mukaan pyorimisakselin suunta on eteldnavalta pohjoisnavalle
pdin. Pyorivissid koordinaatistossa ja lepokoordinaatistossa havaittuja kiihtyvyyksia si-

too kaava o _
Coriolis-termi

——N—
A =d—20xvV*(t) —dx(DOXF) .
—_————

keskihaku-termi

Right Hand Side’n ensimméiinen komponentti @ osoittaa matalapaineen keskusta koh-
den. Kolmas komponentti —® x (@ X 7) osoittaa kohtisuorasti poispdin pyorimisak-
selista, miké on varsin luonnollista. Toisen komponentin —2@ x V*(¢) suunnan nikee
siten, ettd asettaa peukalon vektorin @ suuntaan (pohjoisella pallonpuoliskolla se on
likimain ylospidin). Seuraavaksi asetetaa etusormi vektorin v* suuntaan, eli liikkeen
suuntaan. Nyt keskisormi osoittaa vektorin @ x V* suunnaksi liikesuuntaan néhden va-
semmalle, joten —2@ x V* osoittaa liikesuuntaan nihden oikealle. Niyttdd siis siltd,
kuin ilmamassat kokisivat voiman, joka kdantdd niiden liikettd oikealle siitd, miki tun-
tuisi luonnolliselta.
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Kun alussa eri suunnista kohden matalapaineen keskusta liikkeelle ldhteneet ilmamas-
sat kddntyvét kukin suunnastaan oikealle, niin lopputulos on se, ettd lopulta ilmamassat
kiertdvit matalapaineen keskusta vastapdiviin kiertden. Hitaasti keskittyvéssid spiraa-
livaiheessa matalapaineen imu, coriolisvoimat ja ilmamassojen hitaus yhdessi pitidvét
spiraaliliikkeen vakaana ja matalapaineen keskuksen tdyttyminen kestid useita péivii.

|2 @
<1 <l

Kuva 11. Matalapaineen pyorimissuunta pohjoisella pallonpuoliskolla.

6.3 Sylinteri- ja pallosymmetrisen funktion tilavuusintegraalista
6.4 Nablasta, divergenssistd ja roottorista
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7  LINEAARIAVARUUDET

Ch:LinSpaces‘

7.1 Lisdd kompleksilukulaskuja
7.2 Esimerkkeja Funktioavaruuksia
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8 KANNAT JA ORTOGONAALISUUS

:KantaOrthogon‘
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8.1 Esimerkkeji
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9 OMINAISARVOTEHTAVA

Ch:EigSystem‘

9.1 Lineaarinen differentiaaliyhtdaloryhmi

9.2 Lisdd matriisihajoitelmia

9.3 Kahden muuttujan siledn ddriarvon tutkiminen
9.4 Kahden muuttujan sileidn funktion Taylorin sarja
9.5 Kvadraattinen optimointi
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10 ANALYYTTISTA GEOMETRIAA

Ch :AnalGeom‘

10.0.1 2D plottaus

10.0.2 Jacobin determinantti

10.0.3 3D plottaus

10.0.4 Kartioleikkaukset; ellipsi, paraabeli, hyperbeli
10.0.5 Kappaleita ja pintoja; pallo, sylinteri, kartio
10.0.6 Jacobin determinantti

10.0.7 Kamera

10.0.8 Virtuaalikamera

10.1 Avaruuden R" analyyttistd geometriaa

10.1.1 Suorat ja hypertasot

10.1.2 Monistot

10.1.3 Jacobin determinantti
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11 SOVELLUKSIA JA ERILLISATHEITA

Ch:laApp

11.1 Homogeeniset koordinaatit

’Sec:HomCoord‘

Téssd kappaleessa ei esitetd kattavasti homogeenisten koordinaattien teoriaa, vaan ta-
voite on esitelld sovellusta niin, ettd sen kdyttokelpoisuus tietokonegrafiikan yhteydessi
tulee selviksi. Erityinen tavoite on saada késitys videokuvan tulkinnasta kuvantamises-
sa ja robotiikassa. Aloitamme aika yksinkertaisista asioista.

11.1.1 Piirtelyharjoituksia

Teemme yksinkertaisen graafisen testikentdn seuraavasti. Sovimme, etti murtoviiva
pisteiden Py, P, ... P, kautta esitetddn 2 X n matriisina P, jonka k:nnessa sarakkeessa
on pisteen P koordinaatit. Esimerkikisi matriisi

1 1.0 -1 -1 1
P_(—l 115 1 -1 —1>
esittdd monikulmiota, jonka kirkipisteet ovat Py = (1,—1)", P, = (1,1)T , ;= (0,1.5)7,
Py = (—1,1)T, Ps = (1,—-1)T. (Kuudes sarake matriisissa P saa murtoviivan piitty-

miin alkupisteeseen, jolloin piirtyvd kuvio on viisikulmio. Médritelldén vield toinen

monikulmio
0— -0.3 -0.3 -0.7 -0.7 -0.3
L\ =09 0.0 0.0 -09 -09 /°

s13picl
Kun kumpikin monikulmio piirretdéin samaan koordinaalistoon, syntyy kuvaii ﬁk a).

sl3picl
Kuvan il ﬁﬁ a) purtaminen on tehty octave-komennoilla

# Mokki

P=11 —-1;11; 0 1.5; -1 1I;—1 —1; 1 —1]7;

Q=1[-0.3 -09; -0.3 0.0; —-0.7 0.0; —-0.7 —-0.9; —-0.3 —-0.9]’;
hold off;

piirto(P); piirto (Q);

ja funktion piirto koodi 16ytyy kappaleen lopusta.

Kuvan kierto. Kuvaa saadaan kierrettyd kulman ¢ verran origon ympéri, kun jokainen
kuvan pisteen paikkavektori kerrotaan matriisilla

R— cosQ —sino
~ \ sind cosa /°

e sl3picl
Seuraava koodi piirtdd kuvan
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@ 4 2 0 2 4 ®) 4 2 0 2 4

Kuva 12. (a)P ja Q piirrettynd samaan koordinaatistoon. (b) P ja Q kierrettyind kulman
7 /6 verran.

Kierto

=1 —-1; 1 1; 0 1.5; -1 1;—-1 —-1; 1 —1]7;

=[-03 -0.9;, -0.3 0.0; —-0.7 0.0, —-0.7 —-0.9; —-0.3 —-0.9];
= [cos(pi/6) —sin(pi/6); sin(pi/6) cos(pi/6)];

hold off;

piirto (R«P); piirto (RxQ);

PO T

Kuvan siirto. Kuvan siirtiminen on kiertoashla?)m(iagallmpi operaatio. Jokaista kuvan pis-
tettd on siirrettdva saman verran. Kuvan [I2]siirtaminen kaksi yksikkod oikealle ja yh-
den yksikon alaspéin vaatii vektorin w = (2 — 1 ;STl %is?%rgisté jokaisen nurkkapisteen
koordinaatteihin. Seuraava koodi piirtdd kuvan |I3[a

# Siirto
P=11 —-1;1 1; 0 1.5; -1 1;—-1 —1; 1 —1]7;
Q=[-03 -09;, -03 0.0; —-0.7 0.0, —0.7 —-0.9; —-0.3 —-0.9]";
w=[2 —1]";
[r,c] = size(P);
for j=1l:c
Puusi (:,j)=P(:,j)+w;
endfor
[r,c] = size(Q);
for j=1l:c
Quusi (:,j)=Q(:,j)+w;
endfor
hold off;
piirto (Puusi); piirto (Quusi);

Pian opimme helpomman tavan toteuttaa siirto, mutta se vaatii tietorakenteen uutta

midrittelyi.
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4 - 4 -
7 e — 7 e —
0
-2
B I N R R B I R N B
@ 4 2 0 2 4 ®) 4 2 0 2 4

Kuva 13. (a) P ja Q siirrettyni kaksi oikealle ja yksi alas. (b) P ja Q peilattuina x-
akselin suhteen.

Kuvan peilaus. Kuvan peilaus x-akselin suhteen onnistuu, kun data-matriisi kerrotaan
1 0
0o -1 )°
Kuvan peilaus y-akselin suhteen onnistuu, kun data-matriisi kerrotaan matriisilla
-1 0
0o 1)’

e s13pic2 s13picl '
Seuraava koodi piirtdd kuvan , Joka on kuvan [IZ[(a) peilikuva x-akselin suhteen.

matriisilla

# Peilaus

P=11 —-1;1 1; 0 1.5; -1 1;—-1 —1; 1 —17]’;

Q=[-03 -0.9; -03 0.0; —-0.7 0.0; —0.7 —-0.9; —0.3 —-0.9]’;
R=1[1 0; 0 —17;

hold off;

piirto (R«P); piirto (RxQ);

Kuvan véaianto. Kuvan viintdminen on hankalammin hahmotettava operaatio. Siind
kuvan jokaisen pisteen koordinaattivektori kerrotaan matriisilla (tai sen transpoosilla)

(01)

. oo sses 813 iC3 “s s . . s Sl3 icj_
Seuraava koodi piirtdd kuvan [14[a), joka on saatu vadntimalld kuvaa [12(a).

# Vaanto

Pp=11 -1;11; 0 1.5; -1 1;—-1 —1; 1 —1]";

Q [-0.3 -0.9; -0.3 0.0; —-0.7 0.0; —-0.7 —-0.9; —-0.3 —-0.9]’;
R=1[1 0.2; 0 1];

hold off;

piirto (R«P); piirto (RxQ);
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@ 4 2 0 2 4 ®) 4 2 0 2 4

Kuva 14. (a) P ja Q viidnettyind. (b) P ja Q skaalattuina kertoimin s, = 3 ja s, = 2.

Kuvan skaalaus (venytys). Skaalaamisessa kuvan jokaisen pisteen x-koordinaatti ker-
rotaan luvulla s, ja y-koordinaatti kerrotaan luvulla sy. (x- ja y- koordinaatit voidaan siis
skaalata eri kertoimilla.) Skaalaus saadaan aikaan kertomalla pisteiden paikkavektorit

se O
0 sy )
PR s13pic3 sl3picl . .
Seuraava koodi piirtdd kuvan , joka on saatu kuvasta|l2[a) skaalaamalla x-koordinaatit

kertoimella 3 ja y-koordinaatit kertoimella 2.

# Skaalaus
P=1[1 -1;11; 0 1.5; -1 1;—-1 —-1; 1 —1]’;

matriisilla

Q=1-03 -09;, -0.3 0.0; -0.7 0.0, —-0.7 —-0.9; —-0.3 —-0.9]1;
R =13 0; 0 2];
hold off;

piirto (R«P); piirto (RxQ);

Tason affiinit kuvaukset. Kuvaus tasolta tasolle on affiini, jos suoran pisteet kuvautu-
vat suoran pisteiksi. Affiini kuvaus voidaan aina esittii kiertojen, siirtojen, peilauksien,
vidintojen ja skaalauksien yhdisteend. Tason siirto ei ole lineaarinen kuvaus, joten sitd
el voi toteuttaa matriisilla kertomisena kuten muut affiinit peruskuvaukset. Timi saa
laskemisen melko raskaaksi. Asiat yksinkertaistuvat, kun otamme kiytt6on homogee-
niset koordinaatit.

11.1.2 Tason pisteiden homogeeniset koordinaatit.

Sanomme, ettii (x,y)-tason pistetti (x,y)? vastaa homogeeniset koordinaatit (wx, wy,w)T,

missd w # 0. Jokaista tason pistettd vastaa siis ddreton madrda homogeenisia koordinaat-
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teja, mutta jokaista homogeenista koordinaattia vastaa yksikésitteinen tason piste

X wx u
(F) = (]~ m o) = (U,
Y 1 7 w v/w

w

Homogeenisten koordinaattien avulla kaikki affiinit kuvaukset saadaan toteutettua mat-
riisikertolaskuna:

Rotaatio:
wx cosa —sino 0 wx i
. . coso —sino X
< ) ~ wy — Sin o cosax O wy ~ ( sin o Ccos O ) ( )
y W 0 0 1 w ’
Siirto:
wx 1 0 u wXx w(x+u)
X x ;
0-(5)-(33) (5)- (%))
y w 0 01 w w g
Peilaus:
wx 10 0 wx wx
. X
( ) ~|l wy |—=10 —-10 wy | = —wy |~ ( _ )
Y w 0 0 1 w w ’
. wx -1 0 0 wx —wx —X
< ) ~ | wy | — 0 10 wy | = wy ~ ( )
y W 0 01 w w ’
Vaianto:
. wx 1 v O wx W<x+vy) x+vy
~| wy |—=1| 010 wy | = wy ~
y w 0 01 w w '
< X ) wx 1 0 0 wx wx X
~| wy | — v 1 wy [ =1 wy+x) ~ < )
Y w 001 w w e
Skaalaus:
wx u 00 WX wux
. ux
< ) ~[ wy |=10v O wy | = | oW ( v )
y w 0 01 w w g
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Jos homogeeniset koordinaatit ovat (x,y,0)7, niin sanomme, ettd homogeeniset koordi-
naatit ovat “ideaalireunan pisteen” homogeeniset koordinaatit. Ideaalireunan pisteelld
ei ole valmista vastinpistettd (x,y)-tasossa. Lisdédmme ideaalireunan pisteet tasoon ja
lisdys alkaa saada merkitystd seuraavan ajatusleikin kautta.

Léhdetiin (x,y)-tason pisteesti P = (u,v)T ~ (u,v,1)T. Jos kerromme pisteen (x,y)-
koordinaatit reaaliluvulla # > 1, niin saamme pisteen

u tu "
v tv
1/t
joka origosta katsottuna on samassa suunnassa kuin P, mutta kauempana. Rajalla, kun
t — oo, pdddymme ideaalireunalle pisteeseen, jonka homogeeniset koordinaatit ovat

(u,v,0)T. Kyseinen ideaalireunan piste on siis origosta katsottuna P:n suunnassa, mutta
ddrettomén kaukana.

Esimerkki 53 (Kameran screen.) Sijoitetaan videokamera (x,y, z)-koordinaatiston ori-
goon siten, ettd kameran linssin optinen akseli osoittaa positiivisen z-akselin suuntaan.
Kameran edessd on joukko kirkkaita valopisteitd Py paikoissa

Xk
Pk: Yk 7Zk20-
2k

Valopiste P, sytyttdd kameran screenille (kuvatasoon) pisteen (uk,vk)T. Selvitd miten
kuvatason pisteen koordinatit riippuvat valopisteen koordinaateista

Xk
Uy
Yk H( )
Vi
<k

Etsimme vastauksen, joka on oikea mahdollista rotaatiota ja skaalausta lukuunottamat-
ta. (Tieto kameran paikasta ja optisen akselin suunnasta jittdaa vield vapausasteita ka-
meran kierron ja zoomauksen suhteen.)

Emme nyt paneudu kameran optiikkaan (emme edes camera obscuran), vaan teemme
koyhédn miehen ratkaisun ja pingotamme kameran eteen muovikalvon (kanvaasin), joka
on kohtisuorassa optista akselia vastaan ja etdisyydelld 1 kameran linssistd. Kanvaasi
yhtyy siis tasoon, jonka yhtild on z = 1. Katsomme valopisteiti origosta ja merkitsem-
me valopisteet kanvaasiin tussilla. Merkintd kanvaasissa on siis pisteessd, jossa jana
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valopisteestd P, origoon leikkaa tason z = 1. Oheisesta kuvasta nikee yhdenmuotoisten
kolmioiden perusteella, ettd kuvapisteen koordinaatit ovat

—Xr/z —X
Vi Yi/ % 1

2k

Esimerkki 54 (Taloja kylin-raitilla.) Piirrimme (x,y,z)koordinaatistoon pitkdn suo-

rakulmion
0.5 -05 —-05 05 0.5

T = 0 0 100 100 O
0 0 0 0 O

kuvaamaan tienpdtkdd. Sijoitamme (x,y, z)-koordinaatistoon lisciksi kolme yksikko-kuutiota
esittamdcdn tien varrella olevia taloja. Jokainen kuutio saadaan siirtimdlld peruskuu-

tiota
1222221122111 12211
K, = 0011 00O0I11TT1TT1TT1TO0O0O0T1T1T0O0
0001 1TO0OO0O0OO0OT1TT1TO0OO0OT1TT1TT1TTI1TI1
1 222221122111 12211
K, = 33 44 3 3 3 44 4 4 4 3 3 3 4 4 3
0001 1TO0OO0O0OO0OT1TT1TO0OO0OT1TT1TT1TTI11
1222221 122111122171
K; = 6 6 776 6 6 7777766 °6 776
00011 00O0OO0OT1TT1TO0OO0OTI1TT1TT1IT1T1

Asetamme kameran pisteeseen C = (0,—5,2). Kameran optinen akseli (Look vector)
olkoon d = 10}— k. Kameran yldsuunta (Up vector) olkoon b = k. Millainen kuva
syntyy kameran kuvatasoon?
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Varustamme kameran lokaalilla koordinaatistolla {O*,?*, f*jc)*}. Uuden koordinaatis-
ton origo O* sijoitetaan samaan paikkaan kuin kameran linssi; siis pisteeseen jonka
paikkavektori peruskoordinaatistossa on 00* = ¢ = (0,—5,2)”. Lokaalin kordinaa-
tiston z-akselin suunta valitaan samaksi kuin optisen akselin suunta; siis k* = @/||d].
Kantavektori i* valitaan kohtisuoraksi optisen akselin ja yldsuunta-vektorin kanssa. Siis

k= dfld|
> (bxa)/||b x|
j& _ %*y{?

Kun paikallisen koordinaatiston kantavektorit on selvitetty, muodostamme niistd mat-
riisin @ sijoittamalla kantavektorit jirjestyksessi sen sarakkeisiin, @ = [i*, /*, k*].

Seuraavaksi otamme kéyttoon merkinnét, joiden avulla on helppo erottaa koordinaatit
maailman-koordinaatistossa {0,7, f, 75} ja koordinaatit lokaalissa kamera-koordinaatis-
tossa {O*,i*, j*,k*}. Pisteelli P, maailman-systeemissi paikkavektori X; ja kameran
systeemissi paikkavektori 0.

systeemi koordinaatit _ paikkavektori

maailma | X = (X, ye, 2x)" _>0—15 = X + V] + 2k = IXy
kamera | @ = (o, B, )T | O"P = aui* + Bj* + nk* = Q0

Kayttoon otettu merkintitapa (roomalaiset kirjaimet maailman-koordinaateille ja kreik-
kalaiset kirjaimet kameran-koordinaateille) ei ole standardi, vaan tdhin hetkeen tehty
ratkaisu, jolla helpotetaan seuraavien yhtédldiden hahmottamista.

Valopisteen paikkavektorille on voimassa

— —
% = | w | =0P=00"+0"P =2+ 00
Zk
=& = 0'(%-0)

Vektori @ on valopisteen koordinaatit kameran koordinaatistossa, ja samalla vastaavan
kameran kuvatason pisteen homogeeniset koordinaatit. Ohjelma raitti . m laskee an-
netun datan perusteella jokaiselle valopisteelle kamera-koordinaatit ja systyttdd pisteen
screenille funktion piirto avulla.

sl1l3pic4
Komento raitti ([0;-5;2]1,10;10;-1],[0;0;1]) piirtdd kuvan a). Ko-

mento

s13pic4
raitti([-2;-5;21,103;10;-11,10;0;11) piirtﬁékuvaniigkﬁi.
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oaf oaf

N T

0 — 0 —

-0.2 * -0.2 *

by ] e
(a) -04 02 0 02 04 (b) -04 -02 0 02 04

Kuva 15. (a) Kylidn raitti, kun kamera on pisteessi (0, —5,2) ja katsoo suuntaan IOf—
k. (b) Kyldn raitti, kun kamera on pisteessd (—2,—5,2) ja katsoo suuntaan

(37+10/-).

Esimerkki 55 (Kahden kuvan yhdistiminen (yksi valopiste).) Olkoon kaksi kameraa
sijoitettu seuraavasti

kamera | paikka Look vector Up vector
— . RN R R

K1 OCi=¢ =(—4,-5 1) | a=3i+10j—k |b =k
—_ . LS . .

K2 0C,=0c = 4,51 |d=-3i+10j—k | by=k

Yhdesti valopisteestd syntyy kameran K1 screenille piste (o, B1)T = (100/1024,30/1024)7
ja kameran K2 screenille piste (0, 3)7 = (25/1024,35/1024)7. Mitkdi ovat valopis-
teen maailman-koordinaatit?

Kameran K1 lokaalissa koordinaatistossa valopisteen koordinaatit ovat

100/1024 100
661 =Ww] 30/1024 =N 30 :t1ﬁ17
1 1024

Kameran K2 lokaalissa koordinaatistossa valopisteen koordinaatit ovat

25/1024 25
(_)22 =Wy 35/1024 =1 35 = thi.
1 1024

Edellisestd tiedimme, ettd valopisteen koordinaatteja maailman-koordinaatistossa ja
kamera-koordinaatistoissa yhdistidi yhtdlot

C1+Q10y =71 +104i
= G+ Q0 =2+ 1005

=l =l
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Valopiste on siis siind, missid kaksi suoraa Sy ja S, leikkaavat toisiaan (S kulkee pisteen
C kautta ja on vektorin Qi suuntainen ja S, kulkee pisteen C, kautta ja on vektorin
Q,iip suuntainen).

11.1.3 Kaiytetyt koodit

Seuraavassa laatikossa on edelld kiytetyn funktion piirto.m octave-koodi. Koodi
on hieman mutkikas, koska se on laadittu niin, ettd matriisin sarakkeissa voi olla joko
pisteiden tavalliset koordinaatit tai pisteiden homogeeniset koordinaatit.

function piirto (D, xmin=—5,xmax=5,ymin=—5,ymax=5)
[r,c] = size(P);

if r<3
x = P(1,:);
y = P(2,:);
else
x =—-P(1,:)./P(3,:);
y =P(2,:)./P(3,:);

endif
subplot(2,2,1)
plot(x,y, k—.");
axis ([ xmin,xmax,ymin,ymax]);
set(gca," dataaspectratio”" ,[1,1,1]);
grid on;

endfunction

Funktio raitti.m sijoittaa kolmiulotteiseen koordinaatistoon tien ja kolme taloa sen
varrelle. Funktion kutsu-parametreissd annetaan kameran paikka ja suunta. Funktio
piirtdd kameran kuvatasoon syntyvén kuvan.

function raitti(c,a,b)
# luodaan kylan—raitti

#
T = [0.5 —-0.5 —-0.5 0.5 0.5;
0 0 100 100 0o
0 0 0 0 01];
Ki=1[1222221122111122T11;
00110001111 100O0T1T1 O0;
0001100001 1TO0O01T1T11 1];
for j=1:18
K2(:,j5) = KI(:,j)+[0;3;0];
K3(:,j) = KI(:,j)+[0;6;0];
endfor

# Lasketaan kameran kantavektorit Q(:,k)
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#

Q(:,3) = a/norm(a,2);

Q(:,1) = cross(b,a)/norm(cross(b,a),2);
Q(:,2) = cross(Q(:,3),Q(:,1));

# Lasketaan kuvapisteet kameran koordinaatistossa
#
for j=1:5
TC(:,j) = Q' *(T(:,]j)—c);
endfor
for j=1:18
KCI(:,j) = Q +(KI(:,]j)—c);
KC2(:,j) = Q *(K2(:,j)—c¢);
KC3(:,j) = Q *(K3(:,j)—¢c);
endfor

# Piirretaan kuva
#
hold off;
piirto (TC, -0.5,0.5,—-0.5,0.5);
piirto (KC1,—-0.5,0.5,—-0.5,0.5);
piirto (KC2,-0.5,0.5,—-0.5,0.5);
piirto (KC3,-0.5,0.5,-0.5,0.5);
endfunction

115

11.2 OpenGL
11.3 Dynaamisen mallin tasapainon stabiilisuus
11.4 Lineaarista optimointia

11.5 Pienimmain neliosumman menetelma

11.5.1 Approksimointi polynomilla

Olkoon ldhtokohtana joukko havaintoja {(x1,y1), (x2,¥2),- -, (Xm,Ym) }. Muodostetaan

polynomifunktio P(x) siten, ettd mahdollisimman tarkasti olisi voimassa

Vi & P(xg).

Olkoon polynomi P(x) astetta n, eli

P(x) = by +bix+byx> +- -+ bpx"

(11.1)
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Maidritetddn kertoimet b; siten, ettd neliosumma

m m
f(b) =Y (P() —i)* = Y (bo+brxi+ -+ bpx} — yi)° (11.2)
k=1 k=1
saa pienimmén mahdollisen arvon.
Otamme kayttoon apuvektorit dy,k = 0,. .., n siten, ettd

1 x x% x|
1 x x% x5

A=|1 x3 A3 b (11.3)
1 x, x,% X,

Nyt
f(B) = Y (Px)—y)* =Y. ((AB)k — i)’
k=1 k=1
= ||Ab—3

Etsimme siis co{%&q) :n vektoria Ab joka on mahdollisimman ldhella vektoria y. Lauseen
lcds21thdadgr ortpro’

(7?) (sivu 177) mukaan ratkaisu on

A
&

SUIRSH]
|
>
<y

s22figl
Esimerkki 56 Olemme tehneet havainnot (ks. myos kuva (i?é))
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4.5

3.5 .

2.5

. . 3fes
cds22figl Kuva 16. Esimerkin @ﬁﬁ-data.

Xk | Yk
03123

04| 3.0
05|27
06|29
0.7 | 3.1
08|29
09|25
1.0 | 3.2
1.1]35
1.2 | 3.3
1.3 | 3.4
14| 3.6
1.5 4.0
1.6 | 4.0
1.7 | 4.5

Jos haluamme sovittaa pienimmdn neliosumman menetelmdilld toisen asteen polynomi-
funktion pisteisiin, niin matriisit A ja A" = (ATA) AT ovat
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4.5

3.5 .

2.5 *

3fesl
Kuva 17. Esimerkin Eg havaintopisteet ja nithin PNS-menetelmélld sovitetun polyno-

ma3ffig2 mifunktion kuvaaja.

1 0.3 0.09 0915 —1.721 0.735 \ '
1 04 0.16 0.623 —1.055 0.420
1 05 0.25 0.370 —0.486 0.154
1 0.6 0.36 0.157 —-0.014 —-0.065
1 0.7 049 —0.017 0.362 —0.234
1 0.8 0.64 —0.151 0.640 —0.356
1 0.9 0.81 —0.246 0.821 —0.428
A=| 1 10 1.00 | ja AT=] —0.301 0.905 —0.452 (11.4)
I 1.1 1.21 —0.317 0.892 —0.428
1 1.2 1.44 —0.294 0.782 —0.356
1 1.3 1.69 —-0.231 0.576 —0.234
1 14 1.96 —-0.129 0.272 —0.065
1 1.5 225 0.013 —0.128 0.154
1 1.6 2.56 0.194 —-0.626 0.420
1 1.7 2.89 0.415 —-1.221 0.735
Havaintopisteisiin sovitetun polynomifunktion kerroinvektoriksi saadaan
2.7217
b=Ay=| —0.4167 (11.5)
0.8048

3ffig2
Kuvaan ﬁ? on ;llrretly havaintopisteet ja polynomin P(x) = by + byx+ b3x? kuvaaja.



Vaasan yliopiston julkaisuja 119
11.5.2 Lineaarisen mallin sovitus

Yritys tuottaa eldinten rehua ja sen suurimmat asiakkaat ovat turkistarhoja ja suurka-
naloita. Tulevaa neljdnnevuotta suunniteltaessa on kdytettavissid koko turkistarha-alan
litkevaihto neljdnnesvuosittain (ug,k = 1,...,8) kahden viime vuoden ajalta seké tule-
van neljinnesvuoden ennuste ifg. Vastaavasti on kiytettivissd siipikarjan kasvattajien
yhteenlaskettu liikevaihto neljannesvuosittain (wg,k = 1,...,8) kahden viime vuoden
ajalta seké tulevan neljdnnesvuoden ennuste Wwg9. Rehun myynti (y;,k =1,...,8) on
my0s tiedossa neljdnnesvuosittain kahden viime vuoden ajalta. Yritys haluaa laskea
mahdollisimman hyvén ennusteen tulevan neljannesvuoden myynnille .

Tietty osuus kaikista turkistarhoista on yrityksemme asiakkaita ja vastaavasti tietty osa
kaikista suurkanaloista on yrityksemme asiakkaita. Siksi on luonnollista olettaa, ettid
sopivasti valituilla kertoimilla x1,x,,x3, pétee

X1+ XUy +xX3W = P R Yk (11.6)

2eql
Kaava (%Trﬁﬁneaarinen selitysmalli, jossa myynti y; on selitettdvd muuttuja ja asia-
kastoimialojen liikevaihdot u; ja wy ovat selittavid muuttujia. Jos kertoimet xi,x7,x3
saadaan valittua siten, ettd

I = yi, Vk (11.7)

eli ||¥ — || on pienin mahdollinen (11.8)

niin saamme hyvin ennusteen tulevan neljinnesvuoden myynnille asettamalla

Y9 = x1 + X289 + x3W9. (11.9)

2eg3
Yhtilo ﬁﬁﬂaan kirjoittaa muotoon

||AX — ¥||2 on pienin mahdollinen, (11.10)

missd

upr wi
U wo
us wsj
Uugs wyq
Us ws
Us We
uj wg
ug ws

(11.11)

Sy O VA G G G G W G Wy

ma3f2eql

ma3f2eqgb
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Ratkaisemme siis minimointitehtiavin

min f (%) = [|A¥ - ¥|3
~  i=(ATA) ATy =ATy (11.12)

Jos siis A on ”a matrix of full rank™, niin (]% antaa parhaan lineaarisen selitysmallin
kertoimet.

Esimerkki 57 Olkoon alussa mainitun eldinrehua valmistavan yrityksen tilannetta ku-
vaavat aikasarjat (uy), (wi) ja (yr) seuraavan taulukon mukaiset

Ui Wi Yk
535,53 96,37 143,62
404,93 118,33 110,84
329,68 132,77 115,94
180,52 212,48 94,34
224,70 237,99 111,78
250,57 236,18 113,44
254,89 284,45 141,12
393,06 349,95 170,14
551,26 321,69

O Co NN OV Ui AW N~

Kaavasta @%amme kertoimet optimaaliselle mallille
Yk = 10.5293 4+ 0.1986uy + 0.2432wy, (11.13)

Mallin hyvyyttd voimme nyt tgt%l%i,a %iirta'mc'illa' toteutuneet ja mallin ennustama myynti
1

samaan kuvaan (ks kuva i%g) Maill el vdlttamdttd aina onnistu ennustamisessa tds-

madllisesti, mutta silti se antaa melko luotettavan pohjan tulevan kauden suunnittelulle.

11.5.3 Hiirioiden vaikutus

Seuraavaksi tutkimme, miké vaikutus on havaintosarjaan siséltyvilld satunnaisvirheel-
14. Edelld myynti neljdnnesvuosittain y = (yy,y2,...,ys) siséltdd satunnaista vaihtelua,
joka ei johdu asiakastoimialojen kysynnistd, vaan muista syisté. (tuotannolliset héiriot,



ma3ffig3
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600 T T T T T T T T T
500 - turkisala i
siipikarja-ala
myynti
ennuste
400 B
300 B
200 B
100 i
0 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

) ) @_” fesz N . . .
Kuva 18. Esimerkin asiakastoimialojen liikevaihdot sekd yrityksen toteutunut
myynti ja selitysmallin ennustama myynti.

saamisten siirtymiset jaksolta toiselle, yms.) Oletamme etti edelld kiytetty myyntiaika-
sarja on “oikea”, y‘;’ke“ plus "héirid” €;, missd hiirié on noin 2% oikeasta. Oletamme
perdkkiiset hdiriot toisistaan riippumattomiksi ja normaalisti jakautuneiksi

yi=y*a e, £~N(0,6),06~2.0

Koska emme tunne héiridtermien tarkkoja arvoje, emme voi laskea tarkasti. Mutta kau-
as ei osu seuraava tarkastelu.

Saamamme arvio mallin kertoimille on

¥ = A’y
<:>)—C»oikea _|_)-C»hairio — A'{'yoikea —l—ATE
<:>)—C»hairio — A'{é’
T

—0.2888 0.0019 —0.0009
0.3071  0.0004 —0.0014

0.6373 —0.0005 —0.0017 €

cairio _ 0.9155 —0.0018 —0.0010 &
- 0.4712 —0.0010 —0.0001 :
0.3344 —0.0007 0.0001 £

—0.0463 —0.0003 0.0012
—1.3305 0.0020  0.0038




Vaasan yliopiston julkaisuja 122

Siis

xhairio ——_0.2888¢; +0.3071&, +0.637383 +0.915584 4 0.4712¢5 +
.- 40.3344€6 — 0.0463€; — 1.330583

= 40.0019¢; 4 0.0004&, —0.0005€5 — 0.0018€4 — 0.0010€5 +
.-~ —0.0007¢& — 0.0003¢; +0.0020¢3

xhairio - —_0.0009¢; —0.0014&, — 0.0017&3 — 0.0010g4 — 0.0001¢&5 +
-+ 40.0001&¢ +0.0012&7 4 0.0038¢3

xgamo

Koska hiiriétermit €; ~ N(0, o) ovat normaalisti jakautuneita, niin niiden lineaarikom-
binaatiot ovat myods normaalisti jakautuneita, ja vastaavat varianssit ovat

of = (0.2888%+0.3071%+0.6373* +0.9155% +0.4712>
-+ 0.3344% +0.0463% 4 1.3305) 62
= |lal,|30% =14.1135 — 0, ~ 3.76
lell2

o5 = (0.0019740.0004* +0.0005% +0.0018> +0.0010* +
.-+ 40.0007% +0.0003? 4 0.0020%) 62
= |lal,|[36% = 0.000051872 — &, ~ 0.0072

o3 = (0.0009*+0.0014% +0.0017% +0.0010* +0.0001% +
.-+ 40.0001% 4+ 0.0012% 4 0.0038?) 62
= |lal,|[36% = 0.000093090 — o3 ~ 0,00965

Jos haluamme antaa mallin kertoimille arviot, niin ettd osumme oikeaan 90% varmuu-
della, niin kukin kolme kerrointa tulee arvioida 96.55% tarkkuudella (4 +2.120). Siis

xked € [x) —2.1201,x +2.1201] — x§*4 =10.5+8,0
x§Rh € [xg —2.1200,x2 +2.1207] — x5 =0.199+0,015
Xk € [x3—2.1203,x +2.1203] — x§* =0.243+0,021

Seuraavaksi pohdimme selittidviin aikasarjoihin mahdollisesti siséltyvien héirididen vai-
kutusta lineaarisen mallin kertoimiin. Olkoon nyt
ik
uj = ui"+m;

o oikea )
W] = W] +§]
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Merkitsemme nyt

1 U wy 1 u?ikea W?ikea 0 m 51
1 U wo 1 urz)lkea Wtznkea 0 m §2
A = . = +1 . .
1 oikea oikea 0
ug wg 1 ug wg ns &3
— Aoikea +E.

Hiirididen takia mallin kertoimet toteuttavat nyt yhtilot
ATy
(ATA) ATy
(AoikeaT +ET)(Aoikea —{—E))? — (AoikeaT —{—ET))_;
(AoikeaTAoikea +AoikeaTE +ETAoikea —I—ETE) AoikeaT)—)»+ ET)—)»

=L
|

=l
|

=1
|

Jos virhetermit ovat satunnaisia siten, ettid ne eivit yhteisvaihtele (kovarioi) selittdvien
eikd selitettdvén aikasarjan kanssa, niin

ETAOikea ~ 07 ETS; ~ 6

Jos aikasarjat ovat riittdvén pitkét niin edelld esitetyt arviot pitdvit hyvin paikkansa, ja
vaikka pientd virhettd syntyisikin, niin emme tee systemaattista virhettd, jos arvoimme
ettd

ATA — A()ikeaTAOikea + ETE
ATy — Aotkea y

Siis lopulta voimme arvioida

)—Caozkea — (Amkea Aozkea) lezkea y

= (ATA—ETE) 'ATy (11.14)

Jos nyt virhe-sarjat ovat toisistaan riippumattomia, 1; ~ N(0,01) = N(0,1) ja &; ~
N(0,0,) =N(0,5), niin vaikka emme tunne yksittdisten virhetermien arvoja, niin voim-
me silti arvioida

0 0 0 00 0
E'TE~|[ 0 no? 0 |=(038 0
0 0 noj 0 0 200
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Siis

)—C'oikea _ (ATA—ETE)_lAT)_;

10 2570 1670 00 O
= 2570 924780 504360 | -1 0 8 O ATy
1670 504360 401860 0 0 200
10.1601
= 0.1990
0.2443

Korjaus, jonka saamme mallin kertoimiin, ei ole kovin suuri, mutta selvésti havaittava

x1 | 10.5293 — 10.1601
x2 | 0.1986 —  0.1990
x3 | 0.2432 —  0.2443

11.6 Mallin nopea estimointi

Sec:FastEst‘

Seuraavassa tutkitaan systeemid, jossa laitteen tila mitataan peridkkéisind ajan hetkina
tj =19+ j-Ar. Hetkelld ¢; mitattu systeemin tila esitetddn vektorina

X=(x yi)

(Kdytdmme nyt vaakavektoria! Syy paljastuu pian.)
Oletamme, etti tila X; riippuu edellisesti tilasta X;_; ja ohjausvektorista ii; = (v; w;)
seuraavasti

—

Xj = fj_1M+lsz (11.15)

bi b
(% y) = (xa yjl)(Z; m12)+(Vj Wf)(b; 12)

m ba

o)X= muxj + omayj + byyv; + bzle'
yj = mpxj_1 + mpyj1 + bpvy + baow;

Oletamme nyt, ettd matriisi B tunnetaan tarkasti, mutta matriisia M joudumme nyt esti- X
ro
moimaan. Toisin sanoen joka vaiheessa valitsemme matriisin M niin, ettd malli &BQL
sopii havaittuihin arvoihin mahdollisimman tarkasti.
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Uj—2 j-1 uj Uj+1

J
B B B B
\H \ \)?j \
M M

x]34>x]24>x11

Teemme ensin sarjan mittauksia (X1,%7,...,X;), (i1, e ,ii ;). Ndiden tietojen perus-
. P ce o . . ro .. oq o P

teella médritetddn matriisi M, jolla malli sopil havaintoihin mahdollisimman

tarkasti. Kun ohjausvektorin seuraava arvo ii ;| saadaan selville, voidaan mallin avulla

laskea ennuste uudeksi tilaksi X i+1. Kun oikea arvo X saadaan mitattua pdivitetdin
malli (uusi parempi M).

Joka aika-askeleella toistuu sykli: uusi ohjaus i1, — uusi ennuste X;;o, uusi mit-
tausarvo X, — pdivitetty malli M, jne...

Miksi nédhdd ndin suuri vaiva:

(1) Joka aika-askeleella on kiytettdvissd paras mahdollinen malli.

(2) Pienelld kehittelylld seuraavassa kuvattu menettely saadaan adaptiiviseksi niin, ettéd
menettely sallii dynamiikan hitaan muuttumisen. Malli piivittyy perdssd ja ennusteet
perustuvat ajan tasalla olevaan malliin.

(3) Edelleen pienelli kehittelylld menettely voidaan saada héirioita sietdviksi niin, ettd

ennustesarja (X1, X2, ...,X,) kuvaa todellista tilakehitystd paremmin kuin hdirioita sisil-
tdvid mittaussarja (X1,X2,...,%,).

rokK
Aika-askeleella j mallin %ﬁsin M ; estimointi perustuu yhtdldon

X1 Y1 X2 Y2 V2 W2
X2 y2 X3 )3 vy w3

: M;= Do - Co B
Xj—1 Yj-1 Xj Vi Vi Wj

josta M ; ratkaistaan yhtdlostd

ATAM; = ATY;—ATU;B (11.16)
M; = (A]A;))'Al(Y;-U;B). (11.17)

Seuraavan tilan ennuste saadaan kaavalla

(£e1 501 )= (x; v )M+ (vier wis1 )B. (11.18)
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Kuva 19. Esimerkin (58) aikasatjat. (1) v, (), wy (=) (2) m1y (), myz (), may () 3) x

(), yr (0) (4) & (X)), ¥ (0).

c5slfig4

Esimerkki 58 Kuvassa on erddn systeemin aikasarjat. Osakuvassa (1) on ohjaussig-
naalit v ja wy. Osassa (2) on matriisin M koordinaatit estimoinnin aikan (kaksi koor-
dinaattisarjaa ovat niin ldahelld, ettd vain kolme on ndhtdvissd kuvassa). Osassa (3)
ovat havaitut arvot x; (X) ja y; (o). Osassa (4) ovat estimoidut arvot X; (X) ja y; (o).
Yllattava seikka on se, ettd estimoidut arvot ovat jopa havaittuja ”siistimmdit”.

Edellisen esimerkin ohjaamina teemme vield yhden muutoksen edelld tarkasteltuun

mallin estimointialgoritmiin. Merkitddn

G, = AlA;
— AT A= AT| Y A;
=Gjr1 = AjAjn=| 4; ¥; % ¥;
2 v
- ATA~+(XJ') X y; :G~+( YA
JAJ yj (x %) J Xy v

Vastaavasti

Xj

)

U,

Aj (Y1 -UjniB)

(1 ) (=
/ Xj4l Vit

o
ATY+ < yj. ) (X1 yjr1)

Vi

)=

_AfUJB_<§j > ( Vitl Wj+1 )B

Wi+l

)?)
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02
Olkoon M .1 = M;+ AM. Niilli merkinnilla yhtils (FTT6) menee aika-askeleella
J+ 1 muotoon

Al A (Mj+AM)=AT, Y —AT, \U; B

X
= A§Aij+<yj‘>(xj yj )Mj+Gj+1AM

Xi X
:A’TijL(yj' ) ( xj+1 yj+1 )—AJTU]'B— ( y; ) ( Vj+1 Wj+1 )B

@(xji>(xj yj )Mj+Gj AM = (ii)("jﬂ Yjti )—(;j)("jﬂ wit1 )B

Xj

<:>Gj+1AM - (
Vi

) (xjp1—%j1 Yjir1—j+1 )

Mallin péivitys M ; — M ;| voidaan siis esittdd seuraavasti:
(1 (a1 P )=(x yj )Mj+(vjsr wjpr ) B,

2
2) G, =G~+< ;o )
A

Saadut yhtélot ovat helposti kdsiteltdavid, silld kaikki matriisit ovat enintddn kokoa 2 x 2.
Jopa kéédnteismatriisi on helppo laskea milld tahansa ohjelmoitavalla laitteella!

Parannusyritys.
Yritimme vield parantaa ennustetta. Héirididen vaikutusta saadaan vidhennettyd, jos
selitysmalli estimoidaan siten, etta

Xj = (Xj2 Xj)M+i;B (11.19)
mpp mi2
ma1 mz2

<:>(xj yj) = (Xjfz Yi—2 Xj-1 )’jfl) e (11.20)
m41 M4

b b
(v w,->(b; b;;)
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- mii - m3i - bll
J J 2<’7121 ) J 1(’”41 ) j(bZI )
- miz - msp — b12 '
yj = xj',z - —|—Xj,1 0 —l—uj E22

Askeleella j matriisi M estimoidaan yhtdlosti

X1 »1 X2 »2 X3 Y3 vy w3
X2 2 X3 3 X4 Y4 V4 Wy
T A= T B a2
Xj—2 Yj-2 Xj-1 Yj-1 Xj Yy Vi Wj
=A; =Y; —U;
josta M ; ratkaistaan yhtilostd
M; = (AjA)'Al(Y;-U;B). (11.22)
Seuraavan tilan ennuste saadaan kaavalla
(%41 91 )=(x=1 yj=1 x5 yj )Mj+(vjy1 wj1 )B. (11.23)

. . slfigs | L L slesiml . .
Esimerkki 59 Kuvassa on_e elltzsessa eszm2egklssa esitefyn systeemin aika-
a E

sarjat estimoituina kaavoilla ([ 1.21)) ja ([ 1.23]). Osakuvassa (1) on ohjaussignaalit v,

ja wy. Osassa (2) on osa matriisin M koordinaateista estimoinnin aikan (myy, m,
mi3 ja myy). Osassa (3) ovat havaitut arvot x; (X) ja y; (o). Osassa (4) ovat estimoi-
dut arvot X; (X) ja y; (o). Merkillepantavaa on nyt se, ettei malli tissdkddn tapauk-
sessa vakiintunut estiﬂoeiginrgn aikana. estimaatit ovat hyvid, mutta eivdit ole parempia
kuin esimerkissd . Mallien vertailu vaatisi nyt useita perdkkdisid ajoja erilaisil-
la hdirioaikasarjoilla. Se malli, jonka antamissa tuloksissa on vc'ihgrzlgc’in ézﬁljéointgla on
parempi. Jdtdmme nyt tdmdn tekemdttd. Nopea arvio kuvista ja on se, ettd
parannusyritys ei johtanut yhtddn parempaan tulokseen. Silloin yksinkertaisempi malli

on parempi.

11.7 Sileén funktion f(X¥) minimikohta
11.8 Analytic Hierarchy Process (AHP)
11.9 Kalman suodin

cbsleqg2a

c5sleg2b
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Kuva 20. Esimerkin (55) aikasatjat. (1) v, (). w () () m13 (+), myz (<), ma1 () (3)

(), 31 (0) (@) % (), 5 (0).
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12 LIITTEET

Ch:Liitteet]

12.1 Lite 1. Osaamistavoitteet

Suoritettuaan opintojakson opiskelija osaa:

Vektorit Opiskelija osaa kdyttdd matematiikassa tavallista vektorimerkintdd v = ( 1 23 )/
sekd fysiikassa tavallista vastaavaa merkintdd v = i+2]+3k.

12.2 Liite 2. Todistuksia

Osa opetusmonisteen todistuksista on siirretty tdhén liitteeseen, jotta opetusmonisteen
leipiteksti olisi kevyempdd. Jos toisin ei ilmoiteta, niin timén kappaleen todistuksia ei
tarvitse osata kokeessa.

12.2.1 Trigonometriaa

Lause 60 (Pythagoran lause) Suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusan pituuden ne-
lio on kateettien pituuksien nelividen summa.

Perustelu: Piirretddn suorakulmainen kolmio AABC ja kolme sen kanssa yhdenmuo-
toista kopiota oheisen kuvan mukaisesti.
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Kuvion ulkoreuna muodostaa nelion, jonka sivu on a + b ja kuvion sisddn muodostuu
pienempi nelid, jonka sivu on c¢. Nyt on selvii, ettd pienen nelidn pinta-ala plus neljian
kolmion pinta-alat ovat yhteensi ison nelion pinta-ala.
c2+4-%-a-b = (a+b)?
& ct42ab = a*+2ab+b?

s = a2+b2.

O

Perustelu 2: Seuraava on klassinen (Eukleiden) perustelu ja saattaa olla koulusta tuttu.
Piirretddn suorakulmainen kolmio AABC niin, ettd hypotenuusa ¢ on kantana. Lisi-
tdin kuvaan kolmion korkeusjana CD. Piirretiizin kolmion jokaisen sivun viereen neliot
OABEF, OCAGH ja OBCI1J. Jatketaan korkeusjanaa siten, ettd se jakaa ison nelion
kahteen suorakulmioon. Lisitiin kuvaan vieli janat EC ja JA.

H

K

Nyt kolmiolla ABED ja kolmiolla ABEC on samat pinta-alat, silld niilld on sama kan-
ta BE ja sama korkeus BD. Kolmio ABAJ saadaan kolmiosta ABED kiertimilla siti
pisteen B ympiri 90° myotipdivadan. Kolmioilla on siis samat pinta-alat. Lopulta kol-
miolla AJBA on sama pinta-ala kuin kolmiolla AJBC koska niilld on sama kanta JB
ja sama korkeus BC. Viimeisen kolmion pinta-ala on a? /2. Edeltivin perusteella suo-
rakulmion OBEKD pinta-ala on a®. Vastaavasti voimme osoittaa, etti suorakulmion
ODKFA pinta-ala on b?. Laskemalla osien pinta-alat yhteen, saamme

A =a*+b
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12.3 Liite 3. Esimerkkien ohjelmakoodit

12.3.1 Ohjelmointikielten Octave, Python, Java ja C vertailua

Octave on tulkkaava kieli, jolla voidaan helposti tehdi nopeita kokeiluja ja laskelmia.
Ohjelmiston valmiit rutiinit ovat niin hyvin suuniteltuja ja optimoituja, ettd kayttdjin
kannalta kieli on matriisilaskuissa hyvin nopea.

e Octavella tehdyt ohjelmat toimivat pienin muutoksin MatLab-ympéristossd. Mat-
Lab on teollisuudessa eniten kiytetty teknisen laskennan ohjelmisto, joten koke-
mus Octave-ohjelmoinnista antaa hyvid valmiuksia tyoelamain.

e Octaven versiosta 3.8 alkaen jakeluun liittyy graafinen kayttoliittyma (GUI). Myos
Scilab tarjoaa MatLabin kaltaisen kéyttoliittymédn Octaveen.

e Octavella voi helposti ja tehokkaasti tuottaa hyvéa tiede-grafiikkaa.
o Kurssilla kiytetyt aliohjelmistot: Matplotlib.

e Octavea kehittii yhteiso, ja se on vapaa ohjelmisto (GNU General Public Licen-
se).

Python on tulkkaava kieli. Pythonia kiytetiin paljon scriptaus-kielend web-ohjelmoinnissa.
Pythonin kiyttdjd/kehittdjd -yhteisoé on hyvin laaja. Modulikirjasto on laaja ja kehittyy
edelleen.

e Pythonia varten on olemassa kehitysympéristdjd (Spyder yms.), jotka muistutta-
vat MatLabin kayttoliittymaa.

e Pythonilla voi helposti ja tehokkaasti tuottaa hyvéaa tiede-grafiitkkaa. Pythonilla
voi tehdé pelitason liikkuvaa kuvaa (ei ole vilttamitta helppoa).

e Kurssilla kdytetyt tyokalut: Spyder, Numpy, Scipy, Matplotlib.

e Lihelld Pythonia kehittyy télld hetkelld kieli nimeltd Julia. Julia on pythonin
muunnelma, joka on ldhes yhtd nopea kuin C. Julia tai sen kaltainen muu kie-
li tulee jatkossa vaikuttamaan Pythonin tehostumiseen. Télld hetkelld ”Suomen
tieteellinen laskenta” CSC jarjestdd kursseja Pythonin kiytostd tieteellisessa te-
holaskennassa.

e Pythonia kehittdd suuri yhteiso, ja se on vapaa ohjelmisto (Python is free to
use, even for commercial products, All Python releases are Open Source (see
http://www.opensource.org/ )).
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Java on kddntivi kieli. Java kehitys-tyokalut on saatavana kaikille koneille ja kdytto-
jarjestelmille. Java-ohjelma toimii ilman uudelleen kdéntamisti kaikissa kone-ympiristoissa.
Java ohjelmoinnin alkeiden oppiminen avaa oven Android -ohjelmointiin.

e Javaa varten on olemassa kehitysymparistojd (Eclipse, IntelliJ IDEA, yms.), jotka
helpottavat suuresti Java-ohjelmointia.

e Javalla ei ole helppo tuottaa hyvii tiede-grafiikkaa, mutta silld voi tehdd web-
sivuilla toimivia Java-appletteja.

e Kaurssilla kdytetyt tyokalut: BLAS (Lapack).

e Javaa kehittdd ”Sun Microsystems”, joka ilmoittaa, ettd Java on vapaa ohjelmisto
(GNU General Public License).

C on kéantdvd nopea kieli, jolla voidaan viitata suoraan muuttujan muistiosoittee-
seen. Tieteellisen laskennan perusohjelmat ovat 1970-luvulta alkaen olleet Fortran ja
C. Viimeisin standardi on C11 (vuodelta 2011). C ohjelmoinnin luonnollinen ympéris-
t6 on Linux ja GCC-kéintdjd (GNU Compiler Collection). GCC kédntdd ohjelman, jos
se on kirjoitettu jollakin tunnetulla ohjelmointikielella.

e Usein C:lld toteutetaan aliohjelmat, joiden tulee toimia nopeasti. Nima rutiinit
sitten linkitetddn osaksi jollakin toisella kielelld tehtyd isoa ohjelmaa. Kidntdjid
kehitetidin ja optimoidaan jatkuvasti tdtd varten. Itse C kieli ei juurikaan enda
muutu.

e C:lld ei ole alunperin ollut tarkoitus tuottaa grafiitkkaa. Jos grafiikkaa halutaan
tuottaa, niin C:n avulla luodaan tiedosto, joka sisdltdd piirtimiseen tarvittavat
numerot ja médrittelyt ja jollain toisella ohjelmistolla luodaan kuva. Tdssda mo-
nisteessa grafiikka tehdddn *gnuplot’-ohjelmistolla.

o Kaurssilla kiytetyt tyokalut:

12.3.2 Esimerkkiohjelmat Python kielelld

. ICode:es01 . . . .
Esimerkki ??(Python): Tee ohjelma joka tuottaa Fahrenhei/Celsius -muunnostaulukon.
Jos tr on ldmpotila Farenheit asteissa ja fc on vastaava lampdétila Celsius asteissa, niin

5
Ic = §(tF —32).

(Jotta tuloste ei ole liian pitkd, teemme taulukosta melko karkean. Voit itse muuttaa
ohjelmaa siten, etti se tekee tarkemman muunnostaulukon.)
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print ("Farenheit, Celsius")
for n in range(l, 11):
tf = 10+*n

tc = 5.0/9.0%(£t£-32.0)
print ("t_F = {0:6.2f}, t_C = {1l:6.2f}’ .format(tf, tc
))

Ajo:

mla:~/tex/la$ python laEsOl.py
Farenheit, Celsius

t_F = 10.00, t_C = -12.22
t_ F = 20.00, t_C= -6.67
t_F = 30.00, t_C= -1.11
t_F = 40.00, t_C = 4.44
t_F = 50.00, t_C = 10.00
t_F = 60.00, t_C = 15.56
t_ F = 70.00, t_C 21.11
t_F = 80.00, t_C= 26.67
t_F = 90.00, t_C = 232.22
t_F =100.00, t_C = 37.78

mla:~/tex/la$

Code:es02
Esimerkki 77 Peyfeﬁson): Piirri funktion f(x) = x*> — 2x kuvaaja vililld 0 < x < 3. Teem-
me kuvasta hiukan karkean. Voit parantaa kuvaa.

from numpy import =x
import matplotlib.pyplot as plt

N =8; a=0.0; b= 3.0,

x = zeros((N,1),float)

y = zeros((N,1),float)

for k in range(0,N) :
x[k] = a + kx(b-a)/N
ylk] = x[k]*xx[k]-2xx[k]

plt.plot(x,y,"k-0");
plt.show ()

. . fig Es02
Ohjelman ajo tuottaa kuvan

12.3.3 Esimerkkiohjelmat Java kielella

Code:esO1 . . . .
Esimerkki }??(:Iavai: [ee ohjelma joka tuottaa Fahrenhei/Celsius -muunnostaulukon.
Jos tr on ldmpotila Farenheit asteissa ja #c on vastaava lampdétila Celsius asteissa, niin

5
Ic = §(IF —32)
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20 T T T T T

. . . |Code:es02
Kuva 21. Ohjelmaesimerkin 77 piirtama kuva.

3.0

(Jotta tuloste ei ole liian pitkd, teemme taulukosta melko karkean. Voit itse muuttaa

ohjelmaa siten, etti se tekee tarkemman muunnostaulukon.)

import java.io.x;
public class lakEsO1l {

public static void main(String[] args)
{
double tc, tf;
System.out.println ("Fahrenheit, Celsius");
for (int j=1; J<=10; Jj++) {
tf J%x10.0;
tc 5.0/9.0%(tf-32.0);

Jtf,te);

System.out.format ("t_F = %6.2f, t_C = %6.2f \n"
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mla:~/tex/la$ Jjavac laEs0l.java
mla:~/tex/la$ Jjava laEsOl
Fahrenheit, Celsius

t_F = 10,00, t_C = -12,22
t_F = 20,00, t_C= -6,67
t.F = 30,00, t_.C= -1,11
t_F = 40,00, t_C 4,44
t_F = 50,00, t_C 10,00
t_F = 60,00, t_C = 15,56
t_F = 70,00, t_Cc = 21,11
t_F = 80,00, t_C= 26,67
t_F = 90,00, t_C = 232,22
t_F = 100,00, t_C = 37,78
mla:~/tex/las$

12.3.4 Esimerkkiohjelmat C kielelld

Code:esO1
Esimerkki 77{C): Tee ohjelma joka tuottaa Fahrenhei/Celsius -muunnostaulukon. Jos

tr on ldmpotila Farenheit asteissa ja #¢c on vastaava lampdétila Celsius asteissa, niin

5
Ic= §(ZF —32).

(Jotta tuloste ei ole liian pitkd, teemme taulukosta melko karkean. Voit itse muuttaa

ohjelmaa siten, etti se tekee tarkemman muunnostaulukon.)

#include<stdio.h>
main ()
{
double fahr;
printf ("Fahrenheit, Celsius \n");
for (fahr=10.0; fahr <= 100; fahr = fahr + 10.0)
printf ("%$6.2f %6.2f\n", fahr, (5.0/9.0)«* (fahr-32));

Kéadnnos ja ajo:

mla:~/tex/la$ gcc laEsOl.c -o lakEsOl
mla:~/tex/la$ ./laEsO1
Fahrenheit, Celsius

10.00 -12.22

20.00 -6.67

30.00 -1.11

40.00 4.44

50.00 10.00
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60.00 15.56
70.00 21.11
80.00 26.67
90.00 32.22
100.00 37.78
mla~/tex/la$

Code:es02
EsimerkKki 'T?’i(eli:ePsurr'a funktion f(x) = x% — 2x kuvaaja vililli 0 < x < 3. Teemme
kuvasta hiukan karkean. Voit parantaa kuvaa.

1 |#include <stdio.h>

2 |main ()

301

4 int N = 7, k;

5 double a = 0.0, b = 3.0;

6 double x[N], yINI];

7

8 for (k=0;k<N;k++) {

9 x[k] = a + k*x(b-a)/ (N-1);

10 vkl = x[k]lxx[k]-2xx[k];

11 }

12

13 FILE *fpl;

14 fpl = fopen("Jjob.dat","w");

15 for (k=0;k<N;k++) {

16 fprintf (fpl, "$5.2f, %5.2f\n", x[k], y[kl); }
17 fclose (fpl);

18

19 FILE *fp2;

20 fp2 = fopen ("Jjob.gp","w");

21 fprintf (fp2, "set title ’"Esimerkki 1akEs02’\n");
22 fprintf (fp2, "set xlabel "x’\n");

23 fprintf (fp2, "set ylabel "y’\n");

24 fprintf (fp2, "set yrange [-2:4]\n");
25 fprintf (fp2, "unset key\n");

26 fprintf (fp2, "set grid\n");

27 fprintf (fp2, "plot " job.dat’ with linespoints\n");
28 fclose (fp2);

29

30 system ("gnuplot -persist ’job.gp’");
31 |}

Ohjelmassa on selvisti kolme osaa.

(osa 1:) Rivit 4-6 médrittelevit muuttujat. x ja v ovat vektoreita eli taulukoita (array),
ja kumpikin sisdltdd N kappaletta liukulukuja (double).
Rivit 8-11 siséltivit toistorakenteen, jossa vektoreiden x ja y alkiot lasketaan.
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(osa2:) Rivit 13—17 avaavat tiedoston ’ job.dat’ kirjoittamista varten ja kirjoittavat
datan sinne. Lopuksi tiedosto suljetaan. Tiedoston siséltd on:

0.00, 0.00
0.50, -0.75
1.00, -1.00
1.50, -0.75
2.00, 0.00
2.50, 1.25
3.00, 3.00

(osa3:) Rivit 19-28 luovat gnuplot-komentotiedoston ’ job.gp’, jonka sisidlté on

set title ’"Esimerkki 1laEs02’
set xlabel ’"x’

set ylabel "y’

set yrange [-2:4]

unset key

set grid

plot ’Jjob.dat’ with linespoints

Lopullinen kuva saadaan aikaan rivin 30 komennolla, joka kidynnistdd gnuplot ohjel-
man, joka tuottaa komentotiedoston job .gp mukaisen kuvan. Vipu -persist saa
aikaan sen, ettd kuva jii konsolille sen jidlkeenkin kun piddohjelman ajo on pdittynyt.

Ajo:
gcc lakEs0O2.c -o laEsO02
./1laEs02
- fi EsO2c . . e denr .
piirtdd kuvan S. uvan voi kopioida leikepoydille, josta sen saa kopioitua

omiin dokumentteihin. Jos haluat kuvan tiettyyn formaattiin, esimerkiksi png-muotoon,
niin lisdd kolmanteen osioon rivit

fprintf (fp2, "set term png\n");
fprintf (fp2, "set output ’laEs02c.png’\n");

Lisdyksen jidlkeen voidaan —persist -vipu poistaa riviltd 30.

12.4 Liite 5. Lahdemateriaalia ohjelmointikielisti

Tissd opetusmonisteessa on melko paljon eri ohjelmointikielilld kirjoitettuja esimerkki-
ohjelmia. Useimmat ohjelmat ovat ankean yksinkertaisia. Opiskelijalle voi tulla tarve
tehdd niistd parempia. Tétd varten tihdn kappaleeseen on keritty linkkejd verkosta 10y-
tyviin materiaaleihin, jotka kirjoittaja itse on kokenut hyodyllisiksi.
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Esimerkki laEs02

-2 L
0 05 1 15 2 25 3
X
. . . [Code:es02
lafig EsO2c Kuva 22. Ohjelmaesimerkin 77 piirtama kuva.

12.4.1 Octave

https://www.gnu.org/software/octave/octave.pdf Octave versio 3.8
(February 2011) késikirja. 900 sivua.

12.4.2  Python

1243 C

12.4.4 Java
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