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laskemme determinantit

2 9 -2
D= |7 -3 -6
-1 2 3
-3 —6 7 -6 7 -3
_2-‘2 3‘—9-‘_1 3‘+(—2)‘_1 2‘_—151
2 9 -2
D = |8 -3 —6
1 2 3
-3 —6 8 —6 8 -3
:2-‘2 3‘ 9-‘1 3‘+(—2)‘1 2‘:—302
2 2 -2
Dy = | 7 8 —6
11 3
8 —6 7 -6 7 8
s T s RPN R
2 9 2
Dy = | 7 -3 8
-1 2 1
-3 8 7 8 7 -3
:2-‘2 1‘—9-‘_11‘+2-‘_1 2‘:-151

Nyt x =D1/D =2,y=Dy/D=0jaz=D3/D=1.

Esimerkki 103. Kansantulo ja verotus. Kuvataan kansantulon yhteyttd kulutuk-
seen ja investointeihin muutamalla yhtdlolld. Yhtdloissa esiintyvdt kirjaimet ovat seu-
raavat:

r, = kulutus vuonna n,

Yo = kansantulo vuonna n,

Zn = inwvestoinmit vuonna n,

Iy = keskimddarainen investointitaso (oletetaan vakioksi),

s = saastamisaste (0 < s < 1, oletetaan vakioksi),
t = weroaste (0 <t <1, oletetaan vakioksi),
k = investointien herkkyys kulutuksen muutokselle, (oletetaan vakioksi)

Yhtilot ovat
Yn = XTnT+ 2Zn
r, = (1=5)(1—1)yp
zn = lo+tyn—1 + k(x, — xn_1)
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Jos taloudessa ei esiinny vakavia hdiriditd, niin vuotuiset arvot alkavat ldhestyd tasa-
PAINOATVOJA; Tny L1 — Xy Yoy Yne1 — Y JA Zn, Zn1 — 2. Tasapainoa siis kuvaa yhtdalot

Yy = x+2 —-r + y — 2z =0 missa
r = (1-s)(1-ty < x — afy =0 |, (1—38)=a,
2 = Ih+ty —ty + z = I (1-t)=p

Heti, kun kertoimien s ja t numeroarvot tiedetddn, on yhtaloryhmdédn ratkaiseminen ri-
vioperaatiorden avulla helppo rutiinitehtdvd.

Yhtiloryhmdan ratkaiseminen tdssd yleisessd muodossa, ilman tietoa s:n ja t:n nume-
roarvoista, on edelleen mahdollista tehdd rivioperaatioiden avulla, mutta silloin tulee
toimia hyvin tarkasti. Toisessa pivotoinnissa voi tulla ongelmia, jos kdytimme riviope-
raatiotta. Cramerin kaavoja kdytettdessd, ei tarvitse pivotoida, vaan kaavat perustuvat
determinantteihin, joiden lasku on tdssd tilanteessa suoraviivaista. Kerroinmatriisi ja
RHS ovat nyt:

-1 1 -1 0
A= 1 —af 0 , b= 0
0o -t 1 1y
ja tarvittavat determinantit ovat:
-1 1 -1
D = 1 —af 0 (kehitetidin 1. sarakkeen suhteen)
0o -t 1
B af 0 1 -1
= +(-1) ‘ ; 1‘ 1-‘_t 1 ‘4—0

0 1 —1
D = |0 —ag 0 (kehitetadn 1. sarakkeen suhteen)
Iy -t 1
1 —1
-

— —laf=—l(1—s)(1—1)

1 —ap

-1 0 -1
Dy = 1 0 0 (kehitetain 2. sarakkeen suhteen)
0 Ly 1
1 -1
= —0+0—IO-‘ L0 ‘——IO
—1 1 0
Dsy = 1 —af 0 (kehitetain 3. sarakkeen suhteen)
0 -t Iy
—1 1
= +0—0+Io-‘ ‘:IO(aﬂ—l):IO((l—s)(l—t)—l)
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Stiis ratkaisu on olemassa, kun s # 0 ja t # 1 ja silloin tasapainossa

Dy —I(1=s)(1—1) _I(1-s)

kulutus = = 5 =
WLULUS X D —S(l _ t) s
kansantul CE— b
ansantulo = = = -
Y D —s(1-t) s(1-1)
D L((1—s)(1—-¢)—1 t
investoinnit = z = 33 = olt _Zzi _ t)) ) =To <1 + s(1— t)>

Edelld esiintynyt esimerkki on térked. Siind oli kolme muuttujaa z, y ja z, jotka ha-
lutaan ratkaista yhtaloryhmésti. Niiden lisdksi yhtaloryhmén kertoimien joukossa oli
kolme kirjainta lisdd (s sddstdmisaste, ¢ veroaste ja Iy keskiméériinen investointitaso).
s, t ja Iy ovat parametrejd, joiden arvo méardytyy siitd minkd maan kansantaloutta
kuvaamme ja myo0s siitd minkd vuoden tietoja tutkimme.

Esimerkki 104. FEdelli determinantit olivat kohtuullisen helpot laskea vaikka niissd
oli kirjaimia. Jos kaaviot ovat isoja kannattaa kdyttda konetta, esimerkiksi graafista
laskinta. Seuraavassa on 5 X 5 matriisi, mutta voit kuvitella, ettd kysymyksessd olisi
vaikkapa 20 x 20 matriisi. Toteutus olisi sama.

Laske determinantts

1 -2 3 0 -1
0 1 4 2 1
D=det(A)=| 2 3 0 a 2 |, missi a € R.
-2 0 1 4 1
2 -1 31 2

Koska determinantti on lineaarinen sarakkeen suhteen ja

0 0 0
2 2 0
A3 =Gyy=] a | =] 0 | +a-| 1 |,
4 4 0
1 1 0
nitn voimme siis laskea

1 -2 3 0 -1 1 -2 3 0 -1
0 1 4 2 1 0 1 4 0 1
D=2 3 00 2 |(+a 2 3 01 2
-2 0 1 4 1 -2 0 1 0 1
2 -1 3 1 2 2 -1 3 0 2

Kumpikaan kaavio ei endd sisdlld kirjainparametrid, joten determinantit voidaan las-
kea milld tahansa mekaanisella laitteella. Jos determinantin kaaviossa on useampia

kirjain parametreja, niin yksi kerrallaan ne kaikki saadaan tuotua kaavioiden ulkopuo-
lelle.



