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Kaanteismatriisi

2 - 1 3 Cramerin kaavat
Matriisi = A= 7 4 -6
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Maaritelma n x n nelic-matriisin A adjungaatti, Adj(A), on
matriisin A kofaktorikaavion transpoosi.
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Adjungaatti 2

Mairitelma n x n nelié-matriisin A adjungaatti, Adj(A), on 9"

matriisin A kofaktorikaavion transpoosi.

Helppo tapa tehda adjungaatti yksinkertaisin askelin, on
ensin laskea kaikki minorit. Jos mj; = Det(A;;) on matriisin A
paikkaan 7,j liittyva minori, niin

+mi1 —mp1 +m3;
—mi2 +myp —m3p

Adj(A) = +mi3 —mp3 +ms3



Esimerkki 1: Laske adjungaatti matriisille

2 -1 3
A= 7 4 -6
5 =2 0
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Esimerkki 1: Laske adjungaatti matriisille

Lasketaan ensin minorit
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Kaanteismatriisi 5

Lasketaan seuraavaksi matriisin A ja sen adjungaatin Adj(A)
matriisitulo.

a1l a1z ai3 +mi1 —M21 +M31 \kasnteismatriis
B=A-Adj(A)=| an ax ax —mi2 +myp —mzp
a3l a3 ass +mi3 —mp3 +m33



Kaanteismatriisi 5

Lasketaan seuraavaksi matriisin A ja sen adjungaatin Adj(A)

matriisitulo.
ail arpe a3 +m1 —mx
B=A-Adj(A)=| a1 ax a3 —mi2  +mp
a3l a3 ass +mi3 —mo3

a11 412 4di3
bii1 = aiymi—aiomip+a;zmz=| ax axn ax;
as1 4a32 ass

TM31  \ssnteismatriis
—m32
+m33

= Det(A)



Kaanteismatriisi 5

Lasketaan seuraavaksi matriisin A ja sen adjungaatin Adj(A)

matriisitulo.

ail arpe a3 +m1 —mx
B=A-Adj(A)=| a1 ax a3 —mi2  +mp
a3l a3 ass +mi3 —mo3
ai1 d12 a3
bii1 = aiymi—aiomip+a;zmz=| ax axn ax;
as1 4a32 ass

a11 a2

bio = —aiimoi+aipme —azm3z =| a1 an

d31 432

ai3
ai3
ass

+m31
—m32
+m33

Kaanteismatriisi

= Det(A)

=0



Kaanteismatriisi 5

Lasketaan seuraavaksi matriisin A ja sen adjungaatin Adj(A)

matriisitulo.

ail arpe a3 +m1 —mx
B=A-Adj(A)=| ax ax ax —mi2  +mp
a3l a3 ass +mi3 —mo3
ai1 d12 a3
bii1 = aiymi—aiomip+a;zmz=| ax axn ax;
as1 4a32 ass

a11 a2

bio = —aiimoi+aipme —azm3z =| a1 an

d31 432
a1l d12 a3
b1z = aijimz1—aiomap+aizmzz=| ax axn ax;
a1l a12 a3

ai3
ai3
ass

+m31
—m32
+m33

Kaanteismatriisi

= Det(A)

=0
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Kaanteismatriisi 6

ai1 arpe a3 +m1 —mx
B=A-Adj(A)=| a1 ax a3 —mi2  +mp
a3l a3y a3 +mz —m23
ary axp ax
by1 = apimii—axxmio+axmz=| ax ax» ax
a31 432 as3
ail a1
byy = —apimoi+axpma —axmy3=| ax axn
a31 a3

ai3
a3
ass

+m31
—m32
+m33

Kaanteismatriisi

= Det(A)



Kaanteismatriisi 6

ail1 d12 a3 +m1 —mo1 +m3;
B=A. Ad_] (A) = a1 ax» ax —mip +myy —mgy [|Kaanteismatiisi
a3l a3 ass +mi3 —mp3  +m33

a1 axn a3
byr = aximii—axmio+axmiz=| ax axp ax3 |=0
a31 432 as3
a1l a2 a3
by = —apimpi+axomoy —apzmpz =| axi ax ax | =Det(A)
a31 432 ass
an a2 a3
b3 = axim3;—axpma+axmzz=| ax axp axp |=0
a1 axn a3
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Kaanteismatriisi 7

ai1 arpe a3 +m1 —mx
B=A-Adj(A)=| a1 ax a3 —mi2  +mp
a3l a3 ass +mi3 —mo3

d31 d32 433
b1 = azimii—azxmip+azmz=| ax ax ax
a31 432 as3

ail a2 a3
bsp = —azimoi+aspmoy —aszme3 =| a1 az ass
a31 432 ass

+m31
—m32
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Kaanteismatriisi 7

ail1 d12 a3 +m1 —mo1 +m3;
B=A. Ad_] (A) = a1 ax» ax —mip +myy —mgy [|Kaanteismatiisi
a3l a3 ass +mi3 —mp3  +m33

d31 d32 433
bs1 = azimii—asomip+azmiz=| a1 axp ax |=0
as1 432 ass
ail a2 a3
bsp = —azimoi+azpmoy —aszmez=| a1 az a3z | =0
a31 432 4as3
ail ax a3
b33 = asimzi—azpmapr+aszmsz=| a1 ax a3 | =Det(A)
a1 axp axs



Johtop&atos:

A-Adj(A) = (

Det(A)
0
0

A <Adj(A)

Det(A)

0
Det(A)
0
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Kaanteismatriisi 8

Johtopaatos:
Det(A) 0 0 Kasnteismatrilsi
A-Adj(A) = 0 Det(A) 0 = Det(A) -1
0 0  Det(A)
A Adj(A) _
Det(A)
Eli

Lause: Jos matriisi A on sdanndllinen, eli Det(A) # 0, niin

. 1
A= Der(a) 4(A)



esimerkki 2: Esimerkin 1 matriisille Aiheet
Nimityksia
2 -1 3 iinzastt
Det(A) = 7 4 _6 Kaanteismatriisi
5 =2 0
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Kaanteismatriisi 9

esimerkki 2: Esimerkin 1 matriisille

2 -1 3
Det(A) = 7 4 —6 K3anteismatriisi
5 -2 0
4 -6 7 -6

- +(2)\_2 ; \(1)'5 ; '+(3)]§ _42|
= 2-(0-12)+(0+30)+3-(—14—20)=—96
Siis
1 1 —-12 —6 -6
A Det<A>'Adj(A)96(§2 o fg)
(12/96 6/96  6/96 )

30/96 15/96 —33/96
34/96 1/96 —15/96



Seuraavaksi ratkaisemme yhtaléryhman (Oletuksella
D =Det(A) #0)

Ax=Db
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Cramerin kaavat 10

Seuraavaksi ratkaisemme yhtaloryhman (Oletuksella
D = Det(A) # 0)

Cramerin kaavat

Ax=Db
ai1 arx a3 X1 by
& a1 ax» ax x2 | =| b

a1 az ass X3 b3



Cramerin kaavat 10

Seuraavaksi ratkaisemme yhtaloryhman (Oletuksella
D = Det(A) # 0)

Cramerin kaavat

Ax=Db
a1 a2 a3 X1 b
< a1 ax ax x | =1 b
a3l azx  as3 X3 bs

&  x=A"1b



Cramerin kaavat 10

Seuraavaksi ratkaisemme yhtaloryhman (Oletuksella

D = Det(A) # 0)
Cramerin kaavat
Ax=Db

ai1 arx a3 X1 by

& a1 ax» ax x2 | =| b
a1 az ass X3 b3

s  x=A'b
X1 1 mi1  —mp1  m31 by

& X | =p| M2 ma2 —mxn by

X3 mi3z  —mp3  ms3 b3
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bz a3 as3
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Cramerin kaavat 11

X1 1 mi1 —mo1 m3p b1
e | =5 —m2 ma2 —ms b>
X3 mi3  —mp3  ms33 bs
b1 aip a3
1 1
X1 = E(mllbl — mo1by+ m31b3) = D) by ax ax
bz a3 as3
1 1] e b1 a3
Xp = 5(_m12b1 + mooby — m3pb3) = | by a3

Cramerin kaavat



Cramerin kaavat 11

X1 1 mi1 —mo1 m3p b1
x2x | ==\ —m2 man —m3p b>
D Cramerin kaavat
X3 mi3  —mp3  ms33 bs
1 1 b1 aip a3
X1 = E(mllbl — mo1by+ m31b3) = D) by ax ax
bz a3 as3
1 1] e b1 a3
Xp = E(_m12b1 + mooby — m3pb3) = | by a3
a1 bz as3
1 1] 2 by
X3 = 5('”13131 — mo3by + m33b3) = Dl o a2 by



Cramerin kaavat 12

Lause (Cramerin kaavat:) Jos kvadraattisen yhtdloryhman
Ax = b kerroinkaavio on siandllinen (Det(A) # 0), niin
muuttujan xx arvo yhtdléryhman ratkaisussa on

Cramerin kaavat

missd D on kerroinkaavion determinantti, ja Dy on
determinantti kaaviolle, jonka k:s sarake on RHS-vektori b ja
muut sarakkeet ovat samoja kuin kerroinkaaviossa A.



Esimerkki: Ratkaistaan yhtaloryhma

{—3x+2y+z=0

x — y — z =0
-Xx + 3y - z = 6
-3 2 1
D = 1 -1 -1 |=-6,
-1 3 -1
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Esimerkki: Ratkaistaan yhtaloryhma

-3x + 2y + z = 0
X = y - z = 0 Cramerin kaavat
-x + 3y — z =6
-3 2 1 0 2 1
D = 1 -1 -1 |=-6, D=0 -1 -1 |=-6,
-1 3 -1 6 3 -1
«O0>» «Fr» «Z» «E>» = Q>



Esimerkki: Ratkaistaan yhtaloryhma

Adjungaatti
-3x + 2y + z =0 Kaanteismatriisi
X - y - z = 0 Cramerin kaavat
—-x 4+ 3y — z =6
-3 2 1 0 2 1
D — | 1 -1 -1|==6  Di=|0 -1 —-1|=—6,
-1 3 -1 6 3 -1
-3 0 1
D, = | 1 0 —1|=-12,
-1 6 -1
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Aiheet
Esimerkki: Ratkaistaan yhtaloryhma Nimityksia
Adjungaatti
-3x + 2y + z =0 Kaanteismatriisi
X - y - z = 0 Cramerin kaavat
—-x + 3y — z =6
-3 2 1 0 2 1
D = 1 -1 -1 |=-6, Di=|0 -1 -1 |=-6,
-1 3 -1 6 3 -1
-3 0 1 -3 2 0
D, = 1 0 -1 |=-12 D3;=| 1 -1 0 |=6,
-1 6 -1 -1 3 6
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Cramerin kaavat 13

Esimerkki: Ratkaistaan yhtaloryhma

-3x 4+ 2y + z =0
X — y — z = 0 Cramerin kaavat
-x + 3y — z =6
-3 2 1 0 2 1
D = | 1 -1 -1|==6, D;=|0 -1 -1 |=-6,
-1 3 -1 6 3 -1
-3 0 1 -3 2 0
D, = 1 0 -1 |=-12, D3=| 1 -1 0 |=6,
-1 6 -1 -1 3 6
D —6 D —-12 D 6
== 2=1 u=2="C020 ===,
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