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Talousmatematiikan perusteet
10. harjoitus, viikko 8

1. Kaupungissa on 10000 taloutta, jossa pyykki pestdd kidyttden jotakin kolmesta pesuai-
neesta ”A”, ”B” tai ”C”.
Pesuaine A on laadukasta ja vastaa hyvin kuluttajien tarpeita. Niistd kuluttajista, jotka edel-
liselld kerralla ostivat A-paketin 90% ostaa seuraavallakin kerralla A-paketin ja 10% vaihtaa
pesuainetta (5% ostaa B-paketin ja 5% ostaa C-paketin).
B-pesuaine ei ole yhtd laadukasta kuin A-pesuaine. B-pesuainetta ostaneista 80% pysyy
samassa ja 20% vaihtaa merkkid (10% ostaa A:ta ja 10% ostaa C:tid).
C-pesuaine on heikkolaatuisinta. Sen kdyttdjista vain 50% ostaa samaa pesuainetta seuraa-
vallakin kerralla ja 50% vaihtaa pesuainetta (25% ostaa A:ta ja 25% ostaa B:td).
Indeksoidaan tuotteet luonnollisella tavalla: A ~ 1, B ~ 2 ja C ~ 3. Olkoon xj; tuotteen j
markkinaosuus “kierroksella” k.
Silloin

Xik + X2 + x3; = 10000, kaikilla .

Markkinaosuuksista saadaan osuusvektori
X1k
Xk = | X2k
X3k

Osuusvektorin odotusarvo kierroksella k + 1 saadaan siirtymé-todennikoisyyksien perus-
teella lausekkeesta

xl;k+1 0,90 0,10 0,25 X1k
Xr1 = | X241 | = [ 0,05 0,80 0,25 | x| = P% = P*%
X3:k+1 0,05 0, 10 0,50 X3k
P
Pesuaine A on juuri tullut myyntiin ja ldhtotilanteen osuusjakauma on X = (() 7000 3000) T
Laske pesuaineen A markkinaosuus kierroksilla 1,...,5. (Jos et laske késin vaan kiytit las-
kemiseen excelid, niin laske odotusarvot pidemmaille aikajaksolle, k = 1,...,100.)

Ratkaisu: Viisi ensimmadistd osuusjakaumaa Excelilld



®x1=Px0=

X2 =Pxl=

®3=Px2=

®*4=Px3=

%5 = Pxd =

0.90 0.10 0.25 0 1450.0
0.05 0.80 0.25 7000| = | 6350.0
0.05 0.10 0.50] 3000 2200.0
0.90 0.10 0.25| [ 1450.0] 2490.0
0.05 0.80 0.25| | 6350.0{ = 57025
0.05 0.10 0.50| [ 2200.0| 1807.5
0.90 0.10 0.25| [ 2490.0| 3263.1
0.05 0.80 0.25| | 5702.5('=| 5138.4
0.05 0.10 0.50| [ 1807.5] 1598.5
0.90 0.10 0.25| [ 3263.1] 3850.3
0.05 0.80 0.25| | 5138.4('=| 46735
0.05 0.10 0.50| [ 1598.5] 1476.2
0.90 0.10| 0.25]| | 3850.3] 4301.7
0.05 0.80 0.25| | 4673.5('=|( 43004
0.05 0.10 0.50| [ 1476.2] 1393.0

Lasku voidaan myds organisoida Excelilld seuraavasti:

Al B | € | D JE| F e 4 | U | J | x | L |

1
2 | 090 010 0.25
3| P=| o005 08 025
4 | 0.05 010  0.50 8000

5
i 7000
7 A B c
8| o 0 7000 3000 6000
9| 1 1450 6350 2200
10| 2 2490 57025 1807.5 5000
11| 3 3263.13 5138.38 1598.50

12 4 3850.28 4673.48 1476.24 4000 —A
13| 5 4301.66 4300.36 1397.98 —B
14| 6 4651.02 4004.87| 1344.11 c
715 | 7 4922.43 3772.47 1305.00 3000
16 | B8 5133.71 3500.37 1275.92
17 | 0 5208.36 3447.95 1253.68 2000

18 | 10 5426.74 3336.71 1236.55
19 | 11 5526.87 3249.84] 1223.28 1000
20 | 12 5604.99 3182.04 1212.97
21 | 13 5665.94 3129.12] 1204.94 0
22 | 14 5713.49 3087.83 1198.68 0 10 20 30 40 50 60
23 | 15 5750.60 3055.61 1193.80
24 | 16 5779.55 3030.47 1189.99
25 | 17| 5802.13 3010.85 187.020 '=TRANSPOSE(MMULT(B$2:D$4, TRANSPOSE(B24:D24)))
26 | 18 5819.76 2995.54] 1184.70
27 | 19 5833.51 2083.50 1182.89

2. Ajan kuluessa edellisen tehtdvdan markkinaosuuksia kuvaava jakauma-vektori muuttuu ja
lopulta ldhestyy tasapainojakaumaa

X1k

Xk = | X2k

X3k

X1

—X=|x2 |, kunk — co.

X3



Ratkaise tasapainojakauma yhtiloistad

—

= X

Px =

{X1+X2+X3 =
(/0,90 0,10
0,05 0,80
0,05 0,10
\
—-0,10 0,10
0,05 —-0,20
0,05 0,10
1 1

10000
0, 25 X1
0,25 = |x
0,50 X3
X1+x+x3 = 10000
0,25 /. 0
0,25 xl 1 o
—0,50 x2 | o
1 3 10000

Ratkaisu: Ratkaistaan yhtidloryhma rivioperaatioilla seuraavasti

0,10 0,10 025 | 0
0,05 —0,20 0.25 | 0
005 0,10 —-0,50| 0
1 1 1 10000
0,10 0,10 0,25 0
0,05 —0,20 0,25| 0

0 0 0 0

1 1 1 10000

-2 2 5 0

111 10000

1 -1 =25 0

~[o0 =3 75| o

0 2 35| 10000

1 -1 =25 0

~[o 1 —25| o

0 O 8.5 10000

1

(3)%)@:%:11765

x20
x20
pois

%(0.5) | %(0.5) | %(—0.5)
—+
«—+

*(2/3)
—+
(1)
(2)
(3)

(=3)

(2) 5> x,=2.5-1176.5=2941.2
(1) = x; =2941.2+2.5-1176.5 = 5882.4

Vastaus: Tasapainossa x; = 5880, x; = 2940 ja x; = 1180.

3. Tarkastellaan yhtidloryhmid

—x + 2y = 2
-y = -3 &
—2x + 4y = 4

-1 2
0 -1



Tarkista laskemalla, ettd yhtdloryhmin ratkaisu saadaan kaavalla
X=M"M)"'M"D.
(Voit kayttdd laskemiseen Exelid.)

Ratkaisu: Yhtdaloryhmin kerroinmatriisi M ei ole nelidmatriisi, joten silld ei ole kiinteis-
matriisia. Jos matriisi M on vapaa (eli Det(M” M) # 0), niin silld on pseudoinverssi M =
(MTM)~'MT , jolla yhtiloryhmi voidaan ratkaista, jos yhtiloryhmilli on ratkaisu.
Tutkitaan ensin matriisin vapaus:

-1 2
o |[(~1 0 2 SN s -0
Det(M" M) = (2 SRV B Nl |l | TS !
2 4
—5.21—(=10)-(—10) =5 #0

Siis matriisilla on pseudoinverssi

~1
. 5 10\ (-1 0 -2

T _ T 1agl _

M'=(M"M) M_(—IO 21) <2 -1 4)

_ /21 10y /-1 0 -2

T5\10 5)\2 -1 4

_1/=-1 =10 -2

“5\0 -5 0
Yhtidloryhmin ratkaisu on nyt:

2
- 1/=-1 —10 =2 4
t=MpH=_ —
X_Mb_S(O -5 0) 43 (3)

Pseudoinverssin avulla saatu ratkaisu on niinsanottu PNS-ratkaisu (Pienimmin Neliosum-
man Ratkaisu), joka ei aina ole tdsmillinen ratkaisu. Ratkaisu pitdé siksi tarkistaa

-1 2\ 4, 2\
Mi=|o0 -1 <3): —3| =% OK
2 4

Vastaus: x =4, y = 3.

4. Miten edellisen tehtdvan yhtdloryhmin ratkaisu muuttuu, jos kolmannen yhtidlon oikea
puoli kasvaa yhdelld (arvosta 4 arvoon 5)?

Ratkaisu: Uudessa yhtdloryhmissd ensimméinen ja kolmas yhtélo ovat ristiriidassa keske-
niin - ne eivit voi olla yhti aikaa tosia.

—x + 2y = 2
—2x + 4y = 5



Yhtidloryhmé muuttui niin, ettd uudella yhtdloryhmélld ei ole enéd ratkaisua.

Edellisessd tehtidvassd laskettu PNS-ratkaisu muuttuu siten, ettd uuden yhtdloryhmén PNS-
ratkaisu on

5
o
M3,5i = buysi

— _ ';—_’
< Xyusi = M buusi

2 0
=M [ |-3]+]0
4 1

() (59)-(3)

Vastaus: Yhtidloryhmélli ei ole endd ratkaisua.

5. Sovita malli
cotcrutcrve =% =y

dataan
k| u Vi Vi
1111 21135
2120 18132
3115 2028
4118 15|34
5112 11|36

Ohje: Méiritd paras mahdollinen ratkaisu (PNS-ratkaisu) yhtdloryhmaille

co-l + ¢c1-1.1 + ¢-21 = 3.5
co-l + ¢1:20 + ¢-1.8 = 3.2
co-1 + ¢c1-1.5 + ¢-20 = 2.8
co-l + ¢1-1.8 + ¢-1.5 = 34
co-1l + ¢1-1.2 4+ ¢-1.1 = 3.6
1 1.1 2.1 3.5
1 20 1.8 Co 3.2
<11 1.5 20 c1] =128
1 1.8 1.5 c) 34
1 1.2 1.1 3.6

Ratkaisu:
Merkitdin seuraavassa kerroinmatriisia W:114.
Laskemme W :n pseudoinverssin Excelin avulla



1 1.1 2.1
1 1 1 1 1 1 20 1.8 5.00 7.60 8.50
wiw=1|[1120 15 18 12]]1 15 20| “ 760 12.14 12.93
21 1.8 20 15 1.1/ |1 18 1.5 8.50 12.93 15.11

1 1.2 1.1

18.37697819475225 —2.54188360224752 —2.53724418784472
(WTW) 1 [ —2.54188360224752  1.70111861436156  —0.02577452446003
—2.53724418784472  —0.02577452446003  1.51554203824939

wi=wTw) 'wT

0.252693438 —1.273828548 —0.510335584 —0.004278571 2.535749265
excel [ 0724779628  0.813959482 —0.041754730 0.481468117 —0.528893242
0.617042116  0.139182432  0.455178102 —0.310325274 —0.901077375

[ 4.49339
=W | ~0.31600
—0.41945

Vastaus: Malli: §; =4.493 —0.316-u; —0.419 v,

4

9t
3.5

2.5

Kommentti: Malli ei oikein tunnu istuvan dataan!




Kaavoja:

%ax”:wax”_l, /bxma’xszme“, kun m # —1
Interpolointi:
7 = fln) + DI () )+ E25 (1)~ )

Korkolasku:

yksinkertainen korkolasku:

koronkorkolasku:
jatkuva korkolasku:

n
3+

Nykyarvo:

K; = (1+it)Ko = (1+ 1f5¢)Ko, kun0<r<1

K; = (1+i)'Ko, kunt=1,2,3,...

K = (l—f—i)fKO:ePlK(), kunz > 1 ja (1_|_i) — P
_ (al +an> u k=1 611(1 _qn)

)—I’l ) ) ;alq = I—¢

Jaksotetulle vakiotulovirralle (H on perusinvestointi, JA on jadnndsarvo ja k on tulovirta):

JA

NNA = —-H ikt ——m.
+au;- K+ (l—l—i)”

Matriisikaavoja (n x n) neliomatriisille A, jonka alkiot ovat g; ;.

det(A)

adj(A)

Cramerin kaavat: x;
jos Det(ATA) # 0,niin AT

Indeksikaavoja

Laspeyres
Paaschen
Fisher

Rajatuotto ja Kysynniin hi

n n

_ i+k _ k+j

= Z(—l)’ Ay = Z( 1) ag jmy;,
k=1 k=1
missd m;; on alkioon g;; liittyvd minori.

+myr —myr +m3g

—myy +myp —m3zp - 1 :
- +mi3z —mp3 +m33z - |7 A= det(A)adJ(A)
= Dj/D
— (ATA)—IAT
Y Priiduii L _ XidniPui
Pk, = “L.100, Q== 100
ot Zl Pro;i4ty;i ot Zi qty:i Prosi
Y Priqri P Y.iqr:iPri
pP = ZPEHEE 100, of = =B 100
fost Y Pr:idrii fot Y G1:iDrii
Pzé:;t =\ Ptﬁ;z 'Plf));t, Qto it =\ Qtot Qtot
nta jousto
1
MR=p-(1+

kysynnin hintajousto



