OPISTO
kevit 2019 / orms.1030

Talousmatematiikan perusteet
5. harjoitus, viikko 6

1. Laske integraalit

a) /(6x2+4x+3)dx, b) /(x+ 1)(x—1)dx, c) /x(xz— 1)%dx

Ratkaisu:
a) termi kerrallaan kaavalla [ ax"dx = ﬁx’“’l +C.

6 4
/(6x2—|—4x+3)dx: §x3—|—§x2+3x+C

=28 +2x% +3x+C
b)

/(x+ (x—1)dx= /(xz— 1)dx = %x3 —x+C

¢) Tehdiin laskun aikana muuttujan vaihto x — ¢ = x> — 1, jolloin d = 2xdx, ja

/x(x2 —1)%dx = l/(x2 —1)%2xdx

2

1 2 1 5
=— | tdt =-t+C

2/ 6 +

1

= 6(x2—1)3+C

2. Laske integraalit

1 100
s, o 4xe 1% dx
x—1 0

4 4
a) / (2x+4)dx, b) perustele: J = /
1 3
Ratkaisu:
a)
4 4
/ (2x+4)a’x:/ (x? 4 4x)
1 1
= (42 4+4-4)—(1244-1)= (16 +16) — (1 +4) =27

b) Integroitava on isompi kuin 1 koko integroimisvililld. siksi

4 4
Jz/ ldx:/x:4—3:1.
3 3



Lasketaan myds arvo:

J= /x“dx_/ G-D+2,

x—1 x—1

:/3 (1+xil>dx

= /i 2in(— 1)) = (4+2In(3) ~ (3+2In(2)

100 100

2
dxe 19 dx = 262/ e/ g <x_2>
0 o
10000/ 62
= 262/ e l.dt
0

10000/ 6>
= 262/ —e !
0

— 252 (_671002/62 B (_1)> o2 (1 _671002/62>

0

3. Olkoon x satunnaismuuttuja, joka saa arvoja vililtd 0 < x < 2. Satunnaismuuttujan x
jakauma noudattaa todennikdisyystiheyttd f(x) = ax.

a) Milli a:n arvolla
2
| rdx=
0

Laske x:n odotusarvo

Ratkaisu:
a) a:lla pitéd olla sellainen arvo, ettd

2 2
/axdle & /fx2:1
0 02
<:>(g~22)—(0):1
Sa=1/2

b) Odotusarvo on



4. Verrataan kahta projektia. Projektin A perusinvestointi on 2 000€ ja se tuottaa kahden
vuoden ajan 100€/kk. Projektin B perusinvestointi on 15 500€ja se tuottaa kymmenen vuo-
den ajan 200€/kk. Ovatko projektit kannattavia, kun laskentakorko on 8% (todellinen vuo-
sikorko)?

Ratkaisu: Siirrytaan kuukausijaksotukseen. Sitd varten laskemme kuukausikorkotekijin.
I 4ifpg =108 = 14i=1.08"12

Lasketaan kummankin projektin nettonykyarvo. Jos nettonykyarvot ovat positiivisia kiyte-
tylld laskentakorolla, niin projektit ovat kannattavia.

24 100€
NPV, = —2000€ + =
Ly
24
100€
= —2000€ + Z To0Ri/2
1 1—(1.08"1/12)24
= —2000€ + 00€ (10877 ~)
1.081/12 1—1.08"1/12
= —2000€ +2217.29€ = 217.29€ (> 0, kannattava)
120
200
NPVp = —15500€ + Z 1+€)
120
200€
= —15500€ + Z . T08i2
200€ [ 1—(1.0871/12)120
= —15500€+ ———- ( — )
1.081/ 1—1.08-1/12
= 15500€ + 16686.48€ = 1186.48€ (> 0, kannattava)

Vastaus: Nettonykyarvon perusteella kumpikin projekti on kannattava kiytetylld laskenta-
korolla.

(Huomautus: Projektien keskiniistd paremmuutta mietittdessd on oltava varovainen. Siitd,
ettd NPVp > NPV, ei seuraa, ettd B olisi projektina parenmpi. Itse asiassa A tuottaa pe-
rusinvestointiin suhteutettuna enemmaén ja nopeammin kuin B. Vaikka kassavirrat ovat tér-
ked asia, projektien kidynnistimisessd on muitakin tirkeitd asioita. Joskus kannattaa aloittaa
huonompikin projekti, jos silld varmistetaan yrityksen markkina-asema.)

5. Laske edellisen tehtdvin projekteille nettonykyarvot ja suhteelliset nettonykyarvot. Kum-
pi projekteista on kannattavampi?

Ratkaisu:
Nettonykyarvot laskettiin edelld ja tulosten perusteella nédyttdd siltd kuin B olisi parempi
kuin A

NPV =1186.48€ > NPVy =217.29€



Lasketaan seuraavaksi suhteelliset nykyarvot (SNA = tulovirran NA / menovirran NA). Tar-
vittavat nykyarvot laskettiin jo edellisessd laskussa. Siis

tulovirran NA B 2217.29€
menovirran NA ~ 2000€

SNAy = =1.109

tulovirran NA B 16686.48€

SNAg = —
B~ menovirran NA  15500€

=1.077

Vastaus: A-projekti on kannattavampi. Vaikka Nykyarvo ndyttiisi todistavan vastakkaista.
A- ja B-projekti ovat eri kokoisia, jolloin niité ei saa vertailla nykyarvolla, joka suosii isoa.
Suhteellinen nykyarvo on nyt parempi mittari, vaikka sillikin on omat puutteensa.

Huomautus: Jos A-projekti voidaan toteuttaa viisi kertaa perdkkéin, niin silloin on mahdol-
lista saada aikaan tulovirta, jonka nykyarvo on

120 100 100€ (1 — (1.0871/12)24

)} 1.087/12 ~ 1.08/12 \ 1-1.08-1/12

) =8343.24€
j=1

Jos nyt vertaamme kahta kymmenen vuoden projektia “ketjutettu A” ja B, niin

projekti | sidottu pddoma | tuotto (NA)
ketjutettu A 2000€ | 8343.24€
B 15500€ | 16686.48€

A antaa selvisti paremman tuoton sidotulle padomalle.

6. a) Laske padoman tuottoasteet (ROI) edellisten tehtdvien projekteille A ja B.
b) arvioi projektien A ja B sisdisid korkokantoja. Jos kiytdssdsi on Excel-ohjelma, niin laske
sisdiset korkokannat IRR-funktiolla.

Ratkaisu:
Pddoman tuottoaste on tilinpdédtdsanalyyseissd kdytetty tunnusluku, joka ei sellaisenaan aina
sovi projektien arviointiin.

netto-vuositulos
keskimiirin sidottu padoma

eli tdssd tapauksessa

12-100€
RO\ = = =12
Olia=3000e2 = 120%
12-200€
ROL g = ———""—_ —31.3%
8= 15500€/2 ’

Luvut tuntuvat kovin isoilta. Kohtuullisempia tuloksia saadaan, kun lasketaan ROIj;

netto-vuositulos
ROl = . -100%,
alussa sidottu pddoma




eli tdssd tapauksessa

12-100€

ROl =000 = 0%
12-200€

ROIns = 5500€ = 1°°%

Lasketaan vield kolmas ROI-muunnelma, jossa nettotuloksesta vdahennetddn pddoman pa-
lautukset

ROI — (nettovuositulos) - (pddoman palautukset)

-100%
keskimiirin sidottu piioma ”

eli tdssd tapauksessa
12- (100 —2000/24)€

ROIL; , = =20.
Ol 2000€/2 0.0%
. 12-(200—15500/120)€
ROI; z = =11.
Ol 15500€/2 0%

b) Koska Nettonykyarvot 8%:n laskentakorolla olivat positiivisia, on kummankin projektin
sisdinen korkokanta enemmaén kuin 8%. ROI liioittelee aina projektin sisdistd korkokantaa,
siksi projektien sisdiset korkokannat ovat pienempii, kuin edelld lasketut ROI; ja ROI;;.
Excel antaa sisiisiksi korkokannoiksi (ks Excel taulu alla)

irrg = 19.75%, irrg = 9.85%.

A B C D E F G
1
2 A B A
3 0 -2000f -15500 IRR_kk = 1,51 %|'=IRR(C3:C27)
4 1 100 200 IRR_vuosi = 19,75 %|'=(1+F3)"12-1
5 2 100 200
6 3 100 200 B
7 4 100 200 IRR_kk = 0,79 %|'=IRR(D3:D123; 0,01)
8 5 100 200 IRR_vuosi = 9,85 %|'=(1+F7)"12-1
9 6 100 200
10 7 100 200
11 8 100 200
12 Q 1NN 20nn

Huomaa, etti excel tauluun on talletettu kuukausi-dataa. Siksi IRR-funktio antaa kuukausi-
jakson sisdisen koron. Tdma tulee ensin muuttaa vuosijakson sisdiseksi koroksi.

Vastaus: a) ROIj; o = 60%, ROl p = 15.5% b) Excelilléd irry = 19.8% ja irrpg = 9.9%.

7. Vertailtavana on kaksi projektia C ja D. Projektin C perusinvestointi on 32 000€ ja se
tuottaa kolmen vuoden ajan 1050€/kk. Jddnnosarvo on JA = 5S000€. Projektin D arvioitu
nettokassavirta on seuraavan taulukon mukainen (JA = 2000€). a) Laske projektien Net-
toNykyarvot. (Laskentakorko 8% p.a.(tod.vk.)) b) Selvitd projektien sisdiset korkokannat.
Kumpi projekti on kannattavampi?




n ky, huom.
0 | -12000 | perusinvestointi
1| -4000
2| -1500
3 +500
4-20 | +1000

21 +3000 sisaltdda JA:n

Ratkaisu:
a) Lasketaan projektien nettonykyarvot

36
1050€  5000€
NNAc = —32000€ .
¢ +j;1(1+i)J+(1+i)36

_ —1/12336
3200064 1050€ [ 1—(1.08 ) 5000€
1.081/12 1—1.08"1/12 1.0836/12
= —32000€ + 33645.50€ +3969.16€

=5614.66€

—4000€ —1500€ 500€ 2 1000€ 3000€
— + ottt L g T
(141i) (141) (140 = A+ (1+0)
_4000€+ —1500€+ 500€ N 1000€ [ 1—(1.08~1/12)17 3000€
1.081/12 ° 1.082/12 ~ 1.083/12 © 1.084/12 1—1.08"1/12 1.0821/12

= —12000€ —3974.43€ — 1480.88€ +-490.47€ - 15748.51€ +2621.98€
= 1405.65€

NNAp = —12000€ +

= —12000€ +

b) Excelin antamat sisdiset korkokannat ovat
irrc =19.5%, irrp = 16.4%.
(Excel taulukko alla.)

Vastaus: a) Projektien nettonykyarvot ovat NPVe = 5614.66€ ja NPVp = 1405.65€
b) Projektien sisdiset korkokannat ovat irrc = 19.5% ja irrp = 16.4%. Tilld kertaa isompi
on parempi, eli projekti C on parempi kuin projekti D.



A B C D F G H
1
2
3 [i tod3 0.08 C
4 | i kks] 000643403 IRR_kk = 1,49 % '=IRR(CB:C44)
5 C D IRR_vuosi= | 19,499 =(1+G4)*12-1
6 NPV =| 5614,66€ | 1405,65€
7 D
8 0 -32000 120000 |IRR kk = 1.27 % '=IRR(D8:D29)
9 1 1050 40000 [IRR wuosi= [ 16419 '=(1+G8)y'12-1
10 2 1050 -1500)
1 3 1050 500
12 4 1050 1000
13 5 1050 1000
14 f 1050 1000
15 7 1050 1000
16 3 1050 1000
17 9 1050 1000
18 10 1050 1000
19 1] 1050 1000
20 12 1050 1000
21 13 1050 1000
22 14 1050 1000
23 15 1050 1000
24 16 1050 1000
25 17 1050 1000
26 18 1050 1000
77 19 1050 1000
28 20 1050 1000
29 21 1050 3000
30 22 1050
31 23 1050
32 24 1050
33 25 1050
3 26 1050
35 27 1050
36 28 1050
37 29 1050
38 30 1050
39 31 1050
40 32 1050
a1 33 1050
a7 34 1050
43 35 1050
a4 36 6050

8. Selvitd takaisinmaksuaika edellisen tehtdvin projekteille C ja D (Laskentakorko 8%

p.a.(tod.vk.))

(Huomaa, etti alla olevaa takaisinmaksuajan kaavaa on helppo soveltaa projektiin C, mutta
projektin D kohdalla tulee kaavaan suhtautua kriittisesti. D-projektin takaisinmaksuajan saa




parhainten Excelilld.)

Ratkaisu: Lasketaan ensin projektin C takaisinmaksuaika. Projektin C rahoitustarve on

JA 5000€
B=H— —— =32000€ — ————— =28030.84€
(1) 1,0836/12
Sijoitetaan tdmai takaisinmaksuajan kaavaan
in(k/(k—i8)) _ 10 T )
o n z _ 1050€—(1,081/12-1)28030.84€ —294  (kk)
In(1+1) In(1.081/12)

Projektin D kassavirta ei ole vakio, joten kaavan soveltaminen ei ole helppoa. Koko pro-
jektin nettonykyarvo laskettiin edelld, ja se on positiivinen, joten projekti maksaa itsensd
takaisin. Silloin takaisinmaksuaika on enintidin 21Kkk.

D-projektin takaisinmaksuaika on siin lyhyempi kuin projektilla C.

Alla olevaan Excel tauluun on rakennettu D-projektin kassavirta. Perusinvestoinnin paikalla
on rahoitustarve

B =12000€ — %ﬁi =10252.01€
Sarakkeeseen E on merkitty k ensimmaisen jakson perusteella laskettu nykyarvo
NA(m)= B+ Y
= (i)

Kun tdmi lauseke muuttuu negatiivisesta positiiviseksi, voimme sanoa, ettd projekti on mak-
sanut itsensd takaisin. Tdma tapahtuu 20.4 kuukauden kuluttua.

Vastaus: Projektien takaisinmaksuajat ovat nj. = 29.4kk ja nj, = 20.4kk.

Huomautus: Vaikka projektin D takaisinmaksuaika on pienempi kuin projektin C takaisin-
maksuaika, tistd ei pidd vetdd liian pikaista johtopédétosti. Kannattaa miettid seuraavia asioi-
ta:

e Miten kauan projekti jatkuu vield sen jédlkeen kun se on maksanut itsensé takaisin?
e Miten hyvin jinndsarvo osataan ennakoida?

e Miten herkkd projektin kannattavuus on jannosarvon suhteen?

Kaavoja:

yksinkertainen korkolasku: K; = (1+it)Ky= (1+ 1?ﬁt}Ko, kan0 <t <1

koronkorkolasku: K; = (1+i)'Kp, kunt=1,2,3,...
jatkuva korkolasku: K; = (1+i)'Ky=eP' Ky, kunt > 1ja (1+i)=e

Jaksolliset suoritukset prolongointitekiji, diskonttaustekiji, kuoletuskerroin



(14+i)"—1 (140" —1 i(1+)"

Sni = fa ani = W7 Cn,i = m
Paidoman tuottoaste
k k (kkk—H/n)-12
ROI;; = — - 100% ROI; = —— - 100% ROI = -100%
11 H o, 1 H/2 o, I H/2 0

Takaisinmaksuaika
. In(k/(k—iB))

" (1 +1)



