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Talousmatematiikan perusteet
9. harjoitus, viikko 8

1. Médrita adjungaatti matriisille

1 -2 5
A=12 1 1
1 0 1
Ratkaisu: Lasketaan minorit
1 1 g _ 2 1 1 _ 21 _
m11—0 1—, m12—1 1—, m13_1 0_
-2 5 1 5 1 -2
mi = 1‘2—2, mn = | 12—4, my3 = |, 0‘22
-2 5 1 5 1 -2
m3; = 1 1‘__7a m3p = 21 __99 m33 — 2 1 '_5
(my1)  —(mar)  (mar) (1) —=(=2) (=7)
Adj(A) = | —(mp2) (mn) —(mzn)|=|-01) (-4 —(-9)
(m13)  —(ma3) (m33) (=1) =2 (5
1 2 =7
— (-1 -4 o9
1 2 5

2. Madritd kddnteismatriisi edellisessd tehtdvdn matriisille.
(Ohje: Koska edellisessi tehtidvissd laskimme matriisin Adjungaatin, saamme nyt kééntei-

matriisin helpoimmin kaavalla A~! = D e}[ @ -Adj(A).) Ratkaisu: Lasketaan ensin matrii-

sin determinantti

125
Det(d)=2 1 1
101

11 21 |21

=ty 2)"1 1‘ 5"1 o‘



Edellisestd tehtidvistda saamme adjungaatin. Siis

: : 1 2 -7
-1 .
= AdjA)=— | -1 -4 9
Det(A) —2\_1 5 5
-05 -1 35
=1 05 2 —45
05 1 =25
Tarkistus
1 -2 5\ /-05 —1 35 100
AA ' =2 1 1 05 2 —-45|=101 0] OK
1 0 1 05 1 =25 00 1
Vastaus:
-05 -1 35
A'=(05 2 -45
05 1 -25

3. Méiritd adjungaatin avulla kid4inteismatriisi matriisille N.

0 01
N = 1 10
31 1
Ratkaisu:
Determinantti:
0 01 11
Det(N)=1{1 1 0 :—FO—O—H-‘3 1‘:—2
311
Minorit:
10 10 1 1
m11:1 1:17 m12:3 1:17 m13_3 1:_27
0 1 01 00
0 1 0 1 00
m31 = || 02—1, mz = | 02—1, my3 = | 120-
Kidnteismatriisi:
o L) (D (-
= AdjN)=— | —(1) (=3) —(=1)
det(N) 2\ -0 (©
-0.5 -05 0.5

=105 15 -05
1 0 0



4. Ratkaise Cramerin kaavoilla yhtidloryhma

2x + 3y — 5z =
S5x + 2y + 4z = O
-3x + y 4+ z = 10

=)

Ratkaisu: Laskemme ensin kerroinkaavion determinantin ja Cramerin kaavoissa tarvittavat
apudeterminantit.

2 3 -5
D=|5 2 4 —+2~‘2 4‘—3-'5 4'+(—5)~'5 2‘
11 31 31
31 1
2.2 4)3-(5— (~12)) 5 (5~ (6)
— _4-5]1-55=—110
0 3 -5
2 4 0 4 0 2
Di=|0 2 4 —+0-‘ ‘—3-‘ ’+(—5)-‘ ‘
011 11 10 1 10 1
—0-(2—4)—3-(0—40) —5-(0—20)
— 04120+ 100 = 220
2 0 -5
0 4 5 4 5 0
m|3 8 o8 -0l fen ]S 8
210 1 10 1 31 ~3 10
—=2.(0—40)—0-(5—(—12))—5-(50—0)
— _80—0—250 = —330
2 3 0
20 5 0 5 2
pi=|5 2 0 :+2-‘ ‘_3.‘ ‘+0-' ‘
i1 10 1 10 ~3 10 31
=2.(20—0)—3-(50—0) —0-(5— (—6))
— 40— 14040 =—110
D 220 e Ny e
Do " T1o. 2 YTDp  Zio” T Tpb T i
Tarkistus:
2.(-2) + 33 — 5.1 = 0 OK
5(=2) + 23 + 4.1 = 0 OK
3.(=2) + 3 4+ 1 = 10 OK



Vastaus: x = -2, y=3jaz=1.

5. Samuelsonin kerroin-kiihdytin -malli kuvaa kansantalouden syklistd dynamiikkaa. Jos

malli on stabiili, se johtaa ilman hiiriditd tasapainotilaan, jota kuvaa alla oleva yhtdloryhma.
Ratkaise x yhtdloryhmaistd Cramerin kaavalla.

y = x-+z2
x = (1=s)(1-1t)y ,
z = Iy+ty

missi

x = kulutus tasapainotilassa ,

y = kansantulo tasapainotilassa ,

Z = investoinnit tasapainotilassa ,
Iy = pakolliset investoinnit (oletetaan vakioksi),

s = sddstdmisaste (0 < s < 1, oletetaan vakioksi),

t = veroaste (0 <t < 1, oletetaan vakioksi)

Ratkaisu: Muutetaan ensin yhtdloryhmé tavanomaiseen muotoon, jossa muuttujat x,y,z
ovat vasemmalla ja kaikki termit, joissa ei ole nditd muuttujia ovat oikealla.

y = x+z2 —x + y —z =20
x = (I—=s)(1—1t)y & x — (I—=s)(1—1)y =0
zZ = Io—|—ty —ty N IO
-1 1 —1
D=1 —(1-s)(1—1) 0
0 —t 1
1 -1 -1 -1 -1 1
=0 _i—9i=n o ‘_(_‘)" 10 ’“') I —(1—s)(1-1)
=041+ ((1—s)(1—1)—1)
=t+1—t—s+st—1
=—s(1—1)
0 1 —1
D=0 —(1-s)(1—1) 0
Iy —t 1
—0-0+1- ! -1
- 0" —(1=s)(1—=1) ©

— (1 —s)(1—1)
Siis
Dy o —Io(l—s)(l—t) I()(l—s)

=D~ —s(1—1t) T s




Kaavoja:

d b
aax”:n-ax”_], /bxmdx:m—meH, kun m # —1
Interpolointi:
JOx) = flx) X—x
1)~ pla)+ LI () S () - )
X2 —X1 X2 —X1
Varastomallit:
) 2KD
perusmalli g = e
, h+s s KD M?h (q—M)>s
t 11 = 5 M = s TC = —_—
puutemallt g1 =4qo\/ — 1=\ 1(q) p + 2 + 24
Korkolasku:
yksinkertainen korkolasku:  K; = (14 it)Ko = (1+ 155¢)Ko, kun 0 <r <1
koronkorkolasku: K; = (14i)'Ky, kunr=1,2,3,...
jatkuva korkolasku: K, = (141i)'Ky = eP' K, kunts > 1ja (1+4i) =eP
Jaksolliset suoritukset
prolongointitekija diskonttaustekiji kuoletuskerroin
(I14+0i)"—1 (I+i)"—1 i(1416)"
Spi = > ni= 7~ > Cni= 77 w7 -
i i(1410)" (I+i)"—1
Tasaerilaina ja osamaksukauppa
annuiteetti: k = ¢, ;Ko  osamaksuerd: k =c,;(H —h+m)
- (a1 +an) N ai(l—4")
a+(k—1)d)=n-———, aqg =0
; 2 kzl I—q
Nykyarvo:
Jaksotetulle vakiotulovirralle (H on perusinvestointi, JA on jadnndsarvo ja k on tulovirta):
JA
NNA=—-H+a,; k+-——
(1)
Matriisikaavoja (n x n) neliomatriisille A, jonka alkiot ovat g; ;.
n n
det(A) = Y (=D aymy =Y (=) amy;,
k=1 k=1
missé m;; on alkioon a;; liittyvad minori.
+myp —my +m3)
, —miy +myp —mz - 1 1 ,
ad_] (A) - —|—m13 —mo3 _|_m33 oo ) A - det(A) ad.] (A>

Cramerin kaavat: x; = D;/D



Indeksikaavoja

Laspeyres

Paaschen

Fisher
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