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2 Kertausta lisayksin
2.1 Joukko-oppia ja logiikkaa

Joukko muodostuu alkioista. Joukkoa merkitaan isolla kirjaimella ja joukon alkiota
pienelld kirjaimella. Jos a on joukon A alkio, merkitsemme a € A. Vastaavasti, jos
a ei ole joukon A alkio, niin merkitsemme a ¢ A. Luontevin tapa mééritella joukko,
on luetella sen alkiot. Tamaé tehdaan ns. joukkosulkeiden avulla. Voimme esimerkiksi

maaritella joukot.

F = {ab,c}
G = {1,2,...,100}

Joskus alkioiden luetteleminen on tyolasta tai mahdotonta. Silloin joukkosulkeilla
ilmaistaan perusjoukko, jonka alkiosta on kyse ja ehto, jonka maariteltavan joukon

alkiot toteuttavat. Voimme esimerkiksi maaritella joukot.

= {zeR| -1<z<1}

= {zeQ| -1<x<1}
{Turku}

= {k | k on Suomen kaupunki}

H T Q © =
I

= {z € D | z on entinen padkaupunki}

Seuraavia merkintatapoja kaytetaan jatkossa melko harvoin. Silti niita tarvittaessa
kaytetaan ja varsinkin kirjallisuudessa merkinnat voivat tulla esiin. Kun myohemmin
puhumme epayhtaloiden ratkaisujoukoista ja niiden leikkauksista, kannattaa uudelleen

lukea seuraavat maaritelmat.

Jos perusjoukko on asiayhteydesta selva, sité ei merkita. Joukot A ja B ovat samat eli

identtiset, jos niissd on tasmaélleen samat alkiot. Merkitaan talloin A = B. Painvastaisessa
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tapauksessa on olemassa alkio, joka kuuluu toiseen joukkoon mutta ei toiseen ja merk-
itsemme A # B.

Joukkoa A sanotaan joukon B osajoukoksi, jos jokainen A:n alkio on my6s B:n alkio.
Merkitsemme silloin A C B. Jos A on B:n osajoukko, mutta joukot eivat ole ident-
tiset, sanomme, ettd A on B:n aito osajoukko. Merkitsemme silloin A C B. Edella

maaritellyille joukoille voimme siis merkita, etta
A#+#B, BCA FEcCD, C=F

Tyhja joukko, ) = { }, on joukko, jossa ei ole yhtdén alkiota. Jokainen joukko siséltaa

tyhjan joukon osajoukkonaan.

Koulukurssista tuttuja joukkoja (lukualueita) ovat

= {1,2,3,...} = luonnollisten lukujen joukko,
= {...,-2,-1,0,1,2,3,...} = kokonaislukujen joukko,

{T]n # 0,m,n € Z} = rationaalilukujen joukko,
n

B o N Z
I

= reaalilukujen joukko.

Seuraavaksi maarittelemme eraita joukkooperaatioita joukkosulkeiden avulla. Maaritelman

ohessa on ns. Venn-diagrammi, joka havainnollistaa operaatiota. Viivoitettu alue
vastaa maariteltavaa joukkoa. Venn-diagrammit ovat erittain hyodyllisia, kun to-
dennakoisyyslaskennassa jaetaan kaikki alkeistapaukset suotuisiin ja ei-suotuisiin. Pe-

rusjoukkoa merkitaan seuraavassa FE:lla.
Yhdiste: Joukkojen A ja B yhdiste (union), AU B on joukko, joka voidaan kuvailla
seuraavilla tavoilla:
e Yhdisteen alkioita ovat kaikki A:n alkiot ja kaikki B:n alkiot.
e Alkio z € E on yhdisteen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio tai z on B:n alkio.
e AUB={z€eE|xe€Ataixc B}

Edellinen luonnehdinta on arkikielelle tyypillinen, ja toinen taas arkikielelle vieras.

Edellinen lause kuvailee joukkoa, kun taas toinen lause kuvaa joukon alkiota.



/ AUB

A B 7

Figure 2.1: Yhdiste AU B

Figure 2.2: Leikkaus AN B

Leikkaus: Joukkojen A ja B leikkaus (intersection), A N B on joukko, joka voidaan

kuvailla seuraavilla tavoilla:
e Leikkaukseen kuuluvat A:n ja B:n yhteiset alkiot.
e Alkio x € F on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio ja z on B:n alkio.
e ANB={re€FE|xe€Ajaxe B}
Komplementti: Joukon A komplementti , A on joukko, joka voidaan kuvailla seu-
raavilla tavoilla:

e A:n komplementtiin kuuluvat kaikki ne perusjoukon alkiot, jotka eivat ole A:n

alkioita..
e Alkio z € E on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x ¢ A.

e A={reE|x¢A}



orms1030c¢2s2.tex 18 2.2. / January 11, 2007

A

Figure 2.3: Leikkaus AN B

A\B

B o

Figure 2.4: Erotus A\ B

Erotus: Joukkojen A ja B erotus , A\ B on joukko, joka voidaan kuvailla seuraavilla

tavoilla:
e Erotuksen alkiot saadaan, kun A:n alkioista poistetaan A:n ja B:n yhteiset alkiot.

e Alkio x € F on leikkauksen alkio, jos ja vain jos x on A:n alkio ja z ei ole B:n

alkio.
e AN\B={rxeE|xecAjax ¢ B}

° A\B:AHE

2.2 Merkintoja ja kaavoja

Sovimme seuraavaksi joistakin merkintatavoista, ja kertaamme joukon aikaisemmasta

tuttuja kaavoja.
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2.2.1 Muuttujat, yhtalot ja lausekkeet

Kurssin aikana tulemme kayttamaan paljon kirjainlaskentaa. Ratkaisemme yhtaloita
ja epayhtaloita, joissa esiintyy kirjainmuuttujia. Totuttele muokkaamaan yhtaloita
kirjainmuodossa ennen kuin sijoitat numeroarvot yhtaloon. Vaikka tama saattaa
tuntua vaikealta, se kuitenkin on hyva tapa oppia kasittelemaan kirjainyhtaloita.
Koulukurssissa muutuja on yleensa x, mutta nyt kirjain tulee vaihtumaan usein.

Laskemisen periaatteet eivat ole kiinni kaytetysta kirjaimesta.
On hyddyllista pyrkia noudattamaan seuraavaa eroa:

Lausekkeet. Kun lasketaan lausekkeen arvoa tai sievennetdan lauseketta, kirjoite-
taan lahtokohtana oleva lauseke rivin vasempaan reunaa ja sievennetty muoto '=’-
merkin jalkeen sen oikealle puolelle. Jos lausekkeen kasittely vaatii useamman valimuodon,
jatketaan rivia oikealle niin pitkalle, kuin rivia riittaa. Jos rivi ei riita, jatkamme seu-
raavalta rivilta ensimmaisen '="-merkin kohdalta. Lausekkeen kasittely etenee vasem-

malta oikealle.

Yhtalot. Yhtalot kirjoitetaan allekain. Yhtalon ratkaisu etenee ylhaalta alaspain.

Esimerkki 1 Lausekkeen (x + 1)? — (x — 2)? sieventaminen etenee seuraavasti:

(z+1)2—(r—22=@*+20+1)— (2> — 4o +4) =63 -3

tar seuraavasti
(+1)? = (-2 = (@*4+2z+1)— (2 -4z +4)

= 22+ 20+ 1—a?+4r—4
(2® —2?) + (20 +4x) + (1 — 4
= 6xr—3

e
I

Esimerkki 2 Yhtilon (v + 1)* = (x — 2)? ratkaiseminen etenee seuraavasti:

! (z+1)?* = (z-2)°

| 2242 +1 = 22 -4z +4
! S6r = 3 |:6
1 Sro o= %
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Seuraavat kaavat ovat koulukurssista tuttuja. Kertaa ne ja laske itse testitehtavéit. Jos

saat oikeat tulokset, niin voit sivuuttaa taméan kappaleen nopeasti. Jos saat vaaria vas-

tauksia laskiessasi itse, niin kertaa kyseiset asiat joko vanhojen koulukirjojesi avulla,

osallistumalla tukikurssin harjoituksiin tai etsi vastaavaa materiaalia verkosta.

Laskujarjestys. Merkityt laskutoimitukset suoritetaan jarjestyksessé: (1) sulkei-

den sisilld oleva lauseke, (2) kerto- ja jakolaskut vasemmalta oikealle, (3) yhteen- ja

vahennyslasku vasemmalta oikealle.

Esimerkki 3

5:2+4-3-3 =

3-2.(-2)—(-2)-(4—2 + 3-10/15)

= 3-2.(=2)—(-2)-(4—-2+2)
= 3-2.(=2)—(-2)-4

= 3—(—4) —(=8)

= 3+4+8

~ 15

Taitava laskija oppii tekemdaan useamman laskun kerralla.

3-2.(=2) —(-2)-(4—2 +

3-10/15)

34442-(4-2+2)

(4 —2+30/15)

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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= 3+4+2-4
= 3+4+8
= 15

Monen asian tekeminen kerralla vahentaa valimuotojen maaraa ja siten nopeuttaa
laskemista. Toisaalta liian monen asian tekeminen kerralla usein tekee merkinnoista
vaikeammin luettavia ja aiheuttaa virheita. FEri ihmisille sopii erilaiset laskutyylit.
Kun haet omaa tyyliasi, niin aseta tavoitteeksi, etta kaytat niin yksinkertaisia askelia
ja niin monta valimuotoa, ettd vastauksiin ei tule huolimattomuusvirheita. Jos voit
tehda useampia asioita kerralla ilman huolimattomuusvirheita, niin tiivista laskujasi.
Muista kuitenkin, etta valimuotoja tulisi olla niin paljon, ettd myos toiset ymmartavat

laskujesi valivaiheet.

Laskimen kaytto. Eri laskinten vélilld on suuria eroja. On téarkeaté, etta opettelet
oman laskimesi kayton. Laske seuraavien lausekkeiden arvot laskimella, vertaa saami-
asi vastauksia oikeisiin. Jos olet laskenut jonkin arvon vaarin, niin selvita laskuvirheesi

syy. Tarvittaessa 16ydéat lisimateriaalia verkosta. (http://www.oph.fi/etalukio/)

8—2-(-3)
(a)
(b)  (20—2-(5+10/3)+2/3)/5+2 =
© 0.0325 - 1.0325' _

1.032510 — 1
(@) 3=
() Inl1l.00123 =
1 1
f) =
®) 4 5

Vastauksia: (a) 2 (b) 2.8 (c¢) 0.118731 (d) 2.08008382 (e) 0.001229244 (f) 0.05

Murtoluvut. Jatkossa oletetaan, etta murtoluvuilla osataan laskea. Jos huomaat

epavarmuutta laskemisessasi, kertaa asia.
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Olkoon A mitattavissa olevan suureen arvo (luku, rahamééra, massa, pituus, tms.) ja

olkoot n ja m kokonaislukuja. Sovitaan seuraavat sanonta-tavat:

A
— = 7A:n n:nnas osa”
n
(Esim: % = kilogramman kymmenesosa = 100g, % = tunnin neljésosa = 15min.)
m ..
— A = 7m n:nnas osaa A:sta”
n

(Esim: % - 1lkg = kolme kymmenesosaa kilogrammasta = 300g, % - 1h = kolme

neljiasosaa tunnista = 45min.)

A
—— = 7sadasosa A:sta = prosentti A:sta”
100
% - A = 7p sadasosaa A:sta = p prosenttia A:sta’

1 . "
— = "yksi n:nnas osa”
n

(Esim: - = yksi kymmenesosa = 0.1, 3 = yksi neljasosa = 0.25.)

m 2 = 7
— = 7m nmnas osaa
n

(Esim: & = kolme kymmenesosaa = 0.3, 2 = kolme neljisosaa = 0.75.)

Olkoon seuraavassa n # 0. Tarkeimméat murtolukukaavat ovat :

m +m ..
P 4+ — = b saman nimiset murtoluvut lasketaan yhteen
n o n n
m m
prme_m yvhteinen tekija voidaan supistaa pois
p-n n
m - -m  np+m
p,m _ np gm_mnptmg
q n n-q q-n ng
p m _ p-m
g n n

kokonaisluku voidaan tulkita murtoluvuksi

3
I
IS o
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m p m p-m
p.— == —_—— = -
n 1 n n

m p m q
n'q n p
m m 1 m
n n p n-p

Seuraavassa on joukko testitehtavia.

(A) Laske ne ilman laskinta ja vertaa saamiasi tuloksia vastauksiin. Lopputulos
yleensa supistetaan niin yksinkertaiseksi kuin mahdollista. Jos tama tuloksen siistimi-
nen jaa tekematta, niin tama ei ole vakava virhe, koska numeroarvo desimaalilukuna
on oikein. Kun vertaat vastuksiasi oikeisiin, tarkista myo6s laskimella desimaaliarvo.

(B) Lopuksi testaa lausekkeiden laskeminen laskimella niin, ettd lasket lausekkeiden

arvot suoraan laskimella.

Jos testitehtavissa tulee virheita, niin selvita virheiden syy. Suhtaudu nyt virheisiisi

vakavasti, koska ne ennakoivat vaikeuksia myohemmin.

Testitehtavia:
) 1+1
a — —_ =
4 5
3 4
b °2_Z =
) 4 5
T
C . =
T
3+1 7
d _— =
) 7 3+9
g 8L T
7 3+9
3 3
f - ——:6=
) 4 2
Vastauksia:

9 1 8 1
a) 20"~ 0.45 b) T —0.05 c) - = 1? ~ 1.1428571428571428571428571428571 . ..

48 1 1
d) 0" 0.97959183673469387755102040816327 e) 3™ 0.333333. .. f) 5™ 0.5
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Prosentti. Prosenttikasitteen ydin on jo edella esiintynyt kaava

7 : 7 p
T on rosenttia a:sta” & r=—a
pp 100

Tasta voi helposti johtaa lahes kaiken prosenttilaskennan. Jos olet koulussa oppinut
kasittelemaan prosenttiongelmia ”pilkkua siirtelemalld” ja kertomalla sopivalla desi-
maaliluvulla, niin tdma ei jatkossa riita. Lukion matematiikan kurssilla usein opete-
taan juuri sen verran, etta tietyt ylioppilastehtavissa mahdolliset tyyppitehtavat osa-
taan. Jos kuitenkin tutkittavaksi tulee ongelma, jossa perusarvo (edelld a eli se luku,

josta sadasosat otetaan) ei ole heti ndkyvilld, niin ndmé kikat eivit monestikaan riit.

Prosenteista on myohemmin oma kappaleensa ja silloin kannattaa esimerkit kayda
huolellisesti lapi. Yleissaanto on: 'Muodosta yhtalo, ratkaise tuntematon ja tulkitse

tulos.’

Potenssikaavat.

Sovitaan merkinta:

a-a-...-a =a"
————

n kpl

Maaritelman perusteella voidaan helposti osoittaa tosiksi seuraavat kaavat.

samankantaisten potenssien tulo ja osamaéara
a"-a™ = a"", kaikillea €R, n,m €N
5—:1 = a"", kaikillea#0, a € R, n>m, n,m €N
samaa astetta olevien potenssien tulo ja osamaéra

a"-b" = (ab)", kaikille a,b € R, n €N

Z_n _ (%)” kaikille b # 0, a,b € R, n € N
potenssin potenssi

Tekemalla sopimuksen ja merkintasopimuksen

a® = 1 kaikillaa #0,a € R (2.5)
1

a" = — kaikillaa #0,a € R (2.6)
an
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saamme poistettua suurimman osan edella olleiden kaavojen lisaehdoista. Kun muis-
taa, ettd 0° ja 0/0 eivit ole hyvin méériteltyja ja nollalla ei saa jakaa, niin kaavat

voidaan kirjoittaa muotoon:

sopimukset
a® = 1, kaikillaa #0
1
a”" = —, kaikillaa #0
an

samankantaisten potenssien tulo ja osamaara
an . am — an—i—m,
an
— = a"™", kaikille a # 0
am
samaa astetta olevien potenssien tulo ja osamaara

a-b" = (ab)",

n

Z—n - (%) . kaikille b # 0
potenssin potenssi
(an)m — an~m
Testitehtavia:
27
a) ? =
32 1
b 2 - =
) 22 4
(3%)?
o e
32+1 5
d P— =
) 5 2-2
Vastauksia:
1
a) 16 b) 2 c)9 d)1—0%01

Juurikaavat. Luvun a nelijuurella y/a tarkoitetaan yhtalon z? = a ei-negatiivista

juurta. Maaritelma edellyttaa, ettd a > 0. Tavalliset juurikaavat ovat:

tulon juuri Va-b = +a- \/5, kaikilla a,b > 0
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e e . a
OSsalnaaraln juuri \/% =

nelion juuri vVa? =

, kaikille a > 0,0 >0

= 3S

al, kaikille a € R

juuren nelié  (va)® = a, kaikille a >0

2.3 Valimerkinnat ja itseisarvo

2.3.1 Valimerkinnat

Jos x on suurempi kuin 3 ja z on pienempi kuin 5, niin merkitsemme 3 < x < 5.

Sovimme seuraavista joukkomerkinnoisté:

{reR|a<z<b} = Ja,b[=(a,b) (2.7)
{reR|ja<z<b} = [a,b] (2.8)
{reR|a<z<b} = ]a,b]=(a,b] (2.9)
{reR|a<z<b} = [ab[=]a,b) (2.10)

Yleisin ratkaisu tassa yhteydessa on kayttaa kaarisulkeita aidon erisuuruuden tapauk-
sessa, mutta myos hakasulkeita kaytetadn. Me tulemme kayttdmaan hakasulkeita,

koska siten saadaan aikaan riittava ero tason pisteen merkinnalle ja valimerkinnalle.

Valit tulee osata merkita myos lukusuoralle. Valin paatepisteet merkitaan lukusuo-
ralle. Jos padtepiste ei sisally valiin merkitaan avoin pallo, jos paatepiste siséltyy

valiin, merkitaan suljettu pallo. Paatepisteiden valiin jaava jana korostetaan.

13,5( 3,5

3 5 3 5
3, 5[ 13, 5]

3 5 3 5

HUOMAA, etta on eri asia yhdistda joukkoja ja toinen asia yhdistaa ehtoja.
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Esimerkki 4 (1) Jos ratkaisujoukko muodostuu vdlistd [1,4[ ja vdlistd [3,6], niin

yhdistamdlla VALIT saamme ratkaisujoukoksi

1 4
' >
3 6
° o~
1 6
. >~

Rj =[1,4[U[3,6] = [1, 6]

(2) Jos ratkaisujoukko muodostuu niistd x:n arvoista jotka toteuttavat ehdon 1 < x < 4

ja ehdon 3 < x < 6, niin yhdistamadlla EHDOT saamme kokonaisehdoksi

(1<z<4)ja3<z<6)
& (1<2)ja3<z)ja(zr <4)ja(zr <6)
& 3<z<4

& Rj=[34

Piirtdmalla vdlit lukusuorille, ndemme, ettd tapauksessa (2) ratkaisujoukko on Rj =

[1,4[N[3,6] = [3,4].

w P

4

Rj = [1,4]N[3,6] = [3, 4]

Esimerkki 5 Otamme vield vastaavan esimerkin, mutta hieman erilaisilla numeroilla.

(1) Jos ratkaisujoukko muodostuu vilistd [1,2[ ja vilistd [4, 6], niin yhdistiamdlld VALIT

saamme ratkaisujoukoksi

1 2
4 6
L *—
1 2 4 6
@ —

Rj = [1,4]U[3, 6]
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(2) Jos ratkaisujoukko muodostuu niistd x:n arvoista jotka toteuttavat ehdon 1 < x < 2

ja ehdon 4 < x <6, niin yhdistamalla EHDOT saamme kokonaisehdoksi

(1<z<2)ja(d<z<6)
& (I<z)ja(d <z)ja(r <2)ja(z <6)
& (A<z)jalzr <?2) (mahdotonta!)
& Rji=10

Piirtamalla vdlit lukusuorille, naemme, ettd tapauksessa (2) ratkaisujoukko on Rj =

[1,2[N[4,6] = 0.

1 2
° .
4 6
. >~
Rj = [1,2[N[4,6] = 0
Sovimme my0s seuraavista muodollisista merkintatavoista (co = ”&éreton”)
{reR|a<z} = ]a,o0[=(a,o0) (2.11)
{reR|a<z} = [a,0]=]a,0) (2.12)
{reR|z<b} = | —o00,b] =(—00,b] (2.13)
{reR|z<b} = | —00,b[=(—00,b) (2.14)
Lukusuoralla
a >
g r>a (+00)
\ x<b b
(—o0) ~ ”

2.3.2 Itseisarvo

Luvun itseisarvolla tarkoitetaan luvun numero-osaa ilman mahdollista etumerkkia.
Siis

|—7/=7, |2/=2, |-100] =100, jne..
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Niin kauan kun puhutaan yksittaisista luvuista, asia on aika selva, mutta nyt meidan

on selvitettava, mita tarkoitetaan lausekkeen itseisarvollal

Maaritelma 6 Lausekkeen a itseisarvo on

la| = a, kuna >0,
| —a, kuna<O.

Siis
| =7 = —(-7)=7 (alemman kaavan mukaan),
2| = 2 (ylemmén kaavan mukaan),
| —100] = —(—100) =100 (alemman kaavan mukaan).

Jos tieddmme varmasti lausekkeen merkin, niin pystymme kirjoittamaan lausekkeen

ilman itseisarvomerkkeja. Esimerkiksi |22 + 1| = 22 + 1.

Kahden luvun a ja b etéisyys lukusuoralla on |a — b|, silld

la—b| = a—b kuina—0>0 < a>b
a )l b—a kuna—-b<0 & a<bd’

joten kummassakin tapauksessa tapauksessa isommasta vahennetaan pienempi ja nainpain

laskettu erotus on jarkeva mitta etaisyydelle.

|a — bl

S 7
)

¢ —d|

[ ]
[ ]
4

Erityisesti luvun a itseisarvo voidaan tulkita a:n ja nollan etdisyydeksi |a| = |a — 0|

lal

N
Y
o ®

2.4 Prosentti
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Prosentti tarkoittaa yhtd sadasosaa (latinaksi 'pro centum’, englanniksi 'per cent’,
espanjaksi 'por ciento’). p prosenttia, p%, on p sadasosaa. Seuraavat lauseet sanovat

siis saman asian.

”Maksu on 5 prosenttia 600 eurosta.”

”Maksu on 5 sadasosaa 600 eurosta.”

”Maksu on 5 - %
100

)
" Mak — - 600€
aksu on 100

”Maksu on 0.05 - 600€

r ¢t 39

Sovimme ensin seuraavista termeista. Jos b on p prosenttia a:sta, eli

b=—"a,
100
niin sanomme, etta
a = perusarvo (mihin verrataan?)(minka sadasosista on kysymys?)
p = prosenttiluku (miten monta sadasosaa?)
b = prosenttiarvo (mité verrataan?)
% = prosenttikerroin (milld kerrotaan)

Esimerkki 7 Olkoon tuotteen alkuperdinen hinta 23.00€. Jos se myydddn 20% alen-

nuksella, niin alennettu hinta on 80% alkuperdisesta. Mikda tamd alennettu hinta on?

Ratkaisu: merkitdan

perusarvo = 23.00€

80
rosenttikerroin = —— = 0.80
P 100
prosenttiarvo = x = alennettu hinta

Siis
80

— 2 93.00€ = 18.40€
T 700
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Esimerkki 8 Eraan tuotteen valmistuskustannus on 123.00€ ja sen myyntihinta on
141.00€. Sikkoin kate (myyntitulo- valmistuskustannus) on 141.00€ — 123.00€ =
18.00€. Kate on silloin 12.77% myyntihinnasta, silld

18.00€

— 1 =12. .
T11.00e 00% = 12.77%

Milla myyntihinnalla kate olisi 10% myyntihinnasta?

Ratkaisu: merkitaan

perusarvo = 1 = myyntihinta
ttikerroi 10 0.10
rosenttikerroin = — = 0.
P 100

prosenttiarvo = x — 123.00€ = kate

Siis
123.00€ = 10
T ) = Tog x
= z—0.1xr = 123.00€
123.
& r = % = 136.67€

2.4.1 Kahden luvun vertaaminen

Jos y on p% suurempi kuin z, niin eroa verrataan ”"kuin”-arvoon. Siis

perusarvo = x = ("kuin”-arvo)
prosenttiluku = p

prosenttiarvo = y —x = ero

Jos y on p% pienempi kuin z, niin eroa verrataan ”kuin”-arvoon. Siis

perusarvo = x = ("kuin”-arvo)
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prosenttiluku = p

prosenttiarvo = x —y = ero
5 (- 1)
T—YyY=—-—+ & =(l—— )z
Y= 100 Y 100
2.4.2 Arvon muuttuminen
Olkoon seuraavassa alkuperiinen arvo z ja muuttunut arvo X.
Jos x kasvaa p%, niin muutosta verrataan alkuperiiseen arvoon
perusarvo = x = alkuperainen arvo
prosenttiluku = p
prosenttiarvo = X —x = muutos
P p
X—r=—2 < X:< +—>-x
100 100
Jos x pienenee p%, niin muutosta verrataan alkuperiiseen arvoon
perusarvo = x = alkuperiinen arvo
prosenttiluku = p
prosenttiarvo = x — X = muutos (plus-merkkisend)
p p
r—X=—2 & Xz(l——)-x
100 100

Jos x on p% arvosta y ja x kasvaa d prosenttiyksikkod, niin X on (p + d)% y:sta.

perusarvo = y
prosenttiluku = p+d

prosenttiarvo = X = muuttunut arvo
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Jos x on p% arvosta y ja x pienenee d prosenttiyksikkod, niin X on (p — d)% y:sté.

perusarvo = y

prosenttiluku = p—d

prosenttiarvo = X = muuttunut arvo
p—d p—d
X=—": & X = x
100 7 D

2.5 Yhtilot ja epayhtilot

Yhtaloiden ratkaiseminen on hyvin keskeinen taito, joka talla kurssilla tulee hankkia ja
harjoittaa. Yhtalot eivat ole vaikeita, mutta oleellista on se, etta tulet tarkastelemaan

yhtaloita, jotka syntyvat hieman yllattaen ja varoittamatta.

Koulussa olet useimmiten kotilaskua laskiessasi jo valmiiksi tiennyt, millainen yhtalo
ratkaistavaksesi tulee. Nyt on tarkeata tottua siihen, ettei alussa tieda, mita laskun
aikana tapahtuu. Laskuun tulee uskaltaa heittaytya luottaen siihen, etta joka kaanteessa
osaa toimia oikein. Tama luottamus syntyy harjoittelun kautta. Tassa tarkoitettua
taitoa ei opi lukemalla seuraavat kolme sivua, vaan harjoittelemalla ahkerasti seuraa-

vat kolme kuukautta.

Kaikkien yhtaloiden kasittelyssa on samat perusaskeleet:
e Termi saa vaihtaa yhtalon puolta, jos se samalla vaihtaa merkkia.
e Yhtilon saa jakaa nollasta eroavalla luvulla (muista jakaa jokainen termi).
e Yhtélon voi kertoa nollasta poikkeavalla luvulla (muista kertoa jokainen termi).

Epayhtaloiden kasittelyssa on yksi tarkea ero edelliseen:

e Yhtalon saa jakaa ja kertoa nollasta eroavalla luvulla, mutta kerrottaessa tai

jaettaessa negatiivisella luvulla erisuuruus-merkki kaantyy.

e Epéyhtalon saa myos kertoa (jakaa) lausekkeella, jos varmasti tiedamme kertojan

(jakajan) merkin.
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Tarkastelemme seuraavaksi yhtéaloita ja epayhtaloita tyypeittain. Osa materiaalista

on koulusta tuttua, mutta osa voi olla uutta.

2.5.1 I asteen yhtalo

Ensimmaisen asteen x:n yhtalo ratkaistaan seuraavasti.
1. Poista tarpeettomat sulut ja nimittajat.
2. Perusaskelten avulla muunna yhtalo muotoon x = lauseke.

3. Edeltava vaihe voi epaonnistua vain, jos x havida pois yhtalosta. Jos nain

syntynyt yhtalo on tosi, on alkuperédinen yhtalo identtisesti tosi, eli aina tosi

(ratkaisujoukko sisaltda silloin kaikki reaaliluvut (Rj = R)). Jos syntynyt yhtalo
on epétosi, ei yhtalolla ole juurta (ratkaisujoukko on silloin tyhja (Rj = ())).

Esimerkki 9 Kaksi erillista yhtaloesimerkkia

b)
a) 2x2—i—1+1:$ "

5r—1) = 247 2-(2z+1)
&br—5 = o+7 @74’2'1 = 2-x
Sbr—x = T7T+5 S22r+142 = 22

Sdr = 12 | -4 S2r—2x = —1-2

S o= 3 S0 = =3 epatosi!

& Rj = 0

Vastaus a) yhtdlon juuri on 3, b) yhtdlolla ei ole juurta (Rj =10).

Edella ei erillisen vastauksen kirjoittaminen tunnu kovin tarpeelliselta. Jokainen lukija
varmasti osaa tulkita yhtalon juuret yhtalon ratkaisun viimeisen rivin merkinnoista.
Jatkossa kuitenkin ongelmat muuttuvat vahitellen mutkikkaammiksi, ja vastauksen

kirjoittaminen tasmallisesti on tarkea taito.

PERIAATE: Jos ratkaisin yhtalon, koska esimieheni kysyi minulta erasta seikkaa,
niin jos mahdollista kirjoitan ratkaisuni perdan vastauksen, joka vastaa esitettyyn
kysymykseen.
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Esimerkki 10 Yritys valmistaa tuotetta kuukaudessa x kappaletta. Talla hetkelld x =
200 kpl/kk. Tuotteen myyntihinta on 12.35€. Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa
kustannuksia 8.50€ ja vitkossa kiinteat kustannukset ovat 250€. Miten paljon pitad
tuotteita valmistaa kuukaudessa, jotta myyntitulo on sama kuin valmistuskustannukset

kuukaudessa?

Ratkaisu: Kirjoitetaan yhtalo, jonka vasen puoli on myyntitulo kuukauden ajalta ja

oikea puoli on valmistuskustannukset samalta ajalta.

€ € vko e
12355 8505 1 4YEO 950 S
P12 = w80+ 260
€ €
3855 = 1000.00=
o885 00000~
1000.00 € kpl kpl
_ A O R Pl
o 385 Kk € 9T

Vastaus: Tuotteita tulee valmistaa kuukaudessa 282 kappaletta.

2.5.2 II asteen yhtalo

Toisen asteen yhtalon normaalimuoto on

ar’ +br+c=0 (2.15)
ja se ratkaistaan kaavalla
—b+ Vb —4
v = «“. (2.16)

2a

Jos juurrettava eli diskriminantti D = b* — 4ac on positiivinen, niin juuria on kaksi.

Jos diskriminantti on nolla, saadaan yksi juuri. Jos diskriminantti on negatiivinen,

niin yhtalolla ei ole reaalisia juuria.

_—b+vVD —b—+D

D >0 — 1 o ja x9 = 9
D=0 — a::_—b

2a
D <0 — Rj =1

Esimerkki 11 FEdellisessi esimerkissd (10) oletettiin myyntihinnan pysyvin vakiona.

Usein kuitenkin on niin, etta lisattdessa tuotantoa on myyntihintaa laskettava, jotta



orms1030c2s5.tex 36 2.5. / January 11, 2007

tuotanto saadaan myytyd. Nyt on arvioitu, etta myyntihinta riippuu valmistusmadrastd
seuraavasti
€ € - kk

1435 0015,
p = 143505 = 001 -

Yhden tuotteen valmistaminen aiheuttaa kustannuksia 8.50€ ja kuukaudessa kiintedt
kustannukset ovat 1000€. Miten paljon nyt pitaa tuotteita valmistaa kuukaudessa,

jotta myyntitulo on sama kuin valmistuskustannukset kuukaudessa?

Ratkaisu: Vastaavasti kuin edella kirjoitamme taas yhtalon, jonka vasemmalla puolella

on kuukauden myyntitulo ja oikealla puolella vastaavan ajan valmistuskustannukset

prx = x- 8.505pl + 1000k€—k
& (14.35;pl — 0.0111‘2k x) = - 8_505pl + 1oook€—k
& 5.85kip1 ‘x— 0.0111‘21‘ 2t = 1000&
o —0.011;1{ 2+ 5.855101 o 1000% _ 0

Yhtalo on nyt normaalimuodossa, joten teemme sijoitukset ratkaisukaavaan.

_rgr € 2 € 4 (_omEkk) . <_ ﬁ)
5.85kp1 + \/5.85 kpl2 4 < 0.01 kplQ) 1000kk

=S r =
(01 Ekk
2 ( 0.01kp12)

Nyt juurrettavassa yksikko on (€2)/(kpl®) joten koko osoittajan yksikké on €/kpl.
Silloin ratkaisukaavan mukaisen juuren yksikko on

€ kpl* _ kpl
kpl €-kk  kk

kuten pitaakin. Nyt voimme keskittya numerolaskuun.

—5.85 & 1/5.85% — 4 (=0.01) - (—1000) kpl

= 2 (—0.01) Kk
 —5.85+ V=578 kpl
B —0.02 kk

Diskriminantti on negatiivinen, joten yhtalolla ei ole reaalisia juuria. Myyntitulo
kuukaudessa on siis eri suuri kuin valmistuskustannus kaikilla z:n arvoilla. Siis valmis-

tetaan miten paljon tahansa, niin tulot eivat riita kustannusten kattamiseen.
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Vastaus: Milladn valmistusmaaralla myyntitulo ei ole sama kuin valmistuskustannus.

Testitehtavia: Ratkaise seuraavat toisen asteen yhtalot

372 =22 +1=0
z(x+6)="7

372 — 1 =z(x — 4)
(x=2)(x+4)=7
(x—2)(x—2)=—1

a

o

C

o,

@)

)
)
)
)
)
)

f 20 —z(r+ 1) =a(r —2) + 1

Vastauksia:
a) Ty = 1, Ty = —1/3 b) T, = 1, To = -7 C) Try = 02247457 T = —2.247745

d) 21 = 0414214, 2, = —2,414214  e)Rj=0 fa=1

2.5.3 Korkeamman asteen yhtalot

Kolmannen ja neljannen asteen yhtalot voidaan ratkaista niihin liittyvilla ratkaisukaavakokoelmilla.
Kaavat ovat sen verran mutkikkaita, ettei niita talla kurssilla opetella. Seuraavassa
opimme kasittelemain kolmannen asteen yhtaloa, kun yksi juuri tunnetaan. Menet-

tely yleistyy helposti viela korkeampiulotteisille yhtéloille.

Olkoon tarkasteltavana yhtalo
22+ asr?® + a1z + ap = 0. (2.17)

Jos tieddmme, ettd yksi juuri on z = z, niin silloin yhtél6 (2.17) voidaan kirjoittaa

muotoon
(217) & (x —2)(@* + by + b)) = 0 (2.18)

missé by ja by voidaan valita siten, ettd yhtaldiden (2.17) ja (2.18) vasemman puolen

lausekkeet ovat identtiset. Siis

P+ ar®+ar+ag = (v —2)(@*+ bz + by
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= 2+ (b — 2)2° + (bo — 2b1)x — by2
by = ay+2z | +z
—Zbl + bo = ai —
— Zbo = Q

— Zbo = Qo —
by = as+z
bo = a; +agz + 2’2
0 = ap+az4apz’+2°

=0

1 = a2+z
o = a1—|—b12

bl = as+ =2
& by = a1 +asz+2% | 42

b
b
Esimerkki 12 Ratkaise yhtdlo

2® — 32° — 6z + 8 = 0.

Yksi yhtdlon juuri on x = —2. (Tdmdn ndkee suoraan sijoittamalla x:n paikalle —2,

jolloin yhtdlé tulee todeksi.)

Silloin by =as + 2= -3+ (—2) = =5 jaby=a, + b1z =—6+ (—5H) - (—2) = 4. Siis
4327 -32-10=0 & (z+2)(z*=5x+4)=0
& (+2)(x—1(z—4)=0

S r=-2 tai r=1 tar z=4

Edella esietty on erikoistapaus seuraavasta yleisemmaésta tuloksesta.

Lause 13 Jos P,(x) on astetta n oleva polynomi, ja P,(x1) = 0, niin on olemassa

astetta n — 1 oleva polynomi Q,_1(x), jolle
P.(x) = (x — 21)Qpn_1(x), kaikilla x € R.

O
Jos polynomilla @, (z) on edelleen reaalinen nollakohta x4 siten, ettd @Q,,—1(x2) =0,

niin on olemassa polynomi @),,_»(x) siten, etté
Py(x) = (x — z1)(x — 22)Qn_2(x), kaikilla = € R.

Toistamalla tata menettelya niin kauan, kuin reaalisia nollakohtia 16ytyy, saamme

seuraavan tuloksen.
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Lause 14 (1) Jos P,(x) on astetta n oleva polynomi, niin se voidaan aina kirjoittaa

muotoon
P,(z) = (x —x1)(x — x9) -+ - (x — z1)Q(x), kaikilla © € R,

missd luvut 1, T, ..., x ovat polynomin P(x) reaaliset nollakohdat ja astetta n — k

olevalla polynomilla Q(z) ei ole reaalisia nollakohtia.

(2) n:nnen asteen yhtdlolla on enintddn n kappaletta reaalisia juuria.

O
Korkeamman asteen yhtaloita emme talla kurssille juurikaan ratko. Aina kun mal-
linnamme jotakin taloudellista ilmiota, pyrimme korkeintaan astetta kaksi oleviin
yhtaloihin. Jos kuitenkin joudut opintojesi aikana ratkaisemaan kolmatta tai korkeam-
paa astetta olevan yhtalon, niin tdssa kannattaa kayttaa hyvaksi Newtonin menetelméa,
joka opetellaan derivoinnin yhteydessa tai jotakin symbolisen laskennan ohjelmistoa

(Mathematica, Matlab, tms.).

Jotta osaisimme oikein tulkita ohjelmien antamat tulosteet, on osattava komplek-
silukujen perusteet. Tata varten palaamme tahan aiheeseen uudelleen kappaleessa,

jonka paaaihe on kompleksiluvut.

2.5.4 1 asteen epayhtalo

Ensimmaisen asteen epayhtéloa kasitellaan muuten samoin kuin yhtaloa, mutta ker-

rottaessa tai jaettaessa negatiivisella luvulla, erisuuruusmerkki kaantyy.

Huomaa, etta taloudellisissa sovelluksissa usein epayhtalo on luonnollisempi kuin yhtalo.
Yleensa yritys haluaa, etta sen tulot ovat suuremmat kuin sen menot. Jos ratkaisemme
yhtéalon ”tulot = menot” ja toimimme ratkaisun ohjaamina, saatamme toimia vahemmaéan
kannattavasti kuin jos olisimme tutkineet epayhtalon ”tulot > menot” ratkaisua luo-

vasti.
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Esimerkki 15 Yritys valmistaa tuotetta kuukaudessa madardn x(kpl/kk). Tuotteen
myyntihinta on 18.35€. Jokaisen tuotteen valmistaminen aiheuttaa muuttuvia valmais-
tuskustannuksia 15.50€. Kiintedt kustannukset ovat 8 500€/kk. Edellisen kuukauden

atkana yritys valmist: 5000 tuotetta, jolloin kate ol

kate = myyntitulo — muuttuvat kustannukset

kpl € kpl €
= 5000— - 18.35— — 5000— - 15.50—
kk kpl kk kpl

= 91750€/kk — 77500€/kk
= 14250€/kk

ja vastaavasti kuukauden tulos oli

tulos = kate — kiinteat kustannukset

€ €
= 14 250E -8 5()0@

5 750€ /kk.

Tulos on nyt positiivinen, eli yritys tekee voittoa. Voitto (tulos) oli 6.3% myynnistd,

silla

v01tto' L 100% — 5 750€/kk
myynti 91 750€ /kk

-100% = 6.267% =~ 6.3%

Miten suuri pitdd valmistusmddardn olla, jotta voitto olisi vahintddn 10% myynnistd?

Kirjoitetaan vastaava epayhtalo, kun tuotantomadra on x.

10
voitto > 100 myynti

& z-(18.35 — 15.50)€/kpl — 8500€/kk > 0.1 - z - 18.35€/kpl
& 1-1.015€/kpl > 8500€/kk | : 1.015€/kpl
& x> 8375kpl/kk

Vastaus: Jos tuotantomddrd on vihintddn 8 375kpl/kk, niin voitto on vihintddn 10%

myynnista.
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2.5.5 Epajatkuvuuden huomiointi

Usein epayhtélossa esiintyvat lausekkeet sisaltavat epajatkuvuuksia. Silloin epayhtalo

ei enaa olekaan oikea ensimmaisen asteen epayhtalo.

Kun epéjatkuvuuskohdat merkitéén lukusuoralle (z-akselille), niin ndmé kohdat jaka-
vat lukusuoran véleihin siten, etta kullakin valilla epayhtalo voidaan kirjoittaa yksinker-

taiseen muotoon. Seuraava esimerkki valaisee asiaa.

Esimerkki 16 Tarkastellaan wudelleen esimerkin (15) yritystd. Yritys valmistaa tuotetta
kuukaudessa mddrdn x(kpl/kk). Tuotteen myyntihinta on 18.35€. Jos tuotantomddrd
on riittavan suuri, on mahdollista saada raaka-ainehankintojen yhteydessa mddardalennuksia.

Mdardalennuksista johtuen muuttuvat kustannukset ovat

x - 15.50€/kpl, kun x < 12000

muuttuvat kustannukset = { - 14.75€/kpl. kun z > 12000

Vastaavasti kitntedt kustannukset ovat

8500€/kk, kun x <9000

kiinteat kustannukset = { 10500€/kk, kun z > 9000

Tamd epdjatkuvuus kiinteissd kustannuksissa on (esimerkiksi) seurausta siitd, ettd laa-
jennettaessa tuotantoa, yrityksen on pakko ottaa kayttoon uwusia tuotantotiloja, mika

puolestaan lisaa lammatys-, vuokra-, vakuutus-, vartiointi-, sivous-, ym. kustannuk-

sia.
Miten suuri pitdd valmistusmddardn olla, jotta voitto olisi vahintddn 10% myynnistd?
Jaamme tarkastelun kolmeen osaan:

Tapaus 1 (x < 9000)

voitto > 0.1 - myynti

& z-(18.35 — 15.50)€/kpl — 8500€/kk > 0.1 - - 18.35€ /kpl
& z-1.015€/kpl > 8500€/kk | : 1.015€/kpl
& x> 8375kpl/kk

—  [8375;9000] C Rj
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Tapaus 2 (9000 < z < 12000)
voitto > 0.1 - myynti

& - (18.35 — 15.50)€/kpl — 10500€/kk > 0.1 - z - 18.35€ /kpl
& z-1.015€/kpl > 10500€/kk | : 1.015€/kpl
& x> 10345kpl/kk

—  [10345; 12000] C Rj

Tapaus 3 (12000 < x)
voitto > 0.1 - myynti

& - (18.35 — 14.75)€/kpl — 10500€/kk > 0.1 - z - 18.35€ /kpl
& z-1.765€/kpl > 10500€/kk | : 1.765€/kpl
& x> 5949kpl/kk

— 12000 co[C Rj

Lukusuoralla ratkaisujoukko nayttad seuraavalta:

8375 19345

9000 12000

Vastaus: Voitto on vahintaan kymmenen prosenttia myynnistd jos valmistusmdaara

kuukaudessa x toteuttaa ehdon

8375 <z <9000 tai x > 10345.

2.5.6 II asteen epayhtalo

Seuraavassa sanomme, ettd epayhtalon vasen puoli on LHS (Left Hand Side) ja epdyhtalon
oikea puoli on RHS (Right Hand Side). Pienen tovin saa #-merkki edustaa kaikkia
erisuuruusmerkkeja <, <, > > . Talla halutaan nyt korostaa sita, etta erisuuruus-

merkin tyyppi astuu kuvaan vasta aivan algoritmin loppuvaiheessa.
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Table 2.1: Toisen asteen epayhtalon LHS:n merkkikaavio.

par. aukeamissuunta | juuret merkkikaavio
a>0 —ylospain | D>0 — x;jaxs + oy — :v2+
a>0 —ylospain | D=0 — x +\=/ +
T
a>0 —ylospiin | D=0 — Rj=10 +\/‘|’ +
a<0 —alaspain | D >0 — xyjaxs 4/%\—’
a<(0 —alaspain | D=0 — m >
a>0 —alaspiin | D=0 — Rj=10 ——
/N

Toisen asteen epayhtilon normaalimuoto on az? + b + ¢ # 0. Toisin sanoen normaal-

imuodon LHS on toisen asteen polynomi ja RHS on nolla.

Toisen asteen epayhtalon ratkaisualgoritmi voidaan tiivistad seuraaviin askeliin:
(1) vie epayhtélé normaalimuotoon,

(2) ratkaise LHS:n nollakohdat,

(3) muodosta LHS:n merkkikaavio,

(4)

4) paattele ratkaisujoukko merkkikaavion ja #:n perusteella.

Laadimme kohdassa (3) mainitun merkkikaavion siten, ettd hahmottelemme z-akselin
paalle paraabelin y = LHS, joka leikkaa x-akselia LHS:n nollakohdissa. Merkkikaavion
muoto riippuu nyt kertoimesta a, joka maardaa paraabelin aukeamissuunnan ja disk-
riminantista D = b? — 4ac, joka maaras paraabelin ja z-akselin leikkauspisteiden

lukumaaran. Eri vaihtoehdot on esitetty taulukossa 2.1.

Esimerkki 17 Ratkaise epiayhtdilo (x + 1)x > 5 — 3z

Viedaan ensin epayhtdalo normaalimuotoon:

(x+1Dx > 5— 327
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& 2?2 +x > 5— 322
s 42+ x-5 > 0
N———
—-LHS

Toisen asteen termin kerroin a = 4 > 0, joten paraabeli aukeaa ylospain. Diskrimi-

nantti on D = b* — 4ac = 1> — 4 -4 - (=5) = 81 > 0, joten juuria on kaksi.

—1—/12—4-4-(-5)

r = 54 =—-125 ja
1 2 _ 4.4 (—
- +\/1 4-4-(=5) _1
2.4
Merkkikaaviosta
+ — +
T i)

naemme, etta

LHS>0 < 2<-125 tai x>1

Esimerkki 18 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (15) yritystd. Yritys valmistaa tuotetta

kuukaudessa mdadrdan x(kpl/kk). Tuotteen myyntihinta on

€ - kk

kpl?

p = 25.00€/kpl — 0.00133 x.

Jokaisen tuotteen wvalmistaminen aiheuttaa muuttuvia valmistuskustannuksia 15.50€.

Kiintedt kustannukset ovat 8 500€ /Kk.

Miten suuri pitdd valmistusmddardn olla, jotta voitto olisi vahintddn 10% myynnistd?

Kirjoitetaan vastaava epayhtalo, kun tuotantomdaard on x.
voitto > 0.1 - myynti

& x-(p—15.50€/kpl) — 8500€/kk > 0.1z - p

i

0.9-x-p—15.50€/kpl - x — 8500€/kk > 0
€. kk
< 0.9-z-(25.00€/kpl — 0.00133W -x) — 15.50€ /kpl - x — 8 500€ /kk > 0
p

€ kk
& —0001197—— - 22 + 7.00€/kpl -  — 8 500€/kk > 0
p

Koska toisen asteen termin kerroin on negatiivinen on LHS:n kuvaaja alaspdain aukeava

paraabeli, ja ratkaisujoukkoon kuuluvat yhtalon LHS = 0 juurten vdlissd olevat x:n
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arvot. Ratkaistaan seuraavaksi namada juuret

LHS =0
€.kk
& —0.001197-—5 o+ 7.00€/kpl - = — 8500€/kk = 0
p

—7.00€ /kpl & \/ (7.00€ /kpl)® — 4 - (—0.001197%14{) . (—8500€/kk)

kpl
9. <—o.001197€'k1§>
kpl

= T =

0.002394 kk
& 11 =17204kpl/kk  ja w9 =4127.5kpl/kk

. (7.00 - \/8.302> kpl

Vastaus: Jos tuotantomddrd x on vdlilld 1720kpl/kk < = < 4130kpl/kk, niin voitto

on vahintadan 10% myynnista.

Kun vastausta vertaa esimerkin (15) vastaukseen, niin ero tuntuu suurelta. Esimerkkien
yhteinen ldhtékohta on nykyinen tuotannon laajuus x = 5000kpl/kk ja nykyinen
hinta 18.50€/kpl. Esimerkin (15) vastaus merkitsee sitd, ettd yrityksen tulee kas-
vattaa tuotantoaan saadakseen voiton haluamakseen, ja edellisen esimerkin mukaan
yrityksen tulee pienentdid tuotantoaan, jos se haluaa voiton olevan 10% myynnistd.
Esimerkkien vélinen ero on siind, etltd esimerkissa (15) oletetaan tuotteista saatavan
sama myyntihinta vaitkka tuotantoa kasvatetaan. Tdma ei yleensd ole totta. FEsimerkk:
(18) antaakin todemman kuvan siiti, miten tuotantoa joudutaan mitoittamaan. Joskus

tuotantoa supistetaan kannattavuussyista!

Testitehtavia: Ratkaise seuraavat toisen asteen epayhtalot

) 32t —2r > -1
) z(z+6)<T7
) =32 +2>5x

d)  (2-2)(z+4)<0
) (z—2)(z—2)>-1
) 2P —2@+1)< -3
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Vastauksia:
a)r < —1/3taiz>1 b) —7T<zx<1 c) —2<x<1/3

d)z<2taix >4 e) R7=R flze=1



