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(Suurinta osaa tdman linkin takana olevasta
materiaalista pohdimme vasta huomennal)


http://www02.oph.fi/etalukio/pitka_matematiikka/kurssi2/index.html
http://www02.oph.fi/etalukio/pitka_matematiikka/kurssi8/index.html

Funktio (Kaytanndllinen maaritelma)

Jos y = f(x) = x? — 2x, niin sanomme, ett3
Funktio ja
funktion kuvaaja

"y on funktion f arvo kohdassa x”.

Saadaksemme paremman kuvan funktiosta laskemme sen
arvoja useassa kohdassa

x | y="Ff(x)=x%-2x (x,y)
2] (-2)2-2-(-2)=8 | (-2,8)
~1 ] (-1)?-2-(-1)=3 | (-1,3)

0/02-2.0=0 (0,0)

1]12-2-1=-1 (1,-1)

2122-2.2=0 (2,0)

3/32-2.3=3 (3,3)

4142 -2.4=38 (4,8)
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Funktion kuvaaja

Funktio ja
funktion kuvaaja

Edellisen funktion nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktio
saa arvon nolla. Nollakohdat ratkaistaan seuraavasti:

f(x) = 0  (otsikko-yhtdlo)
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Edellisen funktion nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktio
saa arvon nolla. Nollakohdat ratkaistaan seuraavasti:

fx) =0 (otsikko-yhtals)
ex?-2x =0 (mita se tarkoittaa)



Funktion kuvaaja

Edellisen funktion nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktio
saa arvon nolla. Nollakohdat ratkaistaan seuraavasti:

fx) =0 (otsikko-yhtals)
0 (mita se tarkoittaa)
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Funktion kuvaaja

Edellisen funktion nollakohdat ovat ne kohdat, joissa funktio
saa arvon nolla. Nollakohdat ratkaistaan seuraavasti:

fx) =0 (otsikko-yhtals)
& x? - 2x
e x(x—2) =
S x=0taix=2 (juuret)

0 (mita se tarkoittaa)

Funktio ja
funktion kuvaaja
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Funktio ja

kuvaus
‘/‘ X

Yhdistetty
funktio

\J

Funktio f(x) on vililld (a, b) kasvava, jos

K&anteisfunktio

Testi 3

x1<x=f(x1) < f(x2), Vxi,x €(a,b)

«4O> 4F)>r «=r «E)»
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Funktion kasvaminen

Funktion
kasvaminen ja
viheneminen

\J

,/{ X
Funktio f(x) on vililld (a, b) kasvava, jos
x1 < xp=f(x1) < f(x), Vxi,x € (a,b)
Funktio 7(x) on valilla (a, b) aidosti kasvava, jos

x1 < x2=f(x1) <f(x2), Vxi,x2 € (a,b)



x

Funktio ja
kuvaus
Yhdistetty
Funktio f(x) on vililld (a, b) vdheneva, jos funke
K&anteisfunktio
X1 < Xp = f(X]) > f(Xz), VX],Xz c (a, b) Testi 3
«O>» «Fr «E» «E>» = QR



Funktion vaheneminen

Funktion
kasvaminen ja
viheneminen

Y

Funktio f(x) on vililld (a, b) vdheneva, jos
x1<x2="f(x1) > f(x), Vxi,x2€ (a,b)
Funktio f(x) on vililld (a, b) aidosti vdheneva, jos

x1 < x2=f(x1) > f(x2), Vxi,x2 € (a,b)



Funktion vaheneminen

Funktion
kasvaminen ja
viheneminen

Y

Funktio f(x) on vililld (a, b) vdheneva, jos
x1<x2="f(x1) > f(x), Vxi,x2€ (a,b)

Funktio f(x) on vililld (a, b) aidosti vdheneva, jos
x1 < x2=f(x1) > f(x2), Vxi,x2 € (a,b)

Funktio f(x) on vililld (a, b) monotoninen, jos se on
kasvava tai viaheneva vililla (a, b).



Funktion kasvaminen

Esimerkki. (a) Tarkastellaan funktiota
y =f(x)=x%kun x>0,

Haluamme osoittaa, ettd f on (aidosti)kasvava
madarittelyjoukossaan Ry = [0, 00).

Funktion
kasvaminen ja
viheneminen



Funktion kasvaminen

Esimerkki. (a) Tarkastellaan funktiota

Funktion
_y — f(X) — X2, kun X Z 0 kasvaminen ja

viheneminen

Haluamme osoittaa, ettd f on (aidosti)kasvava
madarittelyjoukossaan Ry = [0, 00).

Olkoot x1 ja x» mitkd tahansa kaksi ei-negatiivista reaalilukua
siten, ettd x; < xp. (huom. x2 ei voi olla 0.) Silloin on
olemassa nollaa isompi luku A siten, ettd xo = x; + h.



Funktion kasvaminen

Esimerkki. (a) Tarkastellaan funktiota

Funktion
_y — f(X) — X2, kun X Z 0 kasvaminen ja

viheneminen

Haluamme osoittaa, ettd f on (aidosti)kasvava
madarittelyjoukossaan Ry = [0, 00).

Olkoot x1 ja x» mitkd tahansa kaksi ei-negatiivista reaalilukua
siten, ettd x; < xp. (huom. x2 ei voi olla 0.) Silloin on
olemassa nollaa isompi luku A siten, ettd xo = x; + h.

Nyt
fxo)=x3 = (x1 + h)? =x} +2hxy + * > x = f(x1)

g



Funktion kasvaminen

(b) Toinen esimerkki olkoon funktio i

kasvaminen ja
viheneminen

y=g(x)=x% kunxeR.
Tama funktio ei ole kasvava maarittelyjoukossaan R.
Perusteluksi riittda kaksi arvoa, jotka ovat vastoin kasvamisen
madritelmas.



Funktion kasvaminen

(b) Toinen esimerkki olkoon funktio Funktion

kasvaminen ja
viheneminen

y:g(x):X2, kun x € R.

Tama funktio ei ole kasvava maarittelyjoukossaan R.
Perusteluksi riittda kaksi arvoa, jotka ovat vastoin kasvamisen
madritelmas.

f(=2)=(-2)=4>0=0%=f(0)



Funktio ja kuvaus

Lukion terminologia: maa/kurssil/Etalukio.

Kun funktiota y = f(x) késitellessimme rajoitamme x:n
arvot joukkoon A ja y:n arvot joukkoon B, niin sanomme, Funktio ja
etta

» A on funktion miarittelyjoukko (x € A).
B on funktion maalijoukko (f(x) € B).

Jos f(x) = y niin sanomme, ettd y on x:n kuva
(image), ja x on y:n alkukuva (preimage).

v

v

v

Kaikki funktion kuvapisteet muodostavat arvojoukon
f(A) = {y € B|y = f(x), jollakin x € A}.
f(A) C B.


http://www02.oph.fi/etalukio/pitka_matematiikka/kurssi1/maa1_teoria9.html

Funktio ja kuvaus

Kuvausmerkinta

f:A— B x—y="f(x)

Funktio ja
kuvaus

"Tikkataulusta muistaa”, ettdd "arvojen tulee olla maalissa”,
ja arvojoukko voi olla aito maalijoukon osajoukko.



Yhdistetty funktio

Jos kuvaukset

f:A—= B, x—z=f7f(x)
g:B,— C, z—y=g(z)

ovat hyvin maariteltyja ja f(A) C By, niin kuvaus Yhdistetty

funktio

gof: A= C,x—y=g(f(x))

on hyvin maaritelty.




Yhdistetty funktio

Esimerkki. Olkoon

{f:R+—>[1,oo), x—=z=Ff(x)=x>+1
g: Ry = Ry, zy=g(z)=Vz

Silloin
6(F() = 8(z) = vz = Vo £ 1

yhdistetyn funktion kasvusaianto

‘ sisafunktio | ulkofunktio | yhdistetty f. ‘

kasvava kasvava kasvava
vaheneva kasvava vahenevi
kasvava vaheneva vaheneva

vaheneva vahenevi kasvava

Yhdistetty
funktio



Kaanteisfunktio

f:A— B,x—y=1f(x)

Jos jokainen y € B on kuva (f(A) = B) ja jokaisella y € B
on tasmalleen yksi alkukuva (f(x1) = f(x2) = x1 = x2), niin
"kaantamalld nuolet” saamme kddnteiskuvauksen

K&anteisfunktio

f

ZERN

f—l

x=1"ly) & y=Ff(x



Esimerkki. Olkoon y =

2x+10

x+1 = f(X)
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Esimerkki. Olkoon y =

2x+10
Silloin

x+1 = f(X)
y =f(x)

2x + 10
=4 =

x+1

Testi 3
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Esimerkki. Olkoon y =

2x+10
Silloin

x+1 = f(X)
2x + 10
- 2(x+1)+8
Y x+1 Yhdistetty
funktio
K&anteisfunktio
Testi 3
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Esimerkki. Olkoon y =

2x+10
Silloin

x+1 = f(X)
2x + 10
2(X + 1) + 8 8 uvaus
=2 — = 2

y x+1 x+1 Yhdistetty

funktio

K&anteisfunktio

Testi 3
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Esimerkki. Olkoon y = % = f(x).
Silloin

2x + 10
y=1(x) ©vy o

2 1 8 8 Funktio ja

= y — (X + ) + — 2 kuvaus
x+1 x+1 Yhdistetty

8 funktio

4 _y - 2 - Kaznteisfunktio
X + 1 Testi 3
«O>» «Fr «E» «E>» = QR



Esimerkki. Olkoon y = % = f(x).
Silloin

2x + 10
— f = — asvaminen ja
.y (X) y X +1 viheneminen
2 1 8 8 Funktio ja
= y = (X + ) + — 2 kuvaus
x+1 x+1 Yhdistetty
8 funktio
<~ y - 2 - 1 K&anteisfunktio
X —é_ Testi 3
1 = ——
< X+ )2
«O>» «Fr «E» «E>» = QR



Esimerkki. Olkoon y =
Silloin

y=1(x) vy
<Yy
Sy—2

< x+1

2x+10

x+1

2x +1

= f(x).

0

x+1
2(x +

1)+8

8

x+1

«O>» «Fr «=>»

x+1

« =)
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Esimerkki. Olkoon y = % = f(x).
Silloin

2X + 10 Funktinln .
— f — k:svammlen ja
.y (X) <~ y X + 1 viheneminen
2 1 Funktio ja
PN y = (X + ) + 8 — 2 8 kuvaus
x+1 x+1 Yhdistetty
8 funktio
<~ y - 2 - 1 K&anteisfunktio
X —é_ Testi 3
1 = ——
< X+ y—2
S X = L —1= 10 - 4
y—2 y—2
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Ersim.erkki. Olkoon y = % = f(x). Aiheet
S|||0|n Funktio ja
funktion kuvaaja
2X + 10 Funktion
= f X = — kasvaminen ja
.y ( ) y X _|_ 1 theneminer:
R CH R S roiio s
x+1 x+1 Yhdistetty
8 funktio
<~ y - 2 - ” + 1 K&anteisfunktio
8 Testi 3
Sx+1 = ——
y—2
oy = 8 . _10-y
y—2 y—2
Siis
_ 10 —
) =>—
y—2
o = = =z E 9AC



Testi

(1) Piirrd funktion kuvaaja ja laske funktion nollakohdat:

a) f(x)=2x-38 b) g(x)=x(4—x)+5
(2) Piirrd funktion kuvaaja ja laske milloin h(x) = 307

Testi 3
(3) Milld x:n arvoilla tehtdvien 1 ja 2 funktiot
f(x), g(x), h(x) ovat kasvavia? (Vastaa piirtdmasi kuvan
perusteella. )

(4) Mika on funktion y = f(x) = (2x + 10)1/2,x > 0
kaanteisfunktio?
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