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Motivointi

Klassinen stokastinen analyysi on integrointia Brownin liikkeen suhteen.
Malliavin-laskenta, eli stokastinen variaatiolaskenta, on derivointia Brow-
nin liikkeen suhteen. Erds keskeinen stokastisen analyysin tulos on, ettd
Brownin liikkeeestd W madardytyva satunnaismuuttuja F voidaan esittdd
stokastisena integraalina

1
FW(w)) = EFW)+ | oulw) dWa(wl.
0
Valitettavasti tima esitys on olemassaolo- ja yksikésitteisyystulos. Stokas-
tinen analyysi ei kerro, mikd prosessi ¢ on. Malliavin-laskenta kertoo:
pi(w) = E [DtH?X\/} (w),

missd D on Malliavin-derivaatta. Tdaméd on Clark-Ocone-esityslause ja
silld on sovelluksia esimerkiksi rahoitusteoriassa.



Luku1l
Gaussiset Hilbert-avaruudet

Motto: Gaussisten satunnaisotusten teoria on Hilbert-avaruuksien
teoriaa.

Osio 1.1 kisittelee gaussisia jakaumia erilaisissa avaruuksissa sekii
kertailee Banach- ja Hilbert-avaruuksia. Osiossa 1.2 mdiritelliin iso-
normaali gaussinen prosessi ja osio 1.3 kiisittelee sen erikoistapauk-
sia: Brownin liiketti ja valkoista hilyi. Osio 1.4 kiisittelee gaussisen
mitan suhteen ortogonaalisia polynomeja.

1.1 Gaussiset satunnaismuuttujat

Olkoon Q) = (Q, 3, P) todenndkoisyysavaruus.

Reaaliarvoinen satunnaismuuttuja X : O — R on gaussinen, eli nor-
maalisti jakautunut, jos

PX e dx] = PoX '(dx)
= y(dx;p,0?)

= plx;p,0%)dx

(1.1.1) = 1 . exp{—% (X; H)Z} dx.
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Téalloin odotusarvo E[X] ja varianssi Var[X] ovat

EX = Joo xPXedx] = u,

— 00

VarXl = E[(X-EX)?] = o

Kun X on jakautunut kaavan (1.1.1) mukaan, niin merkitsemme taval-
liseen tapaan X ~ N(p,0?). Jos X on degeneroitunut pisteeseen p eli
P[X = py] =1, niin tulkitsemme, ettd X on N(y,0)-jakautunut.

Jos E[X] =0, niin sanomme, ettd X on keskitetty.

Reaaliarvoisen gaussisen satunnaismuuttujan X ~ N(u, 0?) karakte-
ristinen funktio, eli analyysin kielelld Fourier-muunnos, on

ex(0) = E[eiex]

= J e P[X € dx]

—00

= J e p(x; p, 0%) dx
(1.1.2) - exp{iu@ _ %0292} .

Kaavan (1.1.2) voi perustella esimerkiksi analyyttisen kuvauksen 6 — e*®*
sarjakehitelmén

siox _ i (iex)"
N n!
n=0

avulla. Olkoon nimittiain Y = (X — u)/o. Talloin Y ~ N(0, 1). Koska
ex(8) = e oy(08),

niin riittda osoittaa, etta
ey(0) = exp{—%ez} .

Olkoon n!! :=n(n — 2)--- 1. Olettamalla tunnetuksi kaavan

XXhe /2 dx = (2n—1)!!
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saamme lasketuksi

oo LJOO ei0xe—x*/2 45
)
- ] T,
CEE e
) 2(2291)12)?(2“—1)!!

& (i0)2M(2n)!
N Z (2n)12nn!

= exp{—%ez} .

Nain kaava (1.1.2) on perusteltu.

Gaussisen satunnaismuuttujan momenttigeneroiva funktio, eli ana-
lyysin kielelld Laplace-muunnos, on

(e¢]

(1.1.3) vy (0) = J e®*PX € dx = exp{ue—l—%olﬁz}.

Kaava (1.1.3) on helppo perustella tismélleen samalla tavalla kuin kaava
(1.1.2).

Seuraavaksi yleistimme gaussisen jakauman késitteen koskemaan ei-
reaaliarvoisia satunnaismuuttujia.

Adrellisulotteinen gaussinen jakauma lienee kaikille tuttu: R¢-
arvoinen satunnaismuuttuja, siis satunnaisvektori, X = (Xj,...,Xq) :
Q — R on gaussinen, jos kaikki lineaarikombinaatiot

d
(1.1.4) > aX;,  geR, j=1,..4,
j=1
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ovat gaussisia. Jos satunnaisvektori X ei ole degeneroitunut missddn R¢:n
aliavaruudessa, niin sen jakauma voidaan esittdd tiheyden avulla:

PX € dx] := P[X; € dxi,...,Xq € dX4]
= 7valdxq,...,dxq; 1, K)

= pd(X] ooy Xds p,,K) dxq---dxn

(115 = m exp{—% (x—p, KT (x—u)>Rd} dx;- - -dxy,

missd W = E[X;], Ky = E[XiX;], (-, )ga on normaali R%:n sisdtulo ja [K|
on matriisin K determinantti. Jos X on jakautunut kaavan (1.1.5) niin mer-
kitsemme X ~ N(u, K). Mikdli p = 0 ja K on identiteettimatriisi Id, niin
sanomme, ettd X on standardoitu. Gaussisen satunnaisvektorin X karak-
teristinen funktio on

ex(0) = E[exp{i(@, X>Rd}]

= exp{i (0, W)ga — % (0, K9>Rd} .

Tésséd p ja K ovat samoja kuin kaavassa (1.1.5) ja 6 € RY. Momenttigene-
roiva funktio on vastaavasti

vx(0) = E [exp{(G,X>Rd}]

= oxp{(0,1ra + 5 {0, KOs .

1.1.6 Huomautus. Itse asiassa jokainen N(u, K)-jakautunut satunnaisvek-
tori voidaan esittdd muodossa

X = LE+n,

missd satunnaisvektori & on N(0,Id)-jakautunut ja L on matriisin K “ne-
lidjuuri”: LLT = K (luonnollisestikaan L ei ole yksikisitteinen).

Adreténulotteinen gaussinen jakauma, tai pikemminkin perhe jakau-
mia, mddritelldan darellisulotteisten projektioiden kautta.
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1.1.7 Mairitelmd. Olkoon ] joukko. Télloin perhe (X; : j € J) eli ku-
vaus X : Q — R’ on gaussinen, jos sen kaikki ddrellisulotteiset projektiot
(Xjyy -, X5,) : Q= R™, j;,...,jn €], ovat gaussisia.

Tarkastelemme lopuksi Banach- ja Hilbert-arvoisia gaussisia satun-
naismuuttujia, jolloin voimme antaa analyyttisemman mé&aritelméan gaus-
sisuudelle. Aloitamme kertaamalla kasitteita.

Banach-avaruus B = (B, | - ||3) on normiavaruus, joka on taydellinen
norminsa || - ||z suhteen. Toisin sanoen, jos (b, )_; on Cauchy-jono nor-
missa || - || eli

lim ||[bp—bunllg = 0,

n, m—oo

niin on olemassa sellainen b € B, ettd

lim |b—bully = O.

Banach-avaruuden B = (B, || - ||3) topologinen duaali B* on rajoitet-
tujen, siis jatkuvien, lineaaristen funktionaalien b* : B — R joukko. Duaa-
liavaruus B* on my6s Banach-avaruus, kun se on varustettu normilla

| <b*, b>|
Ibllg

Kéytimme tdssd normaalia paritusmerkintdd <b*, b> = b*(b) ja tulkintaa
0/0 =0.

Banach-avaruuden jono (b, ) ; suppenee vahvasti eli normissa koh-
ti alkiota b € B, jos limp_. ||bry — b||g = 0. Vastaavasti (b,)_; suppe-
nee heikosti kohti alkiota b € B, jos lim,_.,, <b*, b,,>=<b* b> kaikilla
b* € B*. Nimitykset “vahva” ja “heikko” ovat korrekteja: jos jono suppe-
nee vahvasti, niin se suppenee heikosti, mutta kddnteinen ei pade. Lisdksi,
jos b, — b heikostija b,, — b’ vahvasti, niin b =b’.

[o7]

g+ = Sup
beB

Banach-arvoiselle satunnaismuuttujalle X : O — B maddritelma 1.1.7
voidaan lausua muodossa: <b*,X> on gaussinen kaikilla b* € B. Tama
on kaavan (1.1.4) luonnollinen yleistys.

1.1.8 Huomautus. Avaruus R’ itse on harvemmin Banach-avaruus. Usein
on kuitenkin mahdollista 16ytdd sellainen Banach-avaruus B C R/, ettd
P[X € B] = 1. Tyypillinen esimerkki on tilanne, jossa ] = [0, 1] ja prosessil-
la X = (Xt)te(0,17 on jatkuvat polut. Télloin siis B = C([0, 1]) varustettuna
sup-normilla ||b|| = sup.¢(o 17 [b(t)].
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Separoituvat Banach-arvoiset gaussiset satunnaismuuttujat voidaan
madritelld my0s kdyttdmalld karakteristisia funktionaaleja.

1.1.9 Propositio. Olkoon B separoituva reaalinen Banach-avaruus. Satunnais-
muuttuja X : QO — B on gaussinen jos ja vain jos

E[eid’*‘)@] = exp{i <b*, u> —% <b*,Kb*>}

kaikilla b* € B*. Tissi w € B ja lineaarinen operaattori K : B* — B on
symmetrinen ja positiivinen: <bj, Kb3> = <bj,Kbj> ja <b* Kb*> > 0.

Jos Banach-avaruuden H = (H, || - ||4) normi | - || toteuttaa suunni-
kassdannon

2 2 2 2
2y + 2L = [+ R + [[h =R,
niin kuvaus
1 2 2
W)y = 7 (In+ I — Ih=1)

on sisdtulo. Talloin H = (H, (-, -),,) on Hilbert-avaruus.

Jos H on reaalinen Hilbert-avaruus, niin Rieszin esityslauseen nojalla
sen topologinen duaali H* voidaan samaistaa sen itsensd kanssa: kaikille
h* € H* loytyy sellainen h’ € H, ettd <h*, h>= (h’ ,h),, kaikilla h €
H. Lisdksi samaistus h* — h’ on isometria. Tdssd on tiarkeda, ettd H on
reaalinen. Kompleksisessa tapauksessa emme voi samaistaa avaruuksia
H ja H* isometrisesti (kompleksikonjugaatit pilaavat isometrian). Talloin
samaistus pitdd tehdd avaruuksien H ja H** vilille.

Jatkossa kaikki vektoriavaruudet ovat reaalisia.

Erityisen hienoa gaussisissa satunnaismuuttujissa on se, ettd niiden
muodostama joukko on suljettu L?(Q):ssa. Todistamme tdman reaaliar-
voisille satunnaismuuttujille.

1.1.10 Lemma. Olkoon (X,,)_; jono gaussisia satunnaismuuttujia, joka suppe-
nee kohti satunnaismuuttujaa Y Hilbert-avaruudessa 12(Q, F, P). Tailloin myds
Y on gaussinen.
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Todistus. Olkoot w, ja 0% satunnaismuuttujan X,, odotusarvo ja varianssi.
Olkoot p = limy e pn ja 0% = limy, ., 0%. Koska kuvaus

(W, 0?) — exp{iue — %0292}
on jatkuva kaikilla 0, niin

ov(8) = lim @x. (8) = exp{ip@—%olez}.

n—oo
Siispd Y on gaussinen. O
Toinen hieno tulos kertoo, ettd gaussisten satunnaismuuttujien tapauk-

sessa riippumattomuus ja korreloimattomuus tarkoittavat samaa.

1.1.11 Lemma. Olkoon pari (X1,X3) : Q — R? gaussinen. Tilloin X; ja X
ovat riippumattomia jos ja vain jos ne ovat korreloimattomia.

Todistus. Taman voi todistaa ndpparasti kdyttamalla karakteristisia funk-
tioita. Kikan keksiminen jdtetdan harjoitustehtavaksi. O

1.1.12 Huomautus. On mahdollista, ettd X; ja X, ovat gaussisia ja jo-
pa korreloimattomia, mutta (X;,X;) ei ole gaussinen. Olkoon nimittdin
X1, Y 1 O — R riippumattomia siten, ettd X; on standardigaussinen ja
P[Y = 0] = % = P[Y = 1] Asetetaan Xz = X] 1{y:0} — X11{y:1}. Nyt

0x;(0) = E [Ty o] +E[e XM yy] = 2%

Siis X, on standardigaussinen. Lisdksi

1 1
EXiX;] = SE [Xﬂ—zE [Xi] = o0

eli X; ja X, ovat korreloimattomia. Olkoon nyt Z = %(X1 + X5). Talloin

i ] 102
02(0) = E[e o] +E[Iyn] = 2 (1 +1).

Siten Z ei ole gaussinen, joten (X;, X;) ei my0skddn voi olla gaussinen.



1.2 Isonormaali gaussinen prosessi 8

1.2 Isonormaali gaussinen prosessi

Téssd osiossa madrittelemme varsin yleisen gaussisen prosessin, jonka
suhteen voimme derivoida ja integroida. Jatkossa joudumme kuitenkin
monin paikoin luopumaan tastd yleisyydestd: kaunis teoria koskee vain
Brownin liikettd.

Olkoon Q = (Q, 3, P) taydellinen todenndkoisyysavaruus. Talloin siis
kaikki P-nollajoukot kuuluvat o-algebraan J. Tunnetusti jokainen toden-
ndkoisyysavaruus voidaan taydellistdd yksikasitteisesti asettamalla yksin-
kertaisesti P[AUN] = P[A], kun A € J ja N on jokin nollajoukon osajouk-
ko. Siten oletus taydellisyydesta ei ole mitenkdan erityisesti rajoittava.

Olkoon H = (H, (-, -);) separoituva reaalinen Hilbert-avaruus. Talloin
siis H:lla on numeroituva, mahdollisesti darellinen, ortonormaali kanta
(ei)$2; ja kaikki H alkiot voidaan kirjoittaa muodossa

(121) h = i<h>ei>H ei.
i=1

=

Sarjan (1.2.1) suppeneminen tarkottaa tdssd normin || - ||, = v/ (-, )y mu-
kaista vahvaa suppenemista. Kannan (e;)°; ollessa kiinnitetty on sarja-
kehitelméd (1.2.1) yksikasitteinen. Tamdn nédkee kayttamalld (yleistettyd)
Parsevalin kaavaa

(0¢]

(1.2.2) (h,h')y = Z<h)ei>H<h/)ei>H'

i=1

1.2.3 Maiiritelma. Olkoon H separoituva reaalinen Hilbert-avaruus.
Gaussinen perhe W = (W(h): h € H) satunnaismuuttujia todennakoi-
syysavaruudelta (Q),J, P) on isonormaali gaussinen prosessi, jos

(i) E[W(h)] = 0 kaikilla h € H,

(i) kaikille h,h’ € H patee ElW(h)W(h/)] = (h,h'),.
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Olkoon H; joukon {W(h) : h € H} virittima L%(Q, F, P):n suljettu ali-
avaruus:

j'(1 = CILZ(_ngr‘p) span{W(h) he H}

= ClLZ(nyf‘p) {Z aiW(hi) . h«i € H, a; € R,n € N} .
i=1

Ehto (ii) sanoo, ettd W on avaruuksien }; ja H vélinen isometria: siitd
nimi isonormaali gaussinen prosessi.

1.2.4 Huomautus. (i) Avaruudesta H; kidytetddn nimityksid prosessin
X lineaarinen avaruus ja prosessin X ensimmadinen kaaos.

(ii) Lemman 1.1.10 nojalla avaruuden J; satunnaismuuttujat ovat gaus-
sisia.

Jokaiselle separoituvalle Hilbert-avaruudelle H voidaan konstruoida
sitd vastaava isonormaali gaussinen prosessi. Koska tdma ei ole aivan ilmi-
selvdd, ndytimme yhden konstruktion. Olkoon (&;)$2, riippumaton per-
he N(0, 1)-jakautuneita satunnaismuuttujia, ja olkoon (e;)*; jokin ava-
ruuden H ortonormaali kanta. Mddrittelemme satunnaismuuttujat W(e;)
yksinkertaisesti asettamalla W(e;) := &;. Yleiselle h € H maéérittelemme
satunnaismuuttujan W(h) lineaarisesti laajentaen: jos h:lla on kehitelma
(1.2.1), siis

I
.I\/]g

<h) ei>]—[ e,

i=1

niin asetamme

(h,ei)y Wl(ei)

,_.
I
-

<
=
I

™

<h> ei>H &i-

i
™

Il
-

1

Lemman 1.1.10 nojalla satunnaismuuttuja W(h) on gaussisten satunnais-
muuttujien L%-rajana my6s gaussinen. Lisdksi W(h) on keskitetty, koska
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kaikki W(e;):t ovat keskitettyjd. Perheen (&;)2; riippumattomuuden no-
jalla ristitermeille patee

E[W(el)W(e])] = E[E.ui)] — O/

kun 1 #j. Siten

E [W(h)W(h/)] = E (i <h, ei>H E,]> (i <h/, ej)H ((ﬂ>]

Il
rH
M
gk
=
p
£W
™
| I—

- ffmw (W, ey, EL£:65)

Isometria E[W(h)W(h')] = (h,h’),, seuraa nyt Parsevalin kaavasta (1.2.2).

1.2.5 Huomautus. (i) Konstruktiomme on siind mielessd yleinen, ettd

(ii)

(iii)

jos W on isonormaali gaussinen prosessi ja jos (e{){*; on H:mn or-
tonormaali kanta, niin (W(e;));2; on riippumaton perhe N(0,1)-
satunnaismuuttujia. Lisdksi kuvaus h — W(h) on aina lineaarinen.

Madritelmédssd 1.2.3 ei tarvitse olettaa, ettd W on gaussinen perhe.
Riittdd olettaa, ettd jokainen W(h) on erikseen gaussinen.

Isonormaali gaussinen prosessi W voidaan tulkita myos H-
arvoiseksi gaussiseksi satunnaismuuttujaksi, jonka karakteristinen
funktionaali on

1
B = ep{-Jihii]-

Talloin H-arvoisen satunnaismuuttujan W ja isonormaalin gaussi-
sen prosessin (W(h) : h € H) yhteys on yksinkertaisesti (h, W),, =
W(h).
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1.2.6 Esimerkki. (i) Olkoon H = R varustettuna normaalilla (si-

(ii)

(iii)

(iv)

sd)tulolla. Talloin W(h) = hW(1), silla alkio 1 muodostaa R:n
kannan. Isonormaali gaussinen prosessi mddrdytyy siis yhdestd
standardinormaalista satunnaismuuttujasta W(1) ~ N(0,1). Tama
esimerkki on siis varsin tylsa.

Olkoon H = R¢Y varustettuna normaalilla sisitulolla. Olkoon (61)911
avaruuden R? tavanomainen kanta. Talloin W(h) = hyW(ey)+-- -+
hn(en). Isonormaali gaussinen prosessi madrdytyy siis standardi-
gaussisesta vektrorista W(e) = (W(eq),...,W(e,)) ~ N(0,1d). Ta-
maé esimerkki on vield kohtalaisen tylsd, muttei niin triviaali kuin
kohta (i).

Tarkastelemme kohtaa (ii) kddnteisesti. Olkoon X = (Xj,---,Xq) :
Q — RY keskitetty gaussinen satunnaisvektori kovarianssilla K.
Asetamme

Y = 5 Ky)ga.

On helppo nidhdi, etté (-, -),, onsisdtulo avaruudella RY. Asetamme
sitten X(h) = hyX; + --- + hgXq. Talloin (X(h) : h € H) on isonor-
maali gaussinen prosessi. Perusteluksi riittdd huomata, etta

d d
EX(hX(M)] = ) > hhEW(e)W(e)]
d d
= ZZhih;Kij

d d
= ) ) hihj{ei, Kej)pa

Tarkastelemme kohtaa (iii) ddretonulotteisesti. Olkoon (X¢)te(o,17 jo-
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kin keskitetty gaussinen prosessi. Olkoon K sen kovarianssifunktio:
K(t,s) = E[XX].

Taydellistamalla yksinkertaisten funktioiden muodostaman vekto-
riavaruuden sisidtulon

<1[0,t),1[o,s)>H = K(t,s)

suhteen saamme Hilbert-avaruuden H. Jos K on jatkuva, niin H on
separoituva. Télloin (X(h):h € H) on isonormaali gaussinen pro-
sessi. Mikdan ei muuten takaa, etti H on funktioavaruus.

Isonormaali o-algebra G on isonormaalin gaussisen prosessin W vi-
rittimd o-algebra. Talloin (€Q,G,P) on siis W:n luonnollinen, tai mini-
maalinen, todennékdisyysavaruus.

1.2.7 Huomautus. Olkoon (e;)$°; avaruuden H jokin ortonormaali kan-
ta. Talloin isonormaali o-algebra § on satunnaismuuttujien W(e;), i =
1,2... generoima.

1.3 Brownin liike ja valkoinen haily

Téssd osiossa tarkastelemme keskitettyja gaussisia prosesseja yli aikavalin
[0,1]. Oletamme, ettd kaikki prosessit ldhtevit liikkeelle nollasta.

Brownin liike voidaan maéaritelld monella eri tavalla. Yksinkertaisin,
joskin epdinformatiivisin, tapa on seuraava:

1.3.1 Mdéritelmad. Gaussinen prosessi W = (Wy)tc(0,1] on Brownin liike,
jos

(i) E[W,] =0 kaikilla t € [0,1],

(i) E W W] = min(t,s).

Nain méaaritelty prosessi W on todellakin olemassa. Olkoon nimittdin

H = L1%([0,1])
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varustettuna tavanomaisella sisaltulolla

1

M) 2oy = Jo h(t)h'(t) dt.

Olkoon W = (W(h) : h € H) isonormaali gaussinen prosessi. Maaritte-
lemme prosessin W = (Wy)c[0,1] asettamalla

Wt = W (1 [O,t}) .
Selvasti nyt E[W,] =0 ja

EWW,] = E[W (Tj0,q) W (Tp0,)]

= <1[O,t])1[0»5}>L2([0,H)

1

_ J To.0(WT 0.0 du
0

= min(t,s).
Siispd ndin madritelty prosessi W = (W} )i¢[0,1) on Brownin liike.

1.3.2 Huomautus. Valitsemalla avaruudelle L?([0,1]) konkreettisen kan-
nan

ei(t) = V2cos(int),
i=0,1,..., saamme Brownin liikkeelle sarjakehitelmén riippumattoman
N(0, T)-jakautuneen jonon (&;)$° , avulla:

o0

Wt - Z<1[O,t])ei(t)>]_2([o‘]”ai

i=0

00 ot
= \/ZZJ cos(ims) ds &;
i=0

0

_ ﬁi sin(:tt) .
i=0

i

Yleisesti ottaen ei ole helppoa osoittaa, ettd Brownin liike on olemas-
sa. Kdayttamalld funtionaalianalyyttistd ldhestymistapaa pddsimme helpol-
la. Tama helppous ei kuitenkaan ole ilmaista: toistaiseksi Browin liike on



1.3 Brownin liike ja valkoinen hily 14

meille vain abstrakti “Hilbert-olio”, jonka luonteesta emme ymmaérra mi-
tdadn. Ymmartadksemme paremmin, mistd Brownin liikkeessd on kyse, tar-
kastelemme sitd hieman martingaaliteorian kannalta. Aloitamme martin-
gaalin madritelmasta.

1.3.3 Miiritelmd. Olkoon F = (J)¢[o,1) historia, toisin sanoen kasva-
va perhe o-algebran J ali-o-algebroja. Prosessi X = (X¢)tejo,1) on F-
martingaali, jos

E [Xt’g s] - Xs

kaikilla s < t. Mikéli historia F on X:n sisdinen historia, siis F; on sa-
tunnaismuuttujien X, s < t, generoima, niin sanomme lyhyesti, ettd X
on martingaali. Prosessin sisdiselle historialle kiytimme merkintdd FX =

(F)tero,11-

Martingaali on siis idealisoitu “hély”: paras ennuste tulevaisuudelle on
tama hetki.

Martingaaliominaisuutta erityisempi, ja ehkd helpommin ymmarretta-
véd, on riippumattomien lisdysten késite. Prosessilla X on riippumattomat
lisdykset, jos kaikilla s < t lisdys Xy — X, on riippumaton o-algebrasta
FX. Riippumattomat lisdykset tarkoittavat siis sité, etté tieto prosessin his-
toriasta ei anna mitdén tietoa sen tulevaisuudessa tapahtuvista muutoksis-
ta.

Gaussisten prosessien tapauksessa riippumattomat lisdykset ja martin-
gaaliominaisuus ovat siististi kytkeytyneet toisiinsa.

1.3.4 Propositio. Olkoon X = (X)e(0,1] keskitetty gaussinen prosessi. Tilloin
seuraavat ovat yhtipitivii:

(i) X martingaali,
(ii) X:lli on riippumattomat lisiykset,
(iii) X:lld on korreloimattomat lisiykset,

(iv) X:n kovarianssifunktio riippuu s:sti ja t:sti ainoastaan niiden minimin
kautta:
EXX] = f(min(t,s)).
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Todistus. Vdiite seuraa olennaisesti lemmasta 1.1.11. Jatdimme yksityiskoh-
dat harjoitustehtaviksi. O

Sanomme, ettd prosessilla X on (heikosti) stationaariset lisdykset, jos
kaikilla h > 0 satunnaismuuttujan X, — X; jakauma on riipumaton ai-
kaparametrista t.

Voimme nyt karakterisoida Brownin liikkeen edelld esitettyjen kasittei-
den avulla.

1.3.5 Propositio. Keskitetty gaussinen prosessi W = (Wi )iep0,1] on multipli-
katiivista vakiota vaille Brownin liike jos ja vain jos silli on stationaariset riippu-
mattomat lisiykset.

Todistus. On ilmiselvdd, ettd Brownin liikkeelld on riippumattomat ja sta-
tionaariset lisdykset. Olkoon sitten X prosessi, jolla on riippumattomat ja
stationaariset lisdykset. Olkoon s < t. Proposition 1.3.4 nojalla E[X\X] =
f(s). Koska X:1ld on stationaariset lisdykset, niin

E[(X¢—X)?] = E[XE,].
Kayttamalld edellistd polarisaatiokaavaan
EXX] = {E[XY] +E[XZ] ~E[X X))
saamme tuloksen
f(s) = JLF(t)+F(s) —F(t—s)}.

Tadméan yhtdlon ainoa ratkaisu on lineaarinen funktio f(s) = o?s. Siten X
on vakiota o? vaille Brownin liike. O

Jatkossa joudumme paikoitellen luopumaan yleisyydesta. Talldin ole-
tamme, ettd isonormaaliin prosessiin W liittyvd Hilbert-avaruus H on
siisti L*-avaruus:

H = LX(T,B,u),

missd p on o-ddrellinen atomiton mitta eli n({t}) = 0 kaikilla t € T.
Kéaytannossa tdma tarkoittaa sitd, ettd W on jotakuinkin Brownin lii-
ke. Itse asiassa, jos merkitsemme W(B) := W(13), niin isonormaali

prosessi W voidaan tdssd tapauksessa karakterisoida gaussisen per-
heen (W(B):B € B, u(B) < co) avulla. Jos tulkitsemme, ettdi W(B) on
L%(Q,J, P)-arvoinen satunnaismitta, niin W on valkoinen hily.
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1.3.6 Madiritelmd. Olkoon (T,B) mitallinen avaruus, ja olkoon p on
o-ddrellinen atomiton mitta avaruudella (T,B). Merkitidan B, :=
(B € B:u(B) < oo}. Satunnaismitta W : (T,B) — L?(Q,T,P) on val-
koinen hily, jos

(i) W(B) on N(0, u(B))-jakautunut kaikilla B € By,

(i) W(B1) ja W(B) ovat riippumattomia, kun B, ja B, ovat erillisia.

Mitta u on hdlyyn W liittyvé kontrollimitta.

1.3.7 Huomautus. Vaikka kutsummekin valkoista hélyad satunnaismitak-
si, niin kiinnitetylld w € Q joukkokuvaus W(-)(w) ei ole o-additiivinen
mitta T:114. Siitd huolimatta, jos h € L?(T), niin merkitsemme

J h(t)dW, = W(h).
.

1.3.8 Esimerkki. (i) Olkoon T = Ry x {1,...,d} ja p Lebesguen mitta
kertaa tasainen mitta joukolla {1,...,d}. Siis

w(dt,A) = dt x #(A).

Talloin
H = L*(Ry x{1,...,d}) ~ L*(R:;RY)
ja
Wi o= W([0,t] x{i}),
t € Ry, i € {1,...,d} on d-ulotteinen Brownin liike eli keskitetty
gaussinen prosessi (Wi)i>o = (W], ...,Wd),5,, jonka kovarianssi-
funktio on

s min(t,s), kuni=j,
E[wiw] = { 0, kuni#j.

Téssd tapauksessa W(h) voidaan tulkita Wiener-integraalina
d

Wh) = Y

i=1

1

Joo hi(t) dW,.

0
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(ii) Olkoon T =R?Z ja p kaksiulotteinen Lebesguen mitta. Talloin
Wt,s = W([O»t] X [O)S])/

s,t € R} on Brownin lakana. Se on siis keskitetty gaussinen kenttd,
jonka kovarianssifunktio on

E W, W,y o] = min(t,t’') min(s,s’).

(iii) Brownin lakana d-ulotteisessa ajassa saadaan valitsemalla T = R4
ja n on d-ulotteinen Lebesguen mitta. Talloin

Wy, e = W(0,t] x - x [0,t4])

.....

on Brownin lakana d-ulotteisessa ajassa ja sen kovarianssifunktio on

,,,,,

1.3.9 Huomautus. Olemme kuormittaneet merkintdd W raskaasti. Nimit-
tdin

Wi = W([O,t]) - W(1[O,t]) .
Lisdksi W on joskus yleinen isonormaali prosessi, joskus valkoinen ha-

ly ja joskus Brownin liike. Toivomme hartaasti, ettei tdstd kuormituksesta
aiheennu sekaannusta.

1.4 Hermiten polynomit

Hermiten polynomit saadaan ortogonalisoimalla (mutta ei normalisoimal-
la) monomit 1,t,t?,... avaruudessa L?(R,v), missd y on standardisoitu
gaussinen mitta

— _ — 1 1,2
v(dt) = y(dt,0,1) = p(t,0,1)dt = \/Eexp{ Tt } dt.

Sivuutamme tdssd vaiheessa Gram-Schmidt-ortogonalisoinnin ja annam-
me maédritelmdn suoraan ns. Rodriguezin kaavan avulla.
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1.4.1 Mdiritelmad. Astetta n oleva Hermiten polynomi on

-1 dam
H.(x) = (n') e%"zdxne_%xz,

kunn > 1ja Ho(x) = 1.

1.4.2 Huomautus. Lukija luullee, ettd kirjoittajalla on vaikeuksia 16ytada
ndppdimistoltddn muita kirjaimia kuin H. Ndin ei ole: kirjoittaja vain ei
halua lanseerata omia merkintdjddn, vaikka tarvetta selvésti olisikin.

Ensimmadiset nelja Hermiten polynomia ovat

Hol) =1, Hib) =% Hx=hd—1 ja Hybo =L —Ix

Nayttdisi siis ainakin siltd, ettd Hermiten polynomit ovat todellakin poly-
nomeja.
Merkitdan
F(x,t) := exp{tx — %tz} .

Talloin Hermiten polynomit H, (x), n > 0, ovat funktion F(x, -) Taylorin
sarjakehitelmén kertoimet. Toisin sanoen

(1.4.3) F(x,t) = ithn(X).
n=0

Kayttamalla tdta kehitelmdd voimme osoittaa, ettd kaikille n > 1 pétee

(1.4.4) o) = Hea(,

X
(1.45) (M1 Hner(x) = xHn(x) = Hooy (%),
(1.4.6) H.(—x) = (=1)"Ha(x).

Kayttamalla kaavaa (1.4.5) voimme vakuuttua siitd, ettd Hermiten po-
lynomit ovat todellakin polynomeja. Lihemmailla tarkastelulla huomaam-
me, ettd H,, on n :nnen asteen polynomi, jonka korkein termi on x™/n!.
Itse asiassa voimme laskea, ettd

- ) on=2k
(1.4.7) Ho(x) = ]; Kn—26)2x"



1.4 Hermiten polynomit 19

missd |- | tarkoittaa kokonaisosan ottamista. Lisdksi rekursiokaavas-
ta (1.4.5) seuraa, ettd jokainen n:nnen asteen polynomi voidaan esittda
Hermiten polynomien H,, r < n, lineaarikombinaationa.

Seuraava lemma kertoo Hermiten polynomien ja gaussisten satunnais-
muuttujien vélisen suhteen.

1.4.8 Lemma. Olkoon (X1,X3) : Q — R? gaussinen satunnaimuuttujapari,
jolle E[X1] = E[X32] =0, E[X?] = E[X3] = 1, ja E[X1X;] = p. Tillvin jokaiselle
n, m > 0 pitee

E [Hn (X)) Him (X2)] = {in jos m#m,
£ jos n=m.

Todistus. Olkoon F kuten kaavassa (1.4.3). Kdyttamalld parin X = (Xj, X3)
momenttigeneroivaa funktiota ndemme, ettd

E[F (6,00 F(X2,0:)| = E[exp{0:X 307 | exp{ 02X~ J03}]
= E[exp{(8,X)s: — 1(8,0)s }]

= vx(0) exp{~3(0,0):

_ exp{%<9,[; ?}9>Rz}exp{—%(9,9>w}

(149) = exp{91 92 p} .

Muistamme nyt, ettd

F(X, 0;) Z O H, (

Derivoimalla saamme

gk-+e 0 o gk-+e
——F(X41,07)F(X3,03) H,.(X;)H 07'e5",
50% 30 (X1,01)F(X2,02) = > > Hu(Xq)Hpl( )aekaee 2

n=k m=~¢{
mistd ndemme, etta

aner

—F(X F(X
207007 (X1,01)F(X3,07)

01=0,=0
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Samoin ndemme derivoimalla, ettad

ﬂeelezp _ 0 jos mF#Em,
00T 0o" 01=6,=0 nlp™ jos n=m.

Siten vdite seuraa ottamalla yhtélostd (1.4.9) puolittain osittaisderivaatta
ont™ /007100 pisteessd 67 = 0, = 0. Derivoinnin ja odotusarvon ot-
tamisen jdrjestyksen voi vaihtaa esimerkiksi dominoidun konvergenssin
nojalla. O

Lemmasta 1.4.8 seuraa, ettd normeeratut Hermiten polynomit vn!H,,
n =0,1,... muodostavat avaruuden L?(R,y) ortonormaalin kannan. Ni-
mittdin valitsemalla X = X; = X5, eli p = 1, lemma 1.4.8 sanoo, etta

EHL M0 = [ HaloHn( v = o

—00

kun n = m ja 0 muulloin. Siten Hermiten polynomit H,,, n =0,1,2,...,
ovat ortogonaalisia ja normeeratut Hermiten polynomit vn!H,, n =
0,1,..., ovat ortonormaaleja. Se, ettd Hermiten polynomit virittavat koko
avaruuden L?(R,7y) seuraa taas siitd, ettd Weierstraflin lauseen nojalla
tavalliset polynomit virittdvit koko avaruuden L?(R,7y) ja tavalliset ja
Hermiten polynomit virittavit toisensa.



Luku 2

Wiener-Ito-kaaoskehitelma

Isonormaaliin prosessiin W = (W(h) : h € H) liittyvid 1% -avaruus
L2(Q, G, P) on separoituva Hilbert-avaruus. Siten silli on numeroi-
tuvia ortonormaaleja kantoja. Konstruoimme eriin tillaisen kannan.
Kostruoimamme kanta antaa avaruudelle L*(Q, G, P) Wiener—Ito-
kaaoskehitelmiin, joka puolestaan liittyy liheisesti martingaaliesitys-
lauseeseen ja moninkertaisiin Wiener-integraaleihin.

Osio 2.1 kisittelee yleistii tapausta. Osioissa 2.2—2.4 isonormaali pro-
sessi W on valkoinen hiily.

2.1 Abstrakti kaaoskehitelma

Hilbert-avaruuden H = (H, (-, ),,) osajoukko A on totaali, jos vain nolla-
alkio on kohtisuorassa sitd vastaan: (h, a),; = 0 kaikilla a € A implikoi
h = 0. Voidaan osoittaa, ettd A on totaali jos ja vain jos clspanA = H.
Siispd totaalin joukon virittima aliavaruus on tiheé joukko.

Yleinen “abstrakti Wiener-Itd-kaaoskehitelmd” perustuu seuraavaan
tiheysominaisuuteen.

2.1.1 Lemma. Joukko {"'™ : h € H} on totaali avaruudessa L*(Q, G, P).

Lemman 2.1.1 todistus perustuu &éarellisulotteiseen tarkasteluun, joka
laajennetaan ddretonulotteiseksi separoituvuuden avulla. Laajennuk-

sessa tarvitsemme martingaalikonvergenssilausetta: Olkoon (X,)_;
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tasaisesti integroituva martingaali historian (J,,)5_; suhteen. Talloin
Xoo = limy_,o Xn on olemassa melkein varmasti ja L'(Q):ssa. Lisdksi

Xn = E[Xx|Fn] ja Xo on Foo-mitallinen.
Perheen (Xj);jcj tasainen integroituvuus tarkoittaa: jokaiselle ¢ > 0 on

olemassa sellainen K, ettd

supE[|X]-|1{|X]_|>Kaﬂ < E.
jeT

Lemman 2.1.1 todistus. Olkoon X € L?(Q, G, P) sellainen, ettd E [XeV ™| =
0 kaikilla h € H. Haluamme osoittaa, ettd X = 0. Talloin, totaalin joukon
mééritelméin nojalla, {e"™ : h € H} on totaali.

Olkoon aluksi H &éarellisulotteinen ja (e;){_; sen ortonormaali kanta.
Olkoon
ya(dx) = y(dx)
= v(dx1;0,1)---v(dxq;0,1)

d-ulotteinen standardigaussinen mitta. Télloin X voidaan kirjoittaa muo-
dossa f(&1,...,&q), missd & = W(e;) ja f € L?(RY,y,). Tassa siis (&;)L,
on riippumaton perhe N(0,1)-jakautuneita satunnaismuuttujia. Koska
kuvaus h — W/(h) on lineaarinen, niin

0 = E [Xexp{Zj_1 tiii}]
= E [ﬂ& yoor &a) eXP{Z?_1 tiaiH

= J f(x1,...,xa)e " rd y4(dx)
]Rd

kaikilla (ti,...,tq) € R%. Tdma tarkoittaa sitd, ettd jakauman fdy4:n mo-
menttigeneroiva funktio on identtisesti nolla. Siten f on myos identtisesti
nolla.

Tarkastelkaamme sitten &ddretonulotteista tapausta. Avaruuden H

separoituvuuden nojalla § = o(W(e;) : i = 1,2,...), missd (ei)2;
on avaruuden H ortonormaali kanta. Olkoon H4 kannan alkioiden
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(ei)d, virittdma H:n &éarellisulotteinen aliavaruus ja G4 satunnaismuut-
tujien & = Wlei), i = 1,...,d virittdmd G:n ali-o-algebra. Talloin
E [X|G4] € LZ(Q, S4,P) ja kaikilla t1,...,tg € R

E [E XISl exp{Zf_] tiaiH = 0.

Adrellisulotteisen tapauksen perusteella siis E[X|G4] = 0. Lopuksi huo-
maamme, ettd martingaalikonvergenssilauseen nojalla

Xa = EXGa — EX[Su] = X
melkein varmasti (ja monessa muussakin mielessd). Mutta
Xo = EXISx] = EX[G] = X
Siten X = 0. O

2.1.2 Miiritelmi. Olkoon n > 1. Avaruuden L2(Q, G, P) n:s kaaos H,,
on satunnaismuuttujien

{ Hn (W(h)) s h € H, [[h]l, =1 }

virittdima L2(Q, G, P):n suljettu aliavaruus. Vakioiden joukko on 0 :s kaaos
Ho.

2.1.3 Miiritelma. Olkoon V = (V,(;,-),) Hilbert-avaruus ja Vy, Vi, ...
sen suljettuja aliavaruuksia. Télloin ortogonaalinen summaesitys

[o¢]
V = PV
n=0
tarkoittaa yksinkertaisesti sitd, etta

(i) kun n # m, aliavaruudet V, ja V,, ovat ortogonaalisia eli
(Vn,Vin)y = 0 kaikilla v, € V;, ja Vin € Vi,

(ii) jos v € V, niin se voidaan esittdd sarjana

v = iﬂn(\)),
n=0

missa 7, (v) € V.
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2.1.4 Huomautus. Mddritelméssa 2.1.3 kuvaus 7, on ortoprojektio V:Itd
sen aliavaruudelle V,, :

T (v) = argmin [[v—vy]y.
vn€EVn

Yleinen Hilbert-avaruuksia koskeva totuus on, ettd tillainen minimoiva
alkio todellakin on olemassa ja se on yksikésitteinen.

2.1.5 Esimerkki. Olkoon V; = R ja V, = R%. Téllsin R3 = V; @ V,, ja
jokaisella v = (vy,v2,v3) € R® on esitys

X = Vvie; +Vvyer +vse;
= vier +{vae; +vzes}
= m(v) +m(v),

missd (e7, ez, e3) on R3:n tavanomainen kanta.

Lemman 1.4.8 nojalla aliavaruudet H,, ja }(,, ovat ortogonaalisia, kun
n # m, ja lemman 2.1.1 nojalla voimme hajottaa avaruuden 1%(Q, G, P)
kaaoksiin. Seuraava teoreema on abstrakti kaaoskehitelma.

2.1.6 Teoreema. Avaruus L*(Q, G, P) voidaan esittiii ortogonaalisena summa-

na:
(2.1.7) L*(Q,5,P) = PH..
n=0

Todistus. Tieddmme jo, ettd J{(,,:t ovat ortogonaalisia. Pitdd endd osoittaa,
ettd ne muodostavat totaalisen systeemin. Olkoon siis X € L*(Q, G, P) sel-
lainen, ettd se on ortogonaalinen kaikille J(,,. Toisin sanoen

(2.1.8) E [XH,(W(h))] = 0

kaikilla h € H, joille ||h||,;, = 1. Haluamme osoittaa, ettd X = 0. Koska x™
voidaan esittdd Hermiten polynomien H.(x), r < n lineaarikombinaatio-
na, niin oletuksesta (2.1.8) seuraa, etta

EXW(H)Y = 0
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kaikilla n > 0. Kayttamalla eksponenttifuktion sarjakehitelmaéa tasta seu-

raa, etta
E Xexp{W(h)}] = 0.

Siten lemman 2.1.1 nojalla X = 0. OJ

Jos H on ddretonulotteinen, niin myos jokainen kaaos H,, on ddretonu-
lotteinen. Etsimme nyt ortonormaalin kannan jokaiselle kaaokselle (.

Jono a = (ai)2;, ai € N, on multi-indeksi , jos a; # 0 vain dérelli-
sen monella indeksilld i € N. Siten esimerkiksi (7,0,2,1,0,0,0,0,...) on
multi-indeksi, mutta (1,1,1,1,...) ei ole. Merkitsemme multi-indeksien
joukkoa symbolilla A. Lisdksi merkitsemme

o0
al = H ai!,
i=1

o]

la| = Z a;.

i=1

Multi-indeksid a € A vastaava yleistetty Hermiten polynomi on

(9]

Hq(x) = HHai(xi), x € RY,

i=1

2.1.9 Lemma. Olkoon a € A ja (e;)$2, avaruuden H ortonormaali kanta. Mer-
kitdin -
D, = Val][Ha (Wle).

i=1

Tilldin satunnaismuuttujakokoelma (® ) . A on ortonormaali systeemi.

Todistus. Satunnaismuuttujat W(e;), i = 1,2,..., ovat riippumattomia.
Téastd seuraa, ettd my0s satunnaismuuttujat Hy, (W(ei)) Hp, (W(ei)), i =
1,2,..., ovat rilppumattomia. Siispd voimme seuraavassa pyorityksessa
vaihtaa tulon ja odotusarvon jérjestysta.
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Saamme

E[0.Qy] = ValblE || [Ha (W(e) ] [ Hy, (W(ej))]

= VablE ﬁ Ha, (W(es)) Hy, (W(ei))]

= Valb! HE [Ha, (W(ei)) Hp, (W(ei))].
i1

Mutta lemman 1.4.8 nojalla tdima viimeinen lauseke on 1, jos a = b ja 0

muulloin. n
2.1.10 Propositio. Olkoon n > 1. Tillvin kokoelma (@) 4cp o= ON AVATUYU-
den H,, ortonormaali kanta.

Todistus. Harjoitustehtdva. O

Yhdistamalld J{,, :ien kannat saamme tietysti kannan koko avaruudelle
L*(Q,,P).

2.1.11 Propositio. Kokoelma (® o) aen on avaruuden 12(Q, G, P) ortonormaali
kanta.

2.2 Moninkertaiset Wiener-integraalit

Edellinen osio oli varsin abstrakti. Tassd osiossa kasittelemme kohtalai-
sen konkreettista otusta: moninkertaista Wiener-integraalia. Sen avulla
esitimme seuraavassa osiossa ymmarrettdvimman version kaaoskehitel-
masta.

Tasté eteenpéin aina kappaleen loppuun asti avaruus H on [%-avaruus
L%(T, B, 1), missd p on o-ddrellinen atomiton mitta. Toisin sanoen isonor-
maali prosessi W on valkoinen hdly.

Olkoon m > 1ja Bp = {B € B : pu(B) < oo} kuten aiemminkin.
Haluamme maéritellda m-kertaisen stokastisen integraalin I, (f) funktiol-
le f € L2(T™, B™, u™). Aloitamme luonnolliseen tapaan yksinkertaisista
funktioista.
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2.2.1 Midiritelmd. Funktio f : T™ — R on yksinkertainen, jos se on muo-
toa

n
(22.2) fltr,...,tm) = Z Qi ..., im1Bi1><~~-><Bim(t1)---)tm)>
1,eeyim=1
missd By, B,,..., By ovat erillisid By:n joukkoja ja vakiot ai, . i, ovat
nollia, jos mitkd tahansa idekseistd 1i4,...,1,, ovat samoja. Merkitsemme

yksinkertaisten funktioiden luokkaa symbolilla &,,.

2.2.3 Esimerkki. Olkoon m = 2 ja T = [0, 1]. Funktio f = 1o b,1x[0,b,] €l
ole yksinkertainen, jos byb, > 0. Funktio f = 1(4, b,1x[a,,b,] S€N sijaan on
yksinkertainen, jos a, < b, < a; < by.

2.2.4 Huomautus. (i) Joukko €&, on mitd ilmeisimmin avaruuden
L?(T™) lineaarinen aliavaruus.

(ii) Se, ettd yksinkertaiset funktiot f hdvidviat diagonaaleilla {t; = t;,1 #
j}, on keskeistd integraalin laajennuksen kannalta. [lman sitd lem-
man 2.2.9 isometria (ii) ei pade.

Jos f on yksinkertainen ja silld on esitys (2.2.2), niin méaarittelemme m-
kertaisen Wiener-integraalin kaavalla

Wiener-integraali on hyvin maédritelty: se ei riipu mistddn erityisestd f:n
esityksestd (2.2.2). Lisdksi I,,, on lineaarinen.

2.2.5 Huomautus. Wiener-integraalit I;(f) ovat gaussisia, silld ne ovat
lineaarikombinaatioita gaussisesta otuksesta W. Korkeammat Wiener-
integraalit eivdt yleensd ole gaussisia. Tdma johtuu siitd, ettd riippumat-
tomien gaussisten satunnaismuuttujien tulot eivit ole gaussisia.

Huomionarvoista on, ettd I,, on olennaisesti méaritelty symmetrisille
funktioille.

2.2.6 Mdiritelma. Funktio f: T™ — R on symmetrinen, jos

flti,...,tm) = flte),.- - tomm))
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kaikilla joukon {1,2,..., m} permutaatioilla . Jos f € L*(T™) on sym-
metrinen, niin merkitsemme f € [%(T™). Funktion f symmetrisaatio f
on

1
fltr,...,tm) = - Zf(tcﬂ)) R
missd o kdy lapi kaikki joukon {1,2,..., m} permutaatiot.

Symmetrisaation madritelma korrekti: f on symmetrinen funktio, ja jos
f on jo valmiiksi symmetrinen, niin f = f.

2.2.7 Esimerkki. Jos
f(t,t2,t3) = titats,

niin

f(ty,t2,t3) = % {titots + titsts + 31t + t3tsty + 3ttt + t5toty |

= Mt +dut + gut).

2.2.8 Huomautus. (i) Esimerkistd 2.2.7 ndemme, ettd jo symmetristen
argumenttien suhteen ei tarvitse symmetrisoida. Siten, jos esimer-
kiksi f : T™ — R on jo valmiiksi symmetrinen ensimmadisen m — 1
argumentin suhteen, niin

f(tT)"')tm)

1
= —{flt e tn) (bt ) et 1)
(ii) Symmetrisaatiot liittyvét luonnollisella tavalla moninkertaiseen, tai

iteroituun, integrointiin. Nimittdin esimerkiksi tilanteessa m = 2 ja
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T = [0, 1] saamme

1 p1
J J f(tr, t2) m(dty ) u(dty)

0 Jo
rl rt2 rl 1l

= f(tq, t2) p(dty)pu(dty) + f(t1,s2) u(dty)p(dty)
JO JO Jo Jty
rl rta rl pty

= f(ty, t2) u(dty)pu(dts) + f(ty, t2) u(dty)pu(dty)
JO JO JO JO
rl pto r1 rt2

= f(ty, t2) u(dty)pu(dts) + f(ta, t) pu(dty)pu(dts)
JO JO JO JO
r1 rt2

= {fltr, ) + flta, 1) b ulaty u(dty)
JO JO

1ty
= ZJ J f(tr, t2) u(dty)u(dtz)

11
= J J f(ty, t2) puldty)pu(dts).
0 Jo

Samoin on helppo ndhdd, ettd tapauksessa T™ = [0, 1]™

J f(t1,...,tm) um(dth... dtm)

= m! J f(t1,...,tm) Hm(d‘h,...,dtm)

o<t <<t <1

= J f(t1,...,tm) Hm(dt1,...,dtm).

2.2.9 Lemma. Olkoon f € &, ja g € & ja f ja § niiden symmetrisaatiot.
Tilloin

(i) Tm(f) = In(f),

(i) E[I.(fL(g)] = m!(f, 9)12(Tm), Jos M = K, ja nolla muulloin.
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Todistus. (i) Lineaarisuuden nojalla voimme olettaa, ettd f = 1811 Y xB
Talloin vaite on triviaali.

im*®

(ii) Yhdistamalld f:nja g:n on esityksissd olevat ositukset voimme olettaa,
ettd ne on esitetty saman osituksen By, B», ..., B, avulla. Jos m # k, niin
tulos seuraa siitd, ettd E[W/(B)] = 0 kaikilla B € B,. Olkoon sitten m = k
ja f annettu kehitelmén (2.2.2) avulla. Olkoon g:n kehitelma

g(t1>---atm) = Z bil ..... im1Bilx~~~><B-lm(t1>---)tm)-

Viite seuraa nyt suoralla laskulla:

E[ln(AIn(g)] = E| )  mla;, .. i, W(By)---W(Bs,)

<--<im

x Y mlby 5, W(By)---W(By,)

<--<im

= mH{f, )2 (m) -

Isometria (ii) seuraa nyt kohdasta (i). O

Lemman 2.2.9 kohta (ii) sanoo, ettd operaattori I, (tai oikeammin ope-
raattori %Im) on avaruuksien &, ja L?(Q,F,P) vilinen isometria, silld
(f,9)12(rmy = (f,9)12(m) - Siten se laajenee vilittomasti avaruuden &,
sulkeumaan. Nimittdin Hilbert-avaruuksien vélinen lineaarinen operaat-
tori T: Hyo C H — H’, joka toteuttaa isometrian

(2.2.10) iy = IRy

voidaan laajentaa yksikésitteisesti Hy:n sulkeumaan siten, ettd isometria
(2.2.10) pétee laajennetulle operaattorille. Itse asiassa médrittelemme ty-
lysti

Th = lim Th,,

n—oo
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kun h,, — h. Nyt isometria (2.2.10) takaa, ettd Th € H’ ja ettd raja-arvo
on yksikésitteinen. Nimittdin (Th,)¥_, on Cauchy-jono avaruudessa H’
isometrian (2.2.10) nojalla. Siten raja-arvo Th € H’. Liséksi, jos h, — h,
niin

ITha = Thallyy = IT(ha = Ra)lly
= Jhn—hally
— 0,

kun n — oo. Siten limy_,o Thy = Th.

Olemme onnellisessa asemassa: &,,:n sulkeuma on funktioavaruus
L2(T™). Téssd on keskeistd, ettd p on atomiton mitta. Muuten diagonaa-
lien poisto pilaisi ttheysominaisuuden.

2.2.11 Lemma. Avaruus €., on tihei L2(T™):ssi.

Todistus. Sellaiset yksinkertaiset funktiot, jotka eivdt véalttamattda katoa
diagonaaleilla ovat tihedssd L?(T™):ssi. Siten riittd4 osoittaa, ettd voimme
aproksimoida ! indikaattorifunktion TA = Ta,x..xA,., Ai € Bo, yksinker-
taisilla funktiolla avaruudesta &,, sisdtulon (:,-);2m, suhteen. Olkoon
¢ > 0. Koska mitalla p ei ole atomeja, niin 1dyddmme sellaiset erilliset
Bi,...,Bn € By, ettd u(B;) < ¢ ja jokainen A; voidaan esittdd joukoista
B; koostuvana yhdisteend. Talloin siis

(2.2.12) TA = D) €iinB xoxB

missd €y, i, on joko O tai 1. Jaamme nyt summan (2.2.12) kahteen
osaan. Olkoon I niiden m-jonojen joukko (i;,...,1,n), joissa mitkddn
kaksi indeksid eivit ole samoja. Joukkoon ] kuuluvat loput summattavat

m-jonot. Asetetaan

13 = E €i1y---;im1Bi]X"'XBim'

(i1,..,im) €l

YYrittikadpa lausua approksimoida. Suomen kielté kirjoitetaan niin kuin lausutaan.
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Talloin 15 kuuluu avaruuteen &,,, B C A ja

Ma=Teliormy, = Y €iyin (Byy) - p(By,)

n n m—2
< (7)) X ne)? (Zu(&))
i=1 i=1
n n m—2
< (T)eX ny (Z u(Bl))
i=1

m m—1
m
“()(0r)
Viite seuraa siitd, ettd ¢ oli mielivaltainen. O

Nadin siis integraali I,, voidaan laajentaa jatkuvaksi lineaariseksi ope-
raattoriksi funktioavaruudelta L?(T™, B™, u™) satunnaismuuttujien ava-
ruudelle L?(Q, G, P). Kdytdmme tille laajennetulle operaattorille samaa
merkintdd I,,. Lisdksi kdytamme merkintaa

J f(t], ,tm) th] "'thm = Im(f)

Tama on sopusoinnussa Stokastisen Itd-integroinnin kanssa, kuten tulem-
me myohemmin huomaamaan.

2.2.13 Huomautus. On selvdd, ettd I;(h) on vain toinen tapa merkitd
W(h).
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2.3 Valkoinen hily ja kaaoskehitelma

Esitimme nyt moninkertaisten Wiener-integraalien avulla konkreettisem-
man version abstraktista kaaoskehitelmasta (2.1.7).

Tarvitsemme aluksi pari késitettd ja lemmaa.

2.3.1 Midritelmi. Olkoot f € L?(TP) ja g € L?(T9), p,q € N. Funktioi-
den f ja g tensoritulo on funktio f ® g € L?(TP"9), joka on médritelty
kaavalla

(f®g) (th--->tp>tp+1>--->tp+q) = f(th---»tp) g(tp+1>---atp+q)-

Olkoon r < min(p, q). Funktioiden f ja g supistettu tensoritulo on funk-
tio f ®, g € L? (TP*9727) , joka on méadiritelty kaavalla

(f Oy g) (t1)' . ytp+q72r)
= J f(t1)"'>tp—r)81)"')s1”)g(S])"'»STvt‘p—O—]—T‘)"')tp-b-q—ZT)

x 1 (dsy,...ds,).

Funktion f tensoripotenssi f®™ on lyhennysmerkintd f*™ :=f® .- ®f.

Tensoritulot f ® g ja f ®, g eivat valttamattd ole symmetrisid, vaikka
funktiot f ja g olisivatkin. Merkitsemme niiden symmetrisaatiota symbo-
leilla f®g ja f®,g. Symmetrinen tensoritulo ® ja sen supistettu versio
®, on siis médritelty kaavoilla

fog = f®g ja férg = fog.

2.3.2 Esimerkki. Olkoon T = [0, 1], u Lebesguen mitta ja

f(t,t2) = tit3 4+ t3ty,
gty ta,t3) = titats.
Talloin
(f®g)(t1,t2,t3,ta,t5) = (t1t3 +t7t2) (tstats)

= tHt5tstats + titatstats.
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Siten, vaikka f ja g ovat symmetrisid, f ® g ei ole symmetrinen. Sym-
metrisaation f®g laskeminen on suoraviivaista, mutta tyoldstd. Jatimme
laskun harjoitustehtdviéksi “tyon sankareille”. Sen sijaan laskemme supis-
tetun tensoritulon f ®; g :

1
(f @1 g)(tr, 4, ts) = J (trs2 + t25) (stats) ds
0

1
= tztgj {t1s* +t7s*} ds
0

2
= tts (%—i—%) :

Nédemme, ettd myoskddn f ®; g ei ole symmetrinen. Itse asiassa
- bty (b H) bt (b B ht (6

Kaésitteet on késitelty. Siirrymme lemmoihin.

2.3.3 Lemma. Olkoon f € 12(T?) ja g € L2(T). Tallvin

(2.34) I,(f)i(g) = Lhni(f®g)+pl—1(f®rg).

Ennen lemman 2.3.3 todistusta valaisemme hieman esimerkilld, mita
kaava (2.3.4) tarkoittaa.

2.3.5 Esimerkki. Olkoon p =1, T = [0, 1], ja g = f. Télloin kaava (2.3.4)
saa muodon

2 1 1

(J; f(t) dwt) _ L J‘ f(s)f(t) dWdet+J £(1)? u(d).

0 0

Huomattavaa on, ettd tavalliselle integraalille patee

2 o1 1

1
(j f(t)u(dt)> = [ foputas) | fiwruan

0 JO 0

|
- J £(s)F(1) u(ds)p(dy)

JO JO

— [”2f®2(s,t)u2(ds,dt).
J [0,
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Wiener-integroinnissa esiintyy siis ylimadardinen “trace-termi”

1
| f0 wiav.
0
Lemman 2.3.3 todistus. Koska yksinkertaiset funktiot ovat tihedssa avaruu-
dessa L*(TP) ja koska ongelma on lineaarinen, voimme olettaa, ettd f on
jonkin indikaattorifunktion 1, symmetrisaatio. Tassd A = A; x --- x A,
missd A;:t ovat Bo:m erillisid osajoukkoja. Voimme olettaa myds, ettd g
on yksinkertainen. Itse asiassa voimme olettaa, ettd g onjoko 14, tai 14,
missd Ao on erillinen joukoista Ay, ..., A,.

Jos g = 14, niin vdite on selvd. Nimittdin tilloin f ® g € €541 ja
f®;g=0.

Olkoon siten g = 14,. Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Muodostamme
joukolle A sellaisen osituksen Bj,...,B,, ettd p(B;) < e. Tarkoitukse-
namme on aproksimoida funktiota f ® g = Ta,xA,x...xA, hdvittamalla
joukon A; diagonaali. Aproksimaatiomme on

he = E 1B-1><B]-><A2><---><Ap-
i#

T&lloin
L(AOL(g) = WA W(A) - W(A,)
= > W(B)W(B;) x W(A;)--- W(A,)
i#j

(2.3.6) +) {W(B)? —u(B)} x W(A2) - W(A,)
i=1

Fr(AW(AZ) - W(A,).

Olkoon R, summa (2.3.6). Koska

1.
f®ig = 1_31A2><~~~><APPL(A1)»

niin
Ip(ﬂh (9) - Ip+1 (hs) + Re +pIp—l (f &1 9)-
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Viitteen todistamiseksi pitdd endd osoittaa, ettd h, — f ® g avaruudessa
L2(TP*1) ja Re — 0 avaruudessa L?(Q). Téssé siis ¢ — 0. Ensimmé&inen
suppeneminen seuraa arviosta

[he = f @ glliaimony < 3 m(BI? X u(A2) - ulAy)

< ep(Au(Az) - u(Ap).

Jalkimmaéinen suppeneminen saadaan arvioimalla samalla tavalla

n 2
E[R]] = E (Z{W(Bi)Z—u(Bi)}) E[W(A2) - W(A,))]
i=1

= > E[{W(B)? — u(B)}| x ulA2) - u(A)

< 2ep(Aq)u(Az) - u(Ay),

ja huomaamalla, ettd R, on keskitetty. O

Lemma 2.3.3 yleistyy seuraavaan muotoon.
2.3.7 Lemma. Olkoon f € 12(T?) ja g € L2(T9). Tillvin
L B min(p,q) (P (a
o) = 5 () (Vs siteren

Todistus. Harjoitustehtava. O

Voimme nyt esittdd moninkertaisten Wiener-integraalien ja Hermiten
polynomien vilisen suhteen.
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2.3.8 Propositio. Olkoon h € L*(T) sellainen, etti |[h| i 2(y) = 1. Tilloin

Hin (W(h) = %17“ (h*™)
1
(2.3.9) = FJ h(ti) - h(ty) AWy, - dW,..

Todistus. Todistamme kaavan (2.3.9) induktiolla m:n suhteen. Jos m =
1, niin véite on triviaali. Olettakaamme sitten, ettd (2.3.9) patee arvoil-
la 1,2,...,m. Kayttdmalld moninkertaisen Wiener-integraalin tulokaavaa
(2.3.4), induktio-oletusta arvoilla m ja m — 1 ja Hermiten polynomien re-
kursiokaavaa (1.4.5) saamme

Lat (RY) = T (h®™) Ty () = mlpy (h@““”J h(t)? u(dt))
T

= m!H,(W(h)) W(h) —m(m—1)H,,,_1 (W(h))
= m!/(m+1)H 1 (W(h))
= (m+1)Hm e (W(h)).
Vdite seuraa siten induktio-oletuksesta. N

2.3.10 Huomautus. Propositiosta 2.3.8 seuraa, ettd m. kaaos J{,, on sa-
tunnaismuuttujien

{Ln (h®™) : he H, |hll,=1}.

virittima L?(Q):n aliavaruus.

Lopulta olemme valmiit esittimddn konkreettisen version kaaoskehi-
telmaéstéd (2.1.7) eli Wiener-Ito-kaaoskehitelman.

2.3.11 Teoreema. Moninkertainen Wiener-integraali 1., kuvaa funktioavaruu-
den 12(T™) Wiener-kaaokselle H . Jos F € L2(Q, G, P), niin se voidaan esittiii
avaruudessa 1(Q, G, P) suppenevana sarjana

(2.3.12) F o= i L (fm).

m=0
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Tissi fo = E[F] ja 1o on identiteettioperaattori. Lisiksi pitee
(2.3.13) E [FZ] = Z m!Hme@(Tm)-
m=0

Voimme olettaa, etti funktiot f,, € L*(T™), m = 1,2, ..., ovat symmetrisii, ja
tissii tapauksessa ne ovat yksikisitteisid.

Todistus. Olkoon f € L2(T™). Isometriasta
E[Ln(f)%] = m![fmllfzrm

seuraa, ettdi I.(L2(T™)) on suljettu. Kaavasta (2.3.9) taas seuraa, ettd
L (L2(T™)) sisdltda satunnaismuuttujat H,,(W(h)), h € H, ||h|{ju = T.
Siten H,, C I.(L2(T™)). Koska eri kertalukua olevat moninkertaiset
Wiener-integraalit ovat ortogonaalisia, niin I,(L?(T™)) on ortogonaali-
nen H,:n kanssa kaikilla n # m. Siten I,(L2(T™)) C H.,. Kehitelméa
(2.3.12) seuraa siten abstraktista kehitelmasta (2.1.7). Kaava (2.3.13) seuraa
taas suoraan ortogonaalisuudesta. Esityksen (2.3.12) yksikasitteisyys taas
seuraa kaavasta (2.3.13). Jatamme yksityiskohdat harjoitustehtdavaksi. [

2.3.14 Esimerkki. (i) Olkoon T = [0,1], u Lebesguen mittaja F = W7.

Koska
Hax) = 23 —3  ja Holx) = 1,
niin
Wi = 2Hy(Wi) + Ho(Ws)
= 2Hy (W(13))) + L (1).
Koska ||1 [O,HH%Z([O,”) = 1, niin kaavasta (2.3.9) seuraa, ettd

Wi = L(+L(18)

Samalla tavalla voimme laskea kaaoskehitelman satunnaismuuttu-
jille, jotka ovat muotoa

m
e
F = E Clthil,
i=1

ai, € R, niy, mec N, t; € [0,1]
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(ii) Olkoon T = [0,1] ja h € H sellainen, ettd ||h|,, = 1. Olkoon F =
exp{W(h)}. Kehitelmén (1.4.3) nojalla

exp {W(h) — %} = i H, (W(h)).
n=0

Siten, kdyttamalld kaavaa (2.3.9), saamme kaaoskehitelman

expWh) = ¥ I, <§h®“>.
n=0

2.4 Ito-integraalit ja It6—Clark-esityslause

Téassad osiossa joukko T on joko jokin kompakti véli [0, to] tai koko positii-
vinen reaaliakseli R, . Jonolla G = (§),. tarkoitamme valkoisen hilyn
W sisdistd historiaa: G := o(W, : s < t).

Kertaamme aluksi lyhyesti, mistd It6-integroinnissa on kyse. Tarkem-
min It6-integrointia késitelldan kurssilla “Stokastinen analyysi”.

Stokastinen Ito-integraali mddritellddan periaatteessa samalla tavalla
kuin yksinkertainen Wiener-integraali: yksinkertaiset integrandit on vain
korvattava ennustettavilla yksinkertaisilla integrandeilla.

2.4.1 Madritelma. Prosessi u: T x Q — R on yksinkertainen ja ennustet-
tava, jos se on muotoa

(2.4.2) w(w) = ) Flw) T, (),
i=1

missd t; € T ja Fy on G, ,-mitallinen satunnaismuuttuja. Oletamme li-
siksi, ettd E [F{] < oo. Merkitsemme téllaisten prosessien muodostamaa
vektoriavaruutta symbolilla €.

Jos u on annettu kaavalla (2.4.2), niin on luonnollista maaritelld
J wdW, = ) FAW,
T i=1

n

(2.4.3) = 3 B (W, =W, ).

i=1
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Kuten Wiener-integraalien tapauksessa on helppo ndhd4, ettd stokastinen
Itd-integraali on lineaarinen, eikd se riipu u:n esityksestd. Lisdksi se to-
teuttaa Iton isometrian

(2.4.4) E UT ue dW, JT vtth} = E UT U Vi u(dt)} .

2.4.5 Miiritelmd. Avaruus L2(T x Q) koostuu nelidintegroituvista G-
sopivista prosesseista. Toisin sanoen u € LZ(T x Q), jos

i) E[f;uip(d)] < oo,
(i) u, on G¢-mitallinen.

Voidaan, joskin kohtalaisen vaivanndyon jdlkeen, osoittaa ettd £, on
avaruuden L2(T x Q) tihed aliavaruus. Siten isometriasta (2.4.4) seuraa,
ettd Ito-integraali laajenee jatkuvaksi lineaariseksi operaattoriksi prosessi-
luokalta L2(T x Q) satunnaismuuttujien avaruudelle L?(Q, G, P) ja tdim4
laajennettu operaattori toteuttaa myos Iton isometrian (2.4.4).

Merkitsemme

t
J u, dW, = J U T (s (7)) AW,
T

S
Té&lloin on ilmeistd, ettd Itd-integraali on additiivinen integroimisalueensa

suhteen:
1%

t2 t
J u, dW, = J udeS—I—J u, dW;.

t t t
Lisdksi voidaan osoittaa, ettd prosessi

t

(tw) L (W) dW,s (w)

on martingaali.

Keskeinen, ja itse asiassa ainoa, tyokalu It6-integraalien laskemiseksi
on Iton kaava.

2.4.6 Propositio. Olkoon f € CT2(T x R). Tilloin kaikilla s < t piitee

tof tof
f(t)Wt) - f(S)WS) - _(T)WT) dr + _(r)WT) dWT

¢ ot s 0X
1[0
(247) + Z JS a—xz(T‘,WT) }J.(dT').
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Todistus. Tama on loistava harjoitustehtdva, esimerkiksi graduksi. O

2.4.8 Esimerkki. (i) Olkoon W Brownin liike. Toisin sanoen T = [0, 1]
ja u on Lebesguen mitta. Laskemme integraalin

1
J W, dW;.
0

Kéaytamme Iton kaavaa seuraavasti. Haluamme, ettd

of

a(x) = X.

Valitsemme siis
f(x) = %x.

Talloin Itdn kaava sanoo, etta

1 ! 1
EW‘Z = JWtth+—J dt.

0 2
Siispa
:
:
JWtth = z(W12—1).
0

Tata tulosta kannattanee verrata esimerkkiin 2.3.14 (i). Nimittdin

1

E(W%-]) = H,(W;).

(i) Olkoon u € LZ(T x Q). Asetetaan

¢(u)y = exp {r u, dWg — % Jt u? u(ds)} .
0

0

Talloin Iton kaavasta seuraa, ettd ¢(u) toteuttaa stokastisen differen-
tiaaliyhtdlon (tai oikeammin integraaliyhtdlon)

(2.4.9) dé¢(u)y = ¢E(u)u dWy

alkuarvolla &(u)o = 1. Tastd syystd operaattoria & kutsutaan nimel-
14 stokastinen eksponentti.

Olemme nyt, lopultakin, valmiit todistamaan It6—Clark-esityslauseen.
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2.4.10 Teoreema. Olkoon F € 1(Q, G, P). Talldin on olemassa yksikisitteinen
u € L2(T x Q) siten, etti F voidaan esittiii muodossa

(2.4.11) F = E[F]+J u dW,.
T

Todistus. Olkoon G € L?(Q,G,P) sellainen, ettd E[G] = 0. Teoreeman
2.4.10 véite seuraa, jos siitd, ettd G on ortogonaalinen kaikkia integraaleja

J uy dW4, ue (T xQ),
.

vastaan seuraa, ettd G = 0. Kaavan (2.4.9) nojalla G on ortogonaalinen
eksponentteja

lhlupr = eo{[ nuawi=}[ ne2uan |, nerm,

vastaan. Siten G = 0, koska lemman 2.1.1 nojalla ndma eksponentit muo-
dostavat avaruuden L?(Q, G, P) totaalin joukon. ]

Vertaamme lopuksi estyslauseita 2.1.6 ja 2.4.10. Haluamme tulkita mo-
ninkertaisen Wiener-integraalin It6-integraalina.

2.4.12 Esimerkki. Olkoon T = [0,1], m = 2 ja f € L*([0,1]?). Asettamalla
naiivisti

IZ (f) = J' f(t1 ) tZ) th1 thz
(0,112

[

joudumme ongelmiin. Nimittdin vaikka sisempi integraali

1
J f(ty, t2) dWy, } dW,,
0

1

utz = J f(t] ,tz) th]
0

onkin hyvin mééritelty Itd-integraalina, niin satunnaismuuttuja u., ei ole

endd G, -mitallinen. Siten integraali

1
J uy, dW4,
0

ei ole Ito-mielessd olemassa, koska prosessi u ei ole G-sopiva, eiké siten
kuulu avaruuteen LZ(T x Q).
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Esimerkin 2.4.12 ongelma on itse asiassa hyvin helppo ratkaista. Kos-

ka In(f) = In(f), niin voimme ajatella, ettd f on mdaritelty ainoastaan
alakolmiossa {t; < t; < --- < t,,}. Talloin voimme tulkita

tm t2
Im(f) — m' J J e J f(t] yo e ,tmf] y tm) th] st thm—l thm'
TJO 0

Tama on hyvin méaritelty iteroituna It6-integraalina, silld prosessi

u = u(tk+1>"'>tm)

tr t2
= J J f(t1>"'atkf1>'>tk+1)"'atm)th1"'thk,1
0 0

kuuluu avaruuteen L2 (T x Q) kaikilla k < m ja kaikilla ty 1, ,tm € T.



Luku 3
Malliavin-derivaatta

Pitkinpuoleisen johdannon jilkeen piisemme lopulta itse aiheeseen
eli derivointiin.

Osiossa 3.1 kiisittelemme yleisesti derivointia diretonulotteisissa ava-
ruuksissa. Jatkon kannalta timd osio ei ole tarpeellinen, mutta “ni-
kemyksen” kannalta se voi olla varsin hyodyllinen. Samat kommentit
koskevat myos osiota 3.2. Varsinainen yleinen Malliavin-derivaatan
mddritelmd annetaan vasta osiossa 3.3. Osiossa 3.4 palaamme ylei-
syydesti takaisin valkoiseen hilyyn.

3.1 Derivointi Banach-avaruuksissa

Kertaamme aluksi kaikille varmaan tutun déarellisulotteisen tapauksen.

Funktiolla f : R® — R on suunnattu derivaatta suuntaan y € R"
pisteessd x € R™, jos raja-arvo

Vyf(x) = lin% fx+ eye) —fix)

on olemassa. Tdssa tapauksessa kutsumme lukua Vf(x) € R funktion f
suunnatuksi derivaataksi (suuntaan y pisteessd x). Jos (e;)i*; on R™:n
tavanomainen ortonormaali kanta, niin

Veif(x) = Ox: (X)
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Funktio f : R™ — R on differentioituva pisteessd x € R"™, jos on ole-
massa sellainen vektori a(f,x) € R", ettd
‘f(X + h') - f(X) _ <(l(f, X))h>Rn’

lim = 0.
h—0 [ gn

Tassd tapauksessa kutsumme vektoria a(f,x) € R™ funktion f derivaa-
taksi pisteessd x ja merkitsemme

Vf(x) = a(f,x).

Differentioituvuuden ja suunnatun derivoituvuuden vilinen yhteys on
hyvin tunnettu.

3.1.1 Propositio. (i) Jos f : R™ — R on differentioituva pisteessi x € R™,
niin sillid on suunnatut derivaatat pisteessi x € R™ kaikkiin suuntiin y €
R™. Lisiiksi tilldin

Vyf(x) = (VI(x),y)gn-
(ii) Kdintien, jos f:lli on pisteessii x € R™ kaikki osittaisderivaatat ja nimdi

osittaisdervaatat ovat jatkuvia x:n suhteen, niin f on differentioituva pis-
teessi x € R™ ja tilloin

of
Vf(x) = [ (x)] .
04 i=1,..., n
Suunnattu derivoituvuus ja differentioituvuus voidaan maééritelld aa-
retonulotteisissa avaruuksissa formaalisti samalla tavalla, kuin darellisu-

lotteisessa tapauksessa.

Suunnattua derivaattaa vastaa Gateaux-derivaatta.

3.1.2 Miiritelmd. Olkoon B Banach-avaruusja f: B — R. Funktiolla f on
Gateaux-derivaatta pisteessd x € B suuntaan y € B, jos raja-arvo

Vyfly) = hr% f(x + z-:li) —f(x)

on olemassa. Tadssd tapauksessa kutsumme lukua Vf(x) € R funktion f
Gateaux-derivaataksi (suuntaan y pisteessa x).
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3.1.3 Esimerkki. (i) Jos f: B — R on lineaarinen, niin
fix+ey) —~f(x) = f(x)+fley) —f(x) = ef(y).
Siten f on Gateaux-derivoituva ja
Vyf(x) = f(y).

Emme muuten olettaneet, ettd f on jatkuva (eli tdssd tapauksessa
rajoitettu).

(ii) Olkoon B jokin funktioavaruusja f(x) = x(t)?. Talldin

f(x + ey) — f(x) (x(t) + ey(t))* —x(t)?
3 3

x(t)% 4 2ex(t)y(t) + 2y (t)? — x(t)?
€

—  2x(t)y(t).
Siten f on Gateaux-derivoituva ja

Vyf(x) = x(t)y(t).

(iii) Olkoon A Banach-avaruuden B osajoukkoja f = 14. Télloin

flx+ey) —f(x) _ 1{1A(x+ev)—“(")}
¢ £
= i abo—Ta}

Siten f on Gateaux-derivoituva (kaikkiin suuntiin y € B) ainoastaan
A:n reunan ulkopuolella ja talloin

Vyf(x) = 0.

Differentioituvuutta vastaa ddretdonulotteisessa tapauksessa Fréchet-
differentioituvuus.
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3.1.4 Maiiritelmd. Olkoon B Banach-avaruus. Funktio f : B — R on
Fréchet-differentioituva pisteessé x € B, jos on olemassa sellainen
a(f,x) € B*, etta

. [f(x+h)—1f(x)— <a(f,x), h> |
lim
h—0 [hlg

Téssd tapauksessa kutsumme funktionaalia a(f,x) € B* funktion f deri-
vaataksi pisteessd x ja merkitsemme

Vf(x) = a(f,x).

3.1.5 Huomautus. Fréchet-differentioituvat funktiot f : B — R ovat jatku-
via. Taméan nikee suoraan madritelmasti. Gateaux-dervioituvat funktiot
taas voivat olla epdjatkuvia. Tdmédn ndimme esimerkissad 3.1.3 (i).

Propositiolla 3.1.1 on seuraava ddretonulotteinen vastine.

3.1.6 Propositio. (i) Jos f: B — R on Fréchet-differentioituva pisteessi x €
B, niin se on myds Gateaux-derivoituva pisteessi x € B kaikkiin suuntiin
y € B. Lisdksi tilloin

Vyf(x) = <Vf(x),u>.

(ii) Kddntien, jos f on Gateaux-derivoituva pisteessi x € B kaikkiin suuntiin
Y € B ja lineaarinen kuvaus

y — Vyf(x)
on jatkuva kaikilla x € B, niin tilloin on olemassa sellainen Vf(x) € B,
etti
(3.1.7) Vof(x) = <Vf(x),y>.

Jos kuvaus x +— Vf(x) on jatkuva, niin f on Fréchet-differentioituva pis-
teessii x € B ja Vf(x) = VF(x).

3.1.8 Esimerkki. Olkoon f : B — R kuten esimerkissa 3.1.3 (i) (siis line-
aarinen). Koska Fréchet-differentioituvat funktiot ovat jatkuvia, niin f on
Fréchet-differentioituva jos ja vain jos se on rajoitettu, eli f € B*. Esimer-
kin 3.1.3 nojalla tieddmme, ettd V,f(x) = f(y). Siten Vf(x) =f.
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3.2 Derivointi Wiener-avaruudessa

Tassd osiossa sovellamme edellisen osion késitteitda Brownin liikkeeseen,
jonka kdsitimme niin sanottuna Wiener-avaruutena. Tdssd osiossa siis
H =L12([0,1]) ja u(dt) = dt.

Brownin liikkeelld W = (W,)cj0.1) on melkein varmasti jatkuvat po-
lut eli kuvaus t — W, (w) on jatkuva melkein kaikilla w € Q (tdmén
voi ndhdé esimerkiksi kdyttamalla Kolmogorovin jatkuvuuslausetta). Tar-
kastelemme nyt Brownin liikettd kanonisessa todenndkoisyysavaruudes-
sa. Polkujen jatkuvuuden nojalla voimme valita perusjoukoksi jatkuvien
funktioiden avaruuden: Q := C([0, 1]). Kanoniseksi, tai isonormaaliksi,
o-algebraksi § valitsemme minimaalisen o-algebran, jonka suhteen koor-
dinaattikuvaukset w — w(t), t € [0, 1], ovat mitallisia. Tdlloin o-algebra
G generoituu sylinterijoukoista

{w € C([0,1]) : w(t;) €By,..., w(ty) € Bn},

missineN, ) <--- <t, €[0,1]ja By,...,, B, ovat R:n Borel-joukkoja.
Télle o-algebralle kédytetdan tavallisesti merkintda C([0, 1]). Todennakoi-
syysmitaksi valitsemme Wiener-mitan P := Py, :

PW[{w e C(10,1]) : w(ty) € dxi,...,w(tn) € dan

— P[Wt] cdxy,... W, € dxn]

Itse asiassa, kdyttdmalla Brownin liikkeen Markoviaanisuutta ja lisdysten
stationaarista, voimme esittdd Wiener-mitan gaussisen tiheyden

1 _
pxiy,t) = ﬁeXp{—% (X R y>2}

avulla:
PW[{w e C([0,1]) : w(ty) € dxq,...,w(t,) € dan

= plx1;0,ti)px2;xr, t2—t1) - p(Xn; X, tn—tny) dxg- - -dxy.
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Nimittdin

P[Wt] € dxy,...,\ W, € dxn]
- P[Wh € dxy,...,\ W, € dan}
X P[th S dxn‘Wt1 =X1,..., Wy, :xn,1]
— P :th € dxr,... Wy, € dxn,l: P :th c dxn’WtrH _ an}

= P[Wy, edxi,... Wi, € dxnq|P[We, —W,_, € dxn—an}

— PIW, €dxi,..., Wi € dxns|P|[Wi i € dxn—an}

- P[th € dxl}P[wtﬁ € dxz—x1] ~--P[th,tn7] € dxn—an]

Téalloin Brownin liike W on koordinaattikuvaus kanonisella todennikai-
syysavaruudella, eli Wiener-avaruudelta, (C([0, 1), C([0, 11), Pw/) :!

Jatkuvien funktioiden avaruuden C([0,1]) topologinen duaali on
merkkisten mittojen avaruus. Tyypillinen C([0, 1])*:n alkio on siis muotoa

n
§ aiéti/
i=1

missd a; € R, t; € [0,1] ja &, on Diracin delta-massa pisteessd t;. Emme
kuitenkaan kehitd derivointiteoriaa tdhdan suuntaan, koska se “ei-Hilbert-
teoriana” olisi kdytdnnon laskuissa ldhes kdyttokelvotonta. Sen sijaan
rakennamme Hilbert-teoriaa C([0, 1]):t4 laajemman avaruuden L*([0, 1])
avulla.

'"Huomaa, ettd Wiener-avaruuden o-algebra ei ole C([0, 1]) :n normin mukainen Bore-
lin o-algebra, vaan jotain paljon kdyhempaa.
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Perusldhtokohtana derivoinnissa on Wiener-integraali

|
W(h)(w) = Jo h(t) AW, (w)

- r h(t) dw(t).

0

Koska Wiener-integraali on médritelty L*(Q)-mielessi, niin erityisesti se
on médritelty vain Pyy-melkein varmasti. Tdma aiheuttaa ongelman suun-
natun derivaatan maédrittelyssd. Nimittdin erotusosamédarassa

W(h)(w + en) — W(h)(w)
£

on koordinaattiprosessia t — w(t) + en(t) vastaavan todenndkoisyysmi-
tan Py, oltava ekvivalentti Wiener-mitan Py, kanssa (siis Py, :1laja Py :11d
on oltava samat nollajoukot). Muuten Wiener-integraalin

|
W) (w +en) = L h(t) d (w(t) + en(v))

maédritelméd on mieleton. Tama johtaa siihen, ettd voimme derivoida vain
tiettyihin suuntiin. Itse asiassa Girsanovin lauseen nojalla sallitut suunnat
ovat muotoa

(32.1) n) = | aw
jollekin 1 € L3([0, 1]).
Tarkalleen ottaen (erds) Girsanovin lause on seuraava.

3.2.2 Propositio. Olkoon W Brownin liike ja A sellainen prosessi, etti A, on
FW -mitallinen kaikilla t € [0, 1]. Tilloin prosessin X :== W+ A jakauma Px on
ekvivalentti Wiener-mitan Py kanssa jos ja vain jos

(i) prosessi A on muotoa
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(ii) prosessi M, joka on mdiritelty kaavalla
t . t .
M, = expd—| Acaw, — } | A2ds!,
0 2)0"

on FW -martingaali mitan Py, suhteen.

Lisiiksi, jos (i) ja (ii) pitevit, niin

dPx
dPw

Mt:E|:

sﬂ |

3.2.3 Huomautus. Niiden funktioiden 1 avaruutta, jotka ovat muotoa
(3.2.1) kutsutaan Cameron—-Martin-avaruudeksi tai (Brownin liikkeen)
reprodusoivan ytimen Hilbert-avaruudeksi. Joskus myo6s Girsanovin
lausetta kutsutaan Cameron—Martin-lauseeksi, vaikka tarkkaan ottaen
niilld onkin hienoinen ero.

Suunnattu derivaatta Wiener-avaruudessa madritellddn nyt siis
Cameron-Martin-suuntiin.

3.2.4 Mairitelmd. Olkoon F: C([0,1]) — R satunnaismuuttuja ja olkoon

jollekin 1 € L?([0, 1]). T&ll6in F:1ld on suunnattu Malliavin-derivaatta D,,
pisteessd w € C([0, 1]) suuntaan n jos raja-arvo

D, Flw) = lir%F(w+£2)_F(w)

on olemassa avaruudessa L?(Q).

3.2.5 Esimerkki. Olkoon h € L%([0, 1]) ja F Wiener-integraali

1
Flw) = Wh)(w) = J n(t) dw(t).
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T&lloin
N
Flw+en) = | h(t)d(w(t) + en(t))
Jo
N 1
= h(t) dw(t) + EJ h(t) dn(t)
Jo 0
N 1
= h(t) dw(t) + EJ h(t)n(t) dt.
Jo 0
Siten

h(t)n(t) dt.

Flw +en) —Flw) J]
€ 0

Siispd F on Malliavin-suuntaderivoituva kaikkiin Cameron-Martin-
suuntiin ja

D, Fw) = DyW(h)(w) = (h,M)12q0.1)-

Tata esimerkkia kannattaa verrata edellisen osion esimerkkiin 3.1.3.

Suuntaamaton Malliavin-derivaatta madaritellddan kaavan (3.1.7)
Hilbert-analogialla.

3.2.6 Mdiritelmad. Olkoon satunnaismuuttujalla F: C([0, 1]) — R suunna-
tut Malliavin-derivaatat kaikkiin Cameron-Martin-suuntiin kaikissa pis-
teissd w € C([0, 1]). Jos on olemassa sellainen prosessi P € L?([0,1] x Q),
etta

1
D, Flw) = L De(w)i(t) dt,

niin sanomme, ettd F on Malliavin-differentioituva. Talloin asetamme

D.Flw) = VP(w).

Sanomme, ettd prosessi DF = (DiF) ;; on satunnaismuuttujan F
Malliavin-derivaatta.

3.2.7 Esimerkki. Olkoon h € L?([0,1]). Esimerkin 3.2.5 nojalla Wiener-
integraali W(h) on Malliavin-derivoituva ja

DW(h)(w) = h.
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Erityisesti, jos asetamme h = 1(5 .}, niin ndemme etta

DW.(w) = Diw(t) = Tt

Seuraava propositio mahdollistaa Malliavin-derivaatan yleisen, topo-
logiasta riippumattoman, maaritelman.

3.2.8 Propositio. Olkoon f: R™ — R polynomi eli muotoa

m
_ 11 i
fxr, ) = ) @ X
11,eeyin=1

missi m € N ja ai, . i, € R. Olkoot satunnaismuuttujat 6; : C([0,1]) — R
i=1,...,n, Wiener-integraaleja:

|
&MJ=Jhﬁmmw

0

jollakin h; € 1%([0,1]). Talloin satunnaismuuttuja
F = f(61,...,6n)

on Malliavin-differentioituva ja

= af

DF(w — .y On ~hy(t).

t ]; X] ) (w)) ]( )
Todistus. Koska

sup E [Ithm] < o0
tel0,1]

kaikilla m € N, niin voimme jatkossa vaihtaa rajankdyntié turvallisin mie-
lin. Nyt

&M+m)=J&MUﬂMU+mM)

1

1
::Jhﬁwwm+£JMMNﬂﬁ
0 0

= 0i(w)+ €<hi,f1>L2([o,m'
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Siten, jos (-,-) := (-, ")12([p.1}), NiiN
1
E{F(w +en) — F(w)}

_ %{f(el(w)+a<m,ﬁ>,...,en(w)+e<hmﬁ>)—f(el(w%---’en(w”}

. An] aa:i (01 (), .., Bn(w)) - (he, )
_ Z] aa; (01(w), ..., 8n (@) - Dy (8:)(w).
Merkitdan
bilw) = i%(emw),...,en(w)).m(t).
2 ox,
Koska

niin selvasti :
D Fw) = | dilwhiode
0

Siten F = f(0;,...,0,) on Malliavin-differentioituva ja sen Malliavin-
derivaatta on . O

3.3 Yleinen gaussinen maadrittely

Tédssd osiossa maddrittelemme Malliavin-derivaatan yleisesti ottamatta
kantaa satunnaisavaruuden QO = (Q,J,P) topologiseen rakenteeseen.
Isonormaali prosessi W ei siis ole valttamattd valkoinen hély, eikd Hilbert-
avaruus H = (H, (-, -) ;) ole vélttdmattd mikdan L%-avaruus (milld&n luon-
nollisella tulkinnalla; kaikki separoituvat Hilbert-avaruudethan ovat yksi
ja sama £?).
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3.3.1 Mdiritelma. Olkoon 8 sellaisten satunnaismuuttujien F joukko, jot-
ka ovat muotoa

(3.3.2) F = f(W(h),...,W(hy)),

missd n € N, f: R™ — R on polynomi ja hy,...,h, € H. Jos F € §, niin
sanomme ettd F on siled satunnaismuuttuja tai Wiener-polynomi.

Nimitys Wiener-polynomi johtuu siitd, ettd Brownin liikkeen tapauk-
sessa H = L?([0,1]) ja W(h) on Wiener-integraali:

1
W(h) = J h(t) dW;.
0
Siten Wiener-polynomi on polynomi, jonka argumentit ovat Wiener-
integraaleja.

3.3.3 Huomautus. (i) Siledt satunnaismuuttujat F € § ovat ddrellisulot-
teisesti méadriteltyja. Itse asiassa kaava voidaan (3.3.2) voidaan tulki-
ta niin, etta

F = f(n-ulotteinen gaussinen satunnaismuuttuja)

= f(n-ulotteinen standardoitu gaussinen satunnaismuuttuja).

Funktio f muodostetaan funktiosta f ortogonalisoimalla gaussi-
nen satunnaisvektori (W(h;),...,W(h,)). Jatimme tdman Gram-—
Schmidt-ortogonalisoinnin yksityiskohdat harjoitustehtdviksi. Kes-
keisintd tdssda huomiossa on kuitenkin, ettd voimme jatkossa olettaa
satunnaismuuttujan F € § olevan muotoa

F = f(W(€1 ), ce ,W(en))/

missd f : R — R on polynomi ja (e;){*; on avaruuden H ortonor-
maali kanta.

(ii) Erddssd mielessd siledt satunnaismuuttujat ovat “testisatunnais-
muuttujia”, joiden avulla ddretonulotteinen analyysi palautetaan
adrellisulotteiseen tapaukseen.
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(iii) Siledt satunnaismuuttujat ovat hyvin integroituvia:

§ C L¥ (Q) = ﬂLp(Q).

p=1

Liséksi, koska polynomit muodostavat algebran, niin § on algebra.

Jos F € §, niin maarittelemme Malliavin-derivaatan ottamalla 1ahto-
kohdaksi edellisen osion proposition 3.2.8.

3.3.4 Miiritelmd. Olkoon F € 8 annettu kaavalla (3.3.2). Sen Malliavin-
derivaatta on H-arvoinen satunnaismuuttuja DF, joka on annettu kaaval-
la

DF = 3 SC(Wih),..., Wiha) -

i=1

Madéritelmd 3.3.4 on korrekti: se ei riipu mistddn erityisestd F:n esityk-
sestid (3.3.2).

3.3.5 Huomautus. (i) Jatkossa tulkitsemme H-arvoisen satunnais-
muuttujan DF tyypillisesti avaruuden L*(Q;H) alkioksi (L*(Q;H)
onniiden H-arvoisten satunnaismuuttujien u joukko, joille (h,u),, €
L%(Q) kaikilla h € H). Itse asiassa jos F € §, niin

DF € L™ (Q;H) = [)LP(Q:H).

p=>1

Jos H voidaan tulkita funktioavaruuden R lineaariseksi aliavaruu-
deksi, niin voimme tulkita Malliavin-derivaatan DF stokastiseksi
prosessiksi (DF)ier. Talloin nimittdin L*(Q; H) ~ L*(T x Q) ja

D.F = ;aa:i(W(hﬂ,...,W(hn))-hi(t).

(i) Madéritelman 3.3.4 kannalta ei ole olennaista, ettd satunnaismuuttu-
jan F € § médritettelyssa (3.3.2) esiintyva f on polynomi. Tarkedd on
ettd f on siled ja ettd satunnaismuuttuja F kuuluu avaruuteen LP(Q))
jollakin (mieluiten kaikilla) p > 1 ja, ettd DF kuuluu tilldin avaruu-
teen LP(Q; H). Lisdksi on suotavaa, ettd 8 on algebra.
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Malliavin-derivaatalla on tavallisen derivaatan luonnolliset ominai-
suudet.

3.3.6 Propositio. Olkoot F,G € 8 ja a,b € R. Tialloin

(i) aF+bG € 8§ ja

D (aF+bG) = aDF+bDG,

(i) FG e S ja
D(FG) = FDG + GDF,

(iii) jos F ei riipu w:sta, niin DF = 0.
(iv) jos g:R — R on polynomi, niin g(F) € 8 ja

dg
D(g(F)) = S (FIDF.
X
Todistus. Viitetyt ominaisuudet seuraavat tavallisen derivaatan vastaavis-
ta ominaisuuksista ja siitd, ettd § on algebra. Jaitimme kohdat (i)—(iii) har-

joitustehtéviksi ja esitimme kohdan (iv).

Lineaarisuuden nojalla voimme oletaa, ettd g(x) = %’ jollakin j € N
ja ettd f(x1,...,xn) = xlﬁ .-~ xKkn joillakin kq,...,k, € N. Merkitsemme

i = W(hi), i = 1,...,n. Selvésti go f : R®™ — R on polynomi, joten
(gof)(01,...,0,) € 8. Lisdksi jokaiselle i = 1,...,n pitee
of ki
d (X],...,Xn) = —f(X1,...,Xn)
Xi Xi
ja
f iki
M98 (e, xn) = iy, )
aXi Xq
Siten, kun F = f(04,...,0,), saamme

DioF) = 5 29°0ig, 0, n,
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Toisaalta
dg 1w ki
—(F)DF = j L0y =2 ceyBn) -y
- (F) f(61,...,00) ;eif(eh O] R
b k
— —f(0 ) hy
; 9 Ty ) )
= D(g(F))
Viite seuraa. U

Seuraava osittaisintegrointikaava on erityisen tarked jatkon kannalta.
Sen avulla voimme laajentaa Malliavin-derivaatan maarittelyjoukkoa.

3.3.7 Lemma. Olkoon F € 8 ja h € H. Tilloin

(3.3.8) E [(DF, h)H] — E [FW(h)} :

Todistus. Huomaamme aluksi, ettd voimme normeerata yhtdlon (3.3.8) si-
ten, ettd voimme olettaa ettd ||h|[,, = 1. Lisdksi voimme olettaa, ettd

F o= f(We),...,Wlew),
missd h = e; ja ey, ..., e, ovat ortonormaaleja H:n alkioita.

Nailla oletuksilla

(DFh),, = <Z of (W(er),...,W(en)) e, e1>

Siten

(3.3.9) E[(DF,MH} - JR O )P (X x) dx - e,
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missa
pn(X1)--- )Xn) = ‘p(X1,0,1) o p(XTMO)])

on standardi n-ulotteinen gaussinen tiheys.

Kayttamalla kaavaan (3.3.9) perinteistd osittaisintegrointikaavaa ja
gaussisen tiheyden ominaisuutta

op™
aXi

(X1)"'>Xn) - _Xipn(xl)"')xn)

Saamme

of
E[<DF>h>Hi| == J _(X],. .. ,Xn)pn(xh, . ’Xn) dx] e an
= —J f(x1,...,xn)al(x],...,xn)dx]...dxn

e J f(xh---»Xn)xﬂ)n(xh--wxn) dX] ...dxn
= E[fW(e)].
Viite seuraa nyt muistamalla, ettd e; = h. =

Soveltamalla lemmaa 3.3.7 tuloon FG voimme osoittaa yleisemman tu-
loksen, joka jo muistuttaakin hieman perinteista osittaisintegrointikaavaa

FG = J(GF’JrFG’).
3.3.10 Lemma. Olkoon F,G € & ja h € H. Tilloin
(3.3.11) E[FGW(h)} - E[G(DF, h>H+F<DG,h>H]

Todistus. Vdiite seuraa osittaisintegrointikaavasta (3.3.8) ja tulon derivoin-
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tisddannosta D(FG) = FDG + GDF. Nimittdin

E[FGW(h)| = E[(D(FG),h},|
_ E:<GDF+FDG,h>H}

— E[(GDFh), + <FDG,h>H]

— E|[G(DFh),, + F(DG,h)H],

missd kdytimme sisatulon (-, -),, bilineaarisuutta (satunnaismuuttujat F ja
G ovat H:ssa vakioita). ]

3.3.12 Huomautus. Olkoon isonormaali prosessi W Brownin liike. Perus-
telemme osittaisintegrointikaavan (3.3.8) osion 3.2 kanonisessa avaruu-
dessa. Olkoon 1 € H = L%(T) ja 1 sen Cameron-Martin-vastine:

Talloin

E[(DF M), = E[DyF].
Olkoon sitten Py, " sellainen todennédkoisyysmitta kanonisella avaruudel-
la QO = C([0,1]), ettd kuvaus t — w(t) — en(t) on Brownin liike. Talloin

J Flw+en) Pw(dw) = J F(w) Py, " (dw).
Q Q

Girsanovin lauseen (propositio 3.2.2) nojalla poikkeutetun ja tavallisen
Wiener-mitan vélinen Radon-Nikodym-derivaatta on

dPy" ' e2 [z
T (w) = exp{ejon(t) dw(t)—TJOn(t) dt}.
Seuraavassa kdytamme merkintda
d .. Flw+en) —Fw)
E[F(w + Eﬂ)} 0 i € ’

minkd voi myos hyvin tulkita funktion ¢ — F(w + en) tavalliseksi deri-
vaataksi pisteessd nolla (niin kuin notaatio antaakin ymmartaa).
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Vaihtelemalla todenndkoisyysmittaa sekd odotusarvon ja derivoinnin
jarjestystd samme,

D, = | fffwren]  Puldw)

= 4 F(w—l—en)PW(dw)}

d€ JQO EIO

= 1 IR F(w) Pwm(dw)]

e=0

ars poen
= — F W
de | o (w) 5

() Pw(dw)]
e=0

I 1 1
_ 4 F(w)exp{EJ ﬁ(t)dw(t)—%J f](t)zdt} Pw(dw)}

de |)o 0 0 e=0

1 1
_ L)F(w)%{exp{sj ﬁ(t)dw(t)—%zj ﬁ(t)zdt}LoPW(dw)

0 0

1
= J Flw) U n(t) dw(t)] Pw(dw)
Q

0
= E[FwW(n)].

Tama perustelu antaa vihjeen, miksi Malliavin-laskentaa kutsutaan myos
stokastiseksi variaatiolaskennaksi.

Siirrymme nyt kéasittelemddn Malliavin-derivaatan maéaérittelyjoukon
laajentamista.

Toistaiseksi
D:8CLP(Q) —LP(Q;H),

missd p > 1. On totta, ettd § on avaruuden LP(Q) tihed osajoukko. Em-
me silti voi laajentaa lineaarisesti operaattoria D jatkuvuuden nojalla ko-
ko avaruuteen LP(Q)). Syy on ilmiselvd: operaattori D on rajoittamaton
normissa || - ||,. Rajoitetuksi D saadaan, kun valitsemme normiksi

¥l = {E0FP)+EDRIE] )
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Avaruus D'? = D'"P(Q) on Malliavin-derivaatan mdérittelyjoukko

LP(Q):ssa eli se on sileiden satunnaismuuttujien 8 sulkeuma normin

| - |l1.p suhteen. Toisin sanoen F € D"? C LP(Q) jos ja vain jos voimme
oo

aproksimoida sitd LP(Q):ssa sellaisella jonolla (F,,)_; sileitd satunnais-

muuttujia, ettd (DF,)_; suppenee avaruudessa LP(Q; H).

3.3.13 Huomautus. (i) Avaruus D'P on erdanlainen diretonulotteinen
Sobolev-avaruus silld erotuksella, ettd emme voi puhua heikoista de-
rivaatoista.

(i) Avaruus D'? on Hilbert-avaruus, kun se varustetaan sisatulolla

(F,G);, = E[FG] +E[(DF,DG),|.

Jos F € D"?, niin on houkuttelevaa maaritella

(3.3.14) DF := lim DF,.

n—oo

Periaatteessa meilld on kuitenkin seuraava ongelma: maaritteleeko kaava
(3.3.14) derivaatan DF yksikésitteisesti. Toisin sanoen, onko D sulkeutu-
va. Meidit pelastaa lemma 3.3.7.

3.3.15 Propositio. Malliavin-derivaatta on sulkeutuva operaattori avaruudelta
LP(Q) avaruudelle LP(Q;H) kaikilla p > 1. Toisin sanoen, jos (F,)_; on
sellainen jono sileitii satunnaismuuttujia, etti

(i) F. — 0 avaruudessa L (Q),

(ii) (DFn)_, suppenee avaruudessa LP(Q; H),
niin DF,, — 0 avaruudessa LP(Q; H).

Todistus. Merkitaan
n := lim DF,.

n—oo

Olkoon h € H ja G € §. Koska (DF,)_; suppenee avaruudessa
LP(Q;H) ja G € L* (Q) niin odotusarvon ja rajankdynnin vaihto on
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sallittua. Saamme

E[(n,mHG] - EK lim DFn,h>HG}

n—oo

- E[ lim (DFn,h>HG]

n—oo

— lim E[<Dr—n,h>HG}

n—oo

Toisaalta osittaisintegrointikaavan (3.3.11) nojalla
E [(DFn, h)HG] — E [ — Fo(DG,R),, + FnGW(h)] .

Mutta
lim E[ = Fu(DG,h)y, + FaGW(R)| = 0,

silld F,, — 0 avaruudessa L?(Q) ja (DG, h),, ja FW(h) kuuluvat avaruu-
teen L>*~(Q). Siispd
E[(n,h>HG} — 0

kaikilla h € Hja G € 8. Koska 8 C LP(Q)) on tihed, niin tdstd seuraa, ettd
(n,h); = 0 kaikilla h € H. Siten n = 0. O

Proposition 3.3.15 nojalla voimme siis laajentaa Malliavin-derivaatan
yksikésitteisesti avaruudelle D'? kaavalla (3.3.14).

Osittaisintegrointikaavat (3.3.8) ja (3.3.11) laajentuvat nyt satunnais-
muuttujille F € D'P, p > 1. Jatimme todistukset harjoitustehtaviaksi. Sa-
moin proposition 3.3.6 kohdat (i) ja (iii) laajenevat valittomasti avaruuk-
siin D'? ja kohta (ii) laajenee, kun integroivuudesta pidetdan huolta esi-
merkiksi vaatimalla, ettd F, G € D>, missa

D> = []D'".
p=>1

Proposition 3.3.6 kohta (iv), ketjusddnto, ei ole aivan triviaali. Erds tapa
laajentaa ketjusddntdd on seuraava.
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3.3.16 Propositio. Olkoon g : R™ — R jatkuvasti derivoituva funktio, jonka
osittaisderivaatat ovat rajoitettuja. Olkoon p > 1. Olkoon F = (F',... F™) sa-
tunnaisvektori, jonka komponentit kuuluvat avaruuteen DVP. Talloin g(F) kuu-
luu avaruuteen D'P ja

(3.3.17) D(g(F) = Y gf (F)DF,
i=1 t

Todistus. Harjoitustehtava. O

3.3.18 Huomautus. Brownin liikkeen tapauksessa suunnattu Malliavin-
derivaatta saatiin suuntaamattomasta derivaatasta kaavalla

DT]F — <DF>T.]>I_2([O,]])'

Tassd 11 € L%([0, 1]) ja  on sen Cameron-Martin-vastine

Yleisessd tapauksessa, missd X = (Xi)te0,17 on jokin keskitetty jatkuva
gaussinen prosessi, vastaava kaava on

D,F = (DFA),.

Tdssa 1 € H ja n on sen vastine niin sanotussa reprodusoivan ytimen
Hilbert-avaruudessa. Tamad avaruus saadaan aikaiseksi samaistamalla
Xi € H; isometrisesti funktion K(t,-) kanssa. Tasséd siis K on kovarians-
sifunktio K(t,s) = E[XX].

Iteroitu Malliavin-derivaatta D¥ mairitelldan formaalisti tensoroi-

malla
“ Dk — D®k //.

Tama tarkoittaa sitd, ettd iteroitu Malliavin-derivaatta D* kuvaa reaaliar-
voiset satunnaismuuttujat H®*-arvoisiksi satunnaismuuttujiksi. Avaruus
H®* on myos Hilbert-avaruus. Itse asiassa se on tensoreiden h = h; ®
- ®@h, " =h;®---®hy, hi,h{ € H,i=1,... k, sulkeuma sisdtulon

<h>h’/>ﬂ = H(hi>hi,>H

i=1
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suhteen. Nyt iteroitu Malliavin-derivaatta voidaan ajatella tavalliseksi
Malliavin-derivaataksi, kun méérittelemme uuden isonormaalin gaussi-
sen prosessin W Hilbert-avaruuden

H :=H®k

yli.
3.3.19 Esimerkki. Jos H = L?(T), niin H®* ~ [?(T*). T4lloin D¥ voidaan

tulkita pisteittdin p x P-melkein varmasti:

Df  Flw) = Dy - Dy Fw)

.....

Avaruuksia D"'P, p > 1, vastaavat iteroidussa tapauksessa Sobolev-
avaruudet D*?, k € N, p > 1, jotka saadaan tdydentdmalla sileiden sa-
tunnaismuuttujien avaruus § normin

k

1/p
IFllep = {Enm +)E [nDiFHE@j}}

j=1

suhteen. Tdssi siis varmistutaan, ettd jos D* on olemassa avaruudessa
D%P, niin D*' on olemassa avaruudessa D¥~"P. Tami takaa sen, etti
D¥ voidaan ajatella iteroidusti ja derivointijarjestystd voidaan vaihdella.

3.3.20 Propositio. Normit || - ||, , toteuttavat seuraavat ominaisuudet:
(@ [[Fllp < [[Fllj,q kunp < qjak<j,

(i) operaattori D* on sulkeutuva avaruudelta § C 1P(Q) avaruudelle

LP(Q; H®¥),

(iii) jos jono (Fy)_; suppenee normissa || - ||k ja se on Cauchy normissa
| - |I5,q, niin se suppenee myods normissa || - |5 q-

Todistus. Harjoitustehtdva. O

Néin osion lopuksi on hyva muistella edellistd osiota. Nimittdin tar-
kalleen ottaen meilld on nyt kaksi mééritelmédan Malliavin-derivaatalle:
yleinen D ja Wiener-avaruuden D. Seuraavan proposition nojalla ndma
maédritelmét ovat kuitenkin sopusoinnussa keskenaan.
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3.3.21 Propositio. Olkoon W Brownin like ja F € D"2. Olkoon lisiiksi F
Malliavin-differentioituva mddritelmin 3.2.6 mielessi. Tilloin DF = DF.

Todistus. Olkoon (F,,)%_; jono sileitd satunnaismuuttujia, joka suppenee
kohti satunnaismuuttujaa F € D2 normissa || - ||1 2.

Olkoon G € 8 mielivaltainen. Nyt osittaisintegrointikaavasta (3.3.11)
seuraa, etta

E[(D,F. —D,F)G] = E[Dy(F,—F)G]

Tama tarkoittaa, ettd D,F,, — DnF heikosti avaruudessa L?(Q), silld $ on
avaruuden L?(Q) tihed aliavaruus. Toisaalta DF,, — DF vahvasti avaruu-
dessa L?([0,1] x Q). Siten, kaikilla 1} € L?([0, 1]),

(DFn,M12011y — (DEM) 120

heikosti (itse asiassa myds vahvasti) avaruudessa L?(Q). Proposition 3.2.8
ja madritelmén 3.3.4 nojalla jokaiselle aproksimaatiolle n € N ja suunnalle
n € L2([0,1]) pétee

DnFn = <DFT1>1:]>L2([0,1]) = <DFnaﬁ>L2([0,1]]'
Siten rajalla on valttamaétta padettava

(DEM 1201y = (DEM120.1)-

Koska tdma pétee kaikille 1 € L#([0, 1]), niin DF = DF. O

3.4 Kaaoskehitelman derivaatta

Téssd osiossa isonormaali prosessi W on valkoinen hily, taas. Erityisesti
Malliavin-derivaatta on siis prosessi (DF)iet € LP(Q;H) ~ LP(T x Q)
jollakin p > 1.
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Wiener-Itd-kaaoskehitelmén (teoreema 2.3.11) nojalla jokainen nelioin-
tegroituva satunnaismuuttuja F € L?(Q, G, P) voidaan esittid muodossa

(3.4.1) F = i In(fm),

m=0

missd f,, € L2(T™) := L2(T™, B™, u™). On luonnollista kysyd, mitd tulee
vaatia funktioilta f,,,, m > 0, jotta F olisi Malliavin-derivoituva. Seuraava
luonnollinen kysymys on, voimmeko esittdd F:n Malliavin-derivaatan sen
kaaoskehitelmén (3.4.1) avulla. Seuraava teoreema antaa lopullisen vas-
tauksen ndihin kysymyksiin. Itse asiassa valkoisen hilyn tapauksessa se
voidaan ottaa Malliavin-derivaatan méaaritelmaksi.

3.4.2 Teoreema. Olkoon F € L?(Q, G, P), jonka kaaoskehitelmii on (3.4.1). Til-
l6in F € D2 jos ja vain jos

(3.4.3) > mm!fulfagm < oo
m=1
Tillsin
(3.4.4) DF = Y mln (fm(-,t)>.
m=1

Lisiiksi DF:n normi voidaan laskea kaavalla

e[1oFE] = || OFruan] = 3 mmiital .
m=1

Ennen teoreeman 3.4.2 todistusta valaisemme mita se sanoo hiukan esi-
merkilla.

3.4.5 Esimerkki. Kaavan (3.4.4) sanoma itse asiassa aika selva. Olkoon esi-
merkiksi T = [0, 1] ja F = I3(f3). Talloin voimme kirjoittaa

11 el
F = J J J f3(ty, tz, t3) AW, dW,,dW,,
oJoJo

- {1

t2
J f3(tq, tz, t3) AW, } thz} dW,.
0
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Satunnaismuuttujan F Malliavin-derivaatta saadaan nyt “vapauttamalla”
uloin (tai symmetrian nojalla mikéd hyvénsé) integrointi:

1
0

1 pl
- SJ J fg(t],tz,t) th1th2.
0J0

t2
J f3(ty, t2,t) dWy, } dW,
0

Teoreeman 3.4.2 todistus. Tama todistus koostuu kolmesta askeleesta, kah-
desta suorasta ja yhdestd kdadnteisesta.

Askel 1. Olkoon F muotoa
(3.4.6) F = H,(W(h)),

missd h € H = L?(T™) on sellainen, ettd ||h||,;, = 1. Koska H,, on polyno-
min, niin F € 8. Siten, suoraan Malliavin-derivaatan méaritelmén 3.3.4 ja
Hermiten polynomeja koskevan kaavan (1.4.4) nojalla,

oH,

D = — (Wh))h(t) = Hm1 (W(R))h(t).

Toisaalta, proposition 2.3.8 nojalla,
missd f,, = h®™/ml. Siten
DiF = Hyot (W(h)h(t)
= ——— I 1 (h®™ Vh(t))

(m—1)!

(3.47) = Ml (fml ).
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Selvésti kaava (3.4.4) patee nyt muotoa (3.4.6) olevien satunnaismuuttu-
jien lineaarikombinaatioille. Siten kaaos H,, sisiltyy avaruuteen D'2. It-
se asiassa kaavasta (3.4.7) seuraa H,, :n satunnaismuuttujille isometria

E[IDFIZ| = mE[F].

Askel 2. Olkoon sitten F € L?(Q, G, P), jolla on esitys (3.4.1). Oletamme,
ettd ehto (3.4.3) patee. Olkoon

N
(3.4.8) Fn o= ) In(fm).
m=0

Mitd ilmeisimmin Fy suppenee kohti satunnaismuuttujaa F avaruudessa
L%(Q). Askeleen 1 nojalla tiedimme, ettd jokainen Fy kuuluu avaruuteen
D2 ja, ettd

DiFn = imlm_1(fm(-,t)).
m=1

Lisdksi ehto (3.4.3) takaa sen, ettd DFN suppenee avaruudessa L*(T x Q)
kohti yhtilon (3.4.4) oikeaa puolta. Siten F € D'? ja kaava (3.4.4) pétee.

Askel 3. Tama on se kddnteinen askel. Olkoon F € D'+2. Tarkoituksenam-
me on osoittaa, ettd F toteuttaa ehdon (3.4.3). Olkoon G = I,,(g), missa
g € &,. Olkoon F € D"2 ja Fy sen kaavan (3.4.8) mukainen aproksimaa-
tio. Jos N > m, niin askelten 1 ja 2 nojalla

E[(DFN,h>H G} . [(n+1)1n (J fon (- (L) p(dt)) G} .
T

Siten satunnaismuuttujan (DF, h),; projektio Wiener-kaaokselle J(,, on

(n+1I, <L frs1 (5 t)h(t) u(dt)) ,

koska eri kertalukua olevat Wiener-integraalit ovat ortogonaalisia. Siten,
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jos (e1)%2; on L#(T):n ortonormaali kanta, niin

o
2
Z mm!HmeLz(Tm)
m=1

= E[IDFI 10
< 00,

milld vaite on todistettu. O

Mikili satunnaismuuttuja F on “loputtomasti Malliavin-derivoituva”,
niin saamme kaaosfunktioille f,,, n =1,2..., seuraavan tulkinnan.

3.4.9 Propositio. Olkoon F = Y % _ 1,n(fim). Jos F € D2 := ng_, DN,
niin silloin pitee Stroockin kaava

fm(t1)"'»tm) = FE [D: t
kaikilla m € N.
Todistus. Harjoitustehtava. O

Tarkastelemme osion lopuksi Malliavin-derivaatan ehdollistamista, tai
“mitallistamista”. Yleisesti nimittdin on niin, ettd prosessi (D{F)icjo,1) €l
ole mitallinen valkoisen hélyn historian G = (G)¢[0,1] suhteen. Itse asias-
sa se harvemmin on. Olkoon esimerkiksi F = W¥ jollakin k > 2. Talloin,
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ketjusdannon nojalla,

DF = D¢(Wy)

= kWF'D W,
= kW T (1)
= kwi

Siten satunnaismuuttuja DF ei ole mitallinen minkddn o-algebran G,
t < 1, suhteen.

Olkoon B € B. Téalldin G on satunnaismuuttujien
{(W(B’) : B" Cc B,B’ € By}

virittdima o-algebra, joka on taydellistetty nollajoukkojen suhteen. Talldin
o-algebra Gg vastaa siis tietoa valkoisen hilyn realisaatiosta joukossa B.

Ehdollistamisen ydin on seuraava lemma, joka kertoo miten ehdollis-
taminen ndkyy Wiener-Itd-kaaoskehitelmassa.

3.4.10 Lemma. Olkoon F € 1?(Q, G, P). Olkoon sen kaaoskehtelmii

3 Tl

m=

o

missii fm € L2(T™). Olkoon B € B. Tillsin

(3.4.11) E[F|Ss] = ) In(fm13™).
m=0

Todistus. Ongelman lineaarisuuden nojalla riittdd tarkastella tilannetta,
jossa
F = In(fm)

jollakin m € N. Lisdksi voimme olettaa, ettd f,, on muotoa
fm == 1A/

missd A =A; X --- X A ja Aq,..., Ay ovat By erillisid joukkoja.



3.4 Kaaoskehitelmin derivaatta 72

Nyt vidite on helppo tarkistaa suoralla laskulla erottamalla G-
mitalliset ja Gg -riippumattomat osat. Nimittdin

E[F|Gs] = E[W(A)) - W(A,)|Gs]

— E ﬁ <W(AiﬂB)+W(AiﬂB°)) 98]
= E-ﬁW(AiﬂB) S| +E ﬁw(AmBC) SB]

+ ristitermeja, joissa esiintyy B ja B

= ﬁW(AmB) +E

i=1

ﬁW(Ai N BC)]

i=1

= [[W(AinB)+ ] ]E [W(ANBY)]
i=1 i=1

= I (T(A;nB) 5 x(AnnB))

= In (TA15™).

Kun avasimme tulon, jaitimme ristitermit suosiolla pois. Ne nimittdin ha-
vidvat samalla tavalla, kuin joukkoon B¢ liittyva tulo:

E[W(ANB)W(A; N B) [s] = W(A(NB)E [W(A;NB)

S|
— W(A{NB)E [W(A; NB)]
= W(A;NB)-0.

Viite seuraa. .

Ehdollisen odotusarvon Malliavin-derivaatta saadaan nyt yhdistamal-
14 kaava (3.4.11) kaavaan (3.4.4).
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3.4.12 Propositio. Olkoon F € D2 ja B € B. Tilldin ehdollinen odotusarvo
E[F| Gg] kuuluu myds avaruuteen D2 ja

D.(E[FI%s]) = E[DFIGs]T5(t
w x P-melkein kaikilla (t, w).

Todistus. Olkoon F:1l14 kaaoskehitelma

m=0

missd fm, € L2(T™). Lemman 3.4.10 ja teoreeman 3.4.2 nojalla

D(E[FISs]) = Y mlIn (fml, D15 (1)
m=1

> b (Faly 0157 Tt
m=1

= E[DF|Gs]1s(t).
Naiin vaite on todistettu. ]

3.4.13 Huomautus. Proposition 3.4.12 nojalla Gp-mitallisen satunnais-
muuttuyjan F € D'? Malliavin-derivaatta (t,w) +— D.F(w) havida
melkein kaikkialla joukossa B¢ x Q).



Luku 4

Divergenssi eli
Skorohod-integraali

Divergenssioperaattori, jota myds Skorohod-integraaliksi kutsutaan,
on Malliavin-derivaatan liitto-operaattori. Se siis kuvaa prosessit, tai
yleisemmin H-arvoiset satunnaismuuttujat, reaaliarvoisiksi satun-
naismuuttujiksi.

Osiossa 4.1 kertaamme liitto-operaattorin miiritelmin ja joitakin
sen perusominaisuuksia. Osiossa 4.2 annamme divergenssin varsi-
naisen médritelmin. Osio 4.3 kiisittelee valkoista hilyi. Tissd osiossa
perustelemme myds, miksi divergenssi ansaitsee nimen “integraa-
li”, ja miksi se ei ansaitse nimed “integraali”. Osio 4.4 on Grande
Finale: johdamme lopulta motivoinnissa mainitun Clark—Ocone-
esityslauseen.

4.1 Liitto-operaattoreista

Olkoot X = (X, (-, -)x) ja Y = (Y, (-,-)y) Hilbert-avaruuksiaja T : Dom T C
X — Y lineaarinen, mahdollisesti rajoittamaton, operaattori. Emme siis
oleta, ettd T on maéadritelty koko avaruudessa X.

4.1.1 Huomautus. Selvisti voimme olettaa, etti Dom T on lineaarinen
(mahdollisesti ei-suljettu) aliavaruus.
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Operaattorin T liitto-operaattori on lineaarinen, mahdollisesti rajoit-
tamaton operaattori T* : Dom T* C Y — X. Se mddrdytyy parituskaavasta

(412) <TX>y>Y = <X>y*>X = <X>T*U>X'
Luonnollisesti emme oleta, ettd T* on médritelty koko avaruudessa Y.

4.1.3 Huomautus. Yleisesti, jos X ja Y ovat Banach-avaruuksia, niin liitto-
operaattori T* on kuvaus Y*:n aliavaruudelta X*:lle.

Parituskaavassa (4.1.2) on seuraava pienoinen ongelma: y € Y ei vilt-
tamattd maaraa liitto-otustaan y* =: T*y € X yksikasitteisesti. Toisin sa-
noen liitto-operaattori T* ei ole valttamattd hyvin maééritelty. Itse asiassa
tilanne on seuraava.

4.1.4 Propositio. Kaava (4.1.2) mdirdii operaattorin T* : DomT* C Y — X
yksikisitteisesti jos ja vain jos Dom T C X on tihed.

Todistus. Jos Dom T C X eiole tihed, niin se ei ole totaali. Siten on olemassa
sellainen xo ¢ Dom T, ettd xo # 0 ja

(X,X0)x = 0

jollakin x € Dom T. Mutta t&lloin
<TX)y>Y = <X>y*>x
= <X)U*>x+ <X»X0>X

= <X>y* + X0>X'
Siten liitto-otus y* ei ole yksikésitteinen.

Olkoon sitten Dom T tihed. Se on siis totaali eli jos (x, xo)y = 0 kaikilla
x € Dom T, niin xo = 0. Siten, jos

xunx = (%ud)x
kaikilla x € Dom T, niin
<X>yT _y§>X =0

kaikilla x € Dom T. Mutta koska Dom T on totaali, niin tdma tarkoittaa
sitd, ettd y; —y3 = 0. Ndin ollen suhde y < y* on yksikésitteinen. O
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Oletamme siis, ettd operaattori T on tihedsti maéritelty, jolloin T* on
hyvin maééritelty. Seuraava ongelma on karakterisoida jotenkin operaat-
torin T* maarittelyjoukko Dom T* C V. Vastauksen meille antaa Rieszin
esityslause.

4.1.5 Propositio. Alkio y € Dom T* jos on olemassa sellainen vakio ¢ = c(y),
etti

(4.1.6) (T, y)y < clixllx

kaikilla x € Dom T.

Todistus. Olkoon y € Y sellainen, ettd epayhtdlo (4.1.6) patee. Méadritte-
lemme lineaarisen funktionaalin T, : X — R kaavalla

TUX = <Txay>Y'

Epéyhtalo (4.1.6) sanoo, ettd lineaarinen funktionaali T, on jatkuva. Siten
Rieszin esityslauseen nojalla on olemassa sellainen (yksikéasitteinen) y* €
X, ettd

TUX = <X>y*>X'

Tama y* € X on siis alkion y € Y liitto-otus: y* = T*y. O

Juurikaan tdmédn enempdd meidan ei tarvitse tietda liitto-operaattoreis-
ta. Tosin, jotta lukijalle jdisi jotain pientd tehtdvad, toteamme vield yhden
seikan. (Muistutamme, ettd operaattori T : X — Y on suljettu, jos sen
graafi {(x,Tx) : x € Dom T} on suljettu avaruudessa X x Y. Vastaavas-
ti operaattori on sulkeutuva, jos silld on yksikésitteinen suljettu jatke eli
operaattorin graafin sulkeuma on jonkin operaattorin graafi.)

4.1.7 Propositio. Liitto-operaattorit ovat aina suljettuja.

Todistus. Harjoitustehtava. O
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4.2 Divergenssi liitto-operaattorina

Madrittelemme nyt Skorohod-integraalin eli divergessin Malliavin-
derivaatan liitto-operaattorina. Ldhtokohtana on Hilbert-avaruuden
L%(Q) Hilbert-aliavaruus D" ? ja sen tihed aliavaruus $.

4.2.1 Maéritelmd. Skorohod-integraali eli divergenssi 6 on Malliavin-
derivaatan D liitto-operaattori. Toisin sanoen se on rajoittamaton operaat-
tori avaruudelta L?(Q; H) avaruudelle L?(Q), ja

(i) operaattorin § méadrittelyjoukkoon Dom § kuuluvatne u € L?(Q; H),
jotka toteuttavat ehdon

(4.2.2) E[(DG,u),] < cVEIG?

kaikilla G € 8. Tdssd ¢ on ainoastaan H-arvoisesta satunnaismuut-
tujasta u riippuva vakio.

(ii) Jos u € Dom§, niin §(u) € L?(Q) ja se midrdytyy paritussuhteesta
(4.2.3) E[Gs(u)] = E[(DG,u)y]
kaikilla G € 8.

Jos u € Dom §, niin sanomme my®ds, ettd u on Skorohod-integroituva.

4.2.4 Huomautus. Olkoon g siled kompaktikantajainen skalaarikentta

R™:1dja uw = (u',...,u") vastaavasti siled vektorikenttd R™:1la. Talloin

Lebesgue-integraaleille R™:ssd pétee osittaisintegrointikaava

J gdivudx = J gV - -udx

= J E—F + ou? dx
g gax1 gaxn

[ a9 ;4 ag
- _ —2 AL I |
J <ax]u + +aXnu) X

= — Vg-udx
Jrn

= —| (Vg,u)p. dx.

JR™




4.2 Divergenssi liitto-operaattorina 78

Vertaamalla tdtd paritussuhteeseen (4.2.3) ndiemme, miksi operaattoria &
kutsutaan divergenssiksi (modulo miinus-merkki).

Joskus Skorohod-integraalille kdytetdan merkintaa
Ju W = d(u).

Tama merkintd antaa ymmartad, ettd 6(u) on, nimensa mukaisesti, jonkin-
lainen integraali. Erddssd mielessd onkin perusteltua kutsua divergenssia
d integraaliksi. Erddssa toisessa mielessd taas ndin ei ole. Integraalinimi-
tyksen puolesta puhuu seuraava propositio, joka sanoo, ettd Skorohod-
integraali on Wiener-integraalin laajennus.

4.2.5 Propositio. Olkoon h € H. Tilloin h € Dom 6 ja

Todistus. Jos h on Skorohod-integroituva, niin yhteys §(h) = W(h) seuraa
siitd, ettd tdssd tapauksessa paritussuhde (4.2.3) on osittaisintegrointikaa-
va (3.3.8). Toisaalta osittaisintegrointikaavasta (3.3.8) ja Schwarzin epayh-
talostd seuraa kaikille G € 8, etta

E[(DG, 1)) = E[GW(h)]

< VEW(h)2VE[G2]

= [MlnVEIG]

Siten ehto (4.2.2) pétee eli h € Dom 6. O

Seuraava propositio puhuu integraalinimitystd vastaan.

4.2.6 Propositio. Olkoon u € Dom 8 ja F € D2, Oletamme, ettii
Flull, € 12(Q).

Tillvin

(4.2.7) d(Fu) = Fd(u) — (DFu)y.

Kaava (4.2.7) tulee ymmiirtid tissi niin, ettd tulo Fu on Skorohod-integroituva
jos ja vain jos F§(u) — (DF, u),, € L3(Q).
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Ennen kun todistamme proposition 4.2.6 perustelemme, miksi se pu-
huu integraalinimitystd vastaan.

4.2.8 Esimerkki. Olkoon W Brownin liike. T4lloin siis H = L?([0, 1]). Ol-
koon sitten H-arvoinen satunnaismuuttuja u, eli tdssd tapauksessa pro-
sessi (W) ie(o,1], Yksinkertaisesti muotoa

ut - Fh(t))
missd F € § ja h € L?([0,1]). Mitd ilmeisimmin téllainen u on Skorohod-
integroituva.
Integraali on lineaarinen operaattori. Tamdnhan hyvéaksyvat kaikki.

Nyt, proposition 4.2.6 nojalla,

1
J Wy 6Wt = 6(11)
0

Jos sitten valitsemme

niin
DF = Wi
Oletamme, ettd h ei hdvid integroitaessa. Talloin saamme

1 rl 1
J Fh(t)SW, = F| h(t) 5wt+J Wih(t) dt
0 JO 0

r1 1
- F| h 5wt+w1j h(t) dt
JO 0

r1
£ F| h(t)sW,
JO
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Skorohod-integraali on siis kummallisen epélineaarinen ollakseen inte-
graali.

Proposition 4.2.6 todistus. Kaava (4.2.7) seuraa, jos
(4.2.9) E[Gé(Fu)} — E[G(Fzs(u) - <DF,u>H)}

tihean monella G € L?(Q). Valitsemme satunnaismuuttujan G olemaan

muotoa
G = fo(W(hi),...,W(hy),

missd hy € H, i=1,...,n,ja fp : R™ — R on siled ja kompaktikantajai-
nen. Tillaiset G:t ovat tihedssd L?(Q):ssa. Lisdksi nyt FG € D2 (tdhdn
tarvittiin sitd, ettd f,:1la on kompakti kantaja) ja tulon derivointikaava

(4.2.10) D(FG) = FDG + GDF

pétee (harjoitustehtdva).

Kaava (4.2.9) seuraa nyt paritussuhteesta (4.2.3) ja tulon derviointi-
sdannosta (4.2.10). Nimittain

E[Gé(Fu)] - E:<DG,Fu>H]
:(FDG,u>H]
- E:<D(FG)—GDF,u>H}

- E:<D(FG),u)H] —E[(GDF,u)H]

= E :FGé(u)] —E [G<DF> u>H}

— E[G(Fs(u) — (DF, u>H)].
Viite seuraa. O

Edellisen nojalla siis kenenkédén ei tulisi kutsua Skorohod-integraalia
“integraaliksi”. Integraalinimitys juontunee seuraavasta propositiosta, jo-
ka yleistda propositiota 4.2.5.
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4.2.11 Propositio. Olkoon W wvalkoinen hily. Tilloin L%(T x Q) C Dom$§ ja
operaattorin & rajoittuma avaruuteen L2 (T x Q) on Ité-Integraali:

o(u) = L u W,

= J U th
T

Todistus. Tama vdite seuraa olennaisesti propositiosta 4.2.6 aproksimoi-
malla prosessia u ennustettavilla ja yksinkertaisilla prosesseilla. Jatimme
yksityiskohdat harjoitustehtavaksi. O

Tunnetusti integrointi ja derivointi eivét ole tdysin vaihdettavia ope-
raattoreita (eivat kommutoi). Seuraava tulos sanoo, ettd

Dd(u) = &(Du) +u.

Edelld Du tulkitaan formaalisti H ® H-arvoiseksi satunnaismuuttujaksi
ja & on yhtdlon oikealla puolella formaali operaattori avaruudelta H @ H
avaruudelle H. Valkoisen hily tapauksessa edellinen formaali kaava saa
ymmarrettivimman muodon

DtJ u, W, = J Diu, OW, 4 u,.
T T

4.2.12 Propositio. Olkoon H-arvoinen satunnaismuuttuja w “riittiavin siisti”.
Tilloin kaikille h € H piitee

(42.13) (h, D8y = 8((h,D () )yy) + (o).

Todistus. Jatiamme kaavan (4.2.13) todistamisen harjoitustehtdviksi. Sa-

moin jdd harjoitustehtdviaksi maaritelld, mitd tarkoittaa “riittdvan siis-

t”. O
Kaavan (4.2.13) avulla voimme laskea divergenssien kovariansseja.

4.2.14 Propositio. Olkoon u ja v “riittivin siisteji” H-arvoisia satunnais-
muuttujia. Télloin

E[5(uw)s(v)] = E[{u,v),]+E[(Duy, DV>H®H} :

Todistus. Tama vdite seuraa propositiosta 4.2.12 ja paritussuhteesta (4.2.3).
Jatamme yksityiskohdat harjoitustehtdvéaksi. O
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4.3 Kaaoskehitelmin divergenssi

Téssd osiossa W on taas valkoinen hily. Toisin sanoen H = L(T, B, u).

Satunnaismuuttujalle F € D'? osasimme laskea sen Malliavin-
derivaatan DF sen kaaoskehitelméan

F = io Im(fm)

avulla. Lisdksi osasimme antaa riittdivdn ja valttimdttoman ehdon
Malliavin-derivoituvuudelle kaaoskehitelmédn avulla. Tarkastelemme
nyt vastaavaa ongelmaa prosessin u € L*(T x Q) divergenssille §(u.).

4.3.1 Lemma. Olkoon u € L*(T x Q). Talloin jokaiselle t € T on olemassa
sellaiset deterministiset funktiot o, (-,t) € L2(T™), m =0,1,..., etti

(4.3.2) w = ) Ln(fml(,1).

Sarja (4.3.2) suppenee avaruudessa 1*(T x Q) ja lisiiksi
E U u? u(dt)} = Z m!||fm||f_z(Tm+1).
T m=0

Todistus. Koska satunnaismuuttuja u, € L*(Q) kaikilla t € T, niin voim-
me kehittdd sen sarjaksi (4.3.2). Meiddn pitdd vain osoittaa, ettd ytimet
fm(-,-), m = 0,1,..., voidaan valita mitallisiksi ja ettd sarja (4.3.2) sup-
penee avaruudessa L*(T x Q).

Aproksimoimme prosessia u yksinkertaisilla prosesseilla u™, n =
1,2..., jotka ovat muotoa

uy = ZFkngkn(t),
k=1

missd gin € L*(T) ja Fin € L?(Q). Talldin jokaiselle u™:lle meilld on
esitys
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missd funktioilla f,,;, on halutut ominaisuudet. Lopuksi riittdd huomata,
ettd jono (finn)®_; suppenee avaruudessa L*(T™*) kaikilla m =0,1....
Voimme siis asettaa f,, = lim,_,o fmn ja véite seuraa. []

Valkoisen hily tapauksessa seuraava teoreema antaa vaihtoehtoisen
madritelmadn Skorohod-integraalille.

4.3.3 Teoreema. Olkoon w € L*(T x Q) sarjakehitelmindin (4.3.2). Tilloin
u € Dom & jos ja vain jos sarja

(4.3.4) S = Y Imyi(fm)
m=0

suppenee avaruudessa L*(Q).
Erityisesti w € Dom § jos ja vain jos

0]

EBW?] = Y (A |[fuml[spme, < oo

m=0

4.3.5 Huomautus. Kaavan (4.3.4) intuitiivinen merkitys tulee tdysin sel-
viaksi, kun sitd vertaa esimerkkiin 3.4.5.

Teoreeman 4.3.3 todistuksen hahmottelu. Tama on semmoinen isompi harjoi-
tustehtava. Todistus perustuu kaavaan

E[(w,DG)| = E[l(fn1)6],
kun G = I,,(g), mistd seuraa etta
E[swG| = E[L.(fu1)6].

Tama taas tarkoitaa sitd, ettd d(u):n projektio Wiener-kaaokselle J,, on
I.(fn_1). Kaava (4.3.4) seuraa tasta. ]
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4.4 Clark-Ocone-esityslause

Téssd se nyt sitten on koko komeudessaan. Hyva yleiso: Clark—-Ocone-
esityslause!
4.4.1 Teoreema. Olkoon W = (W,):c(0.1) Brownin liike ja F € D", Tillsin

1
(4.4.2) F = E[Fl+ J E[DF |G| dW,.
0

Lisiiksi esitys (4.4.2) on yksikisitteinen.

Todistus. Olkoon F:11a Wiener-Ito-kaaoskehitelma

m=0

missi f € L2([0,1]™). Kaavojen (3.4.4) ja (3.4.11) nojalla

E[DF[5] = imE[Im_1(fm(-,t)))9t]

m=1

(e ¢]

= Z Mg (Fin (- ’t))1{max(-)<t}'

m=1
Olkoon sitten
u, = E[D{F|G].

Prosessin u Skorohod-integraali 8(u) on nyt helppo laskea kaavasta
(4.3.4). Saamme

duw) = Y Inm(fm)

m=1
= F—E[F.
Esitys seuraa nyt siitd, ettd koska u; on G¢-mitallinen, niin &(u) on Ito-

integraali. Esityksen yksikésitteisyys taas seuraa kaaoskehitelma yksika-
sitteisyydesta. O
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abstrakti, 24
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Malliavin-derivaatta, 56
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multi-indeksi, 25

ortogonaalinen summaesitys, 23
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paritussuhde, 77

avaruus, 51, 64
Rieszin esityslause, 6
riippumattomat lisdykset, 14
Rodriguezin kaava, 17

siled satunnaismuuttuja, 55
sisdinen historia, 14
Skorohod-integraali, 77
standardoitu satunnaismuuttuja, 4
stationaariset lisdykset, 15
stokastinen eksponentti, 41
Stroockin kaava, 70
suljettu operaattori, 76
sulkeutuva operaattori, 62, 76
supistettu tensoritulo, 33
suppeneminen

heikko, 5

vahva, 5
suunnattu derivaatta, 44
suunnikassaanto, 6
symmetrinen tensoritulo, 33
symmetrisaatio, 28

tasainen integroituvuus, 22
tensoripotenssi, 33
tensoritulo, 33
supistettu, 33
symmetrinen, 33
topologinen duaali, 5
totaali joukko, 21

vahva suppeneminen, 5
valkoinen hily, 16

Wiener-Ito-kaaoskehitelma, 37
Wiener-avaruus, 49
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