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SISALTO iii

Lukijalle

Néama luentomuistiinpanot ovat kevaalld 2005 luennoimani kurssin Rahoitus-
teoria (5 ov) muistiinpanojen tiivistetty, laajennettu, kuvitettu ja virhekor-
jattu versio. Joitakin virheitd, epéatdsmaéllisyyksid ja outouksia on varmaan-
kin vield jaanyt. Naistd voi ldhettdd sdhkopostia kirjoittajalle osoitteeseen
tommi.sottinen@helsinki.fi.

Tekstin seassa on paljon, usein todistamattomia, vaitteitd huomautuksi-
na. Osa huomautuksista on erikseen numeroitu ja korostettu sanalla “huo-
mautus”. Numeroidut huomautukset ovat tietysti keskeisempid kuin nume-
roimattomat. Muistiinpanojen tulokset ovat nimetty apulauseiksi, véitteiksi
ja lauseiksi seuraavan logiikan mukaan. Apulauseet ovat teknisiéa aputuloksia.
Esimerkiksi Iton kaava, joka on stokastisen analyysin merkittavin tulos, on
esitetty apulauseena, koska se ei vilittomésti puhu rahoitusteoriasta. Vait-
teet liittyvat valittoméasti rahoitusteoriaan. Lauseita on varsin vdhéan. Niin-
pé kysymykseen “mikéd on keskeisintéd kurssissa” on helppo vastata: lauseet.
Lisédksi jokaisen osan loppussa on “pahkindnkuori”, joka tulee wdhintddnkin
osata, mikéli mielii saada kurssista hyviksytyn arvosanan.

Olen pyrkinyt todistamaan kaiken. Tésséd olen luonnollisesti epdonnistu-
nut. Mittateorian ja todennédkoisyysteorian tulokset olen pédosin jéattényt
todistamatta. Samoin funktionaalianalyysin tuloksia, erottavan hypertason
lausetta ja Hahn—Banach-lausetta, ei todisteta. Stokastisen analyysin tulok-
set olen sen sijaan pyrkinyt todistamaan.

Keskeisini lihteind olen kiiyttinyt Valkeilan luentoja [8]' seké, erityisesti
osassa I, Follmerin ja Schiedin kirjaa [2]. Osaan II suosittelen oheislukemis-
toksi Shreven kirjaa [5] ja osaan III Shreven kirjaa [6], muistiinpanoja [7]? se-
ké Lambertonin ja Lapeyren kirjaa [3]. Néitd luentoja laajempi, mutta mate-
maattisempi vihemmaéan perusteellinen, johdanto rahoitusteoriaan 16ytyy Al-
varezin ja Koskisen monisteesta [1]. Jatkolukemiseksi suosittelen Shiryaevin
kirjaa [4]. Se on todellinen matemaattisen rahoitusteorian aarrearkku.

Lopuksi vield varoituksen sana. Nama muistiinpanot alkavat kevyesti. Vai-
keustaso kuitenkin kasvaa luku luvulta eksponentiaalisesti.

Helsingisséd 18. huhtikuuta 2006 T. S.

'math.tkk.fi/opetus/rahoitus
2yww-2.cs.cmu.edu/~chal/Shreve/shreve .html
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Luku 1

Johdattelua

It has been my experience that competency in mathematics — both
in numerical manipulations and in understanding its conceptual foun-
dations — enhances a person’s ability to handle the more ambiguous
and qualitative relationships that dominate our day-to-day financial
decision-making. — Alan Greenspan

Mita ja miksi optiot ovat

Kurssin tarkoitus on etsid “oikea hinta” optioille eli johdannaisille. Aloitamme
esittelemalld lyhyesti, mitd osakkeet ja johdannaiset ovat.

Kun yritys haluaa kerété padomaa, se voi jarjestdd osakeannin. Osakkeis-
ta saatua rahaa vastaan yritys voi sitten jakaa osakkeenomistajille osinkoja
(dividends) ja antaa padtosvaltaa yrityksessd. Kerran markkinoille laskettuja
osakkeita voidaan ostaa ja myydé& kohtalaisen vapaasti. Perinteisesti kauppaa
on kiyty joko porsseissd tai OTC-markkinoilla (Over-The-Counter), joka on
erddnlainen valittdjien yhteenliittymé. Markkinoilla osakkeiden hinnat méé-
raytyvét osto- ja myyntitarjousten mukaan toinen toistaan “hienostuneem-
pien” systeemien perusteella. Itse asiassa osakkeella ei ole kiinteélld hetkella
tarkkaa hintaa, vaan koko ajan on kdynnissd huutokauppa. Lahinnd totuutta
on sanoa, ettd osakkeella on osto- ja myyntihinta. Lisdksi osakkeiden vé-
littajat ottavat vaivoistaan palkkion. Tyypillisesti ostaja tai myyja maksaa
vélittédjélle prosenttiosuudeen kauppahinnasta. Téalla kurssilla oletamme kui-
tenkin yksinkertaisuuden vuoksi, ettd osakkeilla on joka ajanhetkelld jokin
kiinted hinta ja ettd valittdjat eivit veda vélista.

Osakkeiden liséiksi markkinoilla myydéaéan johdannaisia (derivative). Na-
mé ovat arvopapereita, joiden arvo méaraytyy, eli on johdettu, osakkeiden,
indeksien, osakekorien tmv. hinnoista.
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FEurooppalaiset johdannaiset voidaan kéyttda jonakin ennalta johdannais-
sopimuksessa médrattyna erapéivanéd T'. Esimerkkeja:

Osto-optio (call-option) antaa oikeuden ostaa osakkeen S ennalta méadri-
tylld lunastushinnalla (strike price) K erdpidivand T'. Matemaattisesti
tdméan johdannaisen arvo on (Sp — K)* := max(Sr — K, 0).

Myyntioptio (put-option) antaa oikeuden myydé osakkeen S ennalta méé-
ratylla lunastushinnalla K erdpaivana T'. Matemaattisesti tdmén joh-
dannaisen arvo on siis (K — St).

Termiini velvoittaa ostamaan osakkeen S ennalta mééarédtylla hinnalla K
erdpaivand T'. Matemaattisesti tdméan johdannaisen arvo on Sy — K.
Termiineja kutsutaan myos futuureiksi.

Amerikkalaiset johannaiset voidaan kayttdda miné hetkenéd hyvénsd ennen
johdannaissopimuksessa méaaréattya erapaivaa T .

Mihin optiota kaytetdan? Yksi kidyttotarkoitus on johdon palkitseminen.
Johtajille annetaan osto-optioita yhtion osakkeisiin. Koska osto-optiot ovat
arvottomia, jos kurssi laskee, niin ajatellaan ettd néin johtajat tyoskentelevét
paremmin. Liséksi ajatellaan, etté optiot eivit ole kuluja yhticlle. Argument-
ti on jotakuinkin sellainen, etté yhtio ei hdvid mitédén, koska option langetessa
my0s kurssi on noussut (téllainen argumentti ei voi toimia). Toinen kaytto-
tarkoitus on suojautuminen riskié vastaan. Olettakaamme, ettd herra K:lla
on osake S ja hén haluaa suojautua osakkeen kurssin laskua vastaan het-
kella T'. Esimerkiksi han haluaa muuttaa varallisuutensa St varallisuudeksi
max (S, K), missi K on jokin rahasumma, jonka Herra K. tarvitsee hetkel-
14 T'. Jos markkinoilla myyddian myyntioptioita (K — S7)™, niin herra K.
voi ostaa sellaisen. Télloin hidnen varallisuutensa hetkelld T on

Sr+ (K —Sr)" = max(Sr, K).

Jos markkinoilla myydé&éan vain osto-optioita, niin herra K. voi rakentaa osto-
option myyntioptiosta ja osakkeestaan osto—-myynti-pariteetin

(1.1) S—-K = (S—-K)"—(K-29)*"

avulla. Herra K. padtyy myyméédn osakkeensa, tallettamaan rahasumman
K€ pankkiin ja ostamaan osto-option (K — Sp)*. Télloin

K+ (Sr— K)* = max(Sr, K).
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. \__ "V

K K K K
max(S, K) (S—K)* (K —S)* S

“Stop-loss-funktio” max(S,K) ja sen rakennuspalikat: osto-optio,
myyntioptio ja osake.

Lopuksi esitamme Matti Wuoren kriittisen ndkemyksen finanssimarkki-
noista (ote kolumnista “Globaalistumisen sietdméton keveys”, Hbl 5.2.2001):

Markkinat ovat ikivanha ilmié, mutta kun talous oli aikaisemmin upo-
tettuna ("embedded’, férankrad 7) yhteiskuntaan ja sosiaalisiin suhtei-
siin, niin meidédn aikanamme sosiaaliset suhteet — ja koko inhimilli-
nen kulttuuri, laajimmassa mielessdin — on upotettuna talouteen. Se
syrjayttaa kaiken muun. Hénté heiluttaa koiraa.

Villakoiran ydin on rdjihdysméisessé, vain omaa logiikkaansa noudat-
tavassa kasvussa. Lentoliikenne satakertaistui vuosien1950 ja 1988 v&-
lill4, samoin finanssimarkkinat vuodesta 1977 vuoteen 1999 mennessé.
Niiden péivittdinen volyymi ylittd4 jo 10.000 miljardia markkaa.

Kysymys on enenevésti virtuaalitaloudesta. Padomasiirtojen sahkoi-
nen vérind on irtaantunut ihmisten arjen todellisuudesta. Pelkéstain
keinotekoisten johdannaisten eli derivatiivien vuotuinen vaihto on jo
12 kertaa suurempi kuin maailman kaikkien kansantalouksien yhteen-
laskettu bruttokansantuote.

Uutta taloutta on kutsuttu myds painottomaksi taloudeksi. Péddoma-
markkinat ovat kuin ilmaan rakennettu katedraali, joka noudattaa
omia jumalallisia s&dntojaén. Sen ja reaalitalouden valilld vallitsee sa-
malla monista eri syisté pysyvid (permanenta) jinnitteitd, jotka voivat
olla vaarallisia. Lopultakin hyvin pienen eliitin lyhytné#koinen voiton-
himo piiskaa perinteisiéd rakenteita ja malleja darirajoille.

Herra K. tarjoaa osto-option

Tarkastelemme yhtd osaketta S. Ténéén, hetkellda ¢ = 0, osakkeen hinta on
Sp = 100€. Huomenna, hetkelld ¢ = 1, kohtalon jumalatar Lady Fortuna
arpoo satunnaisen alkion joukosta

Q = {“alas” “ylos”} = {0,1}
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todennikoisyyksin 90% ja 10%. Hetkelld ¢ = 1 osakkeen S hinta on satun-
naismuuttuja w — Sj(w). Jos w = 1, niin osakkeen hinta on 200€. Jos
w = 0, niin sen hinta on 90€. Kuvallisesti tilanne on seuraava:

S1(1) = 200€ tn:1ld 90%
/

N
S1(0) = 90€ tn:lla 10%

50:100:€ — Sl(w)

Herra K. tarjoaa meille osto-optiota (S; — 100€)". Emme hdvid mitadn
ottamalla option vastaan. Herra K. sen sijaan voi vain hévitd. Siten hén ei
tarjoa optiota ilmaiseksi. Kysymys onkin kuinka paljon herra K. voi vaatia
sopimuksesta; tai kuinka paljon me olemme valmiita maksamaan. Uskottava
vastaus saadaan odotusarvoperiaatteen nojalla: voitamme 100€ todennikoi-
syydelld 90% ja 0€ todennikoisyydelld 10%, joten oikea hinta on

Cop = 100€-90%+0€-10% = 90€.

Tarkastelemme tilannetta herra K:n kannalta. Herra K. myi meille osto-
option hinnalla ¢,, = 90€. Hén ottaa nyt pankista lainaa 10€ ja ostaa
yhden osakkeen. Jos osakkeen hinta laskee, niin optiomme on arvoton ja her-
ra K. voi myydé osakkeensa hintaan 90€. Maksettuaan 10€ velkansa herra
K:lle jai voittoa 80%€. Herra K. on iloinen. Jos taas osakkeen hinta nousee,
niin lunastamme optiomme. Herra K. luopuu osakkeestaan hinnalla 100€.
Maksettuaan velkansa herra K:lle jéa voittoa 90€. Herra K. on iloinen. Ta-
pahtui siis mitd tahansa herra K. on saanut voittoa. Téllaista “tyhjésta nyh-
jaisyd” kutsutaan arbitraasiksi (arbitrage).

Edellisen perusteella on selvié, ettéd odotusarvoperiaatteen antama hinta
Cop On lilan korkea: se ei voi olla osto-option todellinen hinta markkinoilla
(ainakaan kovin pitkédén), silld lopulta kaikki haluaisivat arbitraasin toivossa
myyda osto-optioita eikd kukaan haluasi ostaa niitd. Niinpd kysynnén ja
tarjonnan laki laskee osto-option hintaa lopulta. Odotusarvoperiaate ei siis
sovi hinnoitteluun. Syy on se, ettd odotusarvot sopivat nollasummapeliehin,
mutta option hinnoittelussa osakkeen hinnan nousu on sekd myyjan etté
ostajan etu.

Tarkastelemme tilannetta tasapainoiselta kannalta. Johdamme osto-
option (S; — 100€)* hinnan suojausperiaatteen nojalla. Osto-option hinta
¢ on Herra K:n alkupddoma, jonka hén sijoittaa osakkeisiin ja pankkiin.
Olkoon (8 pankkitalletuksen ja v osakkeinen lukumééara. Talloin

c = ﬁ:€+'YSO
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Hetkelld ¢ = 1 herra K. haluaa suojata tai toistaa (hedge, replicate) osto-
option. Toisin sanoen hédn haluaa varallisuutensa hetkella ¢ = 1 olevan juuri
saman arvoinen kuin osto-optio. Siis

(1.2) BE€+ 7S (w) = (S1(w)—100€)".
Koska mahdollisia maailmantiloja on kaksi, niin (1.2) tarkoittaa yhtaloparia

B€+~-200€ = 100€,
B€+v-90€ = 0€.

Ratkaisemalla tdmén yhtdloparin saamme

900 . 10

b= B 7=

Herra K. pystyy siis suojaamaan osto-option jos ja vain jos hdnen saamansa
alkupédédoma riittédé ostamaan parin (3,7) eli

900 10
c > Ccp = 11€+11-100€ = 9,09€.

Edellisen perusteella herra K. suostuu myymééan osto-option milld tahan-
sa hinnalla ¢ > c¢g,. Toisaalta meidén ei kannata maksaa enempéé kuin cqp,
koska télla hinnalla voimme itse toistaa osto-option samalla tavalla kuin her-
ra K. Olemme siis paidtyneet siihen, ettd osto-option (S; —100€)" oikea tai

tasapuolinen hinta (fair price) on ¢y, = 9,09€.

Keskeinen lelumalli

Yleinen kahden tilan ja yhden osakkeen (koroton) malli on seuraava: Sy > 0
on osakkeen hinta tdn#én, joka on deterministinen. Huominen hinta S; on
satunnaismuuttuja todennékoisyysavaruudelta (2, F, P), missi

Q = {“alas”, “ylos”} = {0,1},

o-algebra F sisdltdd kaikki 2:n osajoukot ja todennédkoisyysmitta P méa-
raytyy luvusta p € (0, 1) siten, ettd

P{1}) = p Ja  P{0} = 1-p
Kuvallisesti osakkeen S kehitys on seuraava

S1(1) = So(1 + u) tn:lla p
/

N\
S1(0) = So(1 +d) tn:lla 1 — p.

So — S1 (w)
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Oletamme, ettd d < 0 < u, sillda muuten mallissa olisi arbitraasia. Osakkeen
S suhteellinen muutos eli tuotto

ASl L Sl — So

So So
saa arvot d ja u maailmantiloissa “alas” ja “ylos”. Téssé mallissa on siis kolme
estimoitavaa parametria: d, u ja p.

Rl =

1.3 Viite. Olkoon F : Q) — R, jokin maksusopimus keskeisessd lelumallissa.
Sen suojausperiaatteen mukainen hinta on

(1.4) cop(F) = F(O)—u__dd<F(1)—F(0)).

Lisdksi sopimuksen F' suojaus eli toisto saadaan painoista

F(1) — F(0)
So(u — d) ’
5 = FO) - (FO) - FO).

Todistus. Harjoitustehtava. O

g

Harjoitustehtivii lukuun 1

1.1. Todista osto-myyntipariteetti (1.1).

1.2. Millaisia kassavirtoja f(S;) voimme saavuttaa, jos osakkeiden ja pank-
kitilin lisiksi voimme sijoittaa osto-optioihin (S — K)* kaikilla lunastushin-
noilla K > 07 Enté jos tdmén lisdksi voimme vield sijoittaa myyntioptioihin
(K—-9)", K>07

1.3. Laske Herra K. -esimerkissi osto-option (S; — 100€)" hinta, kun
P(“ylos”) = 35% ja P(“alas”) = 65%.
1.4. Laske Herra K. -esimerkissd myyntioption (100€ — S1)* hinta.

1.5. Todista viite 1.4 ja tulkitse sen antama tasapuolinen hinta, kun ehto
d < 0 ei pade.

1.6. Olkoot c* ja ¢ digitaalioptioiden 1is,—u} ja 1{g,—q tasapuoliset hinnat
keskeisessé lelumallissa. Mita voit péédtella mallin parametreista d, u ja p
hintojen ¢* ja ¢? avulla?

1.7. Mita voit péadtelld keskeisen lelumallin parametreista d, u ja p, kun
osto-option (S; — K)* tasapuolinen hinta ¢! on annettu?
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Arbitraasi

Stock market bubbles don’t grow out of thin air. They have a solid ba-
sis in reality, but reality as distorted by a misconception. — George
Soros

Y hden askeleen hinnoittelumalli

Tarkastelemme yleistd yhden askeleen mallia, jossa on d erilaista osaketta
S = (SY,...,8%). Hinnat tiniiin Sy = (S3,. .., Sd) ovat tiedossa: ne eivit ole
satunnaisia. Huomiset hinnat tiedimme vasta huomenna: S; = (S},...,S%)
on satunnaismuuttuja joltakin todennikéisyysavaruudelta (2, F, P). Osake
tulee ymmaértéda téissi laajassa mielessi. Se tarkoittaa mité tahansa sijoitusta
johon liittyy epdvarmuutta eli satunnaisuutta eli riskid.

Otamme kéyttoon koron (interest) pankkitalletukseen B. Hetkelld ¢ =0
pankkitalletus on rahayksikko: By = 1 ja hetkelld ¢ = 1 talletus B on
kasvanut korkoa r:n verran:

Bl = Bo(l -+ 7’) .
Siis pankkitalletuksen suhteellinen muutos eli tuotto (return) on

AB; By — By
r = = —

By By

Jotta pankkitalletus ei menettéisi arvoaan kokonaan, tai muuttuisi jopa ne-
gatiiviseksi, oletamme ettd r > —1. K&ytdnnossdhin yleensd r > 0. Koron
olemassaololle esitetdéin useita perusteluja: ihmiset preferoivat ennemmin ra-
haa tandin kuin lupausta saada rahaa huomenna, luottotappiot, inflaatio
(pankit eivit pysty vastaamaan ottolainoistaan ja keskuspankit painavat li-
sdd rahaa), jne. Perustelut eivit ole tarpeen. Rahalla on korko. Se on fakta.
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Pankkitalletus B tulee ymmaértédd, kuten osake, laajassa merkityksesséd. Se
on vain jokin riskiton sijoitus (riskless asset). Itse asiassa B:m rooli on vain
toimia rahayksikkoné eli numerddrindg, jonka suhteen diskonttaamme.

2.1 Maéiritelmé. Edelld méiritely kokoelma (B, S,Q,F, P) on (yhden as-
keleen) hinnoittelumalli. Tassd siis

(i) B = (Bo, B1) on pankkitalletus tédndin ja huomenna. Sekd By ettd B
ovat deterministisia.

(i) S = (Si,Si)%, on osakevektori tiniifin ja huomenna. Vektori Sy on
deterministinen ja S; on satunnaismuuttuja.

(ili) (€2, F,P) on todennikdisyysavaruus eli malli epédvarmuudelle.

Investoijalla on 1 + d mahdollista sijoituskohdetta: pankkitalletus B ja
d erilaista osaketta St ..., S?. Investoija valitsee salkun (poftfolio)

m = (57’}/17"'7711) E R1+d7

missé
(£ on pankkitalletusten lukuméasra,

~*  on osakkeiden S¢ lukuméra, i = 1,...,d.

Negatiivinen 3 tarkoittaa pankkilainaa ja negatiivinen ~* tarkoittaa osak-
keen S lyhyeksi myyntii (short-selling). Investoija siis myy osakkeen, jota
hén ei omista. Tamé saattaa olla joskus laillista.

Salkun 7 wvarallisuus (wealth) hetkelld ¢ = 0 on

d
(2.2) Vi = BByt Y 7S
i=1
Salkun 7 varallisuus hetkella ¢ = 1 on satunnaismuuttuja
d
i=1

2.3 Viite. Salkun m = (3, ) varallisuuden muutos eli voitto (gain) AV =
VT = V& toteuttaa yhtdlon

(2.4) AV = BAB +) yAS;

=1
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Todistus. Yhtdlo (2.4) saadaan suoralla laskulla:

d d
= BB+ 'S - (ﬁBo - Zv’%)
=1 =1

d
= B(Bi1—Bo)+ > _7'(Si— S
i=1
= BAB;+» +'ASi.
=1

Viite on todistettu. O

Yhtalo (2.4) sanoo, ettd varallisuuden muutos tulee pankkitalletuksen ja
osakkeiden hintojen muutoksista: rahaa ei tule ulkopuolelta, eiké sité héviteté
tai kuluteta. Ehdon (2.4) voi myds ymmaértaa budjettirajoituksena ja se on
myOhemmin késiteltdvan omavaraisuusehdon ydin.

2.5 Mééaritelmi. Hinnoittelumalli (B, S, Q, F, P) mahdollistaa arbitraasin
(arbitrage), jos on olemassa sellainen salkku m € R*?  etti

(i) Vg =0,

(i) PV =>0)=1,

(i) P (V" >0)>0.
Salkkua 7 kutsutaan arbitraasisalkuksi. Mikéli hinnoittelumallissa ei ole ar-
bitraasisalkkuja, niin se on arbitraasivapaa

Arbitraasimahdollisuus tarkoittaa siis sité, ettd voimme sijoittaa eri koh-
teisiin niin etté tarvittava alkupddoma on nolla, eikéd tulevaisuudessa ole ris-
kid, ettd joutuisimme tappiolle, mutta on mahdollista ettd jadmme voitolle.
2.6 Huomautus. Arbitraasin méadritelmé 2.5 riippuu todennédkoisyysmitasta
P ainoastaan sen nollajoukkojen kautta. Se ei siis riipu todennékoisyyksista,
vaan mahdollisuuksista. Erityisesti kysymys “kuinka todennékoista arbitraasi
on” on mieleton. o
2.7 Esimerkki. Tarkastelemme korollista yhden osakkeen ja kahden tilan mal-
lia: r > —1, Sp > 0 vakio ja S7 on satunnaismuuttuja

S1(1) =Sp(1+u) tnllap
/

N\
S1(0) =Sp(1+d) tn:lla1l—p,

So
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missd p € (0,1) ja d < w. Malli on arbitraasivapaa jos ja vain jos
(2.8) d < r < u.
Jos nimittdin 7 = (3, ) on alkuvaraton salkku eli § = —v.Sy, niin

Vit = 5(1"‘7”)"‘751
= —So(1+7) 475

= 7(51 — So(1+ 7‘))
Jos ehto (2.8) péitee, niin ~y:n ollessa positiivinen
P(y(Sl — Sy(1+7)) < o) - P(s1 = So(1 +d)) > 0.
Jos 7y on negatiivinen, niin
P(v(Sl —Sy(14+7)) < o) - P(Sl — So(1 + u)) > 0.

Siten 7 ei voi olla arbitraasisalkku. Toisaalta, jos r < d, niin 7 = (0,1) on
arbitraasisalkku. Jos taas u < r, niin 7 = (0, —1) on arbitraasisalkku. <

Yleistdmme esimerkin 2.7 m:n tilan mallille. Olkoon © = {1,...,m} ja
p':=P({i})>0,i=1,...,m. Olkoon S, vakio ja S; satunnaismuuttuja

Si(m) = So(1+s™) tu:lla  p™

Si(1) = Sp(1+sh)  tmlld 150", p"
missi s > sl > 0> sl
2.9 Viite. Yhden osakkeen ja m :n maailmantilan malli on arbitraasivapaa
J0S ja vain 708
(2.10) sto< r o< s

missd r on pankkitilin tuotto, s' on pienin osakkeen S mahdollinen hinta
hetkelli t =1 ja s™ on osakkeen S suurin mahdollinen hinta hetkelld t = 1.

Todistus. Kuten esimerkin 2.7 tapauksessa, on helppo nihdé ettéd alkuvarat-
toman salkun 7 = (=795, ), varallisuus hetkelld ¢ =1 on

vio= (S-Sl +1).
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Siten, jos ehto (2.10) pétee ja v > 0, niin

P<7(Sl —Sy(14+7)) < o) > P<Sl — So(1 + sl)) > 0.
Tilanteessa v < 0 saamme

P<7(Sl ~ So(1+7)) < o) > P(s1 — So(1 + sm)) > 0.

Siten 7 ei ole arbitraasisalkku Lopuksi jos r < s!, niin 7 = (0,1) on arbit-
raasisalkku ja jos s < r, niin m = (0, —1) on arbitraasisalkku. O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettéd vaitettd 2.9 ei voi yleistdd monen osak-
keen tilanteeseen.

2.11 Esimerkki. Tarkastelemme kahden tilan ja kahden osakkeen mallia. Ol-
koon 2 ={0,1} ja p € (0,1). Olkoon osakkeen S kehitys

SH1) = Si(1+w) tn:llap
/!
So
N
SHO0)=S5(1+d) tn:lld 1—p.

ja olkoon osakkeen S? kehitys
S20)=S3(1+u) tn:llal—p

So
\
S2(1)=S3(1+d) tnlla p.

Osakkeilla on siis sama alkuarvo: S3 = S}. Oletamme vield, ettd

u+d

d < <
" 2

u.

Tallsin viitteen 2.9 ehto pitee molemmille osakkeille St ja S?. Valitsemme
nyt alkuvarattoman salkun 7 = (=25}, 1,1). Nyt tilanteessa w = 1 kiy

V(1) = —2S5(1+7)+ Sy(1+u)+ Si(14d)
= —25;(1+7r)+2S, <1+u;d)

> 0
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ja tilanteessa w = 0 kéy tésmiilleen samoin:
V(0) = =2S55(1+7r)+S5(1+d)+ Sy(1+w)
d
= —25;(1+7)+2S, <1+ U;L )

= V(1)
> 0.

Olemme loyténeet arbitraasimahdollisuuden. Syy arbitraasiin on siiné, etti
osake S? on redundantti eli pelkistyvi. Sen arvo tiedetiin osakkeen S! arvon
perusteella: kun S! menee ylos, niin S? menee alas ja piinvastoin. O

Seuraavan tuloksen diskontattu negaatio sanoo, etti arbitraasivapaus tar-
koittaa ettd voiton mahdollisuutta vastaa aina tappion mahdollisuus.

2.12 Viite. Hinnoittelumalli (B, S,Q, F, P) mahdollistaa arbitraasin jos ja
vain jos on olemassa sellainen riskisijoitussalkku (0,7) € {0} x RY, etti

P (VI(OF‘/) > BIVO(OKY)> = 1,
P <‘/1(07’Y) > Bl%(077)> > 0.

Todistus. Viite seuraa huomaamalla, ettéd riskisijoitussalkku (0,7) vastaa
arbitraasisalkkua (3,7), missa 8 = -V 7. -

Odotusarvo ja riskineutraali mitta

Tarkoituksenamme on esittdéd arbitraasin karakterisointi niin sanotun riski-
neutraalin todennéakoéisyysmitan avulla. Tatéa varten kertailemme hieman tie-
toja todennékoisyysteoriasta. Emme valitettavasti voi todistaa kaikkea. To-
distukset esitettédneen esimerkiksi kurssilla Todenndkdisyysteoria.

Olkoon X reaaliarvoinen satunnaismuuttuja mitalliselta avaruudelta
(2,9) ja E[X] := EP[X] sen odotusarvo todenniksisyysmitan P suhteen.
Jos siis F'x on satunnaismuuttujan X kertyméfunktio todennékoisyysmitan
P suhteen, niin odotusarvo E[X] on Riemann-Stieltjes-integraali
oo
EX] = xdFx(z)

J—00
o0

= x Fx(dz)

J—00
OO

(2.13) =: zP(X € dx).

J—00
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Riemann—Stieltjes-integraali (2.13) voidaan esittdd myos mittaintegraalina
E[x] — J X (w) P(dw).
Q

Yleisesti ottaen mikéédn ei takaa, ettd odotusarvo on olemassa. Mikali
(2.13) suppenee itseisesti eli E[|X|] < oo, niin sanomme, ettd satunnaismuut-
tuja X on integroituva tai P-integroituva. T#lloin merkitsemme X € L'(P).

Mittaintegraaleja késitelldan kursseilla Todenndkdisyysteoria seka Mitta
ja integraali. Riemann—Stieltjes-integraaleja ei valitettavasti késitelld milldan
peruskurssilla. Jos Riemann—Stieltjes- ja mittaintegraalit eivit ole tuttuja,
niin ei kannata huolestua. Seuraavan huomautuksen jonkin asteinen ymmér-
tdminen riittdd tdmaéan kurssin tarpeisiin.

2.14 Huomautus. Jos satunnaismuuttujan X arvojoukko on numeroituva
{z',22,...}, eli X:n jakauma on diskreetti, niin

(2.15) E[X] = ) a/p,

j=1
missd p/ = P(X = 27). Jos taas X :n jakauma on jatkuva, niin
(2.16) Elx] — J fx (@) dz,

missd fx on X :n tiheysfunktio mitan P suhteen. Heuristisesti summa (2.15)
saadaan Riemann—Stieltjes-integraalista (2.13) tulkitsemalla

j — 2J
P(X cdr) — {p], kun dz = 2/,

0, muulloin.

Kertyméfunktion Fyx avulla summa (2.15) saadaan Riemann—Stieltjes-
integraalista (2.13) huomaamalla, ettéi

pj = AFx(.Q?])
= Fx(.CE]) —Fx(.iEj—)
= Fx(2/)— lim (z).

T—xd—

Jos X on jatkuvasti jakautunut, niin integraali (2.16) saadaan Riemann—
Stieltjes integraalista (2.13) tulkitsemalla

P(X edr) = dFx(z) = %x(x)dx

eli, kun fx = F%, niin fxder = dFx. O
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Kertaamme odotusarvon perusominaisuuksia apulauseina. Naméa apu-
lauseet ovat kohtalaisen helppo todistaa, jos X ja Y ovat diskreetteja tai
jatkuvia satunnaismuuttujia. Yleisen tapauksen todistaminen ei mydskadn
ole vaikeaa, mutta se vaatii mittateoriaa. Siksi emme todista niitd, vaan
viittaamme esimerkiksi kurssiin Mitta ja integraali.

2.17 Apulause. Olkoon X,Y € L'(P). Tilldin
(i
(i

(iii

(i

) ElaX +bY] =«E[X] + bE[Y] katkilla a,b e R,
) E[c] = ¢ kaikilla ¢ € R,
) jos X <Y, niin E[X]| <E[Y],
v) jos P(X >0)=1 ja E[X]=0, niin P(X =0) =1.
Seuraava tulos on erdénlainen muuttujanvaihtokaava.
2.18 Apulause. Olkoon f : R? — R mitallinen funktio ja olkoon X =
(X1, ..., X sellainen satunnaisvektori, ettd f(X) € L*(P). Tdllsin
BUACY) = | yPU() ey
= J f(z)P(X € dx).
Rd

Odotusarvon ja raja-arvon tai derivoinnin jéarjestyksen vaihtaminen voi-
daan perustella seuraavan tuloksen avulla. Apulausetta 2.19 ehdon (i) valli-
tessa kutsutaan monotonisen kovergenssin lauseeksi ja ehdon (ii) vallitessa
dominoidun konvergenssin lauseeksi. Ne ovat mittateorian suuria tuloksia.
Luonnollisestikaan emme todista niitd. Viittaamme kurssiin Mitta ja inte-
graali.

2.19 Apulause. Olkoon X', X2, ... jono integroituvia satunnaismuuttujia.
Oletamme, etta X" — X melkein varmasti eli

PX" - X>*) = 1.

Talloin
E[X"] — E[X*],

jos jompi kumpi seuraavista ehdoista on taytetty.

(i) Suppeneminen X™ — X on monotonista.

(il) | X" <Y kaikilla n, missi Y on integroituva.
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Jensenin epédyhtdlo on tdarkein matematiikan epayhtéloista, epayhtalod
2% > 0 lukuunottamatta. Siksi emme malta olla todistamatta sité. Tarkaste-
lemme aluksi konvekseja funktioita.

2.20 Masritelma. Funktio f: R — R on konveksi, tai kovera, jos

f<aa:1 + (1 - a):vg) < af(z1)+ (1 —a)f(xe)
kaikilla a € [0, 1] ja @1, 29 € R.

1 ar; + (1 —a)re X2 0. x
T/

Konveksin funktion f ehto (vasemmalla) ja kantasuora ¢, (oikealla).

Jos funktio f : R — R kaksi kertaa derivoituva, niin talléin se on konveksi
jos ja vain jos f” on positiivinen. Yleisessd tapauksessa konveksin funktion ei
tietenkéédn tarvitse olla kertaakaan derivoituva. Se on kuitenkin aina oikealta
ja vasemmalta derivoituva, mikd on hyvin helppo uskoa, eikd edes kovin
vaikea todistaa.

2.21 Apulause. Olkoon f : R — R konveksi. Tdlloin se kaikkien niiden
affitnien funktioiden maksimi, jotka ovat sen alapuolella:

f(z) = max {E(x) : 4 on affuni ja ((y) < f(y) kaikilla y € ]R}.
Todistus. Selvasti
f(x) > max {f(x) : £ on affiini ja {(y) < f(y) kaikilla y € R}.

Koska f on konveksi, niin jokaiselle x € R 16ytyy kantasuora ¢,: f(x) =
l.(z) ja L:(y) < f(y) kaikilla y € R. Koska ¢, < f, niin

flx) = Lu()
< max {E(x) : £ on affiini ja {(y) < f(y) kaikilla y € R}.

Viite on todistettu. O
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2.22 Apulause. Olkoon f: R — R konveksi ja X € L'(P). Tdlldin pdtee
Jensenin epayhtilo

Bfx)] > f(EX])
mahdollisesti muodossa oo > f(E[X]).

Todistus. Jos £ : R — R on affiini, niin selvéasti
E[E(X)} - e(E[X]).
Siten viite seuraa apulauseesta 2.21. Nimittain

E[f(X)} > max {E[K(X)] : £ on lineaarinen ja {(y) < f(y)

N~ Y~

= max {E(E[X]) : £ on lineaarinen ja {(y) < f(y)
— f(E[X]).
Néin véite on todistettu. O

Palaamme takaisin hinnoittelumalleihin.

2.23 Mairitelméi. Olkoon (S, B,, F,P) hinnoittelumalli. Todenn#&koi-
syysmitta Q avaruudella (Q,F) on riskineutraali mitta, jos

(2.24) Si = E® {i} i=1,....d.

Tiassd EQ tarkoittaa odotusarvoa mitan Q suhteen:
EQ[X] — J X () Qdw) = J rQ(X € da).
Q —00

Mééritelmé 2.23 sanoo, ettd osakkeen S* tdmén péivin hinta S) on sen
diskontattu keskimédrdinen huominen hinta S7, kun sana “keskiméérdinen”
ymmarretddn todennédkoisyysmitan Q mielessé.

2.25 Viite. Olkoon R: on osakkeen S* diskontattu tuotto (discounted re-
turn) hetkelli t =1 eli

Si/By - Si

Ro= S
0

Tdlloin madritelmdan 2.23 ehto (2.24) on yhtapitivdid sen kanssa, ettd

EQ[R] = 0.
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Todistus. Taméa viite seuraa suoralla laskulla. Nimittdin

7

Si = EQ [i} < 0=E® {i—%}

Bl Bl
— 0=E° {L/Bl._ Sé}
S
<~ 0=Eqg[R}].
Viite on todistettu. O

Huomautus 2.6 johtaa nyt meidédt seuraavan késitteen aérelle.

2.26 Mairitelmi. Todennékoisyysmitat P ja Q avaruudella (2, F) ovat
ekvivalentteja, jos niilla on samat nollajoukot eli kaikille A € F pétee

P(A) =0 josjavainjos Q(A)=0.
Télloin merkitsemme P ~ Q.

Seuraava aputulos on Radon—Nikodym-lause.

2.27 Apulause. P ~ Q jos ja vain jos on olemassa sellainen satunnais-
muuttuja Z = Z(Q) > 0, ettd E[F] = EQ[FZ] kaikille satunnaismuuttugille
F > 0. Talloin merkitsemme
dP
dQ

Tdamda on mitan P Radon—Nikodym-derivaatta mitan Q suhteen.

= Z.

Emme todista Radon-Nikodym-lausetta. Sen todistaminen veisi meidét
litan syville mittateorian tummiin vesiin. Tyydymme vain motivoimaan mer-

kinnén dP/dQ:

E[F] — PQF(w)P(dw)
- | P fgeaw)

= | Fw)Z(w) Q(dw)
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2.28 Esimerkki. (i) Olkoon 2 = {0,1} ja P sellainen mitta, etté
p = P{1}) = 1-P{0})

Olkoon vastaavasti Q sellainen mitta, etta

¢ = Q({1}) = 1-Q({0}).

Jos p,q € (0,1), niin mitat P ja Q ovat ekvivalentteja ja

E(u)) B {§ josw =1,
_ o

dQ Ty Josw=0.
(i) Jos Q ={1,2,...} ja p' :== P({i}), ¢" :== Q({:}), niin P ~ Q jos ja
vain jos p’ ja ¢¢ ovat samanaikaisesti nollia kaikilla ¢ = 1,2.... Talldin

o
-y L1
—~ ¢
misséd olemme kayttaneet indikaattorimerkintdd

Liw) = {(1], JOSWG'A,

muulloin.

(iii) Olkoon (2,F) = (R,B), missi B on R:n Borelin o-algebra. Olkoon

PU) = [ sl i Q) = | gl)ds

eli formaalisti P(dw) = p(w) dw ja Q(dw) = ¢(w) dw. Talloin P ~ Q jos ja
vain jos p(w)/q(w) > 0 melkein kaikilla w € R ja
dpP p(w)dw p(w)

QY T @@ T )

w)
(iv) Olkoon X satunnaismuuttuja avaruudelta (€, F). Olkoon P sellainen

todennikoisyysmitta avaruudella (2, F), ettd X on N(0, 0%)-jakautunut. Ol-
koon P* vastaavasti sellainen mitta, ettd X on N(u,o?)-jakautunut. Siis

P’(dz) = P (X €dzx) = 21 exp{—% <§>2} dz,

Pi(dz) = PM(X edr) = \/21_7m exp{—% <x;M) } d.
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Téalloin P ~ P* ja Radon-Nikodym-derivaatta on

P = I (x)

Staattinen I piilause

Seuraava tulos on yhden askeleen versio rahoitusteorian I péddlauseesta (fun-
damental theorem of asset pricing).

2.29 Lause. Yhden askeleen hinnoittelumalli (B, S,Q, F, P) on arbitraasiva-
paa jos ja vain jos sille on olemassa (P :n kanssa) ekvivalentti riskineutraali
mitta Q.

Osoitamme ensin, ettéd ekvivalentin riskineutraalin mitan olemassaolosta
seuraa arbitraasivapaus. Todistuksessa kiytetty tekniikka on rahoitusteorias-
sa tyypillinen ja se esiintyy jatkossa eri muodoissa monta kertaa.

Lauseen 2.29 helpomman puolen todistus. Tarkastelemme voiko arbitraa-
sisalkkuja olla olemassa. Olkoon 7 ehdokas arbitraasisalkuksi. Talloin
sen alkupddoman on oltava nolla eli = — Zle 7St Lisiiksi on oltava
PV > 0) = 1. Koska P ~ Q, niin myoés Q(Vy™ > 0) = 1. Kayttamalla
mitan Q riskineutraalia ominaisuutta (2.24) ndemme, etta

d
BB+ viSi]
=1
d

d
= —-B Z v S} + Z Y ES [S1]

=1 i=1

d d
= —B1)) ¥'Si+> 7B
=1 =1

= 0.

EQ[V7] — E°
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Koska Q(Vi" > 0) =1 ja EQ[V[] =0, niin Q(V;" =0) = 1. Koska Q ~ P,

niin myos P(V" = 0) = 1. Siten 7 ei voi olla arbitraasisalkku. O

Siirrymme nyt lauseen 2.29 vaikeamman puolen todistukseen, joka pe-
rustuu seuraavaan niin sanottuun erottavan hypertason lauseeseen. Todistus,
jonka esitimme on kaikkea muuta, kuin konstruktiivinen. Kiinnostunut lukija
voi kysy# luennoijalta rakentavamman todistuksen (graduksi).

Jos z,y € RY, niin z -y = Zle 'y’ ja |z| == /x-z. Joukko € on
konveksi, jos z,y € C implikoi azx + (1 4 a)y € C kaikilla a € [0, 1].

2.30 Apulause. Olkoon C C R? sellainen epdtyhji ja konveksi joukko, ett
0 & C. Tdlléin on olemassa sellainen y € RY, etti y-x > 0 kaikilla x € C
ja y-x* > 0 vihintdin yhdella =* € C. Lisdksi, jos inf.ce|x| > 0, niin y
voirmme valita sellaisen y, ettd inf cey -z > 0.

Erottava hypertaso {x : y -z = 0} tapauksessa inf,ce|z| > 0 (va-
semmalla) ja tapauksessa inf,ce|z| = 0 (oikealla).

Lauseen 2.29 vaikeamman puolen todistus. Teknisistd mukavuussyistd ole-
tamme, ettd todennékoisyysmitta P on sellainen, ettd osakevektori S on
rajoitettu sen suhteen. Télloin kaikki jatkossa esiintyvit odotusarvot ovat
olemassa. Jatdmme “rajoittamattoman” tapauksen harjoitustehtaviksi.
Olkoon G':= St — S§ osakkeen S° diskontattu voitto. Olkoon ~y riskisi-
joitusstrategia. Nyt arbitraasivapaus voidaan esittdd muodossa:

VyeR":P(y-G>0)=1 = P(y-G=0)=1

Olkoon Q niiden mitan P kanssa ekvivalenttien todennékoisyyksien Q jouk-
ko, joille dQ/dP on rajoitettu. Témé on konveksi joukko (harjoitustehtivi).
Lisiiksi nyt v- G € L'(Q) kaikilla Q € Q. Siten voimme méiritelld

¢ = {E®[G] : QeQ}.
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Koska Q on konveksi, niin myds € C R? on konveksi. Tarkoituksemme on
nyt osoittaa, ettid 0 € €, silld talloin ekvivalentti riskineutraali mitta Q° on
alkion 0 € € (jokin) vastinkappale joukossa Q.

Teemme vastaoletuksen 0 ¢ C. Tlloin erottavan hypertason lauseen no-
jalla on olemassa sellainen v € R¢, ettéd -2 > 0 kaikilla 7 € € ja y-2* > 0
jollakin z* € €. Mutta timéi tarkoittaa, etti EQ[y - G] > 0 kaikilla Q € Q
ja EQ[y-G] > 0 jollakin Q* € Q. Tisti taas seuraa, etti Q*(y-G > 0) > 0
ja siten, koska Q* ~ P, niin P(y-G > 0) > 0.

Seuraavaksi osoitamme, ettd P (-G > 0) = 1, miki rikkoo arbitraasiva-
pautta ja siten 0 € C. Olkoon A := {'y -G < 0} ja

YA <_%)1A+%1Ac.

Maarittelemme todennédkoisyysmitan Q" kaavalla

Q"(dw) := E[Zn]P(dw).

Koska 0 < Z™ < 1, niin Q" € Q. Ndemme, etti
v E[(-0)27
< . EQ = W’ =/
0 = 1G] E[Z"]

Antamalla n:n kasvaa rajatta ja kidyttdmalld Lebesguen dominoitua suppe-
nemista ndemme tasta, etta

E|(v Ol = ImE[(1-G)2] = o,
mutta tdmé on mahdollista vain, jos P(y-G > 0) = 1. O

Padtdmme tdmén luvun antamalla geometrisen karakterisoinnin arbitraa-
sivapaudelle. Emme todista sitéd, vaan jatdmme sen esimerkiksi graduksi.

Olkoon p todennikodisyysmitta (R B,):1li. Tissi siis By on R%m avoi-
mien joukkojen ganeroima c-algebra. Todenn#koisyysmitan p kantaja (sup-
port) supp g on pienin suljettu A C R?, jolle p(A¢) =0 eli

supp g = ﬂ A.

A suljettu
1u(A€)=0

Konveksin joukon C' suhteellinen sisus (relative interior) ri C' on niiden z €
C' joukko, joille kaikille y € C' 16ytyy sellainen € > 0, ettd z —e(y —x) € C.
Joukon A konwveksi verho (convex hull) on

conv A = {Zaixi:xieA,aiZO,Zaizl,neN}.

i=1 i=1
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2.31 Viite. Olkoon u diskontatun osakkeen S huomisten hintojen S; =
(S1/By,...,S{/By) jakauma. Yhden askeleen hinnoittelumalli on arbitraasi-
vapaa jos ja vain jos Sp € riconv supp p.

Harjoitustehtiviia lukuun 2

2.1. Osoita, ettd méaritelmé 2.5 on riippumaton numeréérin B valinnasta.

2.2. Olkoon X satunnaismuuttuja avaruudelta (€2,F). Olkoon n,m € N
ja p,q € (0,1). Olkoon P™P sellainen mitta avaruudella (€2,5), ettd X
on Bin(n,p)-jakautunut ja P™? sellainen mitta, ettd X on Bin(m,q)-
jakautunut. Osoita, ettd P™P ~ P™1 jos ja vain jos n = m. Laske

dpnp

dPma’
2.3. Olkoon X satunnaismuuttuja avaruudelta (€2, F). Olkoon P*7 sellai-
nen todenniikdisyysmitta avaruudella (2, F), ettd X on N(v, 0?)-jakautunut.
Olkoon P™?° vastaavasti sellainen mitta, etti X on N(yu,o?)-jakautunut.
Osoita, ettd P*° ~ P ja laske

AP

dPwo®’
2.4. Olkoon (B, S,Q,F, P) yhden askeleen yhden osakkeen hinnoittelumalli.
Olkoon

S1/Bi — Sy

So
osakkeen S diskontattu tuotto. Osoita, ettd hinnoittelumalli (B, S, 2, F, P)
on arbitraasivapaa jos ja vain jos

P(R,=0) = 1

Rl =

tai
P(R,>0) > 0 ja P(R <0) > 0.
2.5. Osoita, ettd mikéli osakkeita on useampia kuin yksi, niin harjoitus 2.4
antaa ainoastaan valttamattomén ehdon arbitraasivapaudelle.
2.6. Osoita, etté joukot
{Q: Q~P},
{Q : Q ~ P ,dQ/dP rajoitettu },
{Q : Q ~ P riskineutraali },
{Q : Q ~ P riskineutraali ,dQ/dP rajoitettu }

ovat konvekseja
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2.7. Paikkaa lauseen 2.29 vaikeamman puolen todistuksen aukko: oletus siité,
ettd S on P-rajoitettu.

2.8. Osoita, etta lauseessa 2.29 voimme valita sellaisen ekvivalentin riski-
neutraalin mitan Q, ettd dQ/dP on rajoitettu.

2.9. Olkoon kassavirta (eli kori) V' koottu kassavirroista V'1,... V™ painoil-
laa',i=1,...,neli V=73%" aV"' Olkoon R;(V) korin V tuotto eli
R(V) = (V1 — Vy)/Vh. Osoita, ettd

1Y/t
_ Vo
n ixsg "
Zj:l a’ Vs

2.10. Olkoon V jokin kassavirta arbitraasivapaassa yhden askeleen mallissa.
Olkoon Q mallin jokin ekvivalentti riskineutraali mitta. Osoita, etté

Ri(V) = Y 0R(V), missi b =
i=1

(a) EQ[R(V)] =, missi 7 on mallin korko,
(b) Olkoon P ~ P sellainen mitta, ettéi S € L'(P). Osoita, etté

EP[R, (V)] = r—Cov® E—g,m(m}.

2.11. Todista arbitraasivapauden geometrinen karakterisointi 2.31 yhden
osakkeen tapauksessa. Mita ovat téalloin conv supp p ja riconvsupp p?



Luku 3

Johdannaisten oikeat hinnat

Clearly the price considered most likely by the market is the true
current price: if the market judged otherwise, it would quote not this
price, but another price higher or lower. ~— Louis Bachelier

Osto- ja myyntihinnat

Metaméairitelmi. Satunnaismuuttuja on [rajoitettu/, jos kaikki relevantit
odotusarvot ovat olemassa.

3.1 Masritelmé. Olkoon (B,S,Q,F, P) yhden askeleen hinnoittelumalli.
Ehdollinen vaade (contingent claim) on [rajoitettu] satunnaismuuttuja ava-
ruudelta (Q, F). Johdannainen ( derivative) on [rajoitettu] satunnaismuuttu-
ja F' avaruudelta (€, F), joka voidaan esittda osakkeiden huomisten hintojen

St ..., 8¢ funktiona: F(w) = f(Si(w),...,S{(w)).

Optio ja johdannainen tarkoittavat télla kurssilla samaa. Ehdollinen vaa-
de on periaatteessa yleisempi kisite kuin johdannainen. Kuitenkin, jos mal-
limme kaikki satunnaisuus tulee osakkeista eli F = o(S7), niin kaikki eh-
dolliset vaateet ovat johdannaisia. Itse asiassa ehto F' on o(S;)-mitallinen
tarkoittaa, etti F' = f(S;) jollekin deterministiselle funktiolle f : R? — R.

Ehdollisen vaateen F' hinta mééritelldadn arbitraasivapauden avulla tul-
kitsemalla F' uudeksi osakkeeksi. Vaateen hinta on liian korkea tai matala,
jos se mahdollistaa arbitraasin.

3.2 Madsritelm&. Olkoon (B,S,Q,F,P) yhden askeleen ja d:n osak-
keen arbitraasivapaa hinnoittelumalli. Hinta ¢ on ehdollisen vaateen F
arbitraasivapaa hinta, jos laajennettu (d + 1):n osakkeen hinnoittelumalli
(B, (S,S5%1),Q,F,P) on arbitraasivapaa. T#ssd osake S?! on rakennettu
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ehdollisesta vaateesta F' ja sen hinnasta c:
Sitt = ¢ ja Sl = F

Mik&aan ei takaa, ettd arbitraasivapaa hinta ¢ on yksikésitteinen. Itse
asiassa tyypillisesti se ei ole.

3.3 Maaritelma. Ehdollisen vaateen F' arbitraasivapaiden hintojen joukolle
kaytamme merkintdd C'(F'). Ehdollisen vaateen F' ostohinta on

c (F) = infC(F).
Vastaavasti F':n myyntihinta on
cH(F) = supC(F).

3.4 FEsimerkki. Tarkastelemme korotonta hinnoittelumallia

Sl (3) = 50(1 + U) tn:114 Ps3
/
So — Sl(w) — 51(2) = S() tn:114 1 — (p1 +p3)
N\
S1(1) = So(1+4) tn:lla p.

Siis 2 = {“alas”, “eil muutosta”, “ylos”} = {1,2,3}. Olkoon d < 0 < u, jolloin
malli on véitteen 2.9 nojalla arbitraasivapaa.

Olkoon F' digitaalioptio, joka antaa haltijalleen yhden euron, jos maail-
mantila w = 3 = “yl6s” toteutuu eli

Flw) = 1g(w) = Lgarwy(Si(w))

Etsimme arbitraasivpaiden hintojen joukon C(F'). Hinta ¢ = 0 on lilan
halpa ja ¢ = 1 on liian kallis (harjoitustehtéivi). Olkoon siis ¢ € (0,1) ja
m = (8,7,n) alkuvaraton salkku:

B+vSo+nc = 0.

Tassad n on digitaalioptioiden lukumaéra.
Tarkastelemme mité kéy eri maailmantiloissa. Jos w = 2 = “ei muutosta”,
niin digitaalioptioon sijoitettu omaisuus on arvoton ja varallisuutemme on

Vil(2) = B+vS = -ne

Siispé, jotta m olisi arbitraasisalkku, n < 0. Jos w = 1 = “alas”, niin digi-
taalioptio on edelleen arvoton ja

Vi) = B+7So(1+d).
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Saamme chdon
Y S Od

n = :
c

Olkoon sitten w = 3 = “ylos”. Talloin digitaalioptio on kdyttokelpoinen ja
VIT(3) = B+S(1+u)+n.

Tasta saamme ehdon

n > _/VSOU'
1-c
Siispé
_'ySou < 5 < vsod'
1—c c

Erityisesti on siis oltava v > 0. Jos v > 0, niin huomaamme, etté on oltava

c—1
c

d.

u

Ratkaisemalla c:n suhteen saamme alarajan

—d
u—d

Jos taas v = 0, niin on helppo ndhd4, ettd myés 3 = n = 0, emmeka voi
tehdé arbitraasia. Siten siis arbitraasivapaiden hintojen joukko on

C(F) D (0, u__dd) :

Jatdmme harjoitustehtéviiksi osoittaa, ettd tdma inkluusio on yhtals. &

Esimerkistd 3.4 ndemme, ettd méaritelmén perusteella arbitraasivapai-
den hintojen 16ytédminen on tuskallista. Kaytantoon tuo helpotusta se, etté
ekvivalentit martingaalimitat ovat hinnoittelijoita.

3.5 Lause. Olkoon Q hinnoittelumallin (B, S,Q,F, P) ekvivalenttien riski-
neutraalien mittojen joukko ja F [rajoitettu] ehdollinen vaade. Tdlldin

(3.6) C(F) = {EQ {Bﬂl} : QeQja Fe Ll(Q)}.

Lisdksi osto- ja myyntihinnat saadaan kaavoista

F F
c (F) = éréfQE {BJ ja ¢ (F) glépQE {BJ :
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Todistus. Lauseen 2.29 nojalla ¢ on ehdollisen vaateen F' arbitraasivapaa
hinta jos ja vain jos on olemassa sellainen Q ~ P ettéd

F 4 S
— Q|- : (A Q| ~1
c E [31] ja 5 E |:Bli|

kaikilla ¢ = 1,...,d. Mutta jo jalkimmé&inen ehto takaa, ettd Q € Q. Siten
inkluusio C kaavassa (3.6) on selvi. Olettakaamme sitten kééntéen, etté

F
— EQ|_
‘ {BJ

jollekin Q € Q. Talloin Q on ekvivalentti riskineutraali myos laajennetulle
hinnoittelumallille. Inkluusio D kaavassa (3.6) seuraa tasta.

Osto- ja myyntihinnat seuraavat kaavasta (3.6) jos vain voimme olettaa,
ettd F' € L'(Q) kaikilla Q € Q. Mutta [rajoitettu] tarkoittaa juuri tétd. O

Seuraava vaite on ylisuojausdualiteetti (superhedging duality). Se my6s
perustelee nimitykset osto- ja myyntihinta.

3.7 Viite. Arbitraasivapaassa hinntoittelumallissa
¢ (F) = sup{ceR:Ime R c=V] ja V] < F},
¢c"(F) = inf{ceR:3reR™ c=V] ja V[ > F}.
Todistus. Harjoitustehtava. O

3.8 Esimerkki. Palaamme esimerkkiin 3.4 lauseen 3.5 voimalla. Olkoon

¢:=Q({3}), 1-(¢+0):=Q({2}) Jja :=Q({1}),

misséd ¢ € (0,1) on mielivaltainen ja § € (0,1) sellainen, ettd ¢ +4d < 1.
Talloin Q ~ P. Nyt ehto sille, ettd Q on riskineutraali mitta on

So(L+u)g+ So(1 —(g+6)) +So(1+d)d = S
Siis, kun ¢ on mielivaltainen, niin 6 = —(uq)/d > 0. Ehdosta ¢ +4J < 1
saamme ylérajan g:lle:

uq d—u —d
1> d=q—— = = < .
ATo=a=g =iy 1< u—d

Digitaalioption F' oikea hinta on sen odotusarvo mitan Q suhteen:

E® [F] - E° [1{51=50(1+U)}]

Q(s1 — So(1 —i—u))
q.
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Koska ¢ € (0, —d/(u — d)) oli vapaa parametri, niin

C(F) = (0, u__dd) |

Taydellisyys

3.9 Madritelmé. Olkoon (B,S,Q,F,P) yhden askeleen hinnoittelumalli.
Ehdollinen vaade F' on toistettavissa tai suojattavissa (replicable, attainable,
redundant), jos on olemassa salkku m = (3,7) € R1*?  jolle

d
F = V[ = BBi+) 7S

i=1

Tama m vaateen F toisto- tai suojaussalkku (replicating portfolio, hedging
portfolio). Mikali kaikki [rajoitetut] ehdolliset vaateet ovat suojattavissa, niin
hinnoittelumalli on tdydellinen (complete).

Periaatteessa taydellisyys ja arbitraasivapaus ovat toisistaan riippumat-
tomia kasitteitd. Kuitenkin, jos mallissa on arbitraasia, niin toistoargumentit
ovat hieman erikoisia. Nimittdin arbitraasimalleissa loyddmme sellaisen sal-
kun 7, etti VJ < 0 ja VJ* > 0. Téllsin, jos m on vaateen F suojaussalkku,
niin 7 + # on vaateen F ylisuojaussalkku, mutta Vit < Vo . Vaade F
voidaan siis ylisuojata mielivaltaisen pienelld negatiivisella alkupddomalla.
Téasta syysta tarkastelemme téaydellisyyttéa vain arbitraasivapaissa hinnoitte-
lumalleissa.

Arbitraasivapaissa malleissa toistettavien vaateiden hinta on toistosalkun
alkupddoma, jos tdméa alkupddoma on yksikésitteinen.

3.10 Viite. Olkoon (B, S,Q, F,P) arbitraasivapaa yhden askeleen hinnoit-
telumalli ja F [rajoitettu] ehdollinen vaade.

(i) Jos F on toistettavissa, niin C(F) on yksid, jonka ainoa alkio on V|,
missd m on vaateen F toistava salkku.

(ii) Jos F ei ole toistettavissa, niin C(F) on avoin vili (¢ (F),c™(F)).

Viitteen 3.10 kohdan (i) toditus. Olettakaamme, ettd F voidaan toistaa.
Olkoon 7 = (B,7) jokin vaateen F toistavista salkuista. Nyt padoma V{
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on sama kaikilla toistosalkuilla 7. Nimittain

EQ [ﬂ] _ O [V_l]

By By
d SZ
— EQ|3B 121
5 0+;731
d SZ
= [BBy+ EQ —1]
BBy ;7 {Bl
d
= BBy+ Y 'S
=1
= V.

Nidemme myés, etti EQ[F/B;] = VJ on riippumaton mitasta Q € Q. Viite
seuraa siten lauseesta 3.5. O

Ekvivalenttien riskineutraalien mittojen joukko on konveksi. Siten joukko
C(F) on joko tyhja tai vili. Viitteen 3.10 kohta (ii) sanoo, etté se on avoin
véli. Taémén todistaminen vaatii Hahn-Banach-lausetta (joka on erottavan
hypertason lauseen yleistys).

3.11 Apulause. Olkoon V jonkin normiavaruuden E suljettu konveksi osa-
joukko ja x & V. Tdilloin on olemassa sellainen jatkuva lineaarinen fnktio-
naali (1 E— R, eltd sup,cyl(v) < {(z).

Viitteen 3.10 kohdan (ii) toditus. Osoitamme, etté jokaiselle ¢ € C(F) 16y-
tyy sellaiset ¢*, ¢, € C(F), ettid ¢, < ¢ < ¢*. Olkoon

F
= E®|—|.
‘ {Bl]

Olkoon V C L'(Q, F, Q) saavutettavien vaateiden joukko. Selviisti V on sul-
jettu aliavaruus. Koska F' ¢ 'V, niin Hahn—Banach-lauseen nojalla 16yddmme
sellaisen jatkuvan lineaarisen funktionaalin ¢, etta

sup (V) < L(F).
Vev

Koska V on vektoriavaruus, niin tista seuraa, ettd ¢(V') = 0 kaikilla V € V.
Nyt revimme hihasta funktionaalianalyyttisen totuuden: ¢ voidaan tulkita

integraaliksi
(F) = EQ[FZ]
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jollekin Z = Z(¢) € L*(Q2,F, Q). Normeeraamalla funktionaalia ¢ voimme
olettaa, ettd || 7] < 1/2. Nyt voimme asettaa

P (dw) = (1+ Z(w)) Q(dw).

Tillsin P* ~ Q ~ P ja EP'[V] = EQ[V] kaikilla V € V. Koska 1 € V
niemme, etti P* on todennikoisyysmitta. Valitsemalla V' = S? niiemme,
ettd P* € Q. Liséksi

c — P {E] _ EY'[F] + ((F) N EQ{E]

= C

Bl Bl Bl

eli ¢* > ¢ on F':n arbitraasivapaa hinta. Tekemélle samat temput kuin edell&,
mutta asettamalla

Pr(dw) = (1 Z(w))Qdw)
loyddmme F':lle c:td pienemmén arbitraasivapaan hinnan. O

3.12 Esimerkki. Tarkastelemme yhden osakkeen ja kahden tilan hinnoittelu-
mallia eli korollista keskeisté lelumallia. Olkoon korko r > —1, Sy > 0 vakio
ja Sp satunnaismuuttuja

S1(1) =Sp(1+u) tn:llap
/
So — Sl(w)
N\
S51(0) = Sp(1+d) tn:llal—p

Olkoon p € (0,1) ja d < u. Nyt jokainen ehdollinen vaade F' on toistetta-
vissa. Nimittdin meidédn tulee vain ratkaista painot g ja v yhtéloparista
BB +y51(1) = F(1),
BB +75:1(0) = F(0).

Saamme
F(1) — F(0)
ATV A
_ F()—F(0) F()
So(u
B S51(0)
7 - < S0 @ (F0 - FO)
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Jos d < r < w, niin hinnoittelumalli on arbitraasivapaa ja ekvivalentteja
riskineutraaleja mittoja on vain yksi, joka madraytyy kaavasta

¢ = Q) = =%

u

Nimittéin

EQ {i}zso — So(1+u) —|—SO(1+d)(1—|—q>:SO

B T+r 17 14y
1+u 1+4d
1—q) =1
1+7‘q+1+r( Q)
— _r—d
q_u—d'

Talloin vaateen F' toistohinta on
EQ { F ] F(1) F(0)

- 1—
1+7r 1+rq+1+r( 9)

Fl)r—d FO)u—r
l+ru—d 14+ru—d
1 F(HY(r—d)+ F0O)(u—r7)—(1+7r)(F(1)— F(0))

147 u—d
F(1) - F(0)
u—d
1 FO)(u+1)—F(1)(1+d) F(1)—F(0)
= -
1+r u—d u—d
1 14d F(1)— F(0)
= F(0) — F()-F — 7
1—|—T( (©) u—d( (1) (0)))+ u—d
1 14d F(1)— F(0)
= F(0) — F(1)-F By 4+ —F——
1—|—T( (0) u—d( (1) (0))) 0t So(u —d) S0
= BBy + 7S.
Tulos saatiin pakottamalla osakkeiden paino
F(1) - F(0)
So(u - d)
esiin. Huomattavaa on myds, ettéd toiston alkuvarallisuudelle péatee aina
F(1) F(0)
1— = 0B
Tt T BBo + 750,

missid ¢ = (r —d)/(u — d). Ei siis tarvitse olettaa, ettd ¢ € (0,1). Erityisesti
q € (0,1) jos ja vain jos d < r < u eli mallimme on arbitraasivapaa. O
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Staattinen 1I piilause

Olkoon L°(Q), F,P) kaikkien P-melkein varmasti dérellisten satunnaismuut-
tujien muodostama vektoriavaruus. Olkoon V yhden askeleen hinnoittelu-
mallin (B, S,Q,F, P) toistettavien [rajoitettujen| vaateiden joukko. Siis

V = {Vf:7eR}.
Télloin jos Q on ekvivalentti riskineutraali mitta, niin

Vv c L°Q,0(9),Q)
c L°(Q,7,Q)
= L0, 7, P).

Jos hinnoittelumalli on tdydellinen, niin t&lloin yll& olevat inkluusiot ovat yh-
taloita. Erityisesti télloin o(S) = F. Koska V on #érellisulotteinen, niin myos
avaruuden L°(Q,F,P) on tiydellisessi tilanteessa oltava #irellisulotteinen.
Tamaé tarkoittaa, ettéd satunnaisuus redusoituu “olennaisesti dérelliseen” méa-
raan mahdollisia skenaarioita. Tadsmaéllinen matemaattinen méaérittely télle
saadaan kdyttdmalla atomin kéasitetta.

3.13 Miiritelmé. Olkoon (92, F,P) todennakoisyysavaruus. Tapahtuma
A € F on atomi, jos

(i) P(4)>0,
(ii) jos B €T ja B C A, niin joko P(B) =P(A) tai P(B) =0.

Seuraava tulos sitoo atomit satunnaismuuttujien avaruuden dimensioon.
Siind LP(Q2,F,P) on niiden satunnaismuuttujien X € L°(Q,F, P) avaruus,
joille E[|X|P] < oo, kun p € (0,00). Avaruuteen L*°(2,F, P) kuuluu oleel-
lisesti rajoitetut satunnaismuuttujat. Jokainen LP(2,F,P), p € [0, 0], on
lineaarinen. Lisdksi LP(Q), F,P) C LY(Q,F,P), kun p > q.

3.14 Apulause. Kaikille p € [0, 0]

dim L7 (Q, F, P)
(3.15) = sup{neN: 3 ositus A',..., A", missi P(A") >0Vi}.
FErityisesti dimensio dim LP(Q,F, P) ei riipu luvusta p.

Todistus. Jos A',..., A" on 2:n ositus, niin indikaattorit 1 41,...,14» ovat
lineaarisesti riippumattomia avaruudessa L? := LP(Q2, F, P). Siten dim LP >
n. Taten riittdd tarkastella tilannetta, missid kaavan (3.15) oikea puoli on
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ddrellinen luku ng. Jos Al,..., A™ on lukua ng vastaava 2:n ositus, niin
jokainen A’ on atomi, koska muuten ng ei ole maksimaalinen. Siten Z € L?
on vakio atomien A’ sisélli: Z(w) = 2*, kun w € A’. Niinpi

no

Z = Z Zi].Ai .
i=1
Mutta tdmé tarkoittaa, ettd indikaattorit 141,..., 1470 muodostavat avaruu-
den LP kannan. Siispd dim LP = nq. O

Rahoitusteorian I pddlause karakterisoi arbitraasivapaan hinnoittelumal-
lin taydellisyyden riskineutraalien mittojen avulla.

3.16 Lause. Arbitraasivapaa yhden askeleen hinnoittelumalli (B, S,Q, F, P)
on tdydellinen jos ja vain jos silld on vain yksi riskineutraali mitta. Tdlloin
dim L°(Q, F,P) <d +1.

Todistus. Jos hinnoittelumalli on tdydellinen, niin indikaattori 1, voidaan
suojata kaikilla A € F. Viitteen 3.10 nojalla sen suojaushinta

14 1
EQ |2 = —Q4
5 - gaw
on riippumaton mitasta Q. Siten mittoja Q € Q on vain yksi.
Olettakaamme sitten, ettd Q = {Q}. Olkoon F' rajoitettu ehdollinen
vaade. Talloin F':1l4 on yksikésitteinen arbitraasivapaa hinta
B9[]
c = —
By
ja vaitteen 3.10 nojalla F' on toistettavissa. Niinpa L>*(Q,F,P) C V. Eri-
tyisesti siis dim L>*(Q, F,P) < dim'V < d + 1 ja apulauseen 3.14 nojalla
avaruudella (2, F,P) on korkeintaan d + 1 atomia. Siten kaikki ehdolliset
vaateet ovat rajoitettuja ja toistettavissa. ]

Seuraava huomautus kertoo, mité taydellisyys ja arbitraasivapaus tarkoit-
taa kdytannossé yhden askeleen hinnoittelumalleissa.

3.17 Huomautus. d:n osakkeen hinnoittelumalli (B,S,Q,F, P) on tiydelli-
nen vain jos Q = {1,...,m}, missi m < d + 1. Jos osakkeet ovat pel-
kistymé&ttomié, niin hinnoittelumalli on arbitraasivapaa vain jos d +1 < m
(tdmén perustelemisen jatdmme harjoitustehtéviksi). Taydellisessd arbitraa-
sivapaassa mallissa siis d + 1 = m. Talloin ehdollisen vaateen F': ) — R
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suojaus saadaan ratkaisemalla muuttujat 3,~',...,~v? lineaarisesta yht#lo-
ryhmaésta

d
(3.18) BB+ ¥'Si5) = FG), j=1,....,m

i=1

Lisdksi vaateen F' arbitraasivapaa hinta on

d
B+ 'S
=1

Ekvivalentti riskineutraali mitta Q méadraytyy alkeistapahtumien j todenné-
koisyyksistd ¢/, j =1,...,m, missi ¢/ on digitaalioption 1g;; suojaukseen
tarvittava alkupddoma. Mikéli arbitraasivapaa hinnoittelumalli ei ole téy-
dellinen, niin ekvivalentteja riskineutraaleja mittoja on useita. Tamé& néakyy
yhtaloryhmiissd (3.18) niin, ettéd ratkaisu 3,~%,...,v? ei ole yksikiisitteinen,
koska d+1 <m. <&

Optioiden kiyttotarkoituksia

Seuraava esimerkki kertoo, miten osto-optioita voidaan kayttda muuttamaan
varallisuusprofiilia.

3.19 Esimerkki. Tarkastelemme riskisijoitussalkkua 7 = (0,~), missé kertoi-
met " ovat positiivisia. Hetkelld, T varallisuutemme on positiivinen

d
VE = ) 'S
=1

Haluamme herkistéa varallisuutemme osakkeiden hintojen nousulle ja vastaa-
vasti tehdé siitd vahemmén herkédn hintojen laskulle eli haluamme muuttaa
profiilin VT profiiliksi A(VT), missié h on konveksi ja kasvava. Jos markki-
noilla on myytavéni johdannainen H = h(V]7), niin voimme luopua salkus-
tamme ja ostaa tdmén johdannaisen. Tyypillisesti téllaista johdannaista ei
kuitenkaan ole markkinoilla. Voimme kuitenkin rakentaa sen osto-optioilla
ja pankkitililld. T4t4 menetelmdd kutsutaan salkkuvakuutukseksi ( portfolio
insurance). Oletamme yksinkertaisuuden vuoksi, ettd h on siled. TAll6in

W) = h0)+ j W (y) dy,

0
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missd A’ on posiviivinen ja kasvava. Jatkamalla derivointia ja vaihtamalla
integrointijarjestystd saamme

W) = h(0)+ j H(y) dy

0

= h(0)+ JI {h’(O) + Jy h"(z2) dz} dy

0 0

Jy B () dz} dy

0

r dy} B(2) da

z

= h(0)+ I (0)z + {

JO

= h(0) +A'(0)z + X {
= Rh(0)+ K'(0)z + x(x —2)h"(z)dz
= h(0)+A'(0)x + "OO(x —2)"h"(2) dz.

JOo

Profiili h(V]T) saadaan siis pankkitalletuksesta, osakekorista ja osakekorin
osto-optioista (VF — z), z > 0, kaavalla
WVE) = h(0) + K(O)VF +J (VI — 2)W'(=) d=.
0
Kaytannossi tdmé integraali joudutaan tietysti approksimoimaan summalla,
silld osto-optioita voi ostaa vain &érellisen monella eri lunastushinnalla z. <

Esimerkki 3.19 antaa kasvavan konveksin positiivisen johdannaisen H =
h(Sr) hinnan, kun osto-optioiden (Sr — z) hinnat ¢*®(z) on annettu. Ni-
mittédin lineaarisuuden nojalla

(oe]
= h(0)+ K (0)S, +J ()R (2) dz.
0
Tissd emme kiyttineet arbitraasiargumenttia. Hinta ¢ on toki H :n arbit-
raasivapaa hinta, jos c!(2):t ovat arbitraasivapaita hintoja.

Optioita voidaan kayttdd myos tuoton ja riskin sddtédmiseen. Seuraava

esimerkki kuvaa option vipuvoimaa (leverage) ja riskin pienentdmista.

3.20 Esimerkki. Tarkastelemme keskeista lelumallia

S (1) = 120
/
So =100 — Si(w)

N
S1(0) = 90.
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Tama malli on arbitraasivapaa ja riskineutraali mitta karakterisoituu luvusta

¢ = QB =120) = 20_—(_&01)0) N %

Nyt osakkeen S tuotto Ry = (S; — 100)/100 on

R _ 20 %, jos S; = 120,
= —10%, jos S; = 90.

Olkoon F' osto-optio (S;—100)". Arbitraasivapaaksi toistohinnaksi saamme

20

1
— 90.- .
¢ 3 3

Osto-option F' tuotto on

(S; — 100)* — 20/3

RF
! 20/3

eli
RF — 200 %, jos S; = 120,
! —100 %, jos S; =90.

Tuotot ovat kymmenkertaistuneet, hyvéssa ja pahassa. Tamé& on vipuvoimaa.

Tarkastelemme sitten, miten riskid pienennetédin. Rakennamme salkun
osakkeesta ja myyntioptiosta. Siis G = S7 + (100 — S;)™. Myyntioption hin-
naksi saamme ¢ = 20/3. Siten tuotoksi tulee

RG 12,5%, jos S; = 120,
L —6,25%, jos S; =90.

Riski on siis pienentynyt. O

Seuraava tulos, joka tassa yleisyydesséa lienee perdisin E. Valkeilalta, ker-
too, ettd esimerkin 3.20 ilmi6 pétee kaikissa malleissa.

3.21 Viite. Olkoon X € L*(P) positiivinen ja K > 0 vakio.
(i) Olkoon ~ sellainen vakio, etti E[X] = E[y(X — K)T|. Tdlloin
Var[X] < Var[y(X —K)"].
(ii) Olkoon « sellainen vakio, etti E[X]| = E[a(X + (K — X)™)]. Tdlloin

Var[X] > Var [a(X + (K — X)+>] :
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Viitteen 3.21 todistus perustuu Lebesguen lemmaan. Tété varten késit-
telemme yleistettyja kaanteisfunktioita. Olkoon a : RT — RT kasvava ja

oikealta jatkuva funktio. Méaarittelemme

ja sovimme, ettd inf @ = oco. Téll6in

(i) a~'* on oikealta jatkuva ja kasvava,

(i) a ' (z) < oo jos ja vain jos z < a(co—) = lim, . a(y).

inf {y : a(y) > z}

Funktio a='* on funktion a oikeanpuoleinen kédinteisfunktio. Funktion a

vasemmanpuoleisen kddanteisfunktion a

Talloin

a " (z) = a't(2)

11—

sup{y : a(y) <z}.

y—x—

maarittelemme kaavalla

lim a " (2).

Jos liséksi sovimme, ettd f(0—) = f(0) kaikille f : RT — R* U {co}, niin

Erityisesti jos a on jatkuva, niin kaikille z < a(co—) pétee

ja a on funktion a~'T oikeanpuoleinen kiinteisfunktio seki

a—(a™""(x))

VAN VAN VAR VAN

a

a

~(a (@)
(™" (=)

(a™" ().

a@ () = a@(x) = =

sup {z : a” " (z) < y}.
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Seuraava tulos on Lebesguen lemma. Se on muuttujanvaihtokaavan

B a”1(B)
| t@d@ar = [ ew) w

el a Ha)

yleistys. Mittateoriaa osaaville Lebesguen lemman todistaminen on helppoa
ja sitd osaamattomille mahdotonta.

3.22 Apulause. Olkoon a : RT — Rt oikealta jatkuva ja kasvava ja f :
Rt — R*. Tdlloin pitee muuttujanvaihtokaava

| e = | @)
0 {a= 1t <oo}
Viitteen 3.21 todistus. Todistamme vain kohdan (i). Kohdan (ii) todistami-
sen jatdmme harjoitustehtéviksi.
Merkitsemme U := (X — K)*. Koska E[X] = E[U], riittd& osoittaa,
etta
E[X?] < E[UY.

Olkoon Fx satunnaismuuttujan X kertyméfunktio. Merkitsemme

oxy) = | aFxldo)

ay(y) = ij(x—K)*FX(dx).

Tarkoituksenamme on nyt osoittaa, ettd ax(y) > ay(y). Nyt ay(co—) =
E[U], ax(co—) = E[X] ja v oli valittu niin, ettd ay(co—) = ax(co—) =: p.
Seuraava lyhyt geometrinen péaéttely on todistuksen ydin. Koska selvésti v >
1, niin kuvaus z +— y(x — K)* kasvaa nopeammin kuin identiteettikuvaus
x — x. Koska vield ay(y) =0, kun y < K, niin kaikille y > 0 pétee

ax(y) > av(y).
Siispa vastaaville kddnteisfunktioille péatee
ax'"(y) < ap'"(y).

Loppu todistuksesta on Lebesguen lemman soveltamista identtiseen kuvauk-
seen z +— x ja formaalia pyorittelya:

BlY? — J:Oxax(dx)
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Toisaalta, koska

niin
BU?] = | (o K)? Fx(da)
K
> 27J r(z — K) Fx(dz) —J 2% Fx (dz)
K K
> VJ (@ — K) Fy(dz).
K

Siispid E[X?] < E[U?] ja (i) on todistettu. O

Harjoitustehtiviia lukuun 3

3.1. Osoita, ettd rajoitettu satunnaismuuttuja on [rajoitettu].

3.2. Osoita, ettd esimerkissd 3.4 digitaalioption hinta ¢ = 0 on liian halpa
ja ¢ =1 on liian kallis.

3.3. Olkoon esimerkissé 3.4 ¢ ¢ (0, —d(u — d)) . Etsi arbitraasisalkku.
3.4. Todista viite 3.7.
3.5. Tarkastelemme yhden askeleen ja kahden tilan korollista mallia

S1(1) = So(1 + u) tn:la p
/!

N\
S1(0) = So(1 +d) tn:lld 1 — p,

So — S1 (w)

missd p € (0,1) ja d < r < u. Olkoon F = (S; — K) eurooppalainen
osto-optio. Laske sen arbitraasivapaat hinnat.
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3.6. Tarkastelemme yhden askeleen ja kolmen tilan mallia: r = 5% ja

S1(3) = 120€ tn:lla 20%
/!

So=80€ — Si(w) — Si(2)=90€ tn:1li 30%
N\

Si(1) = 60€ tn:1la 50%.

Laske myyntioption (100€ — S;)" arbitraasivapaat hinnat.

3.7. Tarkastelemme yleistd yhden askeleen arbitraasivapaata mallia. Olkoon

CPu = (K — ST ja ¢l = (S — K)*. Olkoon K = K/B;. Osoita, etti
([‘( _ S(z‘))Jr < o (Ccall) <t (Ocall) < K
(Si—K)" < ¢ (C™) < (™) < K

3.8. Konstruoi sellainen yhden askeleen hinnoittelumalli, jossa on olemassa
salkku 7, jolle Vj© < 0 ja Vi™ > 0. Voiko téllainen hinnoittelumalli olla
arbitraasivapaa.

3.9. Onko arbitraasin mahdollistavassa yhden askeleen hinnoittelumallissa
valttamatta tehtdvan 3.8 mukaisia salkkuja?

3.10. Anna esimerkki todennikoisyysavaruudesta, jossa on (a) dédrettomaésti
atomeja, (b) 32 atomia ja (c) ei yhtdén atomia.

3.11. Perustele huomautuksessa 3.17 mainitut seikat.

3.12. Tarkastelemme esimerkkia 3.19. Oletamme, ettd salkussa 7 painot voi-
vat olla my0s negatiivisia. Varallisuus VT voi siis olla my&s negatiivinen.
Olkoon h siled konveksi funktio. Konstruoi varallisuus h(V]) kiyttdmalld
pankkitalletusta ja koria seké osto- ja myyntioptioita.

3.13. Olkoon a kasvava, positiivinen ja oikealta jatkuva funktio. Asetamme
a't(z) = inf{y: a(y) >t},

missé inf @ = oo. Osoita, ettd a~'T on oikealta jatkuva kasvava funktio.

3.14. Todista véitteen 3.21 kohta (ii).

3.15. Todista apulauseen 4.9 kohta (iii).
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“Yksi askel” pahkininkuoressa

e Arbitraasivapaus <= on olemassa ekvivalentti riskineutraali
mitta Q.

e Vaateen F' arbitraasivapaa hinta = E® [Bil] .

e Taydellisyys <= ekvivalentti riskineutraali mitta Q on yksi-
késitteinen.

d pelkistymétonta osaketta ja Q = {1,...,m}

e Toisto: ratkaise yhtéaloryhmé
d
BBi+ Y 4'SiG) = FG).  j=1..m.
i=1
e Arbitraasivapaa hinta:

d
B+ 'S
=1

e Ekvivalentti riskineutraali mitta méirdytyy luvuista ¢/, missi
¢’ on digitaalioption 1y;; suojauksen alkupééoma.




Osa 11

Diskreetti aika



Luku 4

Markkinat ja martingaalit

Trying to predict the future is a mug’s game. But ... we need to have
some sort of idea of what the future’s actually going to be like because
we are going to have to live there, probably next week. =~ — Douglas
Adams

Dynaamisia késitteita

Dynaamisessa mallissa meidan pitdd mallintaa jokaiselle ajan hetkelle ¢ in-
formaatio F;, jonka varassa teemme padtoksia.

4.1 Maaritelmi. Olkoon (€2, F,P) todenndkoisyysavaruus. Historia (filt-
ration) F = (F;);<r on kasvava jono F:n ali-c-algebroja.

Informaation kasvavuus F, C F;, kun s < t, takoittaa ettd menneité
tapahtumia ei unohdeta.

4.2 Esimerkki. Jos € koostuu kolmesta perikkaisestd kolikonheitosta eli
Q = {0,1}3, niin perikkiisistd kolikonheitoista kertyvii informaatiota vas-
taa historia

F, = {@,Q},

T = {{z}x{0,1}2:¢:0,1}u9‘0,

T = {6} x (0,1} 14,5 =01} uT,
T, = {{(i,j,k)}:i,j,k:O,l}U%.

Téssé aaltosuluissa olevat joukot kuvaavat kertyvad uutta tietoa tapahtumis-
ta, jotka sattuvat tai eivét satu. Pahoittelemme, ettd joukko-opin merkintéjen
monimutkaisuutta. Itse asia on kuitenkin varsin yksinkertainen. &
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4.3 Mairitelma. Satunnaismuuttuja 7 : Q@ — {0,1..., 7} historialliselta
todennékaisyysavaruudelta (Q, F, F, P) on F-pysdytyshetki ( stopping time),
jos {7 <t} € F; kaikilla t <T.

Pysdytyshetken idea on se, ettd hetkelld ¢ meidéan tulee aina tietaa (tai
padttad) onko pysdyttdmisen aika jo tullut vai ei.
Jatkossa kidytdmme tarpeen vaatiessa merkintai

T; = {7 :7 on F-pysiytyshetki ja 7 > t}.

Joukko T; = T;(F) koostuu siis niistd F-pyséytysstrategioista 7, jotka eivét
lankea kaytettédviksi ennen hetked t. Kaikkien F-pysédytyshetkien joukko on
siis Tp.

4.4 Maaritelmé. Stokastinen prosessi X historialliselta todennékoisyys-
avaruudelta (Q, F, F, P) on F-sopiva (adapted), jos X; on F;-mitallinen eli
{X; € B} € F, kaikilla t <T ja X :n maaliavaruuden Borel-joukoilla B.

Prosessin X sopivuus tarkoittaa, ettd hetkella ¢ tieddmme sen arvon X;.
Pienin historia, jonka suhteen X on sopiva on tietenkin prosessin X oma
sisdinen historia FX = (F;X);<r, missd F* = o(X1, X, ..., X}).

4.5 Esimerkki. Olkoon X = (X);<r prosessi historialliselta todennékoisyy-
savaruudelta (Q,F, FX P), Télloin ensimméinen rajanylityshetki

T, = min{tST : Xth}
on F¥X-pysiytyshetki, mutta ensimméinen maksimihetki

Tmax = Min {t <T:X,> maXXs}
s<T

ei ole F¥X -pysiytyshetki. Se on kuitenkin pysiytyshetki laajemman historian
Ff=o0(Xy,..., X, maxs<r X;) suhteen. Sen sijaan viimeinen maksimihetki
ei ole pysaytyshetki edes tdmén laajennetun historian suhteen. &

Eurooppalainen johdannainen tai ehdollinen vaade on dynaamisessa mal-
lissa sama kuin staattisessa yhden askeleen mallissakin: eurooppalainen eh-
dollinen vaade on jokin Fr-mitallinen satunnaismuuttuja F' ja euroopalai-
nen johdannainen on jokin o(S; : t < T,i = 1,...,d)-mitallinen satun-
naismuuttuja eli muotoa F = f(S} : t < T,i = 1,...,d). Amerikkalai-
nen ehdollinen vaade on F-sopiva stokastinen prosessi F' = (F});<p. Téssi
F, on vaateen sisdinen arvo (intrinsic value). Se on hinta, jonka vaateen
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Te(w) T Tmax (W) T

Pyséytyshetki 7. (vasemmalla) ja ei-pysdytyshetki Tpyax (oikealla)
erddssd X :n realisaatiossa X.(w).

haltija saa, jos hin kayttdd vaateensa hetkelld t. Yleisesti amerikkalaisen
vaateen arvo on F,, missd 7 on se pysdytyshetki, jolloin vaateen haltija
paattaa kayttad sen. Mielenkiintoinen kysymys onkin loytda optimaalinen
hetki 7 kayttdda vaade. Amerikkalainen johdannainen on stokastinen pro-
sessi, joka on sopiva osakevektorin S sisdisen historian suhteen eli muotoa
Fi=f(St:s<tji=1,....d).

Seké eurooppalaiset ettd amerikkalaiset johdannaiset voivat olla polku-
riippuvia. Esimerkiksi amerikkalainen osto-optio (S—K)* = ((Si—K)"),cr
ja amerikkalainen myyntioptio (K — S)* eivit ole polkuriippuvia. Sen si-
jaan eurooppalainen look-back-optio maxi<r(S;—K)* ja amerikkalainen look-
back-optio (max,<,(Ss; — K)*),., ovat polkuriippuvia.

Otaksuma tehokkaista markkinoista: mark-
kinat on martingaali

Osakekurssien kehitysté, tai pikemminkin tulevia tuottoja, on pyritty ennus-
tamaan tai selittdméén erilaisten markkinoiden tai yleisemmin talouden tun-
nuslukujen avulla. Téllaisia tunnuslukuja ovat esimerkiksi inflaatio, tyotto-
myysaste, yrityksen velkaantumisaste ja yrityksen voitto. Periaatteessa onkin
selvad, ettd osakekurssi ei ainakaan saisi olla riippumaton kaikista mahdolli-
sista tunnusluvuista. Tulevat tuotot voivat tietenkin olla hieman eri asia. T4l-
laista ennustusyritystd kutsutaan fundamentaaliksi analyysiksi, koska se pe-
rustuu markkinoiden perusilmioihin eli “fundamentteihin”. Toinen tapa yrit-
tdd ennustaa osakekurssin kehitystd on katsoa sen aikaisempaa kehitysta.
Téata tapaa kutsutaan tekniseksi analyysiksi. Ei tietenkédén ole aivan mah-
doton ajatus, ettéd osakkeen hintahistoria kertoo jotain tulevista tuotoista.
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Toisaalta ei ole mitdédn perustavaa syyté, miksi sen tulisi kertoa mitdan. Li-
siksi tekninen analyysi johtaa usein varsin kummallisiin sijoitusstrategioihin,
kuten seuraava Benjamin Grahamin kritiikki sanoo:

The one principal that applies to nearly all these so-called “technical
approaches” is that one should buy because a stock or the market has
gone up and one should sell because it has declined. This is the exact
opposite of sound business sense.

Perusongelma on siis ennustaa osakkeen S = (S;):<r tulevat tuotot

AS, Sy — Si_q
R, = = =
' Si1 Si1

tai muutokset AS; hetkelld ty < t. Tuottojen mallintaminen on siind mie-
lessé sama asia kuin itse prosessin mallintaminen, ettd alkuperdinen prosessi
voidaan rekonstruoioda tuottoprosessista.

4.6 Apulause. Osakeprosessi S saadaan sen tuotoista R ja alkuarvosta Sy
kaavalla

(4.7) S = So]J(t+R.).

s<t
Toisin sanoen (4.7) on differenssiyhtdlon

AS,
St

= Rt

yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Kaytdmme induktiota. Alkutilanne ¢ = 1 on selvi. Olettakaamme,
ettéd viite patee hetkilla 1,...,t. Hetkelld ¢ + 1 tapahtuva muutos on

A (So H (1+Rs)> = SoA ( H (1+RS)>

s<t+1 s<t+1
= S ( 11 (1+R8)—H(1+R5)>
s<t+1 s<t
= S H(l + Rs)Riy1
s<t
= SiRi.

Téasté viite jo seuraakin. O
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Apulause 4.6 siis sanoo, ettd differenssiyhtélon
Az, = x10a, o =1,

yksikésitteinen ratkaisu on

Ea)y = ] - Aa).

s<t

Jonoa &(a) kutsutaan jonon a stokastiseksi eksponentiksi. Yhteys tavalliseen
eksponenttiin on ilmeinen. Jos a on siled funktio, niin differentiaaliyhté&lon

dr; = x.day, ro =1,

yksikésitteinen ratkaisu on tunnetusti exp{a;}.

Haluamme ennustaa tulevan tuoton R; parhaalla mahdollisella tavalla
hetkelld ¢y < ¢, kun kiytossdémme on jokin informaatio J;,. Tdm4 informaa-
tio voi olla osakkeen hintakehitys hetkeen ¢y asti eli Fy, = o(Sy,...,S;,) tai
jotain enemmén. Paras ennuste on ehdollinen odotusarvo: J, -mitallisten sa-
tunnaismuuttujien Rﬂto joukossa ehdollinen ehdollinen odotusarvo minimoi
ennustusvirheen Var[};?t‘to — Ry] (itse asiassa tdmé on ehdollisen odotusarvon
L?-projektioon perustuva méiritelmi).

Annamme ehdollisen odotusarvon yleisen L!-mééritelméin, vaikka hel-
pompi, mutta rajoitetumpi, projektiolauseeseen perustuva LZ-méiiritelmé
olisikin tarkoituksiimme riittdva. Yleinen méédritelméa 4.8 on peréisin Kol-
mogorovilta. Itse asiassa hdnen suuri tuloksensa oli, ettd nédin méaritelty eh-
dollinen odotusarvo on olemassa ja P-melkein varmasti yksikésitteinen.

4.8 Midéritelma. Olkoon X € LY(Q,F,P) ja G jokin F:n ali-o-algebra.
Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo informaatiolla G eli E [X|9]
méaaraytyy ehdoista

(i) E[X|S] on G-mitallinen,
(ii) kaikille A € G pétee

E[E[X\S] 14 - E[X1A].

Ehdollinen odotusarvo toteuttaa kaikki tavallisen odotusarvon normaalit
kaavat. Liséksi sille pidtee seuraavat kaavat.

4.9 Apulause. Olkoon X € L'(Q,F,P) ja § F:n ali-o-algebra. Tdlldin
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(i) Jos X on G-mitallinen ja Y [rajoitettu], niin
E[XY|S] = XE[Y]G].
(ii) Jos X on riippumaton o-algebrasta G, niin
E[X|S5] = E[X].
(iii) Jos H on G:n ali-o-algebra, niin karkeampi aina voittaa

E[E[X\g]‘}c} - E[E[X\J{])g} — E[X|H].

Todistus. Todistamme kohdan (i) osoittamalla sen ensin tilanteessa X = 15,
B € G, jolloin viite on helppo tarkistaa. T:lloin, jos A € G, niin

B[R9 = B[S

_ E _YleA]

— E[15v1 A} ,

missa kiytimme ehdollisen odotusarvon E[Y'|§] mééritelmia leikkausjoukolle
ANB € §. Yleiselle X € L'(Q, G, P) viiite seuraa nyt approksimoimalla sité
dominoidusti tai monotonisesti indikaattorien lineaarikombinaatioilla

n
X" = E "1 gni
i=1

ja kiayttamalla ehdollisen odotusarvon lineaarisuutta.
Kohta (ii) seuraa siitd, ettd nyt X on riippumaton kaikista satunnais-

muuttujista 14, A € G. Siten
E[X1) = E[X]E[l. = E[E X] 1,4].

Kohdan (iii) jaitdmme harjoitustehtavaksi. O

Jatkossa F = ()< on kiinted ja kdytdmme lyhennysmerkintdd
Ef-] = E[-|5]

Huomaamme, ettd kun s < ¢, niin apulauseen 4.9 (iii) nojalla

B[E[] = B[E[] = E[]
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4.10 Esimerkki. Olkoot X ja Y diskreettejd satunnaismuuttujia. Olkoon
X € LYP). Tallsin méiiritelmén 4.8 mukainen ehdollinen odotusarvo
E[X|Y] := E[X|o(Y)] saadaan perinteisesté ehdolliseen todennikoisyyteen
perustuvasta ehdollisesta odotusarvosta E[X|Y = y] kaavalla

EX|Y](w) = ) EX|Y =ylyy_y(w).

Y

Téssé siis summaus kdy ldpi Y :n arvojoukon ja

EX|Y =y] = ZxP(X:xD/:y),

xT
missd summaus kay ldpi X :n arvojoukon. O

Palaamme nyt osakkeen tuoton mallintamiseen.

Monet ovat etsineet maagista ennustuskaavaa E; [R;|. Perusteellisisté et-
sinndistd huolimatta nédyttda kuitenkin siltd, ettd paras arvaus on riippu-
maton informaatiosta Fy,: By [R:] = E[R;] on deterministinen. Tamé& saat-
taa tuntua yllattavaltd ja masentavaltakin, mutta lopulta se on luonnollis-
ta. Olettakaamme, etté on olemassa maaginen kaava, joka informaatiosta J7,
kertoo, onko tuotto keskimééraisé parempaa vai huonompaa. Oletamme, etté
herra K. tuntee maagisen kaavan ja on huomannut, ettd osakkeen huominen
tuotto on keskiméaraistd parempi. Télloin herra K. tietysti ostaa niin monta
osaketta tdnddn kuin mahdollista. Mutta ndin tehdessddn hén nostaa osak-
keen hintaa. Nimittédin talloin muut investoijat huomaavat herra K:n ostot ja
piaattelevit, ettd herra K. tietédd jotakin. Hekin rupeavat ostamaan osakkeita.
Kay siis niin, ettd osakkeen kurssi nousee “vilittomésti” niin, ettd herra K:n
toivoma keskimédriistd parempi tuotto havida osakkeen hinnan nousuun.

Edell4 esitetty tilanne kuvaa markkinoiden tehokkuutta. Seuraava formu-
lointi télle ilmiolle lienee periisin Famalta.

Otaksuma tehokkaista markkinoista. Osakkeiden tdmén
hetkiset hinnat siséltavit jo kaiken markkinoihin vaikuttavan in-
formaation JF;. Siten tulevat tuotot johtuvat “aidosti uudesta in-
formaatiosta” (news), joka on téysin ennustamatonta. Toisin sa-
noen tuotot R, s, s > 0, ovat riippumattomia o-algebrasta F;.
Erityisesti tuotot R;, t > 0, ovat keskendén riipumattomia.

Itse asiassa otaksuma tehokkaista markkinoista (efficient market hypot-
hesis) muotoillaan usein hintojen muutoksille, eiké tuotoille. Matemaattisesti
tdmé ero on kuitenkin ldhes merkitykseton. Valitsemme tuotoista puhuvan
eli geometrisen version mukavuussyisté.

Tehokkaiden markkinoiden otaksumasta on kolme eri muotoa.
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Heikko muoto. Kaikki mennyt hintainformaatio siséltyy tédysin osakkeen
nykyiseen hintaan. Tésté otaksumasta seuraa, ettd tekninen analyysi
on hyodytonta.

Puolivahva muoto. Kaikki julkisesti saatavilla oleva informaatio siséltyy
tdysin osakkeen nykyiseen hintaan. Téstéd otaksumasta seuraa, etté fun-
damentaali analyysi on hyodytonta.

Vahva muoto. Kaikki relevantti informaatio siséltyy tédysin osakkeen ny-
kyiseen hintaan. Téstd otaksumasta seuraa, ettéd sisépiiritieto hyody-
tonta.

4.11 Huomautus. Otaksuma tehokkaista markkinoista on paradoksi: se pitaa
paikkansa vain jos siihen ei uskota. &

Siirrymme nyt tarkastelemaan tehokkaiden markkinoiden otaksuman yh-
teytta riskineutraaleihin mittoihin, martingaaleihin ja arbitraasiin.

Oletamme, ettd tuottoprosessissi R on stationaarinen eli R;:t ovat sa-
moin jakautuneita. Tadm&a on &drimmaéisen luonnollinen oletus. Jos nimit-
tdin todellinen aikasarja ei ole stationaarinen, niin sen kausivaihtelut ja tren-
dit voidaan “valkaista” pois datasta, jolloin pdddymme stationaariseen aika-
sarjaan. Oletamme lisdksi, ettd tuottoprosessi on nelidintegroituva eli R; €
L*(P) kaikilla ¢t < T'. Téllsin voimme kirjoittaa Faman otaksuman tehok-
kaista markkinoista muotoon

(4.12) R, = p+oey,
missé prosessi € on valkoinen hdly (white noise):
(i) Ele] =0, B[] =1,
(ii) satunnaismuuttujat e;, ¢ < T, ovat riippumattomia.

Erityisesti p = E[R;] on osakkeen tuotto-odotus ja o = \/Var|[R;] on osak-
keen wvolatiliteetti. Tatd mallia kutsutaan my6s satunnaiskuluksi (random
walk).

4.13 Huomautus. Mikéli tarkastelemme useita osakkeita, niin ei ole jarkevéia
olettaa, ettd kiinteilld hetkelld ¢ tuotot R!,..., R¢ ovat riippumattomia.
Luonnollinen “toisen asteen” malli on talloin

m
R = pi+)Y dvef,
k=1
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missd €F:t ovat toisistaan riippumattomia valkoisia hilyjd. Talléin matriisi
a = (a")g<m.i<a rakentaa riippumattomista valkoisista hilyistd ¥, k < m,
tuottojen R, i < d, vilille korrelaation. Nimittéin

m
(4.14) Cov [Ri,R]] = alakl.

k=1

Ertyisesti miké tahansa kovarianssimatriisi o voidaan esittéa téllaisessa muo-
dossa eli kovarianssimatriisilla on aina hajotelma o = a'a. Jitdmme tdméin
huomautuksen perustelun harjoitustehtaviksi. O

Dynaamisessa mallissa riskineutraalia mittaa vastaa martingaalimitta.

4.15 Maaritelma. Prosessi X historialliselta todennékoisyysavaruudelta
(Q,F,F,P) on (P,F)-martingaali, jos

(i) X on F-sopiva,
(ii) X; on P-integroituva kaikilla ¢,
(ili) E4[X;] = X, kaikilla s <t.
Mikali ehdossa (iii) on epayhtélé <, niin X on (P, F)-ylimartingaali.

Ylimartingaali siis viihenee ajassa keskiméarin. Syy tdhdn nurinkuriseen
nimitykseen tulee analyysisté, tarkemmin potentiaaliteoriasta.

to t to t
Martingaalipolkuja (Xs)s<; ehdollistettuna polkuun (X5)s<¢, (vasem-
malla) ja vastaavia ylimartingaalipolkuja (oikealla).

4.16 Huomautus. Diskreetissi ajassa martingaaliehto (iii) voidaan kirjoittaa
muodossa E[X;1] = X, kaikilla ¢ < T. Tami seuraa kidyttdmalld apu-
lauseen 4.9 kohtaa (iil) “karkeampi aina voittaa” riittédvén monta kertaa pe-
rakkain. <
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Dynaaminen hinnoittelumalli on yhden askeleen hinnoittelumallin luon-
nollinen laajennus: otamme mukaan historian.

4.17 Maaritelma. Dynaaminen hinnoittelumalli on (B, S,Q, F,F, P), mis-
sé riskittomén sijoituksen prosessi B on deterministinen ja riskillisten sijoi-
tusten prosessit S*, i =1,...,d, ovat kaikki F-sopivia.

4.18 Maaritelma. Todennékoisyysmitta Q on dynaamisen hinnoittelumal-
lin (B, S,Q,F,F,P) martingaalimitta, jos kaikki diskontatut osakeprosessit
S* = S'/B ovat (Q,F)-martingaaleja eli

ER[S,] = S, i=1,....d

Mikali lisdksi Q ~ P, niin Q on ekvivalentti martingaalimitta.

4.19 Vaite. Mitta Q on martingaalimitta jos ja vain jos kaikilla t <'T
E?[ i+1] = T+, i=1,...,d,

missd 11 := AByy1 /By on riskiton tuotto.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Seuraava vaite kertoo miten ekvivalentteja riskineutraaleja mittoja voi-
daan periaatteessa konstruoida ldhtien otaksumasta (4.12).

4.20 Viite. Olkoon yhden osakkeen hinnoittelumalli (B, S,Q, F,F,P) sel-
lainen, ettd se toteuttaa ehdon (4.12). Olkoon lisiksi ABy/B;—1 = r. Olkoon
Q sellainen todenndkoisyysmitta, ettd sen suhteen prosessi

r—p
o

(tw) — &w) = glw) —

on valkoinen hdly. Tdlloin Q on martingaalimitta. Lisikst Q on tulomitta
ja Q(é:t € dxt) = P(Et € dxt) .

Todistus. Koska P on tulomitta, niin selvisti myos Q on tulomitta. Myos
viite Q(&; € dxy) = P(e; € day) on selvi. Endé pitéé siis osoittaa, ettd Q on
martingaalimitta. Tehtdvimme on itse asiassa pédsti eroon osakkeen ylituo-
tosta suhteessa riskittomédn tuottoon. Nimittédin otaksuman (4.12) nojalla

Ei(Rit1] = Eip+oeig]
= p+ oEfer]
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Mutta véitteen 4.19 nojalla haluaisimme, ettd g = r. Olkoon sitten Q ~ P
sellainen, ettd £ on Q-valkoinen hily. Tdllon € on (Q,F)-martingaali ja

ER[Ri] = p+ oER[er]
~ T —
= p+oE? |:5t+1+ Uﬂ}
7"‘ —
= p+o o
= 7.
Lause seuraa siten vaitteesta 4.19. O

4.21 Huomautus. Viitteessd 4.20 esiintyvélle osakkeen suhteelliselle ylituo-
tolle
w—r
o
kaytetadn rahoitusteoriassa myos nimityksia riskin markkinahinta ja Sharpen
suhde. Nimitys “riskin markkinahinta” tulee siitd, etté sijoittajalla on kaksi
valintaa:

(i) Sijoittaa riskittomésti pankkiin, jolloin tuotto on 7.
(ii) Sijoittaa riskillisesti osakkeeseen, jolloin tuotto on p, mutta riski on o.

Koska markkinahinnat ovat mitéd ovat, niin sijoittajat ovat keskiméérin in-
differenttejd valintojen (i) ja (ii) vélilla. O

4.22 Esimerkki. Olkoon otaksumassa (4.12) prosessi € gaussinen valkoinen
hély eli mitan P suhteen &; ~ N(0,1). Olkoon F = [F*. Télloin P on tulo-
mitta, joka voidaan karakterisoida kaavalla

P(€1 c dl’l, L., ET € dJIT)
= P(ey €dxy)---Per € day)

1 1, 1 1
= \/ﬂexp —5T1 (" \/—2_7Texp _ixT dzy - -dap
T
1 1
- e h e

t=1

Viitteen 4.20 nojalla Q on martingaalimitta, jos sen suhteen prosessi

E = &—

on valkoinen hély. Itse asiassa on selvéé, ettd £ on gaussinen valkoinen hély
Q:n suhteen, koska € on gaussinen P:n suhteen. Toisin sanoen mitan Q
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suhteen &;:t ovat riippumattomia ja N((r—p) /0o, 1)-jakautuneita. Siten myos
mitta Q on tulomitta. Koska

Q(ét € dZL’t) = P(€t € dZL’t)

eli
Q(gt c dxt) = P (5t + % S d.fl?t) s

niin saamme

Q(€1 S d.Tl, ..., ET € de)
= Q(e; €dxy)---Qler € day)

= P<51+u6dx1)~--P<€T+u€de)
o o
1 1( r—,u)2
= ex _— €T1 — ..
V2T P 2 ' o
1 1 r—u 2
o——exps —= | xp — dz; ---dx
\/% p{ 2(T o )} 1 T

1 1 r— U 2
= WGXP{—§Z($t— o ) }dxleET

Jatdmme harjoitustehtéviksi perustella, ettd Q ~ P ja laskea Radon-—
Nikodym-derivaatan dQ/dP sekid mitanvaihtoon liittyvén mitanvaihtomar-
tingaalin eli uskottavuusosaméérifunktion ¢ — E,[dQ/dP].

Lopuksi on syytd mainita, ettd tdssd konstruoimamme Q ei ole ainoa
mahdollinen martingaalimitta téssd mallissa. Itse asiassa, jos Q on miké
tahansa tulomitta, jonka suhteen € on jatkuvasti jakautunut kantajanaan R,
niin Q on ekvivalentti martingaalimitta. Valkoisen hélyn £ ei siis tarvitse
olla gaussinen. O

Sijoitusstrategiat ja arbitraasi

Yhden askeleen mallissa sijoittaja valitsi hetkelld ¢ = 0 salkun = = (3,7),
missd 3 ja 7 olivat deterministisid painoja. Dynaamisessa mallissa hetkell&
t < T salkun m; painot f3; ja v, valitaan silld informaatiolla, joka sijoittajalla
on kéytossa juuri ennen hetkeé t, jolloin osakkeiden uudet hinnat annetaan.
Painot siis valitaan ennustettavasti.
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4.23 Madritelméa. Prosessi m = (8¢, Yt )i<r on sijoitusstrategia hinnoittelu-
mallissa (B, S,Q, F,F,P), jos se on F-ennustettava eli f§; ja v, ovat Fy_-
mitallisia. Sijoitusstrategian varallisuus V™ on stokastinen prosessi

(t,w) = Vi(w) = 5t(w)Bt+va(W)SZ(W)-

Sijoitusstrategia m on omavarainen (self-financing), jos sen varallisuus to-
teuttaa differenssiyhtalon

d
(4.24) AVP = BAB + Y 4AS;
i=1

Omavaraisuus tarkoittaa siis sitd, ettd kaikki muutokset varallisuudessa
hetkelld ¢ tulevat osakkeiden ja pankkitilin muutoksista hetkell& t.

Seuraava viite antaa omavaraisuudelle budjettirajoitustulkinnan, mika
on itse asiassa olla yhtalod (4.24) parempi mééritelmé omavaraisuudelle. Yh-
téalo (4.24) on kuitenkin kanoninen mééritelmé, koska se on helppo yleistaa
jatkuvaan aikaan.

4.25 Viite. Sijoitusstrategia m = (3,7) on omavarainen jos ja vain jos se
toteuttaa budjettirajoituksen

d d
By By + Z %S; = BB+ Z Vir1 St

i=1 =1

Todistus. Harjoitustehtava. O

Seuraava osittaisintegrointikaavan diskreetti analogia on jatkossa hyodyl-
linen erityisesti diskonttauksen yhteydessé.

4.26 Apulause. Olkoot a ja b lukujonoja. Tdlloin
A(Cltbt) = CLt_lAbt + bt—l Aat + AatAbt.

Todistus. Algebrallisten identiteettien todistaminen on tyypillisesti suoravii-
vaista, mutta tyolastd. Vihenndmme tylsdd kaavanpyoritystd todistamalla
aluksi epdsymmetrisen kaavan

A(atbt) = atAbt + bt_lACI,t.
Suoralla laskulla saamme
A(atbt) = aiby —a—1b4

aiby — arbi—1 + arbi—1 — ar_101

= atAbt + bt_lACI,t.
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Enéa pitaa siis osoittaa, etta
CLtAbt = CLt_lAbt + ACLtAbt.
Tamékin on suora lasku. Aloitamme yhtélon oikeasta puolesta.

a1 Aby + AayAby = ay_1by — ar—1bi—1 + (ap — az—1)(by — by_1)
= 1by — ap_1b—1 + apby — arby—y — ay_1by + ar_1bp4
aby — aiby_4

atAbt.
Apulause on todistettu. O
Seuraava viite kertoo, miten omavaraisuus suhtautuu diskonttaukseen.

4.27 Viite. Sijoitusstmﬁtegia m = (,7) on omavarainen jos ja vain jos sen
diskontattu varallisuus V™ := V™ /B toteuttaa differenssiyhtdlon

d
AVT = ) 4iASL
=1

Todistus. Tamé véite on kohtalaisen helppo todistaa apulauseen 4.26 avulla.
Jatdmme varsinaisen kaavanpyorityksen harjoitustehtévéksi. O

Seuraava tulos on korotettu lauseeksi helppoudestaan huolimatta. Sen
todistus perustuu seuraavaan keskeiseen seikkaan (tai pikemminkin todistaa
seuraavan keskeisen seikan): jos M, i < d, ovat martingaaleja ja 7', 1 < d,
ovat ennustettavia ja [rajoitettujal, niin kaavalla

d
AY, = ) yiAM
=1

médritelty prosessi Y on martingaali.

4.28 Lause. Todenndkoisyys Q on hinnoittelumallin (BE,S,Q,S'“,F,P)
martingaalimitta jos ja vain jos diskontattu arvoprosessi V™ on (Q,F)-
martingaali kaikilla rajoitetuilla omavaraisilla sijoitusstrategioilla .

Todistus. Olkoon Q martingaalimitta. Viitteen 4.27 nojalla

d
AT = Y vias:
=1
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Koska ER[AS?, ] = 0 kaikilla 7, niin

d
EX V1] = D vER[AS] = o

i=1

Siten AV™ on martingaalidifferenssi eli V™ on martingaali.

Jos taas V™ on martingaali kaikilla rajoitetuilla omavaraisilla 7, niin
kiddnteinen viite, ettd Q on martingaalimitta seuraa valitsemalla sijoitus-
strategioiksi osakkeet i = 1,...,d eli v =(0,0,...,0,1,0,...,0). O

Dynaamisessa mallissa arbitraasi méaaritelldan kuten yhden askeleen mal-
lissa tarkaselemalla alkuhetked t = 0 ja erdpaivad t = T vélittdméatta siité,
mita valilla tapahtuu.

4.29 Mairitelmi. Dynaamisen hinnoittelumallin (B, S, Q,F, F, P) arbit-
raasistrategia on sellainen omavarainen [rajoitettu] sijoitusstrategia m, etté

(i) Vi =0,
(ii) V& =0,
(i) P(VF >0) > 0.
Jos hinnoittelumallissa ei ole arbitraasistrategioita, niin se on arbitraasivapaa

Seuraava tulos on helpompi puoli dynaamisesta rahoitusteorian I perus-
lauseesta. Sen todistus on oleellisesti sama, kuin yhden askeleen mallin vas-
taavan tuloksen todistus (lauseen 2.29 helpompi puoli).

4.30 Viite. Jos hinnoittelumallissa (B, S,Q,F,F,P) on ekvivalentti mar-
tingaalimitta, nitn hinnoittelumalli on arbitraasivapaa.

Todistus. Olkoon Q ekvivalentti martingaalimitta ja = alkuvaraton omava-
rainen sijoitusstrategia. Lauseen 4.28 nojalla V™ on martingaali. Siten

BrERVF] = ER[VF] = V& = o

Koska V7 > 0 P-melkein varmasti niin se on sitd myos Q-melkein varmasti.
Siten edellisestd seuraa, ettd V7 = 0 Q-melkein varmasti. Koska Q ~ P,
niin V7 = 0 myds P-melkein varmasti eli alkuvaraton omavarainen sijoitus-
strategia 7 ei voi olla arbitraasistrategia. O
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4.31 Huomautus. Téssd vaiheessa on hyvd mainita mallimme usein kirjoit-
tamattomat oletukset eli rajoitukset: lainoille on sama osto- ja myyntikorko,
osakkeilla ja johdannaisilla on joka hetkelld tietty kiinted hinta, ei rajoitusta
ostamiselle eikd myynnille: kaikkea voi ostaa ja myydé osissa ja kaikesta voi
ottaa velkaa; myos osissa, osakkeita, johdannaisia, lainaa jne. on aina saata-
villa, ei vélityskuluja, ei osinkoja, (meidén) osto- ja myyntitapahtumat eivét
vaikuta osakkeiden tai johdannaisten hintoihin. Jitdmme harjoitustehtaviksi
pohtia, missé mielessd ndmé oletukset ovat perusteltuja. Ilkeésti tulkittuna-
han ne ovat dlyttomia. <

Harjoitustehtiviia lukuun 4

4.1. Olkoon ¢! eurooppalaisen osto-option (S7—K)* arbitraasivapaa hinta
ja cP" vastaavan myyntioption (K —S7)t arbitraasivapaa hinta. Osoita, etté
aina on voimassa osto-myynti-pariteetti

K
CPut — B_ + Ccall o SO'
T

4.2. Perustele huomautuksen 4.13 kaava (4.14).

4.3. Olkoon o kovarianssimatriisi. Osoita, ettd on olemassa sellainen alakol-

miomatriisi a, ettd o = a'a.

4.4. Olkoon a jokin matriisi. Osoita, ettéi a'a on konvarianssimatriisi. Toisin

sanoen on olemassa satunnaisvektori, jonka kovarianssimatriisi on juuri a'a.

4.5. Olkoon huomautuksessa 4.13 valkoiset hilyt ¥, k < d, binddrisia eli

N | =

Koska téallainen malli on (a) arbitraasivapaa, (b) tdydellinen.

4.6. Karakterisoi harjoituksen 4.5 monen osakkeen hinnoittelumallin ekviva-
lentit martingaalimitat.

4.7. Perustele esimerkki 4.10 lahtien maaritelmésta 4.8.
4.8. Perustele paradoksihuomautus 4.11.
4.9. Todista vaite 4.19.

4.10. Olkoon R’ diskontatun osakkeen S* = S?/B tuotto. Osoita, ettd Q
on martingaalimitta jos ja vain jos EtQ [R; +J = 0 kaikilla ¢ ja 7.
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4.11. Laske luentojen esimerkkiin 4.22 liittyva mitanvaihtomartingaali ¢ +—
E; [%] ja osoita, ettd Q ~ P.

4.12. Todista viite 4.25.
4.13. Todista vaite 4.27.

4.14. Osoita, ettd diskreetissid ajassa dynaaminen arbitraasin méaédritelma

4.29 ei muutu, jos ehto (ii) korvataan ndennéisesti vahvemmalla ehdolla V™ >
0 kaikilla t <T.

4.15. Tarkastelemme yhden osakkeen hinnoittelumallia. Olkoon tuotto an-
nettu Faman kaavalla R; = p+oe;, missé € on valkoinen hély. Osoita, ettéd ai-
na on olemassa martingaalimitta Q, mutta aina ei ole olemassa ekvivalenttia
martingaalimittaa. Milloin ekvivalentti martingaalimitta on yksikésitteinen?



Luku 5

Binomimalli

Everything should be made as simple as possible, but not simpler.
— Albert Einstein

Kolikkoavaruus

Tarkastelemme yhden osakkeen kiintedkorkoista mallia. Hetkella ¢ osakkeel-
la S = (Si)i<r on vain kaksi tulosmahdollisuutta: “ylos” ja "alas”. Laajen-
namme siis johdattelevan esimerkin yhden askeleen ja kahden tilan mallin
dynaamiseksi malliksi, missé hetkelld ¢ tilannetta kuvaa siirtymékaavio

Se(1+ u) tn:lld p
/

N\
Si(1+d) tn:lld 1 — p,

Sy — St+l

missd d < u.

Palaamme todennékoisyyslaskennan juurille ja rakennamme hinnoittelu-
mallin kolikonheittojen avulla. Klaava olkoon “ylos” ja kruuna “alas”. Ole-
tamme siis, ettd kaikki satunnaisuus tulee kolikosta. Otosavaruus €2 koostuu
talloin 0—1-jonoista

W = WiWy - Wi 1WlWpy - - Wr,

missd w; on joko 1 (klaava, ylos) tai 0 (kruuna, alas). Emme oleta, etté
kolikko on reilu. Olkoon p € (0,1) kolikon paino eli

p = P{1}) = P(klaava”) = P(“ylos”).
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Nyt € on #irellinen: siind on 27 alkioita. Emme siis voi torméti mittateo-
reettisiin hirvidihin ja voimme huoletta valita o-algebraksi F kaikki 2:n os-
ajoukot eli potenssijoukon pot €2. Oletamme, etté kolikonheitot ovat toistaan
riippumattomia. T&lléin P on stationaarinen tulomitta

P({w}) = P{wi---wr}) = P({wi}) - P{wr}),

joka méardytyy tédysin parametrista p. Emme siis olettaneet, ettéa kolikko on
reilu. Alkeistapahtuman w € €2 todennékoisyys voidaan nyt laskea usealla
eri tavalla. Esimerkiksi

T

P({wr--wrh) = ] (Playlw) + (1= p)1g ()

t=1

T
= [[»a-p
t=1

= pZiiwr(] — p)Tim (e
— p#{tST:wtzl}(l _ p)#{tST:wFO}.
Olkoon & = (&)< koordinaattikuvaus eli kolikkoprosessi:
(w) = wy
Historia F := F¢ muodostuu kolikonheitoista kerdintyvisté infomaatiosta:
Foo= o0(&...&) = o({wr-w} x {0,117 w, e {0,1},5s<1).
Olemme rakentaneet kolikkoavaruuden.

5.1 Maaritelmé. (Q,F, F,P) on kolikkoavaruus, jos

Kolikkoavaruusmallissa on vain yksi estimoitava parametri: p = P({1}).

Osakekurssin S on oltava F-sopiva. Téma tarkoittaa sité, ettd S; riippuu
w:sta ainoastaan ensimmaisen ¢:n koordinaatin eli kolikonheiton kauttas:

Si(w) = Sp(wy-wp--rwp) = Splwy---wy).
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Oletamme Faman otaksuman (4.12), etta tulevat tuotot ovat riippumattomia
menneisyydestd. Toisin sanoen

Str1(w) — Si(w)

feale) = Sp(w)
_ St'i‘l(wl"'wt-i-l) _St(wl"'wt)
St(wl oo wt)
= Rii(win)

Tuotto R, joka on jokaisella hetkelld aina joko u tai d, voidaan esittdéd ko-
likkoprosessin ¢ avulla:

Koska S saadaan tuottoprosessista R kaavalla
Silw) = Silwr-w) = ST (1+ Rilws),
s<t
niin &:n tasolla mallimme on
Silw) = Siwrw) = ST (A+d)+ - dg ).
s<t

Faman otaksuma (4.12) taas sanoi, etti

Rt = N + O¢&y¢,

misséd ¢ on valkoinen hily. Kolikkoavaruudessa tuotto taas on kaavan (5.2)
mukainen, missd £ on kolikkoprosessi. Koska kolikkoprosessi on positiivinen,
se ei voi olla valkoinen hély. Se on kuitenkin jono riippumattomia ja samoin
jakautuneita satunnaismuuttujia, joten valkoinen hély saadaan kaivettua sii-
té esiin standardoimalla. Nimittédin standardoitu prosessi

& — E[ft] _ §&—Dp
Var(¢] p(1—p)

on valkoinen hily. Pakottamalla tdmi e kaavaan (5.2) saamme Fama-
muotoisen kaavan tuotolle:

€t

Rt = d‘l‘(u—d)ft

- <u—d>p+d+<u—d>\/p<1—p>%

(5.3) - ((u —d)p + d) +(u—d)/p(l—p) e
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Parametrien u, d, p ja pu, o vélinen yhteys on siis

po= plu,d,p) = (u—dp+d
g

= o(u,d,p) = (u—d)\/p(l-p).

Lisdksi kaavassa (5.3) prosessi € = £(p) on valkoinen hély, joka saa arvot

I—p

_- P - N
V(1 —=p) : V(1 —=p)

todennikoisyyksin p ja 1 — p.

Polku S.(w) mahdollisuuksiensa hilassa; Sy = 3u,d = —0,5u.

Olemme rakentaneet binomimallin.

5.4 Mairitelmé. Yhden osakkeen hinnoittelumalli (B, S, Q, F, F,P) on bi-
nomimalli, jos (2, F,F, P) on kolikkoavaruus ja

(i) By=(1+r) eli AB;/B; 1 =r,
(i) S = SoT,e, ((1 )+ (u— d)g’s) eli By =d+ (u—d)é,

Mallin parametrit ovat u, d, r ja p.
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5.5 Huomautus. Todellisessa maailmassa parametrit u, d ja p pitda tietysti
estimoida datasta. Jos z1,...,xx ovat havaitut osaketuotot, niin luonnolli-
nen estimaatti p:lle on niiden tuottojen z,, n =1,..., N — 1, osuus, joilla
Tpi1 > X, . Parametrien u ja d estimointi on hieman haasteellisempaa. Yksi
tapa on estimoida ensin tuotto-odotus u ja volatiliteetti o tavalliseen ta-
paan kayttden otoskeskiarvoa ja otoshajontaa ja ratkaista sitten parametrit
u ja d, kun p, p ja o on annettu. Kaavojen u = u(u, o, p) ja d = d(u, o, p)
keksimisen jatdmme harjoitustehtaviksi. O

Osakkeen S kehitystd kuvaa binomimallissa binomipuu

S3(111)
/
So(11)
/! AN
S (1) S5(110) = S5(101) = S,(011)
/! \ /
So S2(10) = S(01)
N /! N\
S, (0) S5(100) = S3(010) = S5(001)
N\ /!
S2(00)
N
S3(000).
Jos u=1/5, d=-2/5 ja Sy = 150, niin saamme numeerisen mallin
259,20
/!
216
/! \
180 129,60
/! \ /!
150 108
N /! N
90 64,80
N /!
54
N
32,40.

Nimitys “binomimalli” tulee siité, ettd osakkeen arvo S; riippuu kolikko-
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muuttujista &, ..., & ainoastaan niiden summan

t
P
s=1
kautta ja tdmé summa X; on binomijakautunut parametrein ¢ ja p:

P =a) = ({)r-n

Osakekkeen S; binomimuuttujan X, vélinen yhteys on helppo ndhda:

(5.6) S = So(1+u>Xt(1+d)t‘X2
1+u
(5.7) X, = log S0 / 08 T

missd log on mikéd tahansa logaritmi. Kayttamalla yhteyksia (5.6) ja (5.7)
voimme laskea satunnaismuuttujan S; jakauman. Nimittéin, jos

oly) = ou(yind.S) = log gt log ot
niin
P(S,=y) = P<Xt = at(y)> = <az )p‘“(y)(l —p) W),
e(y)
kun a;(y) € {0,...,t} ja 0 muulloin. Lopuksi ndemme, ettd johtamiemme

kaavojen avulla prosessit S, R ja & voidaan esittda toistensa avulla “kat-

somatta tulevaisuuteen”. Téstd seuraa, ettd ne virittdviat samat historiat:
FS = FR =TF¢.
Seuraavaksi laskemme ehdollisia odotusarvoja binomimallissa.

5.8 Apulause. Olkoon F satunnaismuuttuja kolikkoavaruudelta. Tdlloin

E; [F] (wr---wr)

T—t

(5.9) Z Z F(wy- - Wiy .xT)pT—t—k(l _ p)k,

Tiq1-t -xpEAL

mMiSSd

T
A = {xm---xTe{o,l}T‘t: sz=k}-

s=t+1
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Todistus. Jokainen satunnaismuuttuja kolikkoavaruudelta voidaan kirjoittaa
kolikkoprosessin avulla: on olemassa sellainen funktio f:{0,1}T — R, ettd

Flor--wr) = f(gl(wl),...,éT(wT)>.

Kayttamaélla kolikkoprosessia ja poistamalla kaksoissummauksen huomaam-
me, ettd (5.9) voidaan kirjoittaa muodossa

Et[f(gla"ng)]
T—t
=S Gt )

k=0 It+1~~~IT6Ak

= Z 8 Ty 21)P (1 =2041) - P(r=27).

:Ct+1~~~ITE{O,1}T_t

Lopuksi huomaamme, etta

P(ft+1=$t+1) e 'P(fTZZUT) - P(ft+1=$t+1> L ér=zr ‘ ST >ft)

ja vaite on selvi. O

Kaavan (5.9) avulla voimme laskea minkd tahansa satunnaismuuttujan
ehdollisen odotusarvon binomimallissa. Kaavassa on kuitenkin 27~ summat-
tavaa, joten laskut voivat olla tyoldité jopa tehokkaalle tietokoneelle. Toisaal-
ta, jos satunnaismuuttuja riippuu w:sta ainostaan kolikkosumman X, tai
yhté hyvin osakkeen hinnan Sy, kautta niin pddsemme helpommalla. Seu-
raava aputulos kertoo miten.

5.10 Apulause. Olkoon X; =& +---+ & ja g : R — R. Tdlloin

(5.11) E;[9(Xi1s)] = Zg(Xt + ) (i)pw(l —p)¥®

Todistus. Todistuksen idea on katsoa léapi kaikki mahdolliset muutokset het-
kestéd t hetkeen ¢+ s. Otamme kayttoon eteenpéin katsovan aikadifferenssio-

peraattorin:
ASXt = Xt+s — Xt.

Tarkastamalla kaikki mahdolliset muutokset A,X; huomaamme, etté

9(Xiys) = Zg(Xt+x)1{ASXt=x}-

=0
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Koska tapahtumat {A;X; = x} ovat riippumattomia o-algebrasta F; ja
A X, on Bin(s, p)-jakautunut, niin saamme

E; [9(Xi1s)] = ZEt (X + 2)1a, X1=a})

— Z 9(Xe + 2)Eq [1a, x,=0}]

z=0

- Zg(Xt + 2)E [1{a, x,=2}]

= Zg(Xt + 2)P(AX, = 2)

= s

Olemme johtaneet kaavan (5.11). O

Arbitraasi ja taydellisyys

Binomimallin arbitraasivapaus on helppo méaérittas. Itse asiassa tilanne on
tismalleen sama, kuin yhden askeleen kahden tilan mallissa eli korollisessa
keskeisessd lelumallissa.

5.12 Viite. Binomimalli on arbitraasivapaa jos ja vain jos d < r < u.

Todistus. Jos r < d, niin yksinkertainen “osta ja pida’-sijoitusstrategia antaa
arbitraasin: otamme hetkelld ¢ = 0 lainaa Sp:n verran ja ostamme yhden
osakkeen. Hetkelld T meillé on velkaa So(1+7)T m verran, mutta osakkeissa
oleva varallisuutemme on pahimmassakin tapauksessa So(1+d)” > So(1+7)7
ja positiivisella todennékoisyydelld pahin mahdollinen ei sattunut. Jos r > u,
niin teemme arbitraasia kuten edelld, mutta myymalla lyhyeksi.

Olkoon sitten d < r < w. Talloin, ja vain talloin, voimme maéaéritella
ekvivalentin martingaalimitan Q kolikkoavaruuteen asettamalla

r—d
u—d

(5.13) ¢ = Q=1 =

Arbitraasivapaus seuraa nyt véitteestd 4.30. ]

Binomimallin ekvivalentti martingaalimitta méaraytyy ehdosta (5.13). Si-
ten se on valttamatta yksikéasiteinen.
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Binomimalli on aina tdydellinen: jokainen vaade voidaan toistaa jollakin
omavaraisella strategialla. Emme todista téta téssd. Sen sijaan todistamme
sen seuraavissa osioissa konstruoimalla “kédet savessa” kaikkien vaateiden
suojausstrategiat.

Differenssioperaattori A operoi ajassa: AX; = X; — X;_;. Seuraavat
kotikutoiset operaattorit “operoivat sattumassa’.

5.14 Maéaritelma. Olkoon X sopiva prosessi kolikkoavaruudelta. Hetkelld
t sen ennustettava muutos tai ennustettava Malliavin-differenssi VX; on
F;_1-mitallinen satunnaismuuttuja

VX (i wiq) = Xy(wr-wi1l) — Xy(wy -+ - wp10).

Ennustettava tappio VX, ja ennustettava voitto VX, ovat F,_;-mitallisia
satunnaismuuttujia

V Xi(wr-rwim1) = Xy(wr - we10) — Xog(wr - -wie),
V+Xt(w1 v wt_1> = Xt(wl v -wt_ll) — Xt—l(wl . ~wt_1).
5.15 Apulause. Olkoon M sopiva prosessi kolikkoavaruudelta. Talloin M
on martingaali jos ja vain jos
VM,
VM,

(5.16) p =

Todistus. Harjoitustehtava. O

5.17 Huomautus. Kaavaa (5.16) kannattaa verrata martingaalimitan kaa-
vaan. Jos r = 0, niin martingaalimitta madraytyy kaavasta

. d

LY

Toisaalta
V_St - St_ld,
VSt == St_1VRt = St_l(u — d)
Siispé
_d _ V5
Jos r # 0, niin diskontattu osakekurssi S on Q-martingaali, kun
r—d
q =

u—d
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Talloin
- 1
V St == ESt—l(d_ T)?
VS = ~vs, - ! Sy_1(u —d)
t = B, t = B, t—1\U )
joten -
r—d . V_St
Y14 olemme hieman oikoneet operaattorikalkyylissd. Jatdmme yksityiskoh-
tien tarkistamisen harjoitustehtaviksi. <

Eurooppalaiset optiot

Olkoon (B, S,Q,F,F,P) arbitraasivapaa binomimalli ja Q sen ekvivalentti
martingaalimitta.

Olkoon F' vaade kolikkoavaruudelta (2, F,F,P). Integroituvuuttaa tai
[rajoittuneiosuutta] ei tarvitse erikseen olettaa, silld kaikki satunnaismuuttu-
jat kolikkoavaruudelta ovat rajoitettuja. Témé johtuu siitd yksinkertaisesta
syysté, ettd binomimallissa = {0,1}7 on dérellinen. Jos F on toistettavissa
eli on olemassa sellainen omavarainen sijoitusstrategia 7, ettd ' = V| niin
lauseen 4.28 nojalla toistostrategiaan 7 liittyvi diskontattu varallisuus V7™
on (Q,F)-martingaali. Liséiksi V™ toistaa diskontatun vaateen F := F/Br.
Erityisesti diskontatussa maailmassa tarvitsemme hetkella ¢ < T' varallisuu-
den V[ diskontatun vaateen F toistamiseen. Poistamalla diskonttaukset, eli
prolongaamalla hetkeen ¢, saamme seuraavan tuloksen.

5.18 Viite. Olkoon F' toistettava vaade arbitraasivapaassa binomimallissa
ja 7 sen toistostrategia. Tdlloin F :n toistohinta hetkelld t < T on

1

_ T _ Q
(5.19) alF) = V7 = WEt [F].
Erityisesti cy(F) on yksikdsitteinen ja F :n tasapuolinen hinta hetkelld 0 on
c(F) = c(F) = ER[F].

Toistohinta ¢;(F") on my0s arbitraasivapaa hinta. TAmé pétee kaikissa ar-
bitraasivapaissa taydellisissd hinnoittelumalleissa. Heuristisesti syy on se, et-
té talloin vaade F' voidaan samaistaa sen toistostrategian 7 kanssa. Samasta
syysta téaydellisissé arbitraasivapaissa hinnoittelumalleissa ei voi olla useita
arbitraasivapaita hintoja. Téastd aiheesta puhumme tarkemmin seuraavassa
luvussa.
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5.20 Esimerkki. Laskemme eurooppalaisen osto-option F' = (Sp — K)* ar-
bitraasivapaan hinnan. Viitteen 5.18 nojalla toistohinta saadaan kaavalla

1 +
c(F) = WEQ (St — K)T].
Olkoon
2o = min{z>0: S(l+u)*(1+d)" " >K}

eli o on se méadra klaavoja, joka tarvitaan, ettd osakekurssi ylittda lunas-
tushinnan K. Jos xp > T, niin K > max;.S; ja optio on aina arvoton eli
¢(F) = 0. Muussa tapauksessa voimme kiyttdd kaavaa (5.11) ja saamme

C(F) = ; (SO Z(1+u)z(1+d)T_x(T)qx(1_q)T—z

(14 r)T = x
K Z <T) - q>T_,;> |

Tata kaavaa kutsutaan Coz—Ross—Rubinstein-hinnoittelukaavaksi. Se on
myOhemmin esitettdvan legendaarisen Black—Scholes-hinnoittelukaavan dis-
kreettiaikainen analogia. &

Siirrymme nyt etsiméén toistostrategioita.
Tarkastelemme aluksi tilannetta juuri ennen erédpéivaé eli hetkellda T'—1.
Télloin vaateen kirjoittajalla eli myyjalla on kaytossa varallisuus

1
_ Q
cr-1(F) = mET—l[F]‘
Kirjoittaja haluaa suojata vaateen F' hetkella T'. Kuten yhden askeleen ta-
pauksessa, on kirjoittajan ratkaistava Fp_;-mitalliset painot Gr ja vy yhté-
loparista

(5.21)  Br(wi--wr_ )1 +7)" +yp(wy - wr_1)Sp(wy - -wp_q1)

= F(w1 .. 'wT_11),
(522) ﬁT(wl s wT_l)(l + T)T + ’)/T(wl s -wT_l)ST(wl tee wT_10)
= F(wl N -wT_lO).

Ratkaisu on helppo laskea. Esitdmme vain osakepainon ~r ratkaisun. Pank-
kitilipainon (7 voimme nimittédin aina ratkaista yhtéalosta

Vi = Br(L+r)"" 4+ 7Sy,
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silla varallisuusprosessin V7™ tieddmme kaavasta (5.19). Ratkaisemalla yhté-
l16parin (5.21) — (5.22) saamme kaavan

F(w1 cee wT_ll) - F(wl < '(,UT_10>
ST(wl e 'WT—ll) - ST(WI e 'WT—10>‘

ryT(wl . 'wT—l) =

Kayttamalla ennustettavaa Malliavin-differenssid voimme kirjoittaa tdmén
kaavan muodossa

_VF  VV]
L T v
Kun muistamme, ettd V.Sr = Sy 1V Ry = Sr_1(u—d), niin saamme kaavan
VVE

T S u—d)

Jatkamalla edelld kuvatulla tavalla binomipuussa latvasta juureen loy-
damme toistostrategian .

5.23 Lause. Arbitraasivapaassa binomimallissa kaikki vaateet F voidaan
toistaa. Toistostrategia on yksikdsitteinen ja se mddrdytyy osakepainosta

A VEZ[F]
T S w—d)  Sau—d)(d )
ja varallisuudesta .
m . Q
‘/t - (1 _|_T>T—tEt [F]

Todistus. Tavallaan olemme tdmén lauseen jo todistaneetkin. Jatdmme yk-
sityiskohtien kokoamisen harjoitustehtéaviksi. O

5.24 Esimerkki. Tarkastelemme kahden askeleen binomipuuta, jossa Sy = 4,
u=1,d=-0,5jar=0,25. Itse puu on siis

16
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Téassd mallissa martingaalimitta on symmetrinen:

o= d
€= u—d
0,25 — (—=0,5)
1—(-0,5)
= 0,5.

Olkoon F' look-back-optio

F = f(S) = max(S;,—5)".

0<t<2

Laskemme option F' arvoprosessin V' kaymaélld binomipuuhun latvasta.
Latvahetkelld t = T = 2 tietysti Vo = F' eli

Vo(11) = max{(4—-5)",(8—5)",(16-5)*} = 11,
V5(10) = max{(4—5)",(8—5)",(4—5)"} :
V5(01) = max{(4-5)",(2-5)",(4—5)"} 0,
V5(00) max { (4 —5)",(2—5)",(1-5)*} 0.
Look-back-option arvot hetkelld t = 1 ovat
1 o 1 1 1
Vi(l) = : +rE1 Va](1) = 5 (11 53 5) = 5,60,
1 1 1 1
_ EQ — - - = 0.
Vi) = BRI = g (0-540-3) = 0

Laskemme sitten suojaushinnan eli option arvon hetkelld ¢ = 0:

1
o = et

1 1
— EQ EQ
1,25 {1,25 ! %]]

= L (560 1+0 L
125\ 77 2 2
= 224
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Option F' arvoprosessipuu, joka ei ole binomipuu, on siis

11
/!
5,60 \,
Ve 3
2,24
N 0
0 /!
N
0.

Lopuksi etsimme suojausstrategian. Hetkelld ¢ = 0

YA 2 A G S 71 () I
T Su—d) 1-3/2 = 0%

Hetkelld ¢t = 1 saamme osakepainoiksi

Via(1) Va(11) — V5(10)

(1) = m = 3-3/2 = 0,67.
V() V5(01) = VR(00)
72(0) = m = 2.3/ = 0.

Pankkipainot § saamme kaavasta

Vier — %St—l
& By
Hetkelld t =0
01 = 224-093-4 = —148
ja hetkelld t =1
1
1) = — . = 1
Ba(1) 195 (5,60 — 0,67 - 8) 0,19,
1
frg — . 2 g .
B(0) = 15 (0-0-2) = 0

<

Lause 5.23 késittelee yleisid johdannaisia. Oletamme nyt, ettd johdannai-
nen F' ei ole polkuriippuvainen, vaan muotoa F(w) = f (Sr(w)). Koska Sr
voidaan lausua kolikkosumman X7 avulla, niin voimme yhta hyvin olettaa,
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etti, F(w) = f (Xr(w)). Téssi tapauksessa voimme esitéé tulokset 5.18 ja

5.23 helpommin laskettavassa muodossa. Nimittdin kaavan (5.11) nojalla
1
Vi = ————E2[F
t (1 + T)T_t t [ ]

= WE? [f(XT)}

T—t

= W > f(Xi+ ) (T; t) q¢(1—q) "

Huomaamme, ettd V™ riippuu w:sta ainoastaan kolikkosumman X, tai yhta
hyvin osakkeen hinnan S;, kautta. Toisin sanoen V™ on markoviaaninen:

‘/tﬂ = Ut(St)'
Kun vield huomaamme, etté
VI = u(Sa ) —u(Sa+a),
olemme l6yténeet tuloksille 5.18 ja 5.23 helpommin laskettavan version.

5.25 Viite. Binomimallissa polkuriippumattoman johdannaisen F = f(St)
toistohinta hetkelld t < T on

™ < Tr—t Ttm
Vit = u(S) = 1+7‘ Z (X + ) . q*(1—q)
2=0

missi f(X,) = f(S,). Toistoon liittyvit osakepainot saadaan kaavasta
Ut(St_l(l + U)) — 'Ut(St_l(l + d))

St_l(u — d)
5.27 Huomautus. Kdytannossa ei yleensd kannata kayttad viitteen 5.25 kaa-
vaa. Sen sijaan v:(S;) kannattaa laskea rekursiivisesti kdyttden tietoa

vr(Sr) = f(Sr)

(5.26) Y% = g(Si1) =

ja rekursiokaavaa

1

V-1(Si-1) = WE?—I[]C(ST)]

= 1—_17”EtQ—1 {WE? [f(ST)H
= ﬁE?—I [vt(St)}
(5.28) - - ir (0 (St (L) g+ 00 (s (14 ) (1= ).
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5.29 Esimerkki. Tarkastelemme digitaalioptiota
F(w) = f(52(w)) = 1{(S2(w2))

esimerkin 5.24 binomipuussa. Nyt X, = log, (5:2°2) ja f(S;) = f(X,), missi

f(x) = 143 (x). Siten, viitteen 5.25 nojalla,

J— s 2 —t
Ut(St) = W Z 1{1} <10g4 (Stz ) + 37) ( )
’ z=0

T

Emme kuitenkaan kdytd titd laskuissamme, vaan rekursiota (5.28).
Laskemme varallisuusprosessin. Erdpéivand tietysti ve(S2) = f(Ss) eli

U2(16) = 0, U2(4) = 1, "Ug(l) =0.

Hetkelld ¢t = 1 saamme rekursiokaavasta (5.28), etté

1 1 1

u®) = 15 <v2(16) 5 Hea(d) 5) = 0,40,
1 1 1

’Ul(2> = 1725 <’U2(4) : 5 + ’UQ(].) : 5) = 0,40

(se, ettd v; on vakio, on sattumaa). Hetkelld ¢ = 0 saamme, niin ikdén
rekursiokaavasta (5.28), suojaushinnaksi

1 1 1
Vo = U0(4) = 1725 <U1(8) : 5 +U1(2) : 5) = 0,32
Laskemme lopuksi osakkeiden suojauspainot. Hetkellda ¢ = 0 saamme
kayttamalla kaavaa (5.26)
8) — v (2
i = 2Oy

4-3/2

Hetkelld ¢t = 0 emme siis tee vield mitdén. Hetkelld ¢ = 1 kaava (5.26) antaa

v2(16) — va(4) ~1
928) = — 832 .o~ —0,08,
. U2(4)—U2(1) . 1 .
©2) = 535 = 3 = 0%
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Amerikkalaiset optiot

Amerikkalainen optio on stokastinen prosessi F' = (Fy)i<r, missi Fy, t < T,
on option sisdinen arvo: jos option haltija kdyttad option F' hetkelld ¢, niin
hén saa Fj:n verran euroja. Luonnollisesti oletamme, ettd F on F-sopiva
prosessi eli siséinen arvo on jokaisella hetkelld tiedossa.

Tarkastelemme aluksi tilannetta option kirjoittajan eli myyjan kannalta.
Option F' haltija voi kédyttdd optionsa minéd hetkend hyvénsd erdpaivadn
mennessd. Kirjoittajan tappio on siis F,, missd 7 on se hetki jolloin haltija
kéayttaa option. Kirjoittaja ei tiedd koska haltija aikoo kdyttad optionsa. Han
voi kuitenkin laskeutua binomipuun latvasta juureen seuraavasti. Oletamme,
ettd optiota ei ole kiytetty hetkella T'—2. Hetkella T'—1 haltija joko kayttaa
option tai sitten ei. Jos optiota ei kiytetd hetkella T'— 1, niin se kdytetain
hetkelld T ja kirjoittaja tarvitsee hetkelld T'— 1 varallisuuden

1

1—+TE1Q_1 [Fr]

option Fr suojaamiseen. Jos taas optio kdytetddan hetkelld 7' — 1, niin suo-
jaamiseen tarvittava varallisuus on option sisédinen arvo Fpr_;. Siten hetkelld
T — 1 on kirjottajalla oltava varallisuus

1
Ur_, = Fr_, —E® [F
T-1 max{ Tlal_i_r T_l[T]},

jotta suojaaminen onnistuisi. Jatkamalla tétd péadttelyd kohti binomipuun

juurta huomaamme, etté kirjoittajalla on hetkella ¢ < T oltava varallisuus

1

(530) Ut = Inax {Ft i ]_——H’EtQ [Ut+1]} y

jotta hén voisi suojautua option haltijaa vastaan. Osoittautuu, ettd binomi-
mallissa tdmé& suojautuminen on aina mahdollista, ja jos option haltija ei
kédytd optiota optimaalisella hetkelld, niin kirjoittaja saa voittoa.

5.31 Maiédritelmé. Kaavan (5.30) médrittelema prosessi U = (Up)i<r oOn
amerikkalaisen option F' = (F});<r ulkoinen arvo (myyjan kannalta).

Entd miké on tilanne option haltijan kannalta? Erityisesti haltijaa kiin-
nostavia kysymyksia ovat:

(i) Milloin optio kannattaa kayttaa?

(ii) Milloin option kirjoittaja voi voittaa?
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Vastaukset 10ytyvit optimaalisen pysdytyksen teoriasta ja Doobin hajotel-
masta. Aloitamme pysédyttelemélla prosesseja ja erityisesti ylimartingaaleja.

5.32 Maairitelmd. Olkoon Y jokin [F-sopiva prosessi ja 7 jokin F-
pysaytyshetki. Pysdytetty prosessi Y7 on

t
Y;ST = Ymin{t,T} = Z }/;1{7:5} + Yyt]-{7'>t}-
s=0
Asettamalla 7, := 1{;>,) voimme kirjoittaa
t
Y/ = Yo+ ) nAY.
s=1

Seuraava apulause seuraa téstéd esitysmuodosta. Jatdmme yksityiskohtaisen
perustelun harjoitustehtavéksi.

5.33 Apulause. Olkoon Y T -sopiva prosessi ja T F-pysdytyshetksi.

(i) JosY on (P,F)-(yli)martingaali, niin pysdytetty prosessi Y™ on myds
(P, TF)-(yli)martingaali.

(ii) Olkoon F-pysdytyshetki T < 7. Tdlloin, jos Y on (P,F)-martingaali,
niin E[Y:] = E[Y,] ja jos Y on (P,F)-ylimartingaali, niin E[Y;] <
E[Y,.].

Ensimmaéinen optimaalinen hetki kéiyttad amerikkalainen optio loydetéaan
kayttamalla Snellin peitteita.

5.34 Mairitelmé. Olkoon Y jokin P-integroituva F-sopiva prosessi. Sen
Snellin peite U méaaraytyy rekursiivisesti ehdoista

(i) Ur = Yrp,
(11) Ut = max {}/t, Et[Ut+1]} .
Seuraava tulos antaa Snellin peitteen laadullisen mééritelmén.

5.35 Apulause. Olkoon Y jokin P -integroituva F-sopiva prosessi. Sen
Snellin peite U on pienin (P, TF)-ylimartingaali, joka on sitd suurempi.

Todistus. On ilmeisté, ettd U on Y :td suurempi, koska

Ut = Imnax {}/; s Et[Ut-i-l]} .
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Téstéa samasta yhtilosta seuraa, ettd U, > E;[Uy4] eli U on ylimartingaali.
Olkoon sitten U jokin toinen ylimartingaali, joka on Y :té suurempi. Koska
Ur = Yr, niin ﬁT > Ur. Teemme sitten induktio-oletuksen ajassa taakse-
pain: [7t+1 > Uy . Télloin

Uy > EifUn] > EfU]
Toisaalta myos U, >Y,. Siten
U, > max{Y, E[U]} = U,
eli U on pienin Y :t4 suurempi ylimartingaali. O

5.36 Apulause. Olkoon Y jokin P -integroituva sopiva prosessi ja U sen
Snellin peite. Olkoon Ty, € To ensimmadinen hetki, jolloin Y koskettaa pei-
tettdadn:

Tmin = f{t<T : U =Y}

Tdlloin pysdytetty prosessi U™ on (P, F)-martingaali.
Todistus. Tarkistamme aluksi, ettd 7., on F-pysédytyshetki. Nyt
{Tmin>t} = {Yl <U1,...,}/t<Ut} € 97157

silld prosessit U ja Y ovat F-sopivia. Siten {7yin < t} € Fy, sillé se on joukon
{Tmin > t} komplementti.

Osoitamme sitten, ettd U™ on martingaali. Olkoon 7, := 1. >4 . Nyt
1 on ennustettava ja

(5.37) AU = npAU = 1o AU,
Kayttamaélla Snellin peitteen ja 7, :n méaédritelmid ndemme, etté

Lty Ue = Ligserny max {Yy, E[Upga ]}
= 1{Tmin2t+1}Et I:Ut"’_l]
Sijoittamalla tdmé tulos yhtéloon (5.37) saamme

AU = 1psey (U — E¢ [Upa]) -

Ottamalla ehdolliset odotusarvot saamme

E, [AUffin} = E [1{Tmin2t+1} (Ut+1 —E, [Ut+1])]
= 1oy B (Ui — E¢ [Upga])]
= 0.

Siis U™i» on martingaali. O
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5.38 Apulause. Olkoon Y jokin P -integroituva F-sopiva prosessi ja U sen
Snellin peite sekd Tmin € To kuten apulauseessa 5.36. Tdalloin

(539) Ut = sup Et [YT]

TET:

ja erityisests

(5.40) Uy = E[Y,.] = supE[Y;].

7€To
Todistus. Jatdamme viitteen (5.39) harjoitustehtéviksi ja todistamme véit-
teen (5.40).
Apulauseen 5.36 nojalla U™i» on martingaali. Siten

Uy = E[U

Tmin

| = EN,.l

Olkoon sitten 7 jokin pysaytyshetki. Nyt U on ylimartingaali. Apulause 5.33
sanoo, etta pysaytetty prosessi U™ on myo6s ylimartingaali. Siten

Uy = U;j > E[U;] = E[U] > E[Y,].
Siispd mielivaltaiselle pysdytyshetkella 7 pétee, ettéd
EY,, = Uy > BV
eli E[Y; . | > sup,.q, E[Y;]. Viite seuraa nyt siité, ettd 7y € To. O

5.41 Maéaritelmé. Olkoon Y jokin P-integroituva [F-sopiva prosessi.
Télloin F-pysdytyshetki 7, € Ty on optimaalinen hetki (tarkemmin IF-
optimaalinen) pysdyttaéd prosessi Y, jos

EY;,] = supE[}Y;].

T7€T0

Seuraava apulause karakterisoi kaikki optimaaliset pysaytyshetket Snellin
peitteiden avulla.

5.42 Apulause. Olkoon Y jokin P -integroituva F-sopiva prosessi ja U sen
Snellin peite. Tdlloin F-pysdytyshetki T on optimaalinen Y :lle jos ja vain
jos

(5.43) Y, =U. ja U™ on(P,F)— martingaali.

Todistus. Se, ettd ehdon (5.43) toteuttavat pysdytyshetket ovat optimaalisia
seuraa apulauseen 5.38 todistuksesta. Nimittédin todistaessamme, ettd Tiin
on optimaalinen kiytimme pysdytyshetkestd 7,,;, hyvéiksi ainoastaan tietoja
Y, =U,.  ja U™~ on martingaali.

Tmin Tmin
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Olkoon sitten 7 jokin optimaalinen pysdytyshetki. Tehtdvimme on siis
osoittaa, ettd Y, = U, ja ettd U” on martingaali. Koska joka tapauksessa
U™ on ylimartingaali, niin

Uy > E[U] > E[Uj] = E[U,]
Koska 7 on optimaalinen, niin
U] = EY,] - ElY,,] = U

Nédemme, ettd E[U,—Y,] = 0. Koska liséiksi U, > Y, , niin U, = Y, . Osoitam-
me sitten, ettd U7 on martingaali. Edellisen nojalla E[U]] = Uy eli ylimar-
tingaalin U7 odotusarvo on vakio. Mutta ylimartingaali, jonka odotusarvo
on vakio on martingaali. Nimittdin ehdoista

EL[U7] < UL, ja  E[U] = E[U]
seuraa, ettd satunnaismuuttuja ¥ = E,_;[AU]] < 0, mutta E[Y] = 0. Siten
Y =0 eli U™ on martingaali. O

Nyt tieddmme, ettd ensimméinen peitteenkosketushetki 7,,;, on ensim-
méinen optimaalinen pysaytyshetki. Seuraavaksi etsimme viimeisen optimaa-
lisen pysédytyshetken. Téhédn tarvitsemme Doobin hajotelmaa.

5.44 Apulause. Olkoon Y (P,F)-ylimartingaali. Tdlloin sille on olemassa
yksikdsitteinen Doobin hajotelma

i = M, — A,
missé M on (P,F)-martingaali, jolle My = Yy, ja A on kasvava F-
ennustettava prosessi, jolle Ag = 0.

Todistus. Paras tapa todistaa hajotelman olemassaolo on etsid se. Prosessi
M on martingaali, jos muutosprosessi AM on martingaalidifferenssi eli

Et—l [AMt] - 0
Nyt pakotamme martingaalidifferenssin AM esiin prosessista Y seuraavasti:
AM, = Y, —E;4[Y]

Talloin AM on mité ilmeisimmin martingaalidifferenssi. Ehdosta Y = M —
A eli AY = AM — AA saamme taas kaavan prosessille A:

Ady = —(AY - AM,)
= (V- (i~ B ) )
— —<—Y2—1 +E; [Yt])

— —E [V - Y]
— —E..[AY).
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Néemme, etté prosessi A on ennustettava. Liséksi, koska Y on ylimartingaali,
niin A on kasvava. Summaamalla differenssit ja valitsemalla alkuarvon M, =
Yy (ja siten Ag = 0) olemme 16ytéaneet prosessin Y Doobin hajotelman:

t
M= Yo+ Y (Y- B vi]),
s=1

t
A = =) E. 4 [AY].
s=1

Todistamme sitten, ettd hajotelma Y = M — A on yksikésitteinen. Olkoon
(M ,/I) jokin, mahdollisesti toinen, Doobin hajotelma prosessille Y. Koska
nyt Y = M — A = M — A, niin menemélld differensseihin ndemme, etti
AM—AA = AM—AA. Tisti seuraa edelleen, ettda AM —AM = AA—AA.
Koska AM ja AM ovat martingaalidifferensseji ja prosessit A ja A ovat
ennustettavia, niin

0 - Et—l |:AMt - AMt]
- Et—l |:AAt — Aziit:|
= AA, — AA,.
Titen siis A = A. Siten myos M = M. O

Binomimallissa voimme esittdd ylimartingaalin Y Doobin hajotelman
sattumaoperaattoreiden V ja V™ avulla:

AM = AY+<V‘Y+pVY),
AA = —(V—Y+pVY).

Talloin on helppo nahdi, ettd AY = AM — AA eli Y = M + A. Liséksi
véitteen 5.16 avulla ndemme, ettd M on martingaali.
Viimeinen optimaalinen pyséytyshetki 16ytyy Doobin hajotelmasta.

5.45 Apulause. Olkoon Y jokin P -integroituva F-sopiva prosessi ja U sen
Snellin peite. Olkoon U = M—A (P, F)-ylimartingaalin U Doobin hajotelma

ja

Tmax = nf{t <T : Ay > 0},
MiSSG Tmax = 1 jos Ay = 0 kaikilla t < T. Talloin Tmax on viimeinen
optimaalinen F-pysdytyshetki pysdyttdia prosessi Y .
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Todistus. Pitéa siis osoittaa, etti (1) Tyax on pysiytyshetki, (ii) 7ax on opti-
maalinen ja (iii) jos 7T > Tiax ja P(7 > Timax) > 0, niin 7 ei ole optimaalinen.
Kohdat (i) ja (ii) jatdmme harjoitustehtiaviksi. Toteamme vihjeeksi, etta
kohta (ii) seuraa apulauseesta 5.42.
Tarkastelemme kohtaa (iii). Nyt E[A.] > 0. Siten

ElU7] = E[U]
= E[M,] - E[4,]
= Up—E[4/]
< Uj.

Koska martingaalin odotusarvo on vakio, niin U” ei voi olla martingaali.
Siten, apulauseen 5.42 nojalla, 7 ei voi olla optimaalinen. O

Palaamme takaisin binomipuuhun.
Edellisen perusteella tieddmme, ettd amerikkalaisen option F' = (F});<r
arvo hetkelld T' on Ur = Fr ja hetkelld ¢ sen arvo on

1

F,
Ut = Sup EtQ {W} = maX{Ft, m

EQ [Ut+1]}.
Diskonttaamalla saamme
O = max{F, B2 0]},

Prosessi U on (Q,F)-ylimartingaali, silli se on diskontatun sisdisen arvon
(F})i<r Snellin peite. Siten amerikkalaisen option optimaaliselle kaytolle pé-
tee:

(i) Ensimmaéinen optimaalinen hetki kiyttad optio on
Tmin — inf {t : Ut = Ft} = inf {t : Ut == Ft}

(ii) Alkuarvo
Uy = E® [Fr] = sup E@ [F,]

T7€T0
on option arbitraasivapaa tasapuolinen suojaushinta.
(iii) Jos U =M — A on (Q,F)-ylimartingaalin U Doobin hajotelma, niin
Tmax = inf {t c Appy > O}

on viimeinen optimaalinen pysédytyshetki kiayttaa optio.
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Tarkastelemme sitten suojaamista. Olkoon U = M — A option F' diskon-
tatun hinnan Doobin hajotelma. Méérittelemme apuvaateen G asettamalla

G = (]. + T)TMT = MT,

eli G = Myp. Tami eurooppalainen vaade voidaan toistaa. Toistostrategian
7 diskontattu arvoprosessi on V™ = M ja tarvittava alkupddoma on ¢(G) =
EQ[M7]. Doobin hajotelma voidaan nyt kirjoittaa muodossa

Ut - ‘_/tﬂ - At-
Jos t < Tax, niin Uy = ‘_/t” ja alkupddomalla ¢(G) voidaan suojata amerik-
kalainen optio ennen viimeistd optimaalista pysdytyshetked 7,.,. Toisaalta,
jos t > Tyax, niin optio kdytettiin epdoptimaalisella hetkelld. Talloin option

kirjoittaja on ylisuojannut option ja saa voittoa A; = (1 + r)'A;:n verran.
Kokoamme havaintomme amerikkalaisten optioiden toistolauseeksi.

5.46 Lause. Olkoon F = (F})i<r amerikkalainen vaade arbitraasivapaassa
binomimallissa. Sen toistohinta hinta Uy mddardytyy rekursiivisesti kaavoista

UT = FT>
1

U, = R, —
K max{ P4y

E? [Utﬂ]} :

Lisiksi F' on toistettavissa ja sen toistostrategia ™ = ((3,7) mddrdytyy va-
rallisuuksista UT = Uy ja osakepainoista
VUF
"= e
St_l(u - d)
Mikdli option haltija kdyttdad option hetkelld T, niin option suojaaja voit-

taa varallisuuden (1:#7")7121“ missd A tulee ylimartingaalin U Doobin hajo-
telmasta U = M — A. Jos T on optimaalinen, niin A, =0.

5.47 Esimerkki. Tarkastelemme esimerkin 5.24 binomipuuta. Siis T = 2,
So =4, u=1,d= -05jar = 025 sekd ¢ = 1/2. Tarkastelemme
amerikkalaista myyntioptiota F; = (5 — S;)".

Olkoon U = (Uy)i<2 myyntioption arvoprosessi. Erédpaivané

Uy(11) =0, Uy(10) =1, Uy(01)=1, Uy(00)= 4.
Jatkamme rekursiolla taaksepéin.

U, = max {(5 —S,)*, 0,80 - EQ [Um]} .
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Nyt
EQ[U,] (1) = Uy(11)g+ Uy(10)(1 — q)
1 1
= 0.--4+1-=
0 513
= 0,50.

Koska (5 —51(1))" = (5—8)" =0, niin
Uy(1) = max{0,0,80-0,50} = 0,40.
Samanlaisella laskulla ndemme, ettéi
Ui(0) = max{3,2} = 3.
Hetkelld 0 saamme (5 —Sp)T =(5—-4)" =1 ja

0,80 - EQ[U;] = 0,80- (0,40 - % +3- %) = 1,36.
Siten amerikkalaisen myyntioption (5 —.S;)* hinta on Uy = 1,36.
Selvitamme sitten ensimméisen optimaalisen pysaytyshetken. Jos t =0,
niin Uy = 1,36 > 1 = (5 — Sp)™. Siispd T > 0. Hetkelld ¢ = 1 ja tilalla
& = 1 vallitsee Uy(1) = 0,40 > 0 = (5 — 8)*. Siten 7yuin(1) > 1 ja koska
T = 2, niin Ty, (1) = 2. Samalla tavalla ndemme, ettd T, (0) = 1.
Selvitamme viimeisen optimaalisen pysdytyshetken. Laskemme aluksi
Doobin hajotelman diskontatulle arvoprosessille. Nyt Uy = Uy = M, = 1,36
ja hetkelld t = 1 saamme
_ 1 1

M, = My+——1U —
' S I R

= 1,36+ 0,80 (0,40 - L1y + 3 Lig ) — 0,80 - EQ[U]
= 1,364 0,80 - (0,40 - 1(¢,—1} + 3 - Lig,—0y) — 1,36
= 0,32 Ly =1y +2,40 - 1(¢,).

Havaitsemme, ettd M; = U;. Siten A; =0 ja Tymax > 1. Nyt

0,80°-E; [Us] = 0,80 (0,40 Lyt + 2 Lig—0y)

E® U]

mistd saamme, etté

M, = M, +U,—0,80%-EX[U,]
= Uy + 0,80 1i¢,—g).
Téstd ndemme, ettd Tmae = 1, jos & = 0. Nimittdin nyt Ay(1) = 0,80.
Siispé, jos option haltija ei kayté optiotaan hetkelld ¢ =1, kun & = 0, niin
option myyji saa voittoa summan 0,8072 - A5(0) = 1,25 verran
Jatdmme lopuksi harjoitustehtéviksi laskea suojausstrategian. O
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5.48 Huomautus. Esimerkin 5.47 optio oli polkuriippumaton: F, = f(S;).
Kuten eurooppalaisessa tapauksessa, voimme talloin laskea toistovarallisuu-
den ja osakepainot markoviaanisesti. Nimittdin nyt U; = uy(S;), missé

ur(St) = f(S7),
u(S;) = max {f(St) ) %ME? [Ut+1(5t+1)]}
(Se(1+u))g + u1(Se(1 +d))(1 — q) } ‘

— max {f(St) , Yot Tt r

Toistostrategia on

up(Si—1 (1 +u)) — ug(Si—1 (1 + d))
St_l(u — d) '

Y = gt(St—1> =

<&

Lopetamme osion tarkastelemalla amerikkalaisten ja eurooppalaisten op-
tioiden eroja. Lienee ilmeisté, ettd amerikkalaisen option hinta on vastaavaa
eurooppalaista optiota korkeampi. Seuraava tulos kertoo, koska hinnat ovat
samoja.

5.49 Viite. Olkoon F;, t < T, jonkin sopimuksen sisdinen arvo. Olkoon
vastaavan amerikkalaisen option arvo U, ja eurooppalaisen arvo Vy. Tdlldin
Uy > Vi kaikilla t < T'. Edelleen, jos V; > F; kaikilla t < T, niin Uy =V,
kaikilla t <T ja siten Tmax = 1 .

Todistus. Viitteen U, > V; todistuksen jatdmme harjoitustehtévaksi.
Oletamme sitten, ettd V; > F}, jolloin V; > F,. Koska V on martin-
gaali, niin se on my6s ylimartingaali. Toisaalta U on pienin ylimartingaali,
jolle U, > F,. Siten U, < V;, ja erityisesti U, = V,. Osoitamme lopuksi,
ettd Toax = 1. Koska U = V on martingaali, niin sen Doobin hajotelmas-
sa ennustettava kasvava prosessi A on identtisesti 0. Siten tulos Toax = T
seuraa apulauseesta 5.45, joka karakterisoi viimeisen optimaalisen pyséytys-
hetken. O

5.50 Esimerkki. Tarkastelemme osto-optiota (S; — K)*. Koska S on Q-
martingaali, niin eurooppalaiselle arvolle pétee
- 1

_ Q +
Ve = garle [(Sr—K)']

O—F;T)TE? [ST - K]
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_ 1
> B[] - K
_ 1
= S Kg
Siten .

Vi 2 S5 - Sy — K.

K (14r)T—t =
Lisdksi, koska V; > 0, niin V; > (S; — K)*. Siten viitteen 5.49 nojalla
amerikkalaisilla ja eurooppalaisilla osto-optioilla on sama hinta ja viimeinen
optimaalinen hetki kéyttaa amerikkalainen osto-optio on erédpaiva T'. &

5.51 Huomautus. Esimerkin 5.50 tulos ei pdde myyntioptioille. &

Harjoitustehtavii lukuun 5

5.1. Etsi binomimallin kaikki muunnokset (ja kddnteismuunnokset) S «
R < X < &. Perustele myos, miksi F® = FFf = FX = F¢.
5.2. Etsi huomautuksen 5.5 muunnokset v = u(y, o,p) ja d = d(u,o,p).
5.3. Miksi kaavassa (5.9) ei esiinny binomikertoimia, mutta kaavassa (5.11)
esiintyy?
5.4. Todista apulause 5.15.
5.5. Perustele huomautuksessa 5.17 kédytetyt kaavat

V™S5 = SV R, = Sid,

VS = 51 VR, = Si1(u—d).

ja
VS = L (VS—rS.) = ~Sa(d-r)
t = B, t — T'ot-1 = B, t—1 ),
_ 1 1
VSt = EVSt = ESt_l(u — d)

5.6. Tarkastelemme yleistettyd binomimallia eli binddrimallia. Tilannetta
kuvaa aikaepahomogeeninen haarautuminen

Si(1 4 ugy1) tn:llé pyyq
/!

N\

Sy — St+1

Si(1 4 diy1) tn:lld 1 — pyya,
missé d; < uy ovat ennustettavia ja p; € (0, 1) kaikilla ¢t < T'.
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(a) Olkoon korkoprosessi
AB;

By

deterministinen. Osoita, ettd malli on arbitraasivapaa jos ja vain jos

= Tt

U < 1 < dt
kaikilla ¢ < T'. Ma&réda ekvivalentti martingaalimitta.

(b) Oletamme, ettd korkoprosessi r = (r¢)i<r ennustettava. Anna ehto
arbitraasivapaudelle ja méérda ekvivalentti martingaalimitta.

5.7. Todista lause 5.23.

5.8. Laske digitaalioption 1;g,—161 arvoprosessi V' ja toistostrategia m =
(8,7) esimerkin 5.24 binomipuussa.

5.9. Olkoon 7 pysédytyshetki. Osoita, etté prosessi 7, missa

e = 1{72t},

on ennustettava ja, etté

t
YT = Yo+ ) nAY.

s=1
5.10. Todista (edellisen harjoitustehtévéin avulla) apulause 5.33.

5.11. Osoita, ettd prosessi M = (M;)<r on martingaali jos ja vain jos
E[M,] = My kaikilla pyséytyshetkilla 7 € Tj.

5.12. Todista kaava (5.39).

5.13. Todista apulauseen 5.45 kohdat (i) ja (ii).
5.14. Kokoa todistus lauseelle 5.46.

5.15. Laske esimerkin 5.47 toistostrategia.

5.16. Olkoon F' = (F});<r jonkin sopimuksen sisdinen arvo. Olkoon U si-
td vastaavan amerikkalaisen option ulkoinen arvoprosessi ja V' vastaavan
eurooppalaisen option ulkoinen arvoprosessi. Osoita, ettd U; > V; kaikilla
t<T.

5.17. Perustele huomautus 5.51 esimerkilla.

5.18. Olkoon binomimallissa T = 2, Sy = 150, v = 2/5, d = —1/5 ja
r = 1/10. Laske amerikkalaisen myyntioption (max,<;(140 — S;)"),., suo-
jaushinta.



Luku 6

Rahoitusteorian pailauseet

The great tragedy of science, the slaying of a beautiful theory by an
ugly fact. — Thomas Henry Huxley

Yleinen diskreettiaikainen malli

Rakennamme yleisen d:n osakkeen ja ennustettavan koron hinnoittelumallin
(B, S,Q,F,F,P). Perusjoukko € on jonoavaruus, tai tuloavaruus,

Q = Qyx-ox Q1 X Qy X Qg X0 X OQp

Koska haluamme, ettd vektoriarvoinen osakeprosessi S = (S},...,S%)<r
elds avaruudessa €, niin jokaisella hetkelld ¢ valitsemme €, = R? eli ) =
R>T | Tillsin w € ©Q on muotoa

W = Wi W—WilWpgr Wy
missd wy € R, t < T. Kanoninen prosessi ¢ on koordinaattikuvaus
&(w) = w € RL
Historia F on &:m generoima: F = F¢ eli F, generoituu joukoista
{weQ: gw)<al}, rLeRi=1,...,d s<t

Tamé tarkoittaa sitd, ettd F; kertoo alkiosta w = wy---wr sen ¢ ensim-
maistd koordinaattia wq ---w;. Kaikkien tapahtumien joukoksi valitsemme
sen, mitd olemme havainneet hetkeen T" mennessi: F = Fp. Todennékoisyys
P tuloavaruudessa () ei ole valttdmatta tulomitta eli satunnaisvektorit &;,
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t < T, eivat valttamatta ole riippumattomia. Voimme kuitenkin disintegroi-
da P:n ehdollisiin todennékoisyyksiin:

P edw) = P(& €dwy,.. .. ér € wr)
= Py(& €dwy,. ., & € dwy)
(61) X Pt(ft-ﬁ-l € dwt+1,. L Wr € dwr | 51 = W1, . - St = wt).

Téssd Py(-) on mitan P rajoittuma o-algebraan F; eli P(-) nikee w:sta
vain koordinaatit w;---w;. Ydin Py(:|-) on F;-ehdollinen todennikoisyys,
joka on rajoittunut F;:n “komplementtiin” eli kun w; ---w; on kiinnitetty,
niin P;(-|w; - - -w;) on mitta, joka ndkee w:sta vain koordinaatit wyiq - -wr.
IIman kanonista prosessia voimme kirjoittaa kaavan (6.1) lyhyemmin:

(6.2) P(dw) = Py(dw; - wy)P(dwipy - wp|wy---wy).
Jatkamalla disintegrointia jokaisen aika-askeleen yli saamme hajotelman

P(dw) = f’l(dwl)f’g(du& ‘ wl)Pg(dW3 ‘ wlwg) e
(6.3) - Py(dwy |wy - wiq) - Pr(dwr |wy -+ - wr—q),

missi. Py on F,_;-ehdollinen todenniikdisyys, joka nikee alkiosta w ainoas-
taan koordinaatin w;, kun wy ---w;_1 on kiinnitetty.

Olemme rakentaneet tarkoituksiimme sopivan historiallisen todenné-
koisyysavaruuden (2, F,F,P). Yleinen hinnoittelumalli on nyt kokoelma
(B, S,Q,F,F,P), missid pankkitili B on F-ennustettava RT-arvoinen pro-
sessi ja osakevektori S on F-sopiva (R?)*-arvoinen prosessi.

Disintegraation olemassaolo avaruudessa R on syvillinen mittateo-
reettinen totuus ja mitan P disintegraation l6ytdminen on yleensé vaikeaa.
Kaytdnnosséd tdmé ei kuitenkaan ole juuri koskaan ongelma, silla tavallisesti
malli rakennetaan juuri kaavan (6.2) tai (6.3) avulla. Itse asiassa disintegroin-
nissa on kyse tutusta ketju- tai tulosddnnosta

(6.4) PANn---NA,) = P(A)P(AyJA)P(A3|A1 N As)---
...P(An‘Alm...mAn_l)
silld erotuksella, ettd nyt ehdollistava joukko voi olla nollamitallinen.

6.5 Esimerkki. (1) Kolikkoavaruudessa

t t
Py(dw--w) = [[Pdw,) = J]P{w.}).
s=1 s=1
T
_ _ Ws 1—ws
Pt(dwt—i—l"'wT‘wl"'Wt) = Pt(dwtﬂ"'wT) = H p (1 —p) )

Pt(dwt ‘ w1+ 'wt—l) = Pt(dwt) = pwt(l — p)l_wt.
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(ii)) Olkoon ¢ on diskreetti eli & :n arvojoukko on numeroituva joukko
{wl,w?, .. .}. Oletamme liséiksi, ettd & on markoviaaninen eli

P(ft+1 =wi,...,{r=wr | S1=w1,. . ., &Z%)

= P(€t+1:u)17- s ér=wr | £t:wt).

Télloin disintegrointikaavat (6.2) ja (6.3) saavat muodot

P(dw) = Pi(dw; - wy)P(dwisr - wr | wy)
= Pl(dwl)PQ(dWQ ‘ W1>P3(du}3 | wg) e PT(dwT | wT_l),

missé

Pt(dwt+1 cccWwr | Wt) = P(ft+1 =Wty - Er=wr ‘ §tzwt),

Pt(dwt | Wt—l) = P(ft = Wt ‘ §i1 = Wt—l)-

(iii) Olkoon & = (&)1, R-arvoinen ja jatkuvasti jakautunut tiheysfunktiolla

feli
P(§1 Edwl,...,gTedwT) = f(wl,...,wT)dw1-~-dwT.

Vektorin (&), ehdollinen tiheysfunktio ehdolla (&,,)%_; saadaan marginaa-
lien osaméérasti, jotka saadaan integroimalla pois “ylimééréiset” muuttujat:

fke(wt:[?"'?wt ;w«sl?“‘?wS)
flwy,. .o ywe |Wsyy oo ws,) = ’ k £
( t1 ty ‘ 1 z) fe(ws17 o ,ws»
IRT—k—Z f(wh e 7WT) dwu’; e 'dwu;;
IRT—Z f(wb s awT) dws’l‘ T 'dwsz 7
missa {uj,...,upr_ .} ={1,....,T}~{t1,... tk, S1,...,S¢} on niiden indek-
sien joukko, joista ei puhuta ja {s},...,s7 ,} ={1,..., T}~ {s1,...,s:} on
niiden indeksien joukko, joihin ei ehdollisteta. Saamme kaavat
flwi,...,wr)
P.(d = d -+~ dwrp,
H(dwigy - wr [wy - - wy) th F@1, - wp) dewgey - - dor W41 T
- o flwry e wr) dwyq - - dw
Py(dw; |wi-wi1) = IRT fln ) e d dw;.
fRT—(t—l) f(wla v 7WT> dwt e dwT
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6.6 Huomautus. Disintegraatio liittyy luonnollisella tavalla ehdollisiin odo-
tusarvoihin. Nimittédin disintegrointi tarkoittaa yleistettyd Fubinin kaavaa

EY] = Lz . Y(wy o wr)P(dwy - - - wr)

— J {J Y(wl...wT)Pt(dwt_"_l...wT wl...wt)}
QlX"'XQt Qt+1><"'><QT

Pi(dwy - wy)
= E[E[Y]].

Erityisesti siis

E.[Y(wy - w) = Y(wy - wr) Po(dweyy - - wr | wy - - wy).

JQt+1 X"'XQT

<&

6.7 Apulause. Olkoot P ja Q jonoavaruuden (Q, F,F) todenndikdisyysmit-
toja hajotelminaan

P(dw) = f’l(dwl)P (dw2|w1) (dw3|w1w2) fiT(dwT\w1~-~wT_1),
Q(dw) = Ql(dwl)Q (dw2\w1) (dwslwiwy) - - - Qr(dwr|wy - - - wr—1).

Tilloin P ~ Q jos ja vain jos f’t( Jwprwe) ~ Qt( Jwy e rwily) katkilla
t ja wy---wy_1. Lisdksi

dP AP, (- |wy -+ wy
Q t=1 th( ) ‘ Wi Wi—1
Todistus. Taméa tulos seuraa huomautuksesta 6.6. Nimittain
E}Y] = Y (w) P(dw)
Jo

- pglJQQ---JQTY(w)f’T(dlewl---uJT_1) -+ Py(dwplwr)P(dwn)

= P df)T('|wl"'wT_1) ~
- ! Lb JQT () dQT('|w1 ‘wr-1) (wr)Qr(dwrlwr - wr-1)

N df’g("wl) ~ dP1
7dQ2( \wl)(w2)Q2(dw2|WI)dQ1

T

df)t (“lows -~ - wi-1)
- ~ + d [N
JQIX---xQT Eth (Jwy - - )<W>Q( wi - wr)

(w1) Qi (dwr)
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- | vge )
e

Téastd ndemme Radon-Nikodym-derivaatan muodon ja véite seuraa. O

I pailause: arbitraasivapaus

Yleisen dynaamisen diskreettiaikaisen hinnoittelumallin (B, S, F,F, P) arbt-
raasivapaus voidaan karakterisoida tédysin ehdollisten yhden askeleen mallien
arbitraasivapaudella.

6.8 Apulause. Hinnoittelumalli (B,S,Q,F,F,P) mahdollistaa arbitraasin
jos ja vain jos on olemassa ehdollinen yhden askeleen malli, joka mahdollistaa
arbitraasin. Toisin sanoen on olemassa sellainen kiinted hetki t < T ja Fy;_1 -

mitallinen riskisijoitus n = (n,....n%), etti
d d
P (Z n'ASH > o) =1 ja P <Zn’A§; > 0) > 0.
i=1 =1

Todistus. On selvéd, ettd jonkin kiintedn hetken arbitraasimahdollisuudesta
seuraa arbitraasimahdollisuus koko dynaamiseen malliin.

Oletamme sitten, ettd hinnoittelumalli mahdollistaa arbitraasin. Olkoon
m = (B,7) arbitraasistrategia ja

t* = inf{t<T: V[ (w)>0 kaikillaw ja P(V,>0) >0}.
Koska 7 on arbitraasistrategia, niin viimeistédédn ¢* = T téllainen hetki ja
hetkelld ¢* joko VT, =0 tai P(VZ_; < 0) > 0. Ensimmaéisesséd tapauksessa

d
VI = AVE = ) 4.AS,,
=1

joten valitsemme 1 = ;. Jalkimmaéisesséd tapauksessa puolestaan valitsem-
me 1) = Ve Ligr <o} Talléin

d
ZHZASZ* = A‘_/t7*rl{\7ti_1<0} > th_ll{‘-/;_1<0}.
=1

Rakentamamme 7 on kaipaamamme arbitraasi kiinteélla hetkelld ¢*. O
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Olemme nyt valmiit todistamaan rahoitusteorian I p&adlauseen.

6.9 Lause. Hinnoittelumalli (B, S,Q, F,F,P) on arbitraasivapaa jos ja vain
jos sille on olemassa ekvivalentti martingaalimitta Q.

Todistus. Tieddmme jo, ettd Q:n olemassaolosta seuraa arbitraasivapaus.
Tama oli véite 4.30.

Olkoon sitten hinnoittelumalli arbitraasivapaa. Télloin, apulauseen 6.8
nojalla, jokainen ehdollinen askel ¢t — 1 — ¢ on arbitraasivapaa. Siten, staat-
tisen I pédlauseen 2.29 nojalla, on olemassa ehdollisen todennikéisyyden
P, kanssa ckvivalentti ehdollinen riskineutraali todennikdisyys Q. Mutta
P miiriytyy ehdollisista todennikoisyyksistd P, disintegrointikaavan (6.2)
mukaan. Siispd madrittelemme mitan Q vastaavasti:

Q(dwl"'wT) = Q1(dw1)Q2(dw2|w1)"'QT(dwT|w1"'wT)-

Nyt Q ~ P apulauseen 6.7 nojalla. Perustelemme sitten, ettd Q on martin-
gaalimitta. Nyt i
EQt(~\w1"'Wt—1)[A§t] = 0,

mutta
EtQ—l[ASt](wl CWieq)

= J AS(wy -+ wr) Quor(dwy - - - wr [wy -+ - wi_y)
QtX"'XQT

= J Agt(wl e 'Wt—lwt) Qt(dwt ‘ wq - 'Wt—l)
Q

— EQt('|w1“'wt—1) [AS’t]
= 0.

Siispd Q on ekvivalentti martingaalimitta. O

Dynaamisen hinnoittelumallin (B, S, Q,F, F,P) ekvivalenttien martin-
gaalimittojen joukolle kiytdmme merkintad Q.

Tarkastelemme nyt johdannaisten arbitraasivapaita hintoja dynaamisessa
mallissa. Osoittautuu, ettd tilanne on yhden askeleen mallin kaltainen.

6.10 Miiritelma. Olkoon F' hinnoittelumallin (B, S, 2, F,F, P) ehdollinen
vaade. Luku ¢(F') vaateen F' arbitraasivapaa hinta, jos on olemassa sellainen
prosessi S9! avaruudella (2, F,F, P), etti

Sitt = ¢(F) ja Set = F
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sekil laajennettu malli (B, (S, S%1), Q,F,F,P) on arbitraasivapaa. Arbit-
raasivapaiden hintojen joukko on C'(F') ja osto- ja myyntihinnat ovat

¢ (F) = infC(F) ja cH(F) = supC(F).

6.11 Viite. Olkoon F arbitraasivapaan hinnoittelumallin (B, S,Q,F,F,P)
diskontattu ehdollinen vaade. Tdlloin

(6.12) C(F) = {EQ[F]:Qe€Q jaER[|F|] <oo}.
Lisdksi, jos C(F) # @ ja F on rajoitettu, niin
c (F) = inf E® [F] ja c+(F) = supEQ[F].
QecQ QeQ

Todistus. Rahoitusteorian I pailauseen 6.9 nojalla c¢(F') on diskontatun vaa-
teen F' arbitraasivapaa hinta jos ja vain jos laajennetulle hinnoittelumallille
on olemassa sellainen ekvivalentti mitta Q, etti

Si = E2[SH], t=0,....,T ja i=1,....d+1

Erityisesti Q € Q eli se on laajentamattoman mallin ekvivalentti martingaa-
limitta. Saamme inkluusion C kaavaan (6.12). Kééntéen, jos ¢(F) = EQ[F]
jollekin Q € Q, niin méirittelemme prosessin S%*! asettamalla

ot = BR[F].

Talloin Q on laajennetun mallin ekvivalentti martingaalimitta. Inkluusio D
kaavassa (6.12) seuraa.
Kaavat osto- ja myyntihinnoille seuraavat vélittémésti kaavasta (6.12),

jos vain EQ[|F|] < oo kaikilla Q € Q. Mutta tdmi pitii paikkansa, koska F
on rajoitettu. O

6.13 Viite. Olkoon F arbitraasivapaan hinnoittelumallin (B, S,Q,F,F,P)
diskontattu ehdollinen vaade. Tdlloin
(i) Jos F on toistettavissa, niin C(F) = {V{}, missd 7 on jokin F:m
toistava strategia.

(ii) Jos F ei ole toistettavissa, niin joko C(F) = @ tai ¢~ (F) < c¢*(F) ja
C(F) = (c(F),c"(F)).

Todistus. Todistamme kohdan (i). Kohta (ii) ja4 harjoitustehtéviksi.
Olkoon F' toistettavissa. Talloin arbitraasivapaa hinta on myos toisto-
hinta. Jos toistohintoja on useita, niin voimme tehdé arbitraasia. Nimittéin,
jos m! on toistostrategia toistohinnalla ¢! ja 72 toistostrategia toistohinnalla
c? < ¢!, niin strategia 72 — ! toistaa nollan alkuvarallisuudella ¢? — ¢! < 0.
Arbitraasivapaita toistohintoja ei siis voi olla useita. O
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II pailause: taydellisyys

Tarkastelemme téaydellisyytta yleisssé diskreettiaikaisessa dynaamisessa mal-
lissa (B, S, F,F,P). Hinnoittelumalli on siis tdydellinen, jos jokainen ehdol-
linen vaade voidaan suojata eli toistaa.

Kuten arbitraasivapaus, myos taydellisyys méadraytyy taysin yksittaisten
ehdollisten aika-askeleiden kautta.

6.14 Apulause. Arbitraasivapaa hinnoittelumalli (B,S,Q,F,F, P) on tdy-
dellinen jos ja vain jos jokainen ehdollinen yhden askeleen malli on tdydelli-
nen.

Todistus. Jos jokainen J;_;-ehdollinen yhden askeleen malli ¢ —1 — ¢ on
tdydellinen, niin mikd tahansa JF,-mitallinen (diskontattu) vaade F; voi-
daan toistaa F,_;-mitallisella alkuvarallisuudella F,_; = EtQ_ AR ja Foos-
mitallisilla osakepainoilla v/, i = 1,...,d. Olkoon sitten F jokin dynaami-
sen mallin vaade. Asettamalla F, = EQ[F] voimme toistaa F'm ketjuttamal-
la ehdolliset yhden askeleen toistot. Alkuvaraalisuutemme on Fy = EQ[F] ja
toistostrategiamme on 7 = (3,), missd v tulee yhden askeleen toistoista ja
[ tulee omavaraisuusehdosta ja varallisuuksista V" = F;, t < T.

Jos taas dynaaminen malli on tdydellinen, niin jokainen JF;-mitallinen
(diskontattu) vaade F; on suojattavissa jollakin 7 = (3,~). Mutta tilloin

d
(6.15) F, = E2 [F]+) 4AS;

i=1

Tésté seuraa, ettéd jokainen ehdollinen yhden askeleen malli on tédydellinen.
Tavitsemrge vain ?t_l-ghdollisen alkuvarallisuuden (diskontatussa maailmas-
sa) EX [F)] ja vaade F, suojataan kaavan (6.15) avulla. O

6.16 Viite. Arbitraasivapaa hinnoittelumalli (B, S, F,F,P) on tdydellinen
jos ja vain jos jokainen rajoitettu ehdollinen vaade voidaan toistaa. Tdlloin
(Q,F, P) voidaan jakaa atomeihin, joita on korkeintaan (d+1)T kappaletta.

Todistus. Ensimméinen viite seuraa jalkimmaéisestd ja jalkimméinen viite
seuraa apulauseesta 6.14 ja staattisesta II péadlauseesta 3.16. O

Viitteen 6.16 nojalla yhden osakkeen hinnoittelumalli on taydellinen jos
ja vain jos se on yleistetty binomimalli. Nimittédin vaihtelemalla horisonttia
T nidemme, ettd nyt jokaisella ajanhetkelld voi olla vain 2 haarautumista
sattumassa. Toisaalta yleistetty binomimalli on aina téydellinen riippumatta
siitd, onko se arbitraasivapaa vai ei. Siten ndemme (ainakin yhden osakkeen
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tapauksessa), ettd apulause 6.14 ja viite 6.16 piatevit myos sellaisille hin-
noittelumalleille, jotka mahdollistavat arbitraasin.
Olemme pédsseet rahoitusteorian I péadlauseeseen.

6.17 Lause. Arbitraasivapaa hinnoittelumalli (B, S, F,F,P) on tdydellinen
jos ja vain jos silld on tismdlleen yksi ekvivalentti martingaalimitta Q.

Todistus. Taydellisyys on riippumatonta numeréérin, siis rahayksikon, valin-
nasta. Voimme siis olettaa, ettd hinnoittelumalli on diskontattu.

Jos hinnoittelumalli on tdydellinen, niin 14, A € F, on toistettava vaade.
Olkoon 7 sen toistostrategia. Koska malli on arbitraasivapaa, niin toistohinta
c(14) = V§ on yksikasitteinen. Mutta V™ on Q-martingaali, joten

c(la) = Vg = E°VF] = Q(A).

Siispid Q on yksikésitteinen.

Jos taas Q on yksikésitteinen, niin jokaisen vaateen F' arbitraasivapaiden
hintojen joukko on yksié viiteen 6.11 nojalla. Siten véitteen 6.13 kohdan (ii)
nojalla vaade F' voidaan toistaa. O

6.18 Huomautus. Arbitraasivapaan hinnoittelumallin tdydellisyys tarkoittaa
itse asiassa sité, ettéd jokainen Q-martingaali M voidaan esittdd muodossa

t d
M, = Mo+ ) miAS,
s=1 i=1

missd m on ennustettava vektoriarvoinen prosessi. Tdmé on niin sanottu
ennustettava esitysominaisuus. <o

Harjoitustehtaviia lukuun 6

6.1. Todista perinteinen ketjusidanto (6.4).

6.2. Olkoon satunnaismuuttujapari (X, Y’) jakautunut normaalisti odotusar-
voilla = (pux, py ), variansseilla 0% = (0%, 0%) ja korrelaatiolla pyy . Laske
ehdollisen satunnaismuuttujan X|Y jakauma eli etsi disintegraatio

Pxy(Xedr,Yedy) = Py(Y edyPxy(X ecdz|Y =y).
6.3. Todista viitteen 6.13 kohta (ii).

6.4. Perustele huomautus 6.18.
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“Diskreetti aika” pihkindnkuoressa

Otaksuma tehokkaista markkinoista <= satunnaiskulkumalli
Arbitraasivapaus <= satunnaiskulkumalli

Binomimallista

r—d
u—d "

Ekvivalentti martingaalimitta Q: ¢ =

Eurooppalaiset vaateet F': hinta on V[, missi

Bt Q
Vi, = —E~|F
t BT t [ ]
Toistostrategia
W
n Sy 1 (u—d)

Amerikkalaiset vaateet F': hinta on Uy, missd

UT = FTJ
1
Ut = maX{Ft, 1——|—’["EtQ [Ut-l-l]} .
Toistostrategia
B VU,
T S u—d)

Hinnoittelumalli on tdydellinen <= Hinnoittelumalli on yleis-
tetty binomimalli.

Yleisesti

Arbitraasivapaus <= on olemassa ekvivalentti martingaalimit-

ta Q.
Eurooppalaisen vaateen F' arbitraasivapaa hinta = EQ [BL}
T

Taydellisyys <= ekvivalentti martingaali mitta Q on yksika-
sitteinen.

Arbitraasivapaus (taydellisyys) <= ehdollisten askeleiden ar-
bitraasivapaus (taydellisyys).
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Jatkuva aika



Luku 7

Kohti jatkuvaa aikaa

All exact science is dominated by the idea of approximation.
— Bertrand Russell

Tehokkaat markkinat jatkuvassa ajassa

Diskreetissd ajassa kirjoitimme Faman satunnaiskulkuotaksuman (4.12) dif-

ferenssiyhtélona
St+ 1= St

Si
Téamén differenssiyhtdlon ratkaisu oli

= W+ OEt41.

t

S = SoJ[A+n+oe).

s=1

Jatkuvassa ajassa tarkastelemme vastaavaa differenssiyhtéloa vélin [0, 7] ai-
kahilalla At,2At,...,nAt =T

Strat — Sy

(7.1) <

= pAt+o(Wiae — W),

missd t on aikahilan At,2At,...,nAt = T piste ja At on pieni aikadiffe-
renssi. Valkoinen hély ¢ = (58&)521& on kirjoitettu yhtélossé (7.1) differenssi-
muodossa (WSAt — Wis— At)l ?t (télla kirjoitustavalla ennakoimme tulevia
ongelmia). Kun At — 0+ yhtélossa (7.1), paddymme differentiaaliyhtaloon

dS;

(7.2) o

= pdt+odW,.

Téssé vaiheessa meilld on kolme ongelmaa:
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(1) Miké on prossessi W yhtélossa (7.2)7
(2) Miten stokastinen differentiaaliyhtélo (7.2) tulee ymmértdaa?
(3) Miké on stokastisen differentiaaliyhtélon (7.2) ratkaisu?

Mikali vastauksemme kohtaan (1) on sellainen, ettd prosessi W on oikealta
derivoituva poluittain eli raja-arvo

1% - W
W) = iy SR

on olemassa jokaisella w, niin kohtien (2) ja (3) ratkaisut ovat selvid. Nimit-
tain talloin (7.2) on jokaisella w tavallinen differentiaaliyhtélo

Siw) = Si(w) (p+oW/(w)).
Tunnetusti tdmén differentiaaliyhtélon yksikésitteinen ratkaisu on
Si(w) = Soexp{ut +oWi(w)}.

Osoittautuu, ettéd tilanne ei ole néin helppo eli W/ ei ole olemassa.
Etsimme (eréén) vastauksen ongelmaan (1). Koska W :n differenssit ovat
riippumattomia ja samoin jakautuneita, niin saamme ehdot

(a) Prosessilla W on riippumattomat lisiykset eli kaikilla ¢ > s satunnais-
muuttuja W; — W, on riippumaton o-algebrasta IV = a(W, : u < s).

(b) Prosessilla W on stationaariset lisaykset eli W, — Wy ja W;_s ovat
samoin jakautuneita kaikilla s < ¢.

Oletamme vield varsin heikon jatkuvuusominaisuuden:

(c’) Prosessi W on stokastisesti jatkuva eli kaikilla € > 0 ja t € [0, 7] péatee
P(|W, — W, >¢) -0, kun s — ¢.

Karkeasti ottaen ehto (¢’) sanoo, etté kiinteilld ennalta médritylla determi-
nistiselld ajan hetkelld prosessi ei hyppéaé. Esimerkiksi Poisson-prosessi to-
teuttaa tdmén ehdon.
Ehdot (a), (b) ja (c¢’) toteuttavia prosesseja kutsutaan Lévy-prosesseiksi.
Jatkuvassa ajassa historia F on c-algebraperhe (JF)icjo,r), missd I, C
F, C F, kun s < t. Jatkuva-aikainen prosessi Y = (Y})icjo,rp on (P,F)-
martingaali, jos

E[Y)] = ENTF] = Y
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kaikilla s < ¢. Ehto on siis sama kuin diskreetissé ajassa, mutta nyt ei rii-
ta tarkastella yhtd aikahyppya E; 1]Y;], koska “edellistd” ajan hetkei ei ole
olemassa. Olkoon FY := (Y, : u < s) eli F¥ on prosessin Y oma sisiiinen
historia. Prosessi Y on (P, F)-markoviaaninen, jos

P(Y,edy|FY) = p(dyt,s,Ys),

missd  p(dy;t,s,ys) on sirtymdaydin (transition kernel) tai siirtyméto-
dennékoisyys. Markoviaanisuus siis tarkoittaa sitd, ettd F-ehdollinen P-
todennédkdisyys riippuu historiasta ainoastaan viimeisen arvon kautta. Toi-
nen tapa luennehtia markoviaanisuus on sanoa, ettd “menneisyys vaikuttaa
tulevaisuuteen ainoastaa nykyhetken kautta”.

7.3 Apulause. Olkoon Y Lévy-prosessi.

(i) Jos Y € LY(P), niin E[Y;] = tE[Y]].

(ii) Jos Y € LY(P), niin keskitetty prosessi Y — E[Y]] on FY -martingaali.
(i) Y on markoviaaninen.

Todistus. Todistamme kohdan (iii). Kohdat (i) ja (ii) jatdmme harjoitusteh-
taviksi. Olkoon B jokin R:n Borel-joukko. Osoitamme itse asiassa vahvem-
man viitteen

(7.4) P(Y,-Y,eB|F)) = P(Y,-Y,€B).
Kaava (7.4) nimittdin sanoo, etti
P(Y,edy|F)) = P(Yi—Y.edy—Y.|Yy).
Kirjoitamme nyt kaavan (7.4) ehdollisten odotusarvojen avulla:
E[15(Y; - Y)|9)] = E[p(Y,-Y)].

Mutta tdmé kaava seuraa vélittomésti prosessin Y riippumattomista li-
sayksistd eli siitd, ettd satunnaismuuttuja 1p(Y; — Y;) on riippumaton
o-algebrasta FY, kun s < t. O

S

Yhdistamaélla ehdon (b) véitteen 7.3 kohdan (iii) todistukseen huomaam-
me, etté itse asiassa Lévy-prosessin siirtyméaydin p on muotoa

p(dy:t,s,ys) = p(dy+yst —s).

Lévy-prosessien muutokset ovat siis homogeenisié sekéd ajassa etté tilassa.
Lévy-prosesseja on useita erilaisia. Seuraava kohtalaisen luonnollinen vah-
vennus oletukseen (c¢’) tekee prosessistamme W oleellisesti yksikésitteisen.
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(¢) Prosessilla W on jatkuvat polut eli kaikilla ¢ € [0,T] ja w € Q pétee
limas—o Wt+At(w) = Wt(w)-

Perustelemme nyt, ettéd ehdoista (a), (b) ja (c) seuraa, etté kaikilla ¢ € [0, T
satunnaismuuttuja W; on normaalisti jakautunut eli gaussinen. Olkoon

Y o= Y, = Wi, — Wi,
’ n n

Ehdoista (a) ja (b) seuraa, ettd jokaisella n € N satunnaismuuttujat Y;",
k < n, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita. Liséksi

(7.5) W, o= > v
k=1

Satunnaismuuttujia, joilla jokaisella n € N on esitys (7.5) riippumattomien
samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien summana, kutsutaan rajatta jaol-
lisiksi (infinitely divisible).

7.6 Apulause. Olkoon W, kaavan (7.5) mukainen rajatta jaollinen satun-
naismuuttuja. Olkoon
M"™ = max|Y]|.

k<n

Talloin Wy on normaalisti jakautunut jos ja vain jos M, — 0 heikosti.

Emme todista apulausetta 7.6. Kiinnostunut lukija voi ottaa yhteytta
luennoitsijaan, esimerkiksi gradun merkeissé.

7.7 Apulause. Olkoon W prosessi, joka toteuttaa ehdot (a), (b) ja (c).
Tdilloin Wy ~ N(at,b?t), joillakin a € R ja b* € R, .

Todistus. Koska W :n polut ovat jatkuvia, niin ne ovat tasaisesti jatkuvia
jokaisella valilla [0,¢]. Tamé tarkoittaa sitd, ettd jatkuvuusmodulille

W) = max [, (@) ~ Wi, ()
patee w™ — 0 kaikilla w € €. Mutta w™ on apulauseen 7.6 mukainen M".

Siten W; on normaalisti jakautunut. Apulauseen 7.3 kohdan (i) perusteella
on nyt selviid, ettd E[W,] = at ja Var[W;] = b*t. O

Jos uskomme (ja miksi emme uskoisi) apulauseen 7.6, niin apulauseen
7.7 nojalla tieddmme, ettd W, on gaussinen. Erityisesti siis tieddmme, etté
W;:n odotusarvo ja varianssi ovat olemassa. Siten voimme normeerata sen.
Normeerausta E[e;] = 0 ja Var[e;] = 1 vastaa valinta
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(d) E[W;] =0 ja Var[W,] =t.

7.8 Miéritelma. Prosessi W joka toteuttaa ehdot (a), (b), (¢) ja (d) on
Brownin litke (Brownian motion) eli Wiener-prosessi.

Yleensd Brownin liikkeen mééritelméa annetaan muodossa
(i) W, — W, on riippumaton c-algebrasta FV kaikilla t > s,
(il) Wy =Wy ~ N(O,|t —s]|),

(iii) polut t — W, ovat jatkuvia.

Tiedamme kuitenkin nyt, ettd ehdot (i)—(iii) ja (a)—(d) ovat samoja. Tiedam-
me myo0s, ettd (iii) seuraa ehdoista (i) ja (ii) eli se on turha.

Markov-prosessina Brownin liitke voidaan mééritella gaussisen aika- ja ti-
lahomogeenisen siirtyméytimensa kautta:

1 142
p(dy;t) = mteXp{—iy?}dy

Nyt todenndkoisyys P(Wy, € dyy,...,W,,, € dy,,) voidaan kirjoittaa siirty-
méytimen p avulla. Jitdmme kaavan keksimisen harjoitustehtéavéksi.

Olemme 16yténeet vastauksen ongelmaan (1). Ongelman (2) ratkaisu on
luvun 8 asia. Luvussa 9 selvidé, ettd ongelman (3) ratkaisu on

(7.9) Siw) = Spexp { ut — ";t + JWt(w)} .

Differentiaaliyhtélon (7.2) ratkaisu ei siis ole se mita perinteinen differentiaali-
ja integraalilaskenta antaisi ymmértaa.

7.10 Huomautus. Diskontattua riskineutraalia prosessia
_ 0'2
St = Soexp{—?t—l—awt}

kutsutaan geometriseksi Brownin liikkeeksi parametrilla o. Black—Scholes-
mallissa diskontattu osakeprosessi on geometrinen Brownin liike ekvivalentin
martingaalimitan suhteen. <o
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Binomimallista geometriseen Brownin liik-
keeseen

Edelld pdddyimme Brownin liikkeeseen Faman satunnaiskulkuoletuksesta
(4.12). Téssé osiossa paddymme Brownin liikkeeseen binomipuun heikkona
rajana.

7.11 Mééritelmé. Satunnaisvektorit Y™ = (Y5 ... Y%") n € N, suppe-
nevat heikosti eli jakaumamielessé todennédkoisyyksien P™, n € N, suhteen
kohti satunnaisvektoria Y = (Y1 ... Y9) jos Y™ kertyméfunktiot

Fiy', o yh) = PrY <yl Yhr <y

suppenevat kohti Y :n kertyméfunktiota F' kaikissa sen jatkuvuuspisteissa.

Talloin merkitsemme Y™ LA Y.
7.12 Apulause. Olkoon Y™ Ly,

(i) Jos (a™)52, ja (b™)2, ovat suppenevia deterministisia jonoja raja-

arvoinaan a ja b, niin a™Y"™ + b" L ay +b.
(ii) Jos f on jatkuva funktio, niin f(Y™) <, f(Y).
Todistus. Harjoitustehtava. O

Olkoot ¢, k € N, riippumattomia satunnaismuuttujia, joille

P(&Tkzl) = - = P(&Tk:—l)

missi || tarkoittaa kokonaisosan ottamista.

7.13 Apulause. Olkoot ¢, k € N ja W™, n € N, kuten edelld. Tdlloin
prosessien W™ ddrellisulotteiset jakaumat suppenevat heikosti kohti Brownin
litkkeen W ddarellisulotteisia jakaumia. Toisin sanoen

(W W) 5 (W, W)

kaikilla m € N ja tq,...,t, €10,7T].
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Todistus. Koska |nt]|/n — t, kun n — oo, niin keskeisen raja-arvolauseen
ja apulauseen 7.12 kohdan (i) nojalla kaikille ¢ pétee

o] Lnt]
th - \/H Z Ek _> t'

Tismalleen samasta syystd ndemme, etté kaikille s < ¢ pétee

wr—wr L W, — W,

Koska prosesseilla W™, n € N, ja W on riippumattomat lisdykset, niin
jarjestamalld t; <ty < --- < t,, ja tulkitsemalla ty = yp = 0 ndemme etté

P (W) € dys,. . W7, €dy,) = [[P" (Wi =Wy, ediyi—ui))
=1

— [P W, =W, € dly — vin))
=1
= P(thedyla"'7th€dym)'

Viite on todistettu. O

Tarkastelemme nyt miten binomipuun kéy rajalla. Olkoon
k
" .= {tk:—T : k:zl,...,n}
n

vélin [0, 7] tasavélinen ositus n:ddn osaan. Olkoon osakeprosessi S™ mééri-
telty hetkilld ¢, € II" seuraavan siirtymékaavion mukaan:

Sp (1 +u) tn:llii 1/2
/
Sty — 5L
N\
Sp_ (L+d") tn:lld 1/2,
missé 1 o 1 o
no_ B2 v o= b7
“ n - NZD ) n /n

Niilla parametrien v ja d™ valinnoilla

Spo— S
E[%} = u ja Var [ni

te—1
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Satunnaismuuttujien 5 avulla voimme kirjoittaa differenssiyht&lon (7.1) bi-
nomiapproksimaatiossa muodossa

S, =S, n

o
— —+ —=¢ = MAtk-i‘UEk\/Ttk-
Sy n  /n

Tama siis tarkoittaa, ettd voimme kirjoittaa osakeprosessin muodossa

Int)
"o pooo
(7.14) - &£1Q+5+7#Q,

kun Sp = Sp valilld ¢ € [ty try1).

7.15 Viite. Olkoon S™ mddritelty kaavan (7.14) ja S kaavan (7.9) mu-
kaan. Tdlloin S™:n ddarellisulotteiset jakaumat suppenevat heikosti kohti S :n
dadrellisulotteisia jakaumia.

Todistus. Osoitamme aluksi reunajakaumien heikon suppenemisen eli, ettd
Sy <, S, kaikilla t € [0, 7. Kirjoitamme S :n muodossa

[nt]
o
Sy = Spexp Zlog (1 + g + ﬁgk)

k=1
ja osoitamme, ettd

[t
1
E log (1 + r + igk) <, ut — ot + oW,
p n o /n 2

Télloin reunajakaumien heikko suppeneminen seuraa apulauseesta 7.12.
Logaritmille péatee Taylorin kehitelmé

1
log(l+2z) = z— §x2 + r(z)2?,

missd 7(z) — 0, kun z — 0. Siten

Lnt)

- L. LMo e\
log (14 =+ — = S+ —ep ) — 2 ~+—
Zg( n \/ﬁg’“) (n \/ﬁg’“) 2 2 <n ﬁgk)

SR YN 3
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Keskeisen raja-arvolauseen nojalla
P KR put + oW,
Koska €2 = 1, niin, P:sté riippumatta,
[nt) 2
nt
> ) = uﬁ — ot
p Vn n

Jatdmme harjoitustehtaviksi ndhda, etta termi p/n ei vaikuta summaan X%

rajalla. Siten

1
Eg — - 50’2t.

En#é pitdd osoittaa, ettd XfF 0. Mutta tima on helppo nédhdé. Nimittain
[nt] y o " o 2
== 3 ()| (G )
o " o [nt] 1 o 2
ol (G m) G- 2 G )

i () ()

Koska r(u/n £+ 0/y/n) — 0 ja £ — 0, kun n — oo, niin ndemme, ettd

2% — 0, kun n — oo. Tédmaékin suppeneminen oli P :sté riippumatonta.
Lopuksi jatdmme harjoitustehtéviksi argumentoida &dérellisulotteisen hei-

kon suppenemisen. O

IA

SI=

Tarkastelemme sitten heikkoa suppenemista ekvivalenttien martingaali-
mittojen suhteen. Olkoon korko r" = r/n. Talloin siis

B! = (1 + Z) " — €,
n
kun n — oo. Lisdksi, kun n on riittavén iso, niin d" < r™ < y™ eli binomipuu
on lopulta arbitraasivapaa. Ekvivalentti martingaalimitta Q" approksimaa-
tiolle n méaraytyy kaavasta

r/n—p/n+o/yn
20 /y/n .
Mitan Q™ suhteen ¢ :t ovat edelleen riippumattomia ja samoin jakautuneita,

mutta odotusarvo ja varianssi muuttuvat:

(7.16) EQ'[e] = 2¢"—1 ja Var®'[g,] = 4¢"(1—q¢").

" = Q'(exr=1)
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7.17 Viite. Olkoon S™ kuten kaavassa (7.14). Tdlloin, mittojen Q" suh-
teen, S™:n ddrellisulotteiset jakaumat suppenevat heikosti kohti prosessia

o2
t — Spexp {rt - 7t+0Wt} .

Todistus. Olkoon UJ* véitteen 7.15 todistuksen 7. Kayttamalla kaavoja
(7.16) ndemme pienen sievennyksen jilkeen, etti

EQ [UF] = %Lntj —
2 2
Var®' [U"] = <%_(7“ni2ﬂ)) |nt| — ot

Siten, keskeisen raja-arvolauseen nojalla,
ur Lot + oW,

Tamén huomion jélkeen todistus on sama kuin véitteen 7.15 kohdalla. [

Tarkastelemme lopuksi suojaushinnan approksimointia. Binomipuussa

CFSP) = (HileQ £ (Sp).

Jos f on “siisti”, niin f(S2) > £(Sr) ja BEQ"[f(S2)] — EQ[f(S7)]. Koska
rajamalli on sellainen, etté

_1,2
ST — SoerT 50°T+oWr

Y

niin osaamme laskea odotusarvon EQ[f(S7)] ja rajalla on voimassa

118)  of(se) = [ f(saelirievny S,

7.19 Esimerkki. Tarkastelemme eurooppalaista osto-optiota (Sp — K)*. Ol-
koon ® standardinormaalijakauman kertyméfunktio eli

Olkoon liséksi yo = yo(r, 0, T, Spy) yhtélon

1

SOG(T_§U2)T+U\/TZ/ — K = O
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ratkaisu y:n suhteen. Talloin saamme yht&lostéd (7.18)

0 _ 1.2
ccall e_rTJ' <S()6(T_%U2>T+Uﬁy _ K)+ e 2Y dy
—o0 V2T

e[ (st <y
%o V2T
So

- 2 J“’ e -V gy e (1 - B(yo))

= So(1= @y — oVT)) — Ke (1= d(yo) ).

Lopullisen sievennyksen, jonka jatdmme harjoitustehtéviksi, jalkeen saamme

S S
Ccall — S()(I) <10g ?O + (T + %0-2) T) _ Ke—rTcD <log?0 + (T — 502) T) )

ovT ovT

Tamé on kuuluisa Black—Scholes-hinnoittelukaava eurooppalaiselle osto-
optiolle. Se approksimoi esimerkin 5.20 Cox—Ross—Rubinstein-hintaa, tai
yhtéd hyvin painvastoin. O

Harjoitustehtavia lukuun 7

7.1. Todista apulauseen 7.3 kohdat (i) ja (ii).
7.2. Olkoon W Brownin liike ja
1

2
Y
p(dy;t) = \/%texp{—Q—t}dy

sen siirtyméydin. Ilmoita todenndkoisyys P(W,, € dyy, ..., W;, € dy,,) siir-
tyméytimen p(dy;t) avulla.

7.3. Todista apulauseen 7.12 kohta (i).

7.4. Todista apulauseen 7.12 kohta (ii).

7.5. Paikkaa viitteen 7.15 todistuksen aukko: £5 — —102t.

7.6. Todista kaavat (7.16).

7.7. Todista viitteen 7.17 todistuksen viitteet EQ"[U] — 7t ja Var®' [U}'] —
o’t.

7.8. Todista esimerkin 7.19 kaava

call __ lOg % + (T + %0-2) T —rT IOg % + (Ir B %U2) T
C = SQCI) — Ke P .
oVT oT




Luku 8

Brownin liike ja stokastiset
integraalit

I got the biggest kick of hearing those options traders routinely talk
about differential equations and stochastic differential equations. ...
People had no choice. — Peter Bernstein

Brownin liikkeen perusominaisuuksia

8.1 Apulause. Olkoon (Wy)cor) Brownin litke. TdllGin myds prosessit
(i) (Wp —=Wr_i)ep1,
(i) (\/aWt/a>t€[0,Ta] ,a>0,

ovat Brownin liskkeitd.

Todistus. Gaussinen prosessi W méaaraytyy odotusarvonsa m(t) = E[W;] ja
kovarianssinsa ['(s,t) = E[(Ws — M(s))(W; — M(t))] kautta. Brownin liik-
keelle m(t) = 0 ja I'(s,t) = min{s,t} (harjoitustehtévi). On helppo tar-
kistaa, ettd kohtien (i) ja (ii) prosesseilla on Brownin liikkeen odotusarvo ja
kovarianssi. O

Apulauseen 8.1 kohdasta (ii) eli Brownin liikkkeen itsesimilaarisuudesta
seuraa, ettéd integrointi Brownin liikkeen suhteen on haastavaa.

8.2 Apulause. Brownin litke W ei ole ole missddn derivoituvia. Itse asiassa

Wy — Wi
(8.3) limsup;i = o0

s—t -

kaikilla t € [0,T] ja melkein kaikilla w € Q).
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Wi(w) V2Wyo(w)

A AA

Brownin liikkkeen polku W.(w) (vasemmalla) ja sen suurennos
V2W. s2(w) (oikealla).

Todistus. Koska Brownin liikkeelld on stationaariset lisdykset, niin riittda
tarkastella pistettd t = 0. Olkoon M > 0 ja
. M} .

A, = { sup W,
s<1/n
Selvisti A, 11 C A,. Siten P(lim, .o A,) = lim,,_. P(A,). Koska

S

Win M
P(A,) > P(|—L|>M) = P(W]|>—=),
1/n Vn
niin P(lim, ., A,) = 1. Viite (8.3) seuraa tésté. O

Seuraava tulos sanoo, ettd gaussiset martingaalit ovat enemmaén tai vé-
hemmé&n Brownin liikkeité.

8.4 Apulause. Olkoon M gaussinen martingaali, jolle My = 0. Tdlloin M
on aikamuunnettu Brownin litke eli on olemassa sellainen kasvava determi-
nistinen aikamuunnos o : Ry — Ry, ettd My = Wy .

Todistus. Olkoon s < t. Koska M on gaussinen martingaali, niin
L(t,s) = E[M,M,]

= E[E [M M]]

= E[ME, [M]]

= B [Mf}

= K(s,s).

Viite seuraa asettamalla o(t) := I'(¢,¢). Funktion ¢ kasvavuus seuraa pro-
sessin M riippumattomista lisdyksistd (harjoitustehtavi). O
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Stokastinen integraali

Tieddmme nyt, ettd Brownin liikkeen polut eivit ole derivoituvia. Tama oli
apulause 8.2. Siten emme voi ymmértia osakkeen S dynamiikkaa kuvavaa
differentiaaliyhtalod

ds,
(85) ?t = ,udt + O'th, So = S(),

t

tavalliseen tapaan. Integraali on kuitenkin periaatteessa yleisempi késite kuin
derivaatta. Voimme siis yrittda ymmaértaa differentiaaliyhtélon (8.5) integraa-
liyhtaloné

t t
Sy = S+ J S dt + J SsodW.
0 0
Jatkossa siis miellamme esimerkiksi differentiaaliyhtélon
dy. = f(t,y)dt +g(t,ye) day

ainoastaan lyhennysmerkintdné integraaliyhtélclle

t

wv. = [ Jwwans [ gy

S S
Tehtavandmme on siis yrittdd ymmaéartad mité tarkoittaa integraali Brownin
liikkeen W suhteen. Vaikka Brownin liike ei olekaan derivoituva, niin voimme
ehkéd ymmértiaéd integraalit Riemann—Stieltjes-mielessa

t
J nedW, = lim Y o (Wy = Wi ,),
S " ootkEH"
missé II" on jokin vélin [s,¢] ositus, jolle |II"| := maxy<, (tx — tx—1) — 0 ja

tr on mielivaltainen piste valiltd [tx_y,t;]. Seuraava esimerkki osoittaa, ettei
tdméakéaan lahestymistapa toimi.

8.6 Esimerkki. Tarkastelemme kahta kandidaattia integraaliksi fOT W, dW,:
lim ZW@T (WﬁT — WﬂT) ,
n—oo 1 n n n
lim > Wi (Wap = Wiy
n—oo 1 n n n
Laskutoimitusten, jotka jatdmme harjoitustehtéviksi, jdlkeen ndemme, etté

> Wiy (Wep - WET)] = 0,
k=1

E
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mutta
n
B> Wiy (Wir - W@T)] - T
k:1 n n n
Siten ndmaé kandidaatit eivat vol antaa samaa tulosta. o

Edellisen esimerkin perusteella on selvdé, ettd meiddn tulee valita jo-
kin tietty piste tj € [tx_1,t;] integraalia approksimoivassa summassa. Diffe-
renssiyhtélostd (7.1) ndemme, ettd rahoitusteorian kannalta oikea valinta on
ty = tr—1. Tamakédn valinta ei vield riitd takaamaan integraalin olemassao-
loa riittavén yleisesti. Jos vield oletamme, ettd approksimoivissa summissa
vélin [s, t] ositus on dyadinen eli

k
n" = {tk:2—n(t—s)+s : k:O,...,Z"},
niin ldhestymistapamme toimii riittavan hyvin.

8.7 Maaritelmé. Prosessin 1 poluittainen stokastinen integraali prosessin
Y suhteen on melkein varma raja

T
J ur dY’t = nh_{go Z ntkflA}/;ka

0 telln

missd AY; =Y, — Y, | ja II" on vilin [0,7] dyadinen jako. Integraali yli
vilin [s,t] C [0,T] on

t T
JnudYu = J Nul(s,(u) dYy,.

s 0

Poluittainen stokastinen integraali toteuttaa monet tavallisen Riemann-—
Stieltjes-integraalin ominaisuudet. Se on esimerkiksi bilineaarinen integraat-
torin ja integrandin suhteen eli

T T T
J nd(Ys +Xy) = J ne dY: + J ne dXy,
0 0 0

T T T
0 0 0

Samoin se on lineaarinen integroimisalueen suhteen eli

T t T

0 0 t
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Lisédksi, jos Y on jatkuva, niin integraaliprosessi t — fé nsdYs on myos jat-
kuva. Merkittdvin ero tavallisen ja stokastisen integraalin vélilld lienee se,
ettd tavallinen muuttujanvaihtokaava

FUHT) - FUO) = | PU®E

0

ei yleisesti pade stokastiselle integraalille. Sen sijaan, jos integraattori on
Brownin liike, niin péatee Iton kaava, jonka esitimme myohemmin.

8.8 Huomautus. Yleensa stokastinen eli [to-integraali maaritelliin Brownin
lilkkkeen W suhteen seuraavasti: olkoon 7 yksinkertainen ja ennustettava pro-
sessi eli muotoa

,r]t - Z ,r]tk_ll(tkfl,tk}(t)7
k=1

missé 7, |, € fﬂV: _, ja Var[m, ] < oco. Téalloin on luonnollista mééritella

T
J Tt th = Zntk—l (VVtk - Wtk—l) .
0 k=1

Nyt pétee niin sanottu Ito-isometria

(v | =[] sa].

Siten voimme laajentaa integraalin jatkuvasti tdmén isometrian avulla pro-
sesseille, jotka ovat yksikertaisten ja ennustettavien prosessien rajaprosesseja
avaruudessa L*(P x dt). Tdmi lihestymistapa on kuitenkin ongelmallinen
stokastisen integraalin poluittaisen tulkinnan kannalta. Siksi emme ldhteneet
talle tielle. &

[to-isometria pitee myos poluittaiselle stokastiselle integraaleille Brownin
liikkkeen suhteen. Liséksi stokastiset integraalit ovat tyypillisesti martingaa-
leja, jos integraattorina on martingaali.

E

8.9 Apulause. Olkoon n sellainen FW -sopiva prosessi, etti

T
(8.10) EU nrdt| < oo.

0

Talloin integraaliprosessi t +— fé ns dWs, jos se on olemassa, on nelidin-
tegroituva (P, FW)-martingaali. Lisiksi pétee Ito-isometria

()| = o[/

E
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Todistus. Tarkastelemme aluksi integraalia approksimoivaa summaa
Ytn = Z ntk—1AWtk7
tL €M™ 1, <t
missé merkitsimme AW, := W, — W, . Olkoon s <t. Télloin
Y;n - Y:sn = Z ntkqAWtk’
tr €I (s,t)

missa [1"(s, t) on II":n rajoittuma vélille [s, ¢]. Nyt prosessin W riippumat-
tomista lisiyksistd seuraa, ettd Eg[Y;" — Y] =0 eli Y™ on martingaali.
Osoitamme sitten [to-isometrian prosessille Y. Nyt

B[] - E (zntk_lAwtk)

tpell”

= > Eln AWyn, AW,]

tr,spEII™
= Z E |:77t2k,1AWt2k:| + 2 Z E [ntkflnskflAWtkAWSk} .
tpelln sp<tpell™

Koska, kun s < t,

E [mk—lnsk—lAmkAWSk} = E [Etk—l [ntk—1778k_1AWtkAW8kH
= E [ntkflnskflAWSkEtkfl [AWtkH
= E [ntkfl nskflAWSkE [AWtkH
=0

ja
E [ﬁi,lAWi] = E _Etkq [U?k,lAWtiH

= B|n B, [a0]]

= E nfk—lAtk:|7

niin ndemme ettd [to-isometria pétee approksimoiville prosesseille Y.
Lopuksi huomaamme, etté It6-isometriasta ja ehdosta (8.10) seuraa jonon
(Y™)2, suppeneminen avaruudessa L?(P x dt). Tist# seuraa, ettd voimme
vaihtaa rajankédynnin ja odotusarvon jérjestysta. Siten Y *° on nelidintegroi-
tuva martingaali ja sille pétee Ito-isometria. O
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Seuraava aputulos on poluittaisen stokastisen integroinnin keskeisin huo-
mio. Se takaa tiettyjen epétriviaalien stokastisten integraalien olemassaolon.

8.11 Apulause. Jos II" on vdilin [s,t] dyadinen jako, niin melkein varmasti

lim Z (AWtk)z = t— S,

telln
missd AWy, =Wy, — Wy, .
Todistus. Olkoon

2TL
2
" 2
Y= ) (AW)E = Z(Wz%(t—sHs_W%(t—sHS) ‘
tlIn k=1

Brownin liikkeen itsesimilaarisuudesta seuraa, etté

Var[Y"] = ) Var [(AW,)’]

= 2"Var [Witk]

n t—s ’ 2
= 2 om Var [W}]

= (t—s)*2"c
Olkoon sitten € > 0 ja A, :=={|Y" — (t —s)| > ¢}. Koska E[Y"] = t—s,
niin TSebysSevin epayhtalon nojalla
Var [Y"] (t—s)*c .,
P(4,) < = = = 27"

Néemme, ettd > P(A,) < co. Siten, Borel-Cantelli-lemman nojalla,

P(limsupAn) = 0.

Mutta tdméa on juuri se mitd meidén piti todistaa. O

8.12 Apulause. Olkoon 1 : [s,t] x Q@ — R jatkuva prosessi ja 11" wvdilin [s,t]
dyadinen jako. Tdalloin, melkein varmastu,
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Todistus. Jos prosessin i polku n(w) on yksinkertainen eli muotoa

m(w)
n(w) = Z Thu; 1 (w) ((‘U)l(ui(w%uiﬂ(w)] (1),
i=1

niin véite seuraa apulauseesta 8.11. Yleinen viite seuraa approksimoimalla
jatkuvaa polkua n(w) yksinkertaisilla poluilla avaruudessa L!(dt). O

Esitdmme nyt stokastisen muuttujanvaihtokaavan eli Iton kaavan. Kos-
ka finanssikirjallisuudessa téaté kaavaa kutsutaan usein “Iton lemmaksi”, niin
esitdimme sen apulauseena.

8.13 Apulause. Olkoon [ = f(t,z) € CY*(R?). Tidlldin

_of of 10%f
df(t, W) = E(t, W) dt + %(t, W) dW, + §$(t, W) dt
eli integraalimuodossa
t af t af
f&,Wy) — f(s,Wy) = JS a(u, W) du + JS %(u, W) dW,
1(*o%f

Todistus. Todistus on sotkuisen oloinen, mutta aika suoraviivainen. Se pe-
rustuu Taylorin kehitelméén

0 0
Af(ty, ) = a_{(tk—la Tp—1) Aty + a_i(tk—la Tp—1)Axy,
10?
TR AT (v

+ 1 (At T, 1) Aty + 1o (Azps e, teo1) (Azy)?,
missd Af(t, zx) := f(tk, zx) — f(tp—1, Tx—1) ja jaédnnostermeille pétee

lim sup r(Atg;zp, 26-1) = 0,
Aty =0 g5 2y

lim sup r.(Azg;tg, 1) = 0,

Azp—=0¢ 4y

kun supremum otetaan kompaktin joukon yli.
Olkoon II™ vilin [s,?] dyadinen jako. Kirjoitamme satunnaisen lisdyksen
Af teleskooppisarjana:

F&W) = f(s, W) = > Af(te, W)

tpell”
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Kayttamalla Taylorin kehitelméé jokaiseen teleskooppisarjan termiin saam-
me yhtalon

Few) - s Wy = Y P, an

1 0*f 2
S Mm@y

tell”

+ Z Ry, 41

ty €lI™

missé
Rtk,tk_l = T (Atk§ Wi, VVtk_l) Aty + 1, (AWth Lk, tk—l) (AWtk)2-

Nyt, tavallisen Riemann-integraalin mééritelmén nojalla,

0 to
Z a_{(tk—lamk_l)Atk — Ja—{(u,Wu)du

tell” S

ja apulauseen 8.12 nojalla

0? t 52
Z 8—1;};(tk_1’wtk_1) (AWtk>2 - J 8—1:];(u’ Wu) du.

tell” s

En#é siis pitdd osoittaa, ettd jdédnnossarja » | Ry, ¢, menee nollaan ja véite
seuraa. Koska W on jatkuva, niin se on rajoitettu valilla [s, ¢]. Siten

T:(Atk) = WSlVle }Tt (Atk;Wt]thk—l)} - 0’
tpo VWit —1

kun n — oco. Koska W on tasaisesti jatkuva vélilld [s,¢], niin

w" = sup |AW,| — 0,
tpell”
kun n — oo. Siten
T;(wn) ‘= sup sup ‘Tx(AWtk;tk,tk—lﬂ — 0,

AWy trtk—1
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kun n — oo. Saamme siis

§ : Rtkytk—l

< Z }Tt (AtkS th Wtk,l) ‘ Aty

tp €IIn tp €II™
+ Z |7’x (AWtk;tk’tk—l)‘ (AWtk)Q
tell”
< > ri(At)AL+ ) i) (AW,
tpelln t €lln
= 7 (27t —s) > Alptri(w”) Y (AW,)
tpelln tpell™
ES —MNn * n n 2
= r; (27"t —s)) (t—s) +ri(w") Z (Awp)”.
tpell”
Jadnnossumman hévidminen rajalla seuraa nyt apulauseesta 8.11. O

8.14 Esimerkki. (i) Tarkastelemme prosessia eV . Olkoon f(x) = e*. Télléin

% — % = f ja Iton kaavan nojalla

1
deM = M th+§6Wt dt.

Huomaamme, etti eksponentti €'V on stokastisen differentiaaliyht#lén

4z

1
Zt ¢+ 9 ) 0 )

ratkaisu.
(ii) Renormalisoimalla kohdan (i) oikein huomaamme, etté stokastisen dif-
ferentiaaliyhtalon

= odW,, Zy =1,
ratkaisu on ,
Zt — 60Wt_07t

Ratkaisua kutsutaan stokastiseksi eksponentiksi E(cW).
(iii) Laskemme, tai pikemminkin sievennémme, integraalin

t
J wIWP AW, .

Kiytimme Iton kaavaa, joten etsimme sellaisen f € CH2(R?), ettd

of 4P
%(t,x) = P
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Integroimalla z:n suhteen saamme

flt,x) = J:g—i(t,y)dy = }ﬁt%pﬂ.
Talloin
aa—{(t,x) = Zﬁtq_lxp“ ja % (t,x) = ptiaP !,
Siten, Iton kaavan nojalla,
Jt wIWrdw, = ]ﬁ (WPt — sTrt)

¢
——:]_ 7 J uq_lVVfJrl du
p s
o[
_§J qu}f—l du

Yleisesti vastaus ei enédéd sievene tastd. Huomattavaa kuitenkin on, etté sie-
vennetyssd muodossa ei esiinny stokastista integraalia.
(iv) Jos valitsemme kohdassa (iii) ¢ = 0 ja p = 1, niin saamme kaavan

t
W2 -Ww? = 2J W, dW, + (t — s)

s

eli differentiaalimuodossa
dW? = 2W,dW, + dt.

Tamé kaava on osittaisintegrointikaavan itio. &

[ton kaava voidaan ketjuttaa ja vektoroida.

8.15 Apulause. Olkoot W¥, k =1,...,n riippumattomia Brownin litkkeitd
ja prosessit X', i =1,...,m annettu differentiaalikaavoilla

dX; = (W) dt+ > b*E, W) dw),

k=1

missi a' € CY(R) ja b7 € CY3(R?). Olkoon f € CYAR™™). Tdllsin

df(t, X,) = af (t, X,) dt+z tXt dx;

1 = 82 ik k\1.9k k
+§Zza tXth (t, WHV* (¢, WF) dt.
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Ketjutettu vektoroitu Iton kaava voidaan todistaa kuten ketjuttamaton
[ton kaava eli apulause 8.13, todistus on vain sotkuisempi. Itse asiassa [ton
kaava voidaan ymmaértdd heuristisesti toisen asteen Taylorin differentiaali-
kaavana

af af 10%f

_ Y4 “J - J 2
Af = Spdts o dW g oes (W),

missi (dIW)? = dt. Vastaavasti ketjutettu muoto voidaan ymmiirtii samalla
tavalla heuristisesti

2
O g1+ % ax + L9 axye,

df ot ox 2 Ox?

misséi differentiaalin nelio (dX)? lasketaan formaalisti kiyttdien kaavoja
(dt)? = 0, dtdW = 0 ja (dW)? = dt ja tulot ymmérretidén tarvittaessa
matriisituloina.

Seuraava osittaisintegrointikaava on apulauseen 4.26 jatkuva muoto.

8.16 Apulause. Olkoon prosessit X ja Y annettu kaavoilla

dXt = ax(t, Wt) dt + bX (t, Wt) th,
dY't = ay(t, Wt) dt + by(t, Wt) th,

missd ax, ay, bx ja by toteuttavat vditteen 8.15 ehdot. Tdlloin

Todistus. Tulos seuraa viiteesta 8.15. Jatdmme yksityiskohdat harjoitusteh-
taviaksi. 0

Ennustettava esitys ja mitanvaihto

Brownin liikeeseen perustuvan jatkuva-aikaisen hinnoittelumallin téydelli-
syys seuraa Brownin liikkeen generoiman historian ennustettavasta esityk-
sesté eli Clark—Ocone-esityslauseesta. Esitimme sen apulauseena.

8.17 Apulause. Olkoon W Brownin liike ja F nelidintegroituva FY -
mitallinen satunnaismuuttuja. Tdlloin se voidaan esittdd muodossa

T

F = E[F]+J my AW,
0

missd m on yksikdsitteinen neliointegroituva F" -sopiva prosessi.
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Emme todista apulausetta 8.17. Kiinnostunut lukija voi etsiéd todistuksen
esimerkiksi Malliavin-laskennan luennoista

mathstat.helsinki.fi/~tsottine/malliavin-laskenta
ja huomata, ettd meilld on pienoinen ongelma poluittaisen tulkinnan kans-
sa. Luennoija on kuitenkin kohtalaisen vakuuttunut, ettd ongelma voidaan
ratkaista.

Itse asiassa Malliavin-laskennan avulla voidaan, ainakin periaatteessa, las-
kea prosessi m satunnaismuuttujasta F. Nimittdin m, = E;[D,F], missi
prosessi DF' on satunnaismuuttujan F' Malliavin-derivaatta.

Clark—Ocone-esityslause yleistyy nelidintegroituville martingaaleille.

8.18 Apulause. Olkoon W Brownin liike ja M nelidintegroituva FW -
martingaali. Tdlloin M on jatkuva ja silld on esitys

t

Mt = MO + J mg dWS,
0

missd m on yksikdsitteinen nelidintegroituva F-sopiva prosessi.

Todistus. Koska Mz on nelidintegroituva ja F1¥ -mitallinen, niin apulauseen
8.17 nojalla on olemassa sellainen F" -sopiva prosessi m, etté

T
MT = E [MT] + J mg dWS
0
Koska M on martingaali, niin E[Mr] = My ja M; = E;[Mr|. Lisdksi, koska
stokastinen integraali on martingaali, niin

T
Mt = Et |:E[MT] +J' mg dWs:|
0
t

= M0+J mdeS.
0

Lopuksi huomaamme, etté prosessin M jatkuvuus seuraa integraaliesitykses-
ta, koska stokastiset integraalit ovat jatkuvia. O

Brownin liikkeeseen perustuvan hinnoittelumallin taydellisyys seuraa siis
Clark—Ocone-esityslauseesta. Mallin arbitraasivapaus puolestaan seuraa Gir-
sanovin lauseesta, joka kertoo meille, miten Brownin liikkeen vietteestéa péds-
tédan eroon.

Sanomme, ettd W on (P, F)-Brownin liike, jos W; — W on riippumaton
o-algebrasta F,, kun s < ¢ ja todennékoisyyden P suhteen W; — W, ~
N(0,t —s).
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8.19 Apulause. Olkoon W (P,F)-Brownin litke, p € R ja Z" eksponenti-
aalinen martingaali

(w) = 2w = e -t - Bt}

Olkoon
Q/(dw) = Zy(w)Py(dw),

missi Qf ja Py ovat mittojen Q" ja P rajoittumat o -algebraan F;. Tdlloin
Q* ~ P ja prosessi

(t,w) — WHw):=W(w)+ ut
on (Q,F)-Brownin liike.

Girsanovin apulauseen 8.19 todistus perustuu seuraavaan apulauseeseen,
jonka todistamisen jatdmme harjoitustehtaviksi.

8.20 Apulause. Olkoon X satunnaismuuttuja ja G jokin o -algebra, jolle

0'22

E[e"X|g] = ¢ %
Tilloin X on N(0,0?) -jakautunut ja riippumaton o -algebrasta G.

Girsanovin apulauseen 8.19 todistus. Huomaamme aluksi, ettd Z* on todel-
lakin martingaali. Itse asiassa Z* on stokastinen eksponentti €(uW).

Viite Q" ~ P seuraa siité, ettd Zh = dQ#/dP on positiivinen. Pit&é
siis endd osoittaa, ettd W* on (Q*,TF)-Brownin liike eli, ettd W} — WH
on riippumaton o-algebrasta F, kaikilla s < ¢ ja ettd mitan QF suhteen
W} — W ~N(0,t — s). Tami taas seuraa apulauseesta 8.20, jos

EQ [eiU(Wt“—Wé‘)lA] - QN(A)Q—%@—S)
kaikilla s <t ja A € F,. Suoralla laskulla saamme
EQM 1Aezu(Wt“—WS“):| — E [1A€iu(Wt“_W5“)Z£u:|

- E |:1A€iu(Wt_W5)+iuﬂ(t—5)—N(Wt—Ws)—“22(t—s)Zg

= E[14Z!]E [e@mWi-w] i)~ (1)

—— A)ew(t—swmu(t—s)—é(m)

w2

— QH(A)e T,

miké pitikin osoittaa. O
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Harjoitustehtivii lukuun 8
8.1. Olkoon W Brownin liike. Osoita, ettd sen kovarianssi on
K(s,t) = E [(WS—E[WS]) (Wt—E[Wt])} = min{s,¢}.

8.2. Taydennd apulauseen 8.4 todistus osoittamalla, ettd jos M nelidin-
tegroituva gaussinen martingaali, niin (a) M :114 on riippumattomat lisdykset
ja (b) kuvaus t — Var[M,] on kasvava.

8.3. Olkoon z derivoituva (tai rajoitetusti heilahteleva) funktio ja w mika
tahansa funktio. Ratkaise differentiaaliyhtélo

dyt = Qyt dxt + dwt.
Ratkaisu tarkoittaa sellaista funktiota y, joka toteuttaa Riemann—Stieltjes-
integraaliyhtalon
t t t
J dy, = J Oys dx +J dws.
0 0 0
eli
t
Ye = yo+9j Ys dzs + wy — wo.
0
8.4. Osoita esimerkin 8.6 viitteet
E (Y Wiy (Wer - Weag)| = 0,
1 n n n |
E | Wip (Wep—Weay)| = T
k=1 i

8.5. Todista Borel-Cantelli-lemma: olkoot Ay, As, ... sellaisia tapahtumia,
etta

ZP(AH) < o0.
n=1
Talloin

P(limsupAn) = 0.

n—~o0

8.6. Olkoon W Brownin liike ja sgn(z) = —1(_s00)(z) + 1(0,00)(). Osoita,
etté prosessi

J sgn(W;) dV;
0

on myo6s Brownin liike.
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8.7. Todista apulause 8.16.

8.8. Todista apulause 8.20.

8.9. Olkoot p = (s)ico,r) ja 0 = (0¢)iejo,r) “riittévan siisteja” FY

prosesseja. Ratkaise stokastinen differentiaaliyht&lo

ds,
St

-sopivia

= ¢ dt+0tth.

8.10. Etsi sellainen F"-sopiva prosessi B = (Bi)wcjor), ettd S/B on
(P,F")-martingaali. Téssd S on edellisen tehtévin ratkaisu.



Luku 9
Black—Scholes-malli

Every science begins as philosophy and ends as art. — Will Durant

Wiener-avaruus

Black—Scholes-hinnoittelumallissa pankkitalletus on deterministinen ja osa-
kekurssia “ajaa” Brownin liike.

Binomimalli rakennettiin satunnaiskulkuun liittyvan kolikkoavaruuden
kautta. Brownin liike on erdénlainen jatkuva-aikainen satunnaiskulku ja sité
vastaava “jatkuva kolikkoavaruus” on Wiener-avaruus.

9.1 Masritelma. Historiallinen todennikoisyysavaruus (2, F,F,P) on

Wiener-avaruus, jos
(i) Q=C([0,7]) eli w € Q2 on reaaliarvoinen jatkuva funktio valilta [0, 77,
(ii) F on koordinaattikuvausten s — w(s), s < t, virittdmé o-algebra,
(i) F=Tr,
)

P on sellainen todennékoisyysmitta, ettd kanoninen prosessi eli koor-
dinaattikuvaus (w,t) — w(t) =: Wi(w) on Brownin liike.

(iv

Mééritelméin 9.1 ehdoista (ii) ja (iv) seuraa, ettii F = F". Erityisesti
Wiener-avaruudessa kaikki satunnaisuus tulee Brownin liikkeesté. Toisin sa-
noen Wiener-avaruus on pienin historiallinen todennékoisyysavaruus, jossa
Brownin liike voi “elda”.

Black—Scholes-hinnoittelumalli saadaan liittdmalla Wiener-avaruuteen
pankkitili ja osakekurssi. Tarkastelemme vain yhden osakkeen klassista
mallia, missé osake on geometrinen Brownin liike ja pankkitili on vakiokor-
koinen.
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9.2 Madéritelma. Yhden osakkeen Black—Scholes-hinnoittelumalli on ko-
koelma (B,S,Q,F, F,P), missi (Q,F,F,P) on Wiener-avaruus ja B ja S
ovat (stokastisten) differentiaaliyhtéloiden

dB
(9.3) Et = rdt, By=1,
ds
(9.4) ?t = pdt+odW,,  Sy=25,,
t

ratkaisut. Mallin parametrit ovat r, p ja o2.

9.5 Huomautus. Korkotaso r on tiedossa. Sitd ei tarvitse estimoida. Pa-
rametrit p ja o taas voidaan estimoida datasta Si,...,Si,,, seuraavas-
ti. Tuotto-odotuksen p estimaatti i saadaan havaittujen tuottojen R; =
(Si, — Si,_,)/S:_, otoskeskiarvosta

=>
I

1 N
—SN'R,.
v

2 2

Volatiliteetin nelién o estimaattori 6 saadaan tuottojen otosvarianssista

| X
2 . 2
= — —Ry)”.
N _1 = (i )
Jos At; = At eli vakio, niin saamme seuraavat kaavat estimaattoriemme
variansseille:
oAt
9.6 Var [i] =
202(At)?
9.7 Var [6%] = ——~.
(9.7) ar [6°] N1
Jatdmme kaavojen (9.6) ja (9.7) johtamisen harjoitustehtéavéksi. O

Klassisesta differentiaaliyhtéloiden teoriasta tieddmme, etté tavallisen dif-
ferentiaaliyhtalon (9.3) yksikésitteinen ratkaisu on tavallinen eksponentti

Bt = ert.

Vastaavasti [ton kaavan avulla ndemme, ettd stokastisen differentiaaliyhtélon
(9.4) yksikésitteinen ratkaisu on painotettu stokastinen eksponentti

o2
S = SpeM€(oW), = SperttoWimT,
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HEX-indeksi 1.2.1987 — 30.12.1996 (vasemmalla) ja geometrisella
Brownin liikkeelld simuloitu indeksi (oikealla).

Maééritelméssa 9.2 on pienoinen kauneusvirhe. Historiamme F on nimit-
tdin Brownin liikkeen W generoima eli F = F". Luonnollisempaa olisi tie-
tysti, ettéd historia olisi osakekurssin S generoima eli F = [F°. Toisaalta, kos-
ka S on rakennettu Brownin liikkeestd W, niin F° C F"W. Lisiksi voimme
ratkaista yhtalon

2
St _ SO e,ut-l—cht — %t

Brownin liikkeen W suhteen. Nimittain

Niemme, etti itse asiassa F* = F"W .

Arbitraasivapaus ja tiydellisyys

Diskreetisséd ajassa vaadittiin, etté sijoitusstrategia 7 oli ennustettava eli m;
on JF;_;-mitallinen kaikilla ajan hetkilld ¢. Jatkuvassa ajassa ei ole edellis-
td ajan hetked “t — 17, joten ennustettavuus on hieman vaikeampi késite.
Seuraava tulkinta riittéa tarkoituksiimme.

9.8 Maédiritelma. Prosessi m = (7)o, ] Wiener-avaruudelta (Q,J,F, P)
on ennustettava, jos sen polut ovat vasemmalta jatkuvia.

Diskreetissi ajassa strategia @ = (f3,) oli omavarainen, jos sen varalli-
suus V™ = BB + S toteutti differenssiyhtalon

A‘/tﬂ— = ﬁtABt + ’)/tASt.

Jatkuvassa ajassa tdtéd vastaa tietysti differentiaaliyhtélo, tai oikeammin in-
tegraaliyhtalo.
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9.9 Masritelmé. Ennustettava strategia m = (3,7) on omavarainen, jos
sen varallisuus V™ = 3, B; + 7:S; toteuttaa differentiaaliyhtélon

dV;™ = B¢ dB; + 7 dS,.

Madritelmén 9.9 differentiaaliyhtélo tulee ymmértaé integraaliyhtaloné

rt t

Ve o= Vit md&+Jvm&
JO 0
rt t

= Vi + | BsBs ds+J Y¥sSs (ds + o dWy)
JO 0
rt t

= Vy+ | Bseds —i—J

Jo 0

t

vsSspds + J vsSso dW.
0

Tassa siis kiytimme formaalia sijoitusta dSs = Ssuds + SsodWs eli palau-
timme integraalin osakeprosessin S suhteen integraaliksi Brownin liikkeen
W suhteen. Toisin sanoen otimme méaaritelméaksi

T T T
J U dSt = J 77tSs,U dt + J ntStU th
0 0 0

Taméa méaaritelmé on sopusoinnussa suoran méadritelman 8.7 kanssa. Lisak-
si, koska valitsimme poluittaisessa stokastisessa integraalissa valin alkupis-
teen, on jatkuva-aikainen differentiaaliyhtdléehto luonnollinen diskreettiai-
kaisen differenssiyhtéloehdon jatkuva analogia.

9.10 Apulause. Strategia m = (6,7) on omavarainen jos ja vain jos dis-
kontatuille prosesseille V™ =V7/B ja S = S/B pitee

AV7 = 4,dS,.

Todistus. Harjoitustehtava. O
Osakeprosessin S suhteen Iton kaava saa seuraavan muodon.

9.11 Viite. Olkoon f € CY*(R?). Tdlloin

0 0 2 50
df(t,S;) = a—{(t, Sy) dt + a—i(t, Sy) dS; + %S,? a—;;(t, Sy) dt.

Todistus. Harjoitustehtava. O
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9.12 Huomautus. Jos osakeprosessi S on siled, niin talloin pétee tietenkin
klassinen muuttujanvaihtokaava

_of of
afs) = Z(tS)dt+ =L(t,5) ds,
missi dS; = dd—it dt. Tallainen malli ei voi vastata kuitenkaan hyvin todelli-

suutta, silla siind on helppo tehdéa arbitraasia. Erds tapa on ostaa osakkeita,
kun % > (0 ja myyd4, kun % < 0. Jatdmme arbitraasistrategian yksityis-
kohtaisen konstruoimisen harjoitustehtaviksi. &

Diskreetissd ajassa hinnoittelumallin arbitraasivapaus seurasi ekvivalen-
tin martingaalimitan olemassaolosta. Jatkuvassa ajassa tilanne on samankal-
tainen. Joudumme kuitenkin olettamaan strategialta integroituvuusehtoja.

Seuraava ehto soveltuu tarkoituksiimme.

9.13 Mairitelmi. Omavarainen ennustettava strategia m = (3,7) on hy-
vaksyttdvd (admissible), jos

(i) [y 18]dt < o,
(i) E [jgyfsf dt} < .

9.14 Huomautus. Kaikki rajoitetut ennustettavat strategiat ovat hyvéaksyt-
tavid. Jatdmme perustelun harjoitustehtaviksi. <

Madritelmén 9.13 ehto (i) on varsin luonnollinen. Nimittdin muuten oma-
varaisuusehdossa esiintyvé integraali f(t) Bs d By olisi varsin huonosti mésritel-
ty. Ehto (ii) on kohtalaisen rajoittavia. Itse asiassa tulisimme toimeen vihem-
mélldkin. Emme halua kuitenkaan menné teknisiin yksityiskohtiin. Keskeisté
ehdossa (ii) on se, ettd nyt prosessi

J ’}/tStO’ th
0
on martingaali. TAmé& ominaisuus takaa arbitraasivapauden.

9.15 Lause. Hyvdksyttdvilli omavaraisilla ennustettavilla strategioilla ei voi
tehdd arbitraasia Black—Scholes-hinnoittelumallissa.

Perustelemme lauseen 9.15 hieman myohemmin. Sitd ennen késittelemme
hyvéaksyttavyyden roolia.

Seuraava esimerkki néyttad, ettd pelkkd omavaraisuus ei riitd ar-
bitraasivapauteen, vaikkakin mychemmin n&emme, ettd Black—Scholes-
hinnoittelumallilla on aina ekvivalentti martingaalimitta.
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9.16 Esimerkki. Tarkastelemme Black—Scholes-mallia parametreilla r = p =
0 ja o = 1. Talloin siis korko on diskontattu pois ja ottamalla osakkeen
rahayksikoksi voimme valita

1
St = €Wt_§t.

Néemme, ettd osakekurssi S on stokastisena eksponenttina valmiiksi martin-
gaali mitan P suhteen. Etsimme nyt sellaisen arbitraasistrategian = = (3,7),
etta

T

Vi = O—i—J %dS; = a > 0.

0
Teemme tdmén rakentamalla erdénlaisen tuplausstrategian darelliselle vilil-
le. Venytamme vélin [0, 7] koko positiiviselle reaaliakselille méaarittelemalld
apuprosessin

J’t dWs

Jp = .
! 0\/T—S

Jos t < T, niin [to-isometrian nojalla

b ods T
E[Jf] = JOT—S = lOgT—t < 00.

Kun t — T, tapahtuu ikéavid. Tekemalld aikamuunnoksen

. T
t = o(t) = lo
(t) &7
ndemme, ettd prosessi (jg)ge[opo) = (Jo-1(1) Jte[o,00) ON Brownin liike. Siten
tieddmme, etté
limsupJ; = limsup jg = limsupW; = oo
t—T t—00 t—o00

melkein varmasti. Olkoon sitten a mielivaltainen positiivinen varallisuus, jon-
ka haluamme saada riskittomésti ilman alkupdédomaa. Maérittelemme pysay-
tyshetken

T, = inf{t: Jy=a}.

Koska limsup, . J; = oo, niin P(7, < T') = 1. Méaérittelemme strategian
m = (8,7) asettamalla

1

= 1.t
Ve St\/T——t (0, }()
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ja @ madrdytyy omavaraisuusehdosta. Koska v on vasemmalta jatkuva, niin
se on ennustettava. Nyt, pysaytyshetken 7, mééritelmén nojalla,

T
Vi = O—i-J v dS;
0

T
=, St\/%_tl(oﬁa](t) dsS;
o1 ds,

o VTt S

_ ™AW

o VTt

= JTa

= a.

Néemme siis, ettd on olemassa omavaraisia strategioita, jotka mahdollista-
vat arbitraasin. Konstruoimamme strategia ei kuitenkaan toteuta integroitu-
vuusehtoa (eikd sitd kautta Ito-isometriaa)

()] < -

eli se ei ole hyvéaksyttava. O

T
EUﬁgﬂ = E
0

Siirrymme nyt tarkastelemaan hyviksyttéivia strategioita ja ekvivalentte-
ja martingaalimittoja. Reaalimaailman todennékoisyysmitan P suhteen dis-
kontatulle osakekurssille S = S/B pétee

_ S,
45, = d2
3, 5

1 1
- —d d—
B, Sy + Sy B,

= e "dS, — rSe"tdt

= e " (dS; — rS;dt)

= e " (Sudt + S;odW; — rS,dt)

= e " (Sy(p—r)dt + SiodWy)
Si(p — r)dt + SiodW,.

Néemme, ettd diskontattu prosessi tottelee dynamiikkaa

(9.17) d?st = (u—r)dt+odW;.
t
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Kirjoitamme nyt vékisin yht&lon (9.17) niin, ettd sen ratkaisu on stokastinen
eksponentti ja siten martingaali. Midrittelemme prosessin WQ lisaamalli
alkuperdiseen prosessiin riskin markkinahinnan vietteeksi:

—r
we = w+ B
o
T#llsin S on stokastinen eksponentti &(oW Q). Nimittiin
ds;

— = (p—r)dt+odW,
St

_ (,u—r)dt+0d(WtQ—'u_rt)
g

ILL_
g

"t

= (p—r)dt+odWR -0
= odWR

Siten, jos mitan Q suhteen W2 on (Q,F)-Brownin liike, niin diskontattu
osakekurssi S on (Q,F)-martingaali. Mutta mitan Q saamme Girsanovin
lauseesta 8.19. Néin olemme osoittaneet seuraavan véitteen.

9.18 Viite. Mddrittelemme mitan Q asettamalla

T = 2 w) = exp{—M;TWT(w)_(M_T)QT}'

g

Télléin Q ~ P ja diskontattu osakekurssi S on (Q,F)-martingaali.

9.19 Huomautus. Itse asissa Black—Scholes-hinnoittelumallissa ei ole muita
ckvivalentteja martingaalimittoja kuin edelld tiheyden Z}“ 7 avulla ra-
kennettu Q. Jatdmme tdméan perustelemisen harjoitustehtéaviksi. Vihjeené
toteamme, ettd kannattaa kiayttda Clark—Ocone-esityslausetta. &

Black—Scholes-mallin arbitraasivapaus, lause 9.15, seuraa nyt samoista
martingaaliargumenteista kuin diskreetissidkin ajassa. Keskeinen huomio on
seuraava.

9.20 Viite. Olkoon m hyviksyttivi strategia. Tdlloin diskontattu varalli-
suusprosessi V™ on (Q,F)-martingaali.

Todistus. Apulauseen 9.10 nojalla diskontattu varallisuus prosessi on stokas-

tinen integraali
t
Vi o= Vf —}-J ~vs dS,.
0
Koska 7 on hyvaksyttava, niin stokastinen integraali on martingaali. O



Arbitraasivapaus ja téaydellisyys 135

Lauseen 9.15 todistus. Kayttamalla viitettd 9.20 tdmé todistus on tdsmaél-
leen sama, kuin diskreetin ajan I padlauseen 6.9 todistus. O

9.21 Huomautus. Tarkastelemme miten hyvaksyttavyysehto 9.13 (ii) liittyy
loppuvarallisuuden V' varianssiin. Jos malli on diskontattu ja V;” = 0, niin
[to-isometrian nojalla

EQ[(VF)’] = ER _<Jj%d5t)2]

T 2
= EQ (J ’}/tStO' thQ) ]
0

'T
_ B U 2252 dt] |
0

Karkeasti ottaen siis ehto 9.13 (ii) tarkoittaa, ettd varallisuusprosessin on
oltava nelidintegroituva. O

Tarkastelemme nyt Black—Scholes-mallin taydellisyytta. Tamé seuraa 14-
hes vilittomésti ennustettavasta esitysominaisuudesta 8.17.

9.22 Lause. Black-Scholes-hinnoittelumallin jokainen vaade F € L*(Q)
voidaan toistaa. Lisdksi vaateen F tasapuolinen arbitraasivapaa hinta het-
kelli t € [0,T] on

(F) = e T OER([F].

Todistus. Taydellisyys ei riipu numeréérin valinnasta. Siten oletamme, etté
hinnoittelumalli on diskontattu eli » = 0 ja siten S = 5. Meidén pitdé siis
osoittaa, ettid jokaiselle F' € L?(Q) loytyy sellainen ennustettava prosessi v,

etta
T

F = EQ[F]JrJ 7; dS;.
0

Mitan Q suhteen S on stokastinen eksponentti &(cW Q) eli
ds, = S,cdW_.

Siten tehtdvindmme on etsid sellainen v, ettd

T
F = EQ[F]+J 7Sy AW 2.
0
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Mutta ennustettava esityslause 8.17 sanoo, ettd on olemassa sellainen yksi-
késitteinen nelidintegroituva prosessi m, etté

T
F = EQ[F]+J my AW,
0

Asettamalla
my

%:J—St

olemme loytédneet strategiamme. Kaava tasapuoliselle hinnalle ¢,(F') seuraa
nyt siité, ettd strategiamme diskontattu varallisuus on martingaali alkup&é-
omalla EQ[F]. O

Suojausstrategia siis “loydettiin” ennustettavan esityslauseen 8.17 avulla.
Siispd emme ole varsinaisesti 16ytédneet sitd. Tieddmme vain, ettd suojaus
on olemassa ja ettéd se on yksikésitteinen. Tamé on tietysti aika vaatimaton
tulos. Lisiiksi ehdollisen odotusarvon EQ[F] laskeminen voi kilytanndssi olla
vihelidisen hankalaa.

Eurooppalaiset optiot

Tarkastelemme yksinkertaisia eurooppalaisia optioita F' = f(Sr). Oletamme
lisiksi, ettd f(Sr) € L*(Q), missi Q on mallimme yksikésitteinen ekviva-
lentti martingaalimitta. Edellisen osion lauseen 9.22 perusteella tieddmme,
ettéd diskontattu varallisuusprosessi V™ on (Q,F)-martingaali ja

Vio= e "TTIER(f(S7)].

Koska W on markoviaaninen prosessi, niin on syyté olettaa, ettd myos S on
markoviaaninen. Tama4 siis tarkoittaisi sité, etta

Vio= e "TTIER[f(S7)] = u(t,S)

jollekin f:sté riippuvalle funktiolle v. N&in todellakin on ja funktio v 16ytyy
suoralla laskulla. Kédytdmme laskuissa seuraava aputulosta.

9.23 Apulause. Olkoon G jokin o-algebra. Olkoon X mitallinen o -algebran
G suhteen ja olkoon Y riippumaton o-algebrasta G. Olkoon ¥ : R? — R
rittdvdan rajoitettu. Merkitsemme

Tdalloin
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Todistus. Téaméa véite perustuu Fubinin kaavaan eli integrointijarjestyksen
vaihtamiseen. Panemme aluksi merkille, etta

blr) = jmwx,wP(Y e dy).

Olkoon Z jokin rajoitettu G-mitallinen apusatunnaismuuttuja. Koska Y on
riippumaton o-algebrasta G, niin

P(Xedr,Zedz,Y edy) = P(X edr,Z edz)P(Y €dy).

Siten Fubinoimalla saamme

r

EV(X,Y)Z] = U(z,y)z P(X edz,Z € dz,Y € dy)

= J U(x,y)z P(X € da, Z € d2)P(Y € dy)
R JRr2

= J Yz, y)P(Y € dy)) 2 P(X €de, Z € dz)
Jr2 \Jr

r

= P(x)zP(X e dx, Z € dz)

= E[y(X)Z].
Valitsemalla nyt Z := 14, A € G, saamme
EV(X,Y)14] = E[{(X)14].

Mutta koska 1 (X) on G-mitallinen, niin tdmé yhtdlo tarkoittaa sitd, ettd
E[U(X,Y)[9] = 4(X). O

Etsimme sitten arvofunktion v. Nyt
BR(f(Sr)] = BR[f (SoermsoWe57)]
= E, [f <Soe’"T+"W —%2T>]
= E, {f <SteT(T—t)+U(WT—Wt)—%(T_t))}

per T—O)+o(Wr—Wi)— a (T—t)) }

E s (
=S}
I [f <x6r(T—t)+amW1—§(T—t))}
=S}
y2
% dy
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Olemme 16yténeet funktion v:

2

Y
> o2 6_Tdy
9.24 v(t, T — e_T(T—t)J (xer(T_t)+Umy_7(T_t)> '
(9.24) w(t,x) N f -

9.25 Huomautus. Vaihtelemalla muuttujia kaavassa (9.24) 16yddmme marko-
viaanisen prosessin S (diskontatun) siirtymiétiheyden ja voimme kirjoittaa
kaavan (9.24) muodossa

(9.26) v(t,x) = JOO f(2)k(z;2, T —t)dz.

— 00

Nimittain merkitsemalld 6 := T — t ja valitsemalla

o2
P l,ere—i-a\/éy—TG

Saalnine
2

1 z o
= ——(log——r0+—0],
Y 0\@( 7 2 )

P dz
A

Sijoittamalla nAm# muunnokset kaavaan (9.24) ndemme pienoisen pyoritte-
lyn jélkeen, etté

e "0 1 z o? ?

Tama4 siis tarkoittaa sité, ettd

P(Spedz|F,) = T Vk(z;8,T —t)dz

eli S on (Q,F)-markoviaaninen prosessi. Se ei kutenkaan ole Lévy-prosessi,
silla se ei ole homogeeninen tilassa. &

Kaavassa (9.26) esiintyva S:n diskontattu siirtymétiheys k on siled para-
metrien x ja t suhteen. Siten, jos f on riittdvan rajoitettu, voimme vaihtaa
integroinnin ja derivoinnin jérjestysté ja esimerkiksi

v o 0k
—(t,x) = 2)—=(z;x,T —t)dz.
et = | a5 )
Erityisesti siis arvofunktiot v ovat tyypillisesti derivoituvia parametriensa
suhteen.

Seuraava lause kertoo, miten suojaus lasketaan kun arvoprosessi v on

riittéavan siled.

—00
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9.27 Lause. Olkoon vaade f(St) € L*(Q) ja

v(t,r) = e "TYEQ[f(Sp)| S, = 1]

5 dy
V2T

Jos v € CY3(R?), niin option f(S7) suojaus ™ = (3,7) saadaan kaavoista

ov

Tt = g(ta St) - %(tu St)7

ﬂt == b(t, St) = e_Tt (’U(t, St) — %(t, St)St) .

o (T—1) J'oo f (xer(T—t)wmy—é(T—t)) e

Todistus. Osoitamme kaavan osakepainoille 7. Pankkipainojen [ kaava seu-
raa télloin vélittomasti. Oletamme, ettd malli on diskontattu eli » = 0. Ko-
rollisen version todistamisen jatdmme harjoitustehtéavéksi.

Tieddmme, ettd nyt V = v(-,S.) on martingaali ja

dU(t, St) == ’)/tdSt.

Toisaalta Iton kaava sanoo, ettéa

9 o 520
du(t,S,) = a—Z(t,st)dst+(at(t S) + SfaQ(t st)) dt.

Koska v on kuitenkin martingaali, niin d¢-termin tulee olla nolla. Nimittéain,
jos dt-termi ei ole nolla, niin martingaalien v ja [, 0v/0x(t,S;)dS; erotuk-
sena myo0s prosessi

Mo J(g:(t s)+Z 53222(7: sg)

on martingaali. Mutta tdmé prosessi on derivoituva. Siten sille on poluittain
voimassa kaava .
M} = 2J M, dM,.
0
Toisaalta My = 0 ja stokastisen integraalin odotusarvo on nolla. Siten

Var[M;] = E[M}| = 2E U;MSdMS] = 0.

Nédemme, ettd M; = 0 identtisesti. Kaava v = 0v/0x seuraa tésté. O
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9.28 Huomautus. Olkoon f(S7) € L?(Q) eurooppalainen optio. Oletamme,
ettd sen arvoprosessi v = v(t, z) € C'*(R?). Omavaraisuusehto sanoo, etti

dv = Be™dt+~dS.

Toisaalta Iton kaava sanoo, etté

o o* 0% ov

Koska differentiaaliesitys on aina yksikésitteinen, niin ndemme pienen pyo-
rityksen jdlkeen (harjoitustehtévi), ettd funktion v on toteutettava takape-
roinen (ei-stokastinen) osittaisdifferentiaaliyht&lo

v o ,0% ov
(929) E + ?.T % + TZE% —rv = 0,
U(Tv ) = f

Liséiksi ndemme, edelleen kiyttamélla Iton kaavaa (harjoitustehtéiva), et-
td jos arvoprosessi toteuttaa yhtélon (9.29), niin dv/0x on vaateen f(St)
suojaus. Takaperoista osittaisdifferentiaaliyhtéloa (9.29) kutsutaan Black—
Scholes-osittaisdifferentiaaliyhtidloksi. Se tarjoaa toisen tavan suojauksen 16y-
tamiseksi. Nimittdin nyt meilld on kaksi vaihtoehtoa. Voimme joko laskea in-
tegraalin (9.24) tai ratkaista osittaisdifferentiaaliyhtélon (9.29). Kéytannossa
joudumme usein, ldhestymistavasta riippumatta, turvautumaan numeerisiin
menetelmiin.

Itse asiassa Black ja Scholes eivit johtaneet osittaisdifferentiaaliyhtélodaéan
martingaalitekniikoilla kuten me. He kéyttivat arbitraasivapausargumenttia
ja olettivat a priori, ettd arvoprosessi on markoviaaninen ja riittdvéan silea.
Me sen sijaan todistimme, ettd arvoprosessi on markoviaaninen. &

9.30 FEsimerkki. Tarkastelemme jo tutuksi tullutta eurooppalaista osto-
optiota f(S7) = (S — K)*. Otamme kdytt66n apumuuttujat

o) log%+<r+"—;>(T—t)
1L, T = 3
oI —t

dy(t,x) = dy—oVT —t.

ja ® on vanha tuttu standardinormaalijakauman kertyméfunktio
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Laskemme arvoprosessin. Apumuuttujat d; ja dy tulevat vastaan integroin-
tirajoja laskettaessa.

u(t,S) = VT
= ¢ "TOER [(Sr — K)*]

_E {(xem/T—twl—‘g(T—t) _ Ke—r(T_t))+:|
r=_S%

N J ) (Stegmy_é(”) - K e‘T(T—ﬂ) e zdy

—da(t,5¢) 2
2
_ d2 (%) —ax/T—ty—ﬁ(T—t) . —r(T—t) 6_%dy
= S.e P Ke —
oo V2T

- Sﬂ)(dl(t, st)) . Ke—“T—t)cp(dz(t, st)) .
Suojauksen v saamme nyt derivoimalla. Huomaamme aluksi, etta

%(t,x) - aé;; {dl(t 2) — oVT — } — %il(t z)

ja
P'(do(t, 7)) = %GXP{_M}

— e {- (e _am)}
- exp{dl(t,x)am % }CD’ (du(t

— oo+ (r+ 3 ) -0 7<T—t>}@<dl<t,x»

xerT—1)

= (At ).

N =

Siten

ov

Y = a_x(tvst>

- ai; {st <d1(t,St))—Ke‘T(T‘t)®<d2(t,St))}

_ <I><d1(t, St)) n StCD’(dl(t St)) 91y 5))

Oz
ads

— Ke—’“(T—“cb’(dz(t, St)) o (t,S)

- <I><d1(t, st)).
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<

9.31 Esimerkki. Myyntioption (K —S7)* suojaus voidaan laskea kuten osto-
optionkin suojaus laskettiin esimerkissa 9.30. Toisaalta voimme myos kayttaa
osto—myynti-pariteettia. Nimittéin, koska

(Si— K)"—(K—-8S)t = S;—
niin
Mt Sy + Pt 8y) = e "TTIER (S - K|
) (rTEQ ST _ )
— (T ( TG, )
= S, —e"TOK.
Télloin on kohtalaisen helppo nédhda, ettd myyntioptiolle

v(t,r) = Ke T Dd(—dy(t,z)) — xP(—di(t, z))

ja
v
Yo = %(@ Si) = —<D< — dy(t, St))'
Jatdmme yksityiskohdat harjoitustehtavaksi. <
Herkkyysparametrit

Tarkastelemme lopuksi eurooppalaisen option F' = f(S7) hinnan

2
Yy
OO o2 6_Tdy
v(t, S = e_T(T_t) J (S er(T—t)-Q—J\/T—ty—T(T_t))
o oo S V2T

herkkyyttd mallin suureiden r, o, S; ja t suhteen.

9.32 Miéritelmi. Option F' = f(Sr) hinnan v = v(¢,x) herkkyyspara-
metrit eli kreikkalaiset ovat

(i) delta A = &%
(i

) 9%v
(ili) korkoherkkyys rhoo p = 2,
)

gamma [' = -,

aikaherkkyys theeta © = 2U

(iv 5
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. . a'l)
(v) riskiherkkyys vega V = 52.

Vega ei muuten ole kreikkalainen kirjain.
Kreikkalaisten avulla voimme kirjoittaa Black—Scholes-osittaisdifferentiaali-
yhtéalon (9.29) muodossa

o2
@+73§2F—TZEA—TU = 0.

9.33 Esimerkki. Osto-optiolle (St — K)* pitee

A = d(dy),
r - _ %) 7
xzoT —t
0 = _7x0¢(d1) —rKe "T0(dy),
2T —t

p = K(T —t)e " TDd(d,),
VvV = x¢(d2)\/T—t

Néiden kaavojen johtaminen voi olla melko ty6léasta, joten jatdmme johtami-
sen harjoitustehtaviksi. <

Yleisesti pétee seuraava viite.

9.34 Viite. Olkoon F = f(Sr) [rajoitettu] eurooppalainen optio ja v =
v(t, St) sen arvo hetkelld t.

(i) Jos f on vihenevd, niin A < 0.
(ii) Jos f on kasvava, niin A > 0.
(iii) Jos f on konveksi, nisn T' > 0 ja 'V > 0.

(iv) Jos f on konkaavi, niin I' <0 ja V <0.

Todistus. Naytamme kohdan (i). Muut kohdat jatdmme harjoitustehtévéksi.
Olkoon f véhenevd. Koska f(S7) on [rajotettu], niin voimme vaihtaa
derivoinnin ja integroinnin jérjestysta. T&lloin

At,z) = g—i(t,x)

B o : % d
_ 9 e—r(T—t)J f (mer(T_t)Jrgmy—%(T_t)) € Y
ox oo V2T

* df 02 €
9.35 = ¢ 7(TY J - <x€T(T—t)+0\/T—ty—T(T—t)> '
(9:35) K =
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Koska f on véhenevé, niin df/dz < 0. Siten integraali (9.35) on ei-
positiivinen. Viite seuraa. ]

9.36 Esimerkki. Oletamme, ettd herra K. on myynyt sopimuksen, jonka arvo
hetkelld ¢ on w(t,S;). Herra K. haluaa suojata velvoitteensa toisella sopi-
muksella, jonka arvo hetkelld ¢ on w(t, S;). Oletamme, ettd v, w € CH?(R).
Herra K. omistaa nyt salkun

Vi = —u(t,S) +0uw(t,S,),

misséd 6; on herra K:n valitsema suojauspaino hetkelld ¢. Oletamme luonnol-
lisesti, ettd salkku on omavarainen:

d‘/t = —d’U(t, St) + etd’lU(t, St)

Herra K. haluaa, ettd varallisuus V' on Delta-neutraali eli

ov ow
A = —4+0— = 0.
oz * Oz
Talloin nimittdin Vp = o(T,57) eli herra K. on rakentanut suojauksen.

Delta-neutraalius johtaa valintaan

Ov/0x

ow/dx
Jos siis herra K. suojaa sopimuksen v osakkeella, eli w(t,S;) = S, niin
0= %. Tama selittdd, miksi valintaa v = % kutsutaan Delta-suojaukseks:.

Lisdamallé sijoitusinstrumentteja herra K. voi suojata vieldkin vakaam-
min. Herra K. rakentaa salkun

Vi = —u(t,S) +0lw'(t,S) + 02w, Sy),
missd painot ! ja 6% ovat sellaisia, etté

ov ow? ow?

_ov pow 0wt
oz o ox o ox 0

Pv L Pw L 0Pw?
) +0 902 +0 o 0.

Talloin salkulle V' pétee: A = T' = 0. Téllaista salkkua kutsutaan Gamma-
neutraaliksi tai Gamma/Delta-neutraaliksi. <&
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Harjoitustehtaviia lukuun 9

9.1. Johda huomautuksen 9.5 kaavat (9.6) ja (9.7).
9.2. Todista apulause 9.10.
9.3. Todista véite 9.11.

9.4. Rakenna arbitraasistrategia jatkuva-aikaisessa mallissa, jossa osakekurs-
si S on derivoituva (kts. huomautus 9.12).

9.5. Osoita, ettd ennustettavat ja rajoitetut strategiat ovat hyviksyttavia.

9.6. Rakenna Black—Scholes-malliin omavarainen arbitraasistrategia, jossa
positioita (3 ja - péivitetdédn vain dédrellisen monta kertaa. (Vihje: tuplaus)

9.7. Osoita, ettd Black—Scholes-mallissa on vain yksi ekvivalentti martingaa-
limitta.

9.8. Tarkastelemme diskonttaamatonta Black—Scholes-mallia. Etsi vaateen
F suojaus m = (f3,7) Clark—Ocone-esityslauseen

T
F = EQ[F]+J my AW
0

avulla. Toisin sanoen esitd ( ja 7 prosessin m avulla.

9.9. Todista lause 9.27 diskonttaamattomassa mallissa.
9.10. Laske osakepainoprosessi v myyntioptiolle (K — S7)*.
9.11. Johda Black—Scholes-osittaisdifferentiaaliyhtilo (9.29)

9.12. Olkoon L < K. Laske rajoitetun osto-option (Sp — L) 1yg, <k} hinta
Black—-Scholes-mallissa.

9.13. Laske edellisen tehtdvén rajoitetun osto-option suojaus.
9.14. Johda esimerkin 9.33 kaavat.

9.15. Todista viite 9.34.

9.16. Etsi niistd muistiinpanoista virhe.

9.17. Vastaa kurssikyselyyn osoitteessa
http://mathstat.helsinki.fi/kurssit/kysely/,
sitten kun lomake sinne ilmestyy.
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“Jatkuva aika” pdhkinidnkuoressa

e Satunnaiskulkumalli = Lévy-prosessi.

e Jatkuva satunnaiskulkumalli = Brownin liike.
Black—Scholes-mallista

e Tiydellinen ja arbitraasivapaa.

e Ekvivalentin martingaalimitan Q suhteen

ds,
?: = odWR,
missié W on Brownin liike.

e BEurooppalaisen vaateen F' arbitraasivapaa hinta = EQ[B—";].

e Vaateen F' = f(Sr) hinta

> o2 e 2 dy
o(t,S) = e—r(T—t)J (S 6r(T—t)+ax/T—ty—7(T—t)> ‘
(t, S¢) _Oof i Nora
Toisto: 9
v
Ve = a—x(t, St).
e Hinta v ja toisto % saadaan myos ratkaisemalla v Black—

Scholes-osittaisdifferentiaaliyhtalosta

« Finis opus ~
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