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Vuoden 2003 Nobelin muistopalkinnon ta-
loustieteestd (A. Nobel ei testamentissaan
maininnut taloustiedettéd. Nobelin muistopal-
kinto taloustieteestd onkin Ruotsin Pankin
rahoittama) jakoivat Clive Granger ja Ro-
bert Engle. Molemmat palkituista tutki-
vat ekonometrisid aikasarjoja. Palkinto tu-
li “kointegraatiosta” ja ARCH-mallista. Kes-
kityn jatkossa lyhyesti selittdméédn, misté
ARCH-mallissa on kyse. Laajempi selvitys
ARCH-mallista ja kointegraatiosta l6ytyy No-
bel e-museumin sivuilta www.nobel.se.

Yleensé ARCH-malli esitetdéin hajottalla
aikasarja ennusteeseen ja ennustevirheeseen,
ja itse ARCH-oletus koskee tilloin ennustevir-
hettd. Seuraavassa esitén kuitenkin ARCH-
mallin toisella tavalla kayttadmélla niin sanot-
tua Woldin hajotelmaa. Tamén ldhestymis-
tavan innoituksena on ollut artikkeli [2].

Olkoon 7; jokin talouteen liittyva stokas-
tinen heikosti stationaarinen aikasarja (heik-
ko, eli toisen kertaluvun, stationaarisuus tar-
koittaa sitéd, ettd odotusarvo E(r;) on vakio
ja kovarianssi Cov(ry, ) riippuu ajanhetkis-
td ¢ ja s ainoastaan etdisyyden [t — s| kaut-
ta). Jos esimerkiksi s; on jokin riskillisen si-
joituskohteen, kuten osakkeen, hinta hetkelld
t, niin sijoituksen logaritmisen tuoton
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ajatellaan tyypillisesti olevan heikosti statio-
naarinen. Woldin hajotelman [7] nojalla jokai-
nen heikosti stationaarinen aikasarja r; voi-
daan esittdd muodossa
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Hajotelmassa vakio m on keskiméérdinen
tuotto: m = E(ry). Vakiot by, by, ... ovat
nelicllisesti summautuvia:
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jalisdksi by = 1 (t4mé& on vain normalisointi).
Jono g, jota myo6s innovaatioksi kutsutaan,
on valkoinen haly:

E(eies) = 0, kunt # s,
Var(s;) = o

Satunnaismuuttujajono e; ei vilttdmétta ole
gaussinen, eli normaalisti jakautunut. Siten,
vaikka e;:t ovatkin korreloimattomia, ne ei-
vat valttdmatta ole riippumattomia. Perintei-
sesti stationaarisia aikasarjoja mallinnettaes-
sa kuitenkin oletettiin hily ¢; gaussiseksi, tai
vahintdédnkin riippumattomaksi. Ndin tehtiin



kai 1&hinnd mukavuussyistid ja siksi, ettd ol-
tiin enemménkin kiinnostuneita ennustami-
sesta, siis ehdollisen odotusarvon mallintami-
sesta, kuin aikasarjan heilahtelusta, eli ehdol-
lisesta varianssista. Koska e::t ovat korreloi-
mattomia, niin 7;:n odotusarvo ja varianssi
ovat

E(ry) = m,
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Ehdollinen odotusarvo on regressio hélysté
Et:

Var(r;) =
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Y& %1 on satunnaismuuttujista ey 1,

€t—2, ... saatu informaatio. Oletamme nyt,
kuten perinteisesti tehtiin, ettd e; on gaus-
sinen, tai riippumaton, valkoinen hély. Tama
riippumaton tapaus mallintaa huonosti ehdol-
lista varianssia. Nimittéiin
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(tdssd syy normalisointiin by = 1). Ehdolli-
nen varianssi on siis vakio. Toisin sanoen 7
on ehdollisesti homoskedastinen. Aikasarjaa,
jonka varianssi on vakio kutsutaan homoske-
dastiseksi. Muuten se on heteroskedastinen.
Heikosti stationaariset aikasarjat ovat tietysti
homoskedastisia.

Yleisesti ottaen stationaarisen aikasarjan
ehdollinen varianssi ei tietenk&#n ole vakio.

Erityisesti tdmé pétee taloudellisiin aikasar-
joihin. Ehdollinen varianssi, jota talousteo-
reetikoilla on tapana kutsua volatiliteetiksi,
on usein “rypastynyt” niin, ettd ettd suurien
heilahtelujen jidlkeen on tapana tulla suuria
heilahteluja ja pienten heilahtelujen jélkeen
on vastaavasti odotettavissa pienid heilahte-
luja. Erityisesti siis volatiliteetti on stokas-
tinen. Tdm& ilmio on ollut jo pitkd&dn tun-
nettu. Esimerkiksi Mandelbrot [5] kirjoit-
ti siitd jo 60-luvulla. Mandelbrot ei kuiten-
kaan mallintanut tatd rypéstymistd. Sen si-
jaan hin keskittyi seuraavaan huomioon. Lo-
garitminen tuotto r; on harvoin kaytdnnossa
gaussinen. Itse asiassa sen jakaumalla on tyy-
pillisesti paksummat hénnét, kuin normaali-
jakaumalla. Edella esitetyssd mallissahan 7y
oli gaussinen, koska se oli riippumattomien
gaussisten satunnaismuuttujien summa.

Talousteorian kannalta volatiliteetin mal-
lintaminen ensiarvoisen térkedd. Esimerkik-
si johdannaisten hinnoittelun kannalta se on
keskeisempéd, kuin varsinainen ennustami-
nen, siis ehdollisen odotusarvon E(ry%_1)
mallintaminen. Tamé& aluksi oudolta vaikut-
tava véite perustuu siihen, ettéd volatiliteetti
on riski, jota vastaan suojaudutaan. Aihetta
on selostettu aikaisemmin téssdkin lehdessé
[6].

Yksinkertainen tapa mallintaa taloudelli-

sissa aikasarjoissa havaittua rypéstymisilmic-
td olisi asettaa hajotelmassa r, = m + uy

Ut = Ug—1E¢,

misséd e; on gaussinen valkoinen hily. Tama
on esimerkki mallista, jonka Granger ja An-
derson [4] esittiviit. Malli on yksinkertainen,
miké on sinénséd hyvé. Lisdksi nyt ehdollinen
varianssi on 021@_1, mikd vastaakin hyvin ry-
péastymistéd. Valitettavasti kuitenkin ehdollis-
tamattomalle varianssille saadaan yht#lo

Var(u;) = o?Var(u;_1).



Siten siis Var(u;) on joko 0 tai co. Tami ei
tietenkddn ole suotavaa.

Sittemmin klassikoksi muodostuneessa ar-
tikkelissaan Engle [3] esitti seuraavan rat-
kaisun mallittaa volatiliteetin rypéstymisté ja
epagaussisuutta. Aikasarjan r; Woldin hajo-
telmassa

o
ry=m + E bjci—j,
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oletamme, ettd valkoinen hély ¢, on ARCH-
innovaatio. Toisin sanoen se on ehdollisesti
gaussinen:

1| Fi1 ~ N(0,02),

missé ehdollisella varianssilla on Woldin ha-
jotelma hélyn e; nelién suhteen:
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Taméd on ARCH(oo)-malli parametrein ao,
a1, .... Ajatus on siis se, ettd j hetked sitten
tapahtunut “absoluuttinen sokki” &2 ; nakyy
volatiliteetissé vield voimalla «;. Luonnolli-
sesti, jotta o? olisi positiivinen, oletamme,
ettd parametrit ovat ei-negatiivisia. Ja jotta
malli ei olisi degeneroitunut tule olla ag > 0.
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ja stationaarinen varianssi ¢“ on olemassa jos

ja vain jos
o0
Zai < 1.
i=1

ARCH on akronyymi sanoista Auto-
Regressive  Conditional = Heteroscedastic
(vaihtoehtoisia  selityksid —16ytyy
englenobel.blogs.com). Malli on ehdol-

lisesti heteroskedastinen:

sivulta

Var(r,| #-1) = E(e}|.F-1) = o}.

Ilman ehdollistamista se on tietysti homoske-
dastinen, sen stationaarinen varianssi lasket-
tiinkin jo edelld. ARCH-mallin autoregressii-
visyys ndhdédin seuraavasti. Merkitdén

’UtZE?—O'tQ.
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Koska E(e?|%—1) = o7, niin v; on martin-
gaalidifferenssi. Se on siis valkoinen hély, tosin
yleisesti ottaen epidgaussinen sellainen. Taméa
tarkoittaa siti, etti €7 on AR(oco)-prosessi.

ARCH-aikasarja &; on siis ehdollisesti nor-
maali. Ehdollistamatta e;:n jakauma ei ole
normaali. Sen jakaumasta saadaan kuitenkin
tietoa laskemalla sen momentit, joiden ole-
massaolo tietysti riippuu parametreisti oy,
a1, .... Momenttien laskeminen k&y helposti
kéayttamailla ehdollista normaalisuutta ja kaa-
vaa

E(c}) = E(E(e}'|#1-))
riittdvan monta kertaa perdkkéin.

Kaytdnnossa ei tietenkéddn voida kayttiad
ARCH(o0)-mallia, vaan autoregressio pitdd
katkaista jostakin kohtaa. Toisin sanoen kéy-
tdnnén mallinnuksessa «; = 0, kun j >
p. Tamd ARCH(p)-malli on onnistunut sii-
né suhteessa, etti se mallintaa hyvin vola-
tiliteetin rypéstymistd ja silld saadaan ai-
kaan jakaumia, joiden hénnét ovat paksum-
pia, kuin normaalijakaumalla. Lis&dksi malli



on vield niin yksinkertainen, ettd sitd voi-
daan analysoida: parametreille ag, o, ...,
oy osataan 10ytad suurimman uskottavuuden
estimaatit normaaliin tapaan numeerisesti ja
ARCHe-innovaatiota osataan testata nollahy-
poteesia ag = a1 = --- = p = 0 vastaan.
Namaé seikat 16ytyvét jo Englen alkuperéiises-
ta artikkelista [3].

ARCH(p)-mallilla on kuitenkin merkitté-
vé heikkous. Kéaytannossd on huomattu, etta
jonon &7 autokorrelaatio suppenee kohti nol-
laa varsin hitaasti. Ta4mé tarkoittaa sité, et-
td parametrivektorin dimensio p on iso. T&-
mé ei tietenkddn ole kéytdnnodssd suotavaa.
Tamén ongelman ratkaisi Bollerslev esitté-
méllda GARCH(p, ¢)-mallin artikkelissaan [1].
Ongelman ratkaisu on ilmeinen, kun huomaa,
ettd ARMA-prosessia voidaan pitéid déreton-
parametrisen AR-prosessin approksimaatio-
na. Bollerslevin ratkaisu oli siis esittda ehdol-
linen varianssi o7 aikaisempien hilyjen ja eh-
dollisten varianssien summana:
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Nimi GARCH tulee tietysti sanoista
Generalized AutoRegressive Conditional
Heteroscedastic. ~GARCH(p, ¢)-malli  on-

kin ARCH(p)-mallin yleistys: ARCH(p) =
GARCH(p,0). Toisaalta GARCH(p,q) on
kuitenkin ARCH(oco)-mallin erikoistapaus.
Osuvampi nimitys saattaisikin olla AR-
MACH. Nimittdin merkitsemalld

'Ut:&“%—O'tz

Saamine

p q q
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Kuten ARCH-mallin tapauksessa huomaam-

me, ettdi v; on valkoinen hily. Siten &7 on

ARMA (max(p, q), q)-prosessi.

Mainittakoon lopuksi, ettd, kuten arva-
ta saattaa, ARCH/GARCH-malleista 16ytyy
yleistyksia vahén joka suuntaan. Kédytannos-
sé yksi suosituimmista malleista lienee kui-

tenkin GARCH(1,1).
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