Tommi Sottinen

BS-kaava ja lama

Lama 2007-

“Countries don’t owe money to each other, countries
owe money to banks. If the countries owe money
to banks how stupid are the countries to pay.
Like the country has an army. The bank has four
cashiers and a cleaning lady.”

Nain sanoi Ismo Leikola, maailman hauskin henkilo
vuonna 2014. Palaan tdhan vitsiin kirjoitukseni lo-
pussa. Muuten kirjoitukseni kasittelee johdannaisia
ja erityisesti niin sanottua BS-kaavaa ja sen roolia
mm. vuonna 2007 alkaneessa ja yha riehuvassa
finanssikriisissa. Yritdn argumentoida, etta kriisin
syy ei ole BS, eli johdannaisten hinnoittelukaava,
jonka Fischer Black ja Myron Scholes esittivat
vuonna 1973 julkaisussaan [2]. Tai jos onkin, niin
sitd syytetddn aivan virheellisesti.

Kirjoitukseni lopuksi esitdn royhkedsti
oman néyran ndkemykseni kdrsimamme laman

paasyyllisesta.

Matematiikka finanssikriisin syyllisena

Nykyinen finanssikriisimme alkoi asuntoluotoista
janiihin liitetyistd johdannaisista Yhdysvalloissa
vuonna 2007. Sitten romahtivat Islannin pankit
vuonna 2008. EU:ssa oli jo aiemminkin ongelmia
monien valtioiden velkojen kanssa, mutta vasta 2010
Kreikan velat lasahtivat tapetille. Monia muitakin
skandaaleja on nahty vuosien 2007 ja 2014 valill3, ja

varmaan on lisaa tulossa.

Johdannaisia on esitetty laman syyksi. Erityi-
sesti on kritisoitu niihin liittyvaa matematiikkaa,
kuten BS-kaavaa (11) esimerkiksi lehtiartikkelissa
[8] seka David X. Lin niin sanottua gaussista ko-
pulakaavaa lehtiartikkelissa [6]. Kopulakaavaa en

puolusta, mutta BS-kaavaa kyllakin.

Johdannaiset ja BS-kaava

Rahoituksessa johdannaisella tarkoitetaan arvopa-
peria, jonka arvo maaraytyy, eli on johdettu, jonkin
kohde-etuuden mukaan. Tassa Kirjoituksessa tarkas-
telemme vain niin sanottuja eurooppalaisia vanilja-
optioita. Matemaattisesti kyseessa on talloin arvopa-
peri, jonka arvo juoksuajan T jalkeen on f(S,), missa
S, on kohde-etuuden arvo juoksuajan T jalkeen.

Esimerkiksi osto-optiolle f(S) = (S - K)*. Toisin
sanoen osto-option haltija voi juoksuajan T paatyt-
tyd ostaa kohde-etuuden lunastushinnalla K. Jos
kohde-etuuden hinta juoksuajan péatyttyd, eli S,, on
korkeampi kuin lunastushinta K, niin osto-option
haltijan voitto on S, - K. Muussa tapauksessa osto-
optio on arvoton.

Kuinka sitten johdannaiset, kuten vaikkapa
osto-optio, tulee hinnoitella? Vastauksen kysymyk-
seen antoivat Black ja Scholes [2]. Heidan hinnoitte-
luperiaate on suojaaminen seuraavilla niin sanotuil-
la BS-markkinoilla.

Olettakaamme, ettd meilld on kaksi hyodyketta.

Ensimmainen hyddyke on raha tai yleisemmin

numerddri. Talle kdytetddn symbolia B kuten bond.
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Numerdari on riskiton, hillitysti kdyttaytyva ja

toteuttaa dynamiikan
dB =B dt M

Hillitysti kdyttaytyva tarkoittaa tassa sitd, etta
DY:n (1) ratkaisu on se, minka me kaikki koulussa
opimme ja minka jokainen asuntolainainen tietda:
B,=Be". )

Riskittomyys tarkoittaa sitd, ettd r on determi-
nistinen, mutta talla ei ole mitdan merkitysta: r voisi
ihan yhté hyvin olla stokastinenkin. Itse asiassa B:n
ei tarvitsisi olla edes hillitysti kayttaytyva, mutta
klassisesti ndin oletetaan, joten en tissa tee triviaa-
lia yleistysta.

Toinen hyddyke on kohde-etuus. Talle kdytetadan
symbolia S kuten stock. Kohde-etuus kayttaytyy
hillittomasti ja on stokastinen. Klassisesti oletetaan,

ettd se toteuttaa dynamiikan
dS=uSdt+ oS dW, 3)

missd W on Brownin liike. Tdlléin DY:n (3) ratkaisu
saadaan [t6-kalkyylilla ja se on viettdva geometrinen
Brownin liike

(/47%02 Vt+oWt

St = Sye (4)
It6-kalkyyli tarkoittaa tassd Iton kaavaa,
eli toisen kertaluvun (Taylorin mielessa)
muuttujanvaihtokaavaa

oF 1 0°F

sza—th+—dW+f 5
ot ow 20w

awy?, (5)

missd F = F (t, W) ja Brownin liikkeen nelidheilahte-
lulle patee

(dw )? =dt. ©6)
Kohde-etuuden maédrdaavan DY:n (3) ratkaisu (4)
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seuraa siis [ton kaavasta (5) yhdistettynd Brownin
liikkeen nelioheilahteluun (6).

Enté sitten johdannaisen hinta? Paradigmana on
niin sanottu suojausperiaate. Johdannaisen myyja
saa myydessdan padoman v. Tdman pddoman myyja
sijoittaa BS-markkinoilla noudattaen strategiaa (I1,,
M), missa I, =M1 (¢, S) ja [T =I1(¢, S) tarkoittavat
kuinka paljon johdannaisen myyja ostaa tai myy
numeradarid B ja kohde-etuutta S juoksuajan hetkella
t. Sijoituksen tulee olla omavarainen. Toisin sanoen
kaikki sijoitettava varallisuus tulee johdannaisen
myynnistd saadusta alkupddomasta ja sijoituskoh-
teiden arvojen muutoksesta. Matemaattisesti tima

tarkoittaa budjettirajoitusta
dV=I1,dB +11,dS, @)

missa V=V (¢, S) on sijoitussalkun arvo juoksuajan
hetkella ¢, kun kohde-etuuden arvo on S. Suojauspe-
riaate sanoo, ettd alkupdadoma v on johdannaisen f(S)
oikea hinta, jos omavaraisuusehtoa (7) noudattavan

sijoitussalkun (I1,, I1)) varallisuus toteuttaa

V(0,8,)=",
V(T.S,)=15)).

Miten tdmé suojaushinta sitten lasketaan?
Olkoon sijoitussalun arvo V=V (¢, S), missd S on an-
nettu kaavalla (3). Talloin It6-kalkyyli antaa kaavan

2
de%/dtJra—VdSwLla ’

2524 8
s s’ (8)

sillda kohde-etuuden S nelioheilahtelu on

(dsy =(uSdt+oSdw)y
= u2S* (1) + 2uSto dedW + o S* (dW)?
=o’S*(dw)?
=028 dt.

Yhdistamélla kaava (7) kaavaan (8) seka sijoi-
tuskohteiden B ja S kaavoihin (2) ja (4) saamme BS:n

takaperoisen ODY:n
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2
a—V+l0'252a—z+rSa—V—rV=O (9)
o 2 oS oS
reunaehdolla
V(L S)=/(S,). (10)

ODY:n (9) reunaehdolla (10) voi ratkaista mo-
nellakin tavalla. Fyysikko varmaankin huomaisi
yhteyden lampoyhtdléon ja stokastikko kayttaisi
varmaankin martingaaliteoriaa. Oli sitten ratkaisu-
tapa mika vaan, niin ratkaisu V=V (t, §) on gaussi-

nen integraali

0 1 2
(r—-—o )9+G\/§X
V:erejf(Se 2 }/(dx), (11)

missa 6 = T - t on jaljelld oleva juoksuaika ja y(dx) on
standardigaussinen mitta

1o

dx) = e? dx.
y(dx) NS

Kaava (11) on se kuuluisa BS-kaava, joskin

olen esittanyt sen tdssa yleiselle eurooppalaiselle
vaniljaoptiolle f(S). Sen erikoistapausta eurooppa-
laiselle osto-optiolle f(S)=(S - K)* kutsutaan myds
BS-kaavaksi.

Hinnoittelukaavan (11) voi tulkita myos
satunnaismuuttujan f(S) diskontattuna gaussisena
odotusarvona niin sanotun riskineutraalin todennd-
kéisyysmitan suhteen. Tallainen tulkinta on esitetty
mm. tdman lehden numerossa 3/99 [5]. Tdma on
matemaattisesti miellyttavaa, mutta muuten saali.
Riskineutraali todenndkdisyysmitta on ainoastaan
matemaattinen artefakti ja se johtaa harhaiseen

intuitioon, kuten kohta perustelen.

BS-kaavan kritiikki

BS-kaavaa on Kkritisoitu mm. siksi, etta se olettaa,
etta

1. ostaa ja myyda voi jatkuva-aikaisesti,

2. markKinoilla ei ole kitkaa, eli

transaktiokuluja,
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3. kohde-etuutta voi ostaa ja myyda rajattomas-
ti, esimerkiksi lyhyeksi myynti on sallittua,

4. osto-ja myyntikorko on kaikille sama,

5. suojausostot tai -myynnit eivat vaikuta kohde-
etuuden hintoihin,

6. volatiliteetti on vakio,

7.logaritmiset tuotot ovat riippumattomia,

8.logaritmiset tuotot ovat normaalisti
jakautuneita.

Kritiikit 1-5 ovat toki perusteltuja, mutta eivat
kriittisia. BS-malli on nailta osin idealisoitu malli,
joka kuvaa todellisuutta varsin usein riittavalla
tarkkuudella ja lisdksi kdytdnnossa on helppoa ja
ilmeistd nahda ndma rajoitukset ja sopeutua niihin
asiaan kuuluvalla tavalla. Kritiikki 6 on sikali asia-
ton, ettd kdytdnnossd kdytetddan BS-mallin versioita,
joissa volatiliteetti ei ole vakio. Tall6in matematii-
kasta tulee hieman sotkuisempaa, mutta periaate
on tdysin sama kuin vakiovolatiliteettisessakin
BS-mallissa.

Kritiikit 7-8 ovat olleet julkisuuden eniten esilla.
Ne periaatteessa olisivatkin oleellisia BS-kaavan
ongelmia, silla niistd johtuisi ettd BS-kaava mallin-
taa kohde-etuutta fundamentaalisti vaaralla tavalla.
Kritiikit 7-8 ovat kuitenkin tdysin asiattomia ja
johtunevat siitd, ettd BS-kaava johdetaan perintei-
sissd alan oppikirjoissa tdysin onnettomalla tavalla.
Seuraavassa osiossa "johdamme” BS-kaavan niin,

ettd kritiikeiltd 7-8 putoaa pohja tdysin.

BS-kaavan apologia

BS-kaava johdetaan perinteisesti edelld esitetylla
tavalla lahtien liikkeelle geometrisesta Brownin liik-
keesta. Tasta lahtokohdasta kritiikit 7-8 ovat perus-
teltuja. Mutta BS-kaavan voi johtaa myds vetoamatta
ollenkaan Brownin liikkeeseen. Nimittdin Hans Foll-
mer huomasi artikkelissaan [3], ettd Iton kaava (5)
patee mille tahansa jatkuvalle polulle I, jolle vain
nelioheilahtelu (dW)? on olemassa. Stokastiikalla ei
ole mitddn tekemistd asian kanssa! Follmerin johto
Iton kaavalle oli ddarimmaisen yksinkertainen: hdn

kaytti ainoastaan toisen kertaluvun Taylorin kaavaa
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ja oletti a priori neildheilahtelun olemassaolon. Tama
poikkeaa perinteisesta Iton kaavan perustelusta
ainoastaan siing, ettd nelioheilahtelun olemassao-

lo oletettiin; Brownin liikkeelle nelidheilahtelun
olemassaolo voidaan todistaa. Teknisesti siis ei ta-
pahtunut suurtakaan muutosta, mutta ajattelutavan
muutos oli radikaali: niin radikaali, ettd se edelleen
lahes loistaa poissaolollaan moderneissakin stokas-
tisen analyysin tai matemaattisen rahoitusteorian
oppikirjoissa.

Ensimmaisend tata Follmerin huomiota sovel-
sivat johdannaisten hinnoitteluun John Schoen-
makers ja Peter Kloeden artikkelissaan [7] ja
my6hemmin tdma nelicheilahteluldhestymistapa
sovitettiin matemaattisen rahoitusteorian ortodok-
siaan artikkelissa [1].

Ndin ollen BS-kaava (11) péatee, jos ja vain jos
kohdeetuuden S neli6heilahtelu toteuttaa DY:n

(dS)? = 0°8* dt. (12)

Téllaisia malleja on paljon. On esimerkiksi tdysin
mahdollista, ettd kohde-etuuden S logaritmiset tuo-
tot ovat riippuvia toisistaan ja paljon paksuhantai-
sempid, kuin normaalijakauma, mutta silti nelihei-
lahtelu on sama kuin Brownin liikkeella. Itse asiassa
(melkein) mille tahansa jakaumalle voidaan rakentaa

stokastinen malli, jonka poluille patee (12).

Finanssikriisin todellinen syyllinen: oma
spekulaationi

Esitdan lopuksi oman yksinkertaistetun ja poleemi-
sen ndkemykseni finanssikriisin keskeisimmasta
syysta.

Johdannaiskaupalla on epdilemattd osuutensa
finanssikriisiin jo pelkdstdan laajuutensa vuoksi:
jossain on arvioitu, ettd johdannaiskaupan volyymi
esimerkiksi vuonna 2010 oli 600 biljoonaa dolla-
ria. En tieda, miten arvio on tehty, enka osaa ottaa
kantaa edes sen suuruusluokkaan. Kohtalaisen
kohtuuttomasta summasta lienee kuitenkin kyse.
Lisdksi johdannaissopimukset usein ovat varsin

monimutkaisia. Sen sijaan, ettd olisi annettu funktio
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f(8), voi sopimus olla 200 sivua lakimiesjargonia.
En usko, ettd tédllaisia sopimuksia on hinnoiteltu
alkuunkaan oikein. En edes usko, etta niihin voi
soveltaa suojausperiaatetta. Vieldpa on niin, etta
johdannaiset mahdollistavat ostaa palovakuutuksen
yhden naapurin saunaan ja samalla myyda toisen
naapurin pyromaanille tulitikkuja, ainakin kuvaan-
nollisesti. En tietenkadn vaitd, ettd ndin olisi tehty.
Johdannaisten puolustukseksi on sanottava, etta
ne myds mahdollistavat suojautumisen riskia vas-
taan ja yleisemmin riskitason sddtdmisen itselleen
sopivaksi.

Oma ndkemykseni kuitenkin on, ettd nykyinen
finanssikriisi tai lama on ennen kaikkea velkakriisi,
joka johtuu rahan luonteesta. Nimittdinen raha-
jarjestelmdmme on pyramidihuijaus. Toisin kuin
yleisesti luullaan rahaa ei tehda keskuspankeissa
ja pankit eivat lainaa heilld olevaa rahaa. Tosiasi-
assa pankit luovat lainaamansa rahan tyhjasta [4].
Taman rahan ne sitten vaativat takaisin korkojen
kera. Koska lahes kaikki raha kuitenkin luodaan
lainatessa, niin korkorahaa ei luoda juuri missaan.
Tadma johtaa velkapyramidiin.

Kuinka sitten pankeilta voi loppua raha? Siten
ettd pankit, vaikkakin luovat rahan tyhjasta, eivat
voi luoda sita loputtomasti. Koska korkorahoja ei
lahtokohtaisesti luoda tyhjasta, ja pyramidia ei voi
rakentaa loputtomiin, seuraa luottotappioita. Ndma
vaikuttavat pankin taseeseen niin, ettd enda sen ei
ole sallittua luoda rahaa tyhjasta. Talloin keskus-
pankit astuvat kuvaan ja antavat pankeille lisda
rahaa, tai pikemminkin rahanluontivaltaa. Tdma
ei kuitenkaan ndyta auttavan: korot ovat alhaalla,
eli rahaa on tarjolla, mutta kuluttajat (valtiot mu-
kaan lukien!) ovat korviaan myéten veloissa. Siten
he eivat halua ottaa enda lisda velkaa. Pyramidi on
saavuttanut saturaatiopisteen; ainakin Euroopassa.
Yhdysvalloissa keskuspankki on tunkenut markki-
noille niin paljon rahaa, ettd pyramidin rakentami-
nen on paassytjatkumaan.

Minulla ei tietenkaan ole ratkaisua lamaan,

mutta saattaisi olla parempi, jos keskuspankit eivat
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jakaisi rahaa yksityisille pankeille, vaan sirotte-
lisivat rahaa mustista helikoptereista asutuskes-
kusten ylla. Saksalle tdma ei taida sopia, koska
silla muutenkin menee hyvin ja 1920-luvun

haamuista ei ole paasty vieldkaan eroon.
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