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1. Arbitraasihinnoittelun perusteita (1/2)

Osakeprosessi, omavaraiset strategiat ja niiden arvo

» Diskontattu markkinamalli on viisikko (2, F, (St), (Ft), P).
Osakeprosessi S saa arvoja avaruudessa Cy, + (jatkuvat
positiiviset polut [0, T]:n yli, jotka ldhtevat liikkeelle sp:sta).
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1. Arbitraasihinnoittelun perusteita (1/2)

Osakeprosessi, omavaraiset strategiat ja niiden arvo

» Diskontattu markkinamalli on viisikko (2, F, (St), (Ft), P).
Osakeprosessi S saa arvoja avaruudessa Cs, + (jatkuvat
positiiviset polut [0, T]:n yli, jotka ldhtevat liikkeelle sp:sta).

» Ennustettava strategia ® on omavarainen, jos sen arvolle patee
t
Vi(®,v0; S) = wo +/ &, dS;.
0

Tassa vp on alkuvarallisuus.
Taloudellinen kasite ‘omavaraisuus’ eli ‘budjettirajoitus’ vastaa
It6-integraalin ‘eteenpain-konstruktiota’.
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1. Arbitraasihinnoittelun perusteita (2/2)

Arbitraasi ja suojaus (toistaminen)

» Strategia ® on arbitraasi (free lunch), jos

P[Vr($,0;S)>0]=1 ja P[Vy($,0:S)>0]>0.

ssssssssssssssssssss



1. Arbitraasihinnoittelun perusteita (2/2)
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» Tehokkaiden markkinoiden hypoteesi: Ei arbitraasia.
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» Strategia ® on arbitraasi (free lunch), jos
P[Vr($,0;5) >0/ =1 ja P[Vr($,0;S)>0] > 0.

» Tehokkaiden markkinoiden hypoteesi: Ei arbitraasia.

» Rahoitusteorian paalause: Ei arbitraasia joss on olemassa
ekvivalentti martingaalimitta.

» Seuraus: Jos S ei ole semimartingaali, mallissa on arbitraasia.
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1. Arbitraasihinnoittelun perusteita (2/2)

Arbitraasi ja suojaus (toistaminen)

» Strategia ® on arbitraasi (free lunch), jos
P[Vr($,0;S)>0]=1 ja P[Vr($,0;S)>0]>0.

» Tehokkaiden markkinoiden hypoteesi: Ei arbitraasia.

» Rahoitusteorian paalause: Ei arbitraasia joss on olemassa
ekvivalentti martingaalimitta.

» Seuraus: Jos S ei ole semimartingaali, mallissa on arbitraasia.

» Optio on kuvaus G : Cs, + — R. Sen suojaus on strategia @,

jolle patee
G(S) = Vr(o,w; S).

Option G toistohinta on suojauksen ® alkuvarallisuus vg.
Alkupdaoma vp on yksikasitteinen: muuten mallissa olisi
arbitraasia. - T —



2. Black—=Scholes-hinnoittelumalli

» Niin sanotun ekvivalentin martingaalimitan suhteen

2
_ oWi—Z-t
S =spe?MtT 2,

missa W on Brownin liike.
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2. Black—=Scholes-hinnoittelumalli

» Niin sanotun ekvivalentin martingaalimitan suhteen

2
S; = spe? V%t
t — 0 )

missa W on Brownin liike.

» Mallissa ei ole arbitraasia ja kaikki optiot voidaan suojata.
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2. Black—=Scholes-hinnoittelumalli

» Niin sanotun ekvivalentin martingaalimitan suhteen

oW, 7‘7—21'
S =spe?MtT 2,
missa W on Brownin liike.
» Mallissa ei ole arbitraasia ja kaikki optiot voidaan suojata.

» Mallin mukaan logaritmiset tuotot

ovat riippumattomia ja normaalisti jakautuneita.
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2. Black—=Scholes-hinnoittelumalli

» Niin sanotun ekvivalentin martingaalimitan suhteen

2
We— 5t

5S¢ = spe? )
missa W on Brownin liike.
» Mallissa ei ole arbitraasia ja kaikki optiot voidaan suojata.

» Mallin mukaan logaritmiset tuotot

ovat riippumattomia ja normaalisti jakautuneita.

» Kaytannossd havaitsemme log-tuottoja, jotka eivat ole
kumpaakaan. Lisdksi havaitsemme sellaisia tyyliteltyja
tosiseikkoja, jotka eivat voi seurata mistdan
semimartingaalimallista. - N ——



3. Malliluokka (1/2)

Maarittely ja poluttainen nelicheilahtelu

» Tarkastelemme malliluokkaa, joka maaraytyy osakekurssin
poluittaisesta nelicheilahtelusta:

on

(S)e=mv lim 3™ (S rpe = Sic m)z.

n—o00
k=1
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3. Malliluokka (1/2)

Maarittely ja poluttainen nelicheilahtelu

» Tarkastelemme malliluokkaa, joka maaraytyy osakekurssin
poluittaisesta nelicheilahtelusta:

on

(S)t = m.v.- lim Z (52% TAt — 5% T/\t)2

n—o00
k=1

> (Q,F,(St), (Ft),P) kuuluu malliluokkaan M, jos
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on

(S)t = m.v.- lim Z (52% TAt — 5% T/\t)2

n—o00
k=1

> (Q,F,(St), (Ft),P) kuuluu malliluokkaan M, jos

1. S saa arvoja joukossa C, 4+ (jatkuvuus),
2. poluittainen nelidheilahtelu on muotoa

d(S); = o*S2dt,
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3. Malliluokka (1/2)

Maarittely ja poluttainen nelicheilahtelu

» Tarkastelemme malliluokkaa, joka maaraytyy osakekurssin
poluittaisesta nelicheilahtelusta:

on

(S)t = m.v.- lim Z (52% TAt — 5% T/\t)2

n—o00
k=1

> (Q,F,(St), (Ft),P) kuuluu malliluokkaan M, jos

1. S saa arvoja joukossa C, 4+ (jatkuvuus),
2. poluittainen nelidheilahtelu on muotoa

d(S); = o*S2dt,
3. kaikille e > 0 ja 1 € Cs,+ patee pikkupallo-ominaisuus
PlIS—nll. <€l >0

eli suppP oS! =Cq 4. .
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3. Malliluokka (2/2)

Esimerkkeja ja tyyliteltyja tosiseikkoja
Malliluokkaan M, kuuluu mika tahansa malli

2
[ed
St SOeUWt+—2 t+Zt7

missd Z = Z' + Z”, missd Z' riippumaton W:std ja Z” on
konstruoitu W:std; Zp = 0, Z on jatkuva, toteuttaa
pikkupalloehdon ja (Z) = 0.

Valitsemalla sopivan Z:n saamme tyyliteltyja tosiseikkoja:
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3. Malliluokka (2/2)

Esimerkkeja ja tyyliteltyja tosiseikkoja
Malliluokkaan M, kuuluu mika tahansa malli

2
[ed
St SOeUWt+—2 t+Zt7

missd Z = Z' + Z”, missd Z' riippumaton W:std ja Z” on
konstruoitu W:std; Zp = 0, Z on jatkuva, toteuttaa
pikkupalloehdon ja (Z) = 0.
Valitsemalla sopivan Z:n saamme tyyliteltyja tosiseikkoja:
» Pitkan aikavalin riippuvuus: Z on fraktionaalinen Brownin liike
varianssilla 62 ja Hurstin indeksilla H > % Talloin
log-tuottojen autokovarianssi on asymptoottisesti muotoa

H(2H — 1)52 - n?H-2,
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3. Malliluokka (2/2)

Esimerkkeja ja tyyliteltyja tosiseikkoja
Malliluokkaan M, kuuluu mika tahansa malli

2
[ed
St SOeUWt+—2 t+Zt7

missd Z = Z' + Z”, missd Z' riippumaton W:std ja Z” on
konstruoitu W:std; Zp = 0, Z on jatkuva, toteuttaa
pikkupalloehdon ja (Z) = 0.

Valitsemalla sopivan Z:n saamme tyyliteltyja tosiseikkoja:

» Pitkan aikavalin riippuvuus: Z on fraktionaalinen Brownin liike
varianssilla 62 ja Hurstin indeksilla H > % Talloin
log-tuottojen autokovarianssi on asymptoottisesti muotoa

H(2H — 1)52 - n?H-2,

» Paksut hannat: Z on integroitu yhdistetty Poisson-prosessi
paksuhantaisella hyppyjakaumalla.
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3. Malliluokka (2/2)

Esimerkkeja ja tyyliteltyja tosiseikkoja
Malliluokkaan M, kuuluu mika tahansa malli

2
[ed
St SOeUWt+—2 t+Zt7

missd Z = Z' + Z”, missd Z' riippumaton W:std ja Z” on
konstruoitu W:std; Zp = 0, Z on jatkuva, toteuttaa
pikkupalloehdon ja (Z) = 0.

Valitsemalla sopivan Z:n saamme tyyliteltyja tosiseikkoja:

» Pitkan aikavalin riippuvuus: Z on fraktionaalinen Brownin liike
varianssilla 62 ja Hurstin indeksilla H > % Talloin
log-tuottojen autokovarianssi on asymptoottisesti muotoa

H(2H — 1)52 - n?H-2,

» Paksut hannat: Z on integroitu yhdistetty Poisson-prosessi
paksuhantaisella hyppyjakaumalla.

» (Melkein) mika tahansa autokovarianssi: Z on jatkuva -
O-nelidvariaatioprosessi ja (W, Z) yhteisnormaalisti =& e
jakautunut.



4. Tavoite

Jopa Black—Scholes-mallissa joudumme rajoittamaan hyvaksyttavia
strategioita: mikad tahansa ennustettava omavarainen strategia ei
kelpaa (esimerkiksi tuplausstrategiat pitda sulkea pois).

Etsimme luokan sallittuja strategioita, joka on
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4. Tavoite

Jopa Black—Scholes-mallissa joudumme rajoittamaan hyvaksyttavia
strategioita: mikad tahansa ennustettava omavarainen strategia ei
kelpaa (esimerkiksi tuplausstrategiat pitda sulkea pois).

Etsimme luokan sallittuja strategioita, joka on

(i) riittavan pieni sulkemaan arbitraasin pois,
(i) riittdvan suuri relevanttien optioiden suojaamiseen,

(iii) taloudellisesti jarkeva.
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5. Sallitut strategiat

Strategia ® on sallittu, jos
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5. Sallitut strategiat

Strategia ® on sallittu, jos

(i) se on muotoa
q)t = @(t,st,sr,s*,t,gt),

missd o € C1([0, T] x Ry x R3),

S := max S,, S.::= min 5, S, —/ S, dr,

relo,t] ’ relo,t]
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5. Sallitut strategiat

Strategia ® on sallittu, jos

(i) se on muotoa
q)t = @(t,st,sr,s*,t,gt),

missd o € C1([0, T] x Ry x R3),
S := max S,, S.::= min 5, S, —/ S, dr,

relo,t] ’ relo,t]

(ii) ja toteuttaa klassisen ‘ei tuplausstrategioita’ -ehdon
t
/ ®,dS, > -a P—as
0

kaikille t € [0, T] jollakin a > 0.
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6. Etuperdinen integrointi

Emme voi kayttda Ité-integrointia, silld tarkastelemme
ei-semimartingaalimalleja. Voimme kuitenkin kayttad poluittaista
etuperdista integraalia.
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6. Etuperdinen integrointi

Emme voi kayttda Ité-integrointia, silld tarkastelemme
ei-semimartingaalimalleja. Voimme kuitenkin kayttad poluittaista
etuperdista integraalia.

> fot ®,dS, on P-m.v. raja yli dyadisten ositusten (7,):

nll—>n;o Z Doy (ka - Stk—l) )

tEmn
<t
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6. Etuperdinen integrointi

Emme voi kayttda Ité-integrointia, silld tarkastelemme
ei-semimartingaalimalleja. Voimme kuitenkin kayttad poluittaista
etuperdista integraalia.

> fot ®,dS, on P-m.v. raja yli dyadisten ositusten (7,):

nll—>n;o Z Doy (ka - Stk—l) )

tEmn
<t

» Olkoon u € C*21([0, T],R,R™) ja Y1,..., Y™ rajoitetusti
heilahtelevia ja jatkuvia. Jos S [13 on poluittainen

nelidheilahtelu, niin u(t, Sy, Y3, ..., Y"):lle pitee Iton kaava
ou ou 1 82
du = ——dt+—dS+ = ay’.
S TR P Z By,

Tasta voimme myos paatelld etuperdisen integraalin
olemassaolon ja jatkuvuuden.
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7. Tulos arbitraasivapaudesta (1/2)

Lause AV Sallituilla strategioilla ei voi tehd& arbitraasia.
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7. Tulos arbitraasivapaudesta (1/2)

Lause AV Sallituilla strategioilla ei voi tehd& arbitraasia.
Todistuksen idea: Asetetaan

v(t,mp) = n(t),n*(t), n«(t),n(t))
/ o (), (7), (), 7))

ay SZ (), (r) (), () (1)

0 aa; (r 77( ) (r)’n*(r))ﬁ(r))dn*(r)
' ou . ) )
_ 0 W(r,ﬁ(r)»ﬁ (r),m(r),n(r))dn(r)
_§ . g‘p( 0(r), % (r),n.(r), 7(r)) on(r)?dr,

missa

t
U(taXa}/1a)/27)/3) = / 50(t7£7y13y27y3)d£' .

S0



7. Tulos arbitraasivapaudesta (2/2)

Todistuksen idea

Itén kaavasta saamme talloin funktionaalisen yhteyden

t
Vi(®,vy; S) = v0+/ &, dS: = w+v(t,S;p).
0
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7. Tulos arbitraasivapaudesta (2/2)

Todistuksen idea

Itén kaavasta saamme talloin funktionaalisen yhteyden
t
Vi(®,v0;5) = w +/ ¢:dS: = v+ v(t, S 9).
0

Lisdksi (tama on keskeistd) varallisuusfunktionaali v(t,; ) on
jatkuva sup-normissa.
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7. Tulos arbitraasivapaudesta (2/2)

Todistuksen idea

Itén kaavasta saamme talloin funktionaalisen yhteyden
t
Vi(®,ve;S) = w +/ &, dS: = w+v(t,S;p).
0

Lisdksi (tama on keskeistd) varallisuusfunktionaali v(t,; ) on
jatkuva sup-normissa.

Oletamme, ettd V7 (9,0;S) = v(T,S; ) >0 P-m.v.
Pikkupalloehdon ja v(t,; ¢):n jatkuvuuden nojalla saamme
funktionaalisen epayhtalon v(T,n; ) > 0 for all n € Cq, +.
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Todistuksen idea

Itén kaavasta saamme talloin funktionaalisen yhteyden

t
Vi(®,vy; S) = v0+/ &, dS: = w+v(t,S;p).
0

Lisdksi (tama on keskeistd) varallisuusfunktionaali v(t,; ) on
jatkuva sup-normissa.

Oletamme, ettd V7 (9,0;S) = v(T,S; ) >0 P-m.v.

Pikkupalloehdon ja v(t,; ¢):n jatkuvuuden nojalla saamme
funktionaalisen epayhtalon v(T,n; ) > 0 for all n € Cq, +.

Nyt voimme menn3 Black-Scholes-malliin S ja huomaamme, ett3

v(T,5:¢)>0 I~3:m.v. Mutta klassiset argumentit kertovat meille,
etta talloin v(T,S;¢) =0 P-m.v.
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7. Tulos arbitraasivapaudesta (2/2)

Todistuksen idea

Itén kaavasta saamme talloin funktionaalisen yhteyden
t
Vi(®,ve;S) = w +/ &, dS: = w+v(t,S;p).
0

Lisdksi (tama on keskeistd) varallisuusfunktionaali v(t,; ) on
jatkuva sup-normissa.

Oletamme, ettd V7 (9,0;S) = v(T,S; ) >0 P-m.v.
Pikkupalloehdon ja v(t,; ¢):n jatkuvuuden nojalla saamme
funktionaalisen epayhtalon v(T,n; ) > 0 for all n € Cq, +.

Nyt voimme menn3 Black-Scholes-malliin S ja huomaamme, ett3
v(T,S;¢) >0 P-m.v. Mutta klassiset argumentit kertovat meille,
etta talloin v(T,S;¢) =0 P-m.v.

Viite seuraa nyt menemalld paattelyketjussa takaperin vaihtaen
S:n ja S:n roolit. .
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8. Tulos suojausten robustisuudesta

Kayttamailla, kuten edelld, jatkuvuutta sup-normissa,
funktionaalista yhteyttd ja pikkupalloehtoa saamme:
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8. Tulos suojausten robustisuudesta

Kayttamailla, kuten edelld, jatkuvuutta sup-normissa,
funktionaalista yhteyttd ja pikkupalloehtoa saamme:

Lause SR Olkoon optio G : Cs, + — R jatkuva. Jos G(S) voidaan
suojata Black-Scholes-mallissa sallitulla strategialla, niin G(S)
voidaan suojata jokaisessa M :n mallissa S sallitulla strategialla.

Lisdksi suojaukset ovat, osakepolun funktiona, riippumattomia
mallista.
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8. Tulos suojausten robustisuudesta

Kayttamailla, kuten edelld, jatkuvuutta sup-normissa,
funktionaalista yhteyttd ja pikkupalloehtoa saamme:

Lause SR Olkoon optio G : Cs, + — R jatkuva. Jos G(S) voidaan
suojata Black-Scholes-mallissa sallitulla strategialla, niin G(S)
voidaan suojata jokaisessa M :n mallissa S sallitulla strategialla.

Lisdksi suojaukset ovat, osakepolun funktiona, riippumattomia
mallista.

Seuraus ODY Black—=Scholes-mallissa aasialaisten,
eurooppalaisten ja amerikkalaisten optioden suojaus |oyedetaan
ratkaisemalla Black—Scholes-osittaisdifferentiaaliyhtdlé. Nama
suojaukset patevat kaikissa malleissa, joilla on
pikkupallo-ominaisuus, ovat jatkuvia ja joiden poluttainen
nelidheilahtelu on sama kun Black—Scholes-mallilla.
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(c) "Strategiafunktionaalin” ¢ riittda olla paloittain silea.

(d) ¢:n sileydesta pisteessd t = T voidaan luopua (tata tarvitaan
jopa osto-option suojauksessa).

(e) Option G jatkuvuudesta voidaan luopua. Voimme siis

tarkastella esimerkiksi digitaalioptioita. [ T—



