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1. JOHDANTO

1.1. Mita tilastotiede on?

Tilasto on empiirista ilmiota kuvaava usein taulukkona esitetty numeerinen aineisto.
Tilastointi tuottaa tallaisia eri ilmi6itd kuvaavia aineistoja. Erilaisia empiirisia ilmioita
kuvaavissa aineistoissa esiintyy samantyyppisid ongelmia, joiden tutkimisessa
tilastotieteestd on apua ja muodostetut tilastot ovat tilastollisen tutkimuksen
materiaalina.

Tilastotiede on oppiaine, jonka aiheena voidaan pitdd sattuman ja vaihtelun hallintaa,
informaation suodattamista datasta sekda mallintamista monille eri tieteenaloilla.

Tilastotiede on empiirisluontoisten tietojen
hankinnan suunnittelua

kerddmista deskriptiivinen eli
jarjestamista kuvaileva tilastotiede
esittdmista

seka
analysointia tilastollinen paattely eli
tulkintaa inferenssi *)

koskeva tiede.

*) Tilastollinen p&é&ttely on luonteeltaan induktiivista, jolloin osajoukkoa koskevat tulokset
yleistetddn koskemaan koko perusjoukkoa.

Tilastotiede on ns. menetelmatiede, jonka tehtdvand on kehittdd menetelmid muiden
tieteiden (esim. talous-, luonnon- ja yhteiskuntatieteiden) empiirisia ilmi6itd kuvaavien
tietojen analysointia varten. Empiirinen ilmi6é voi olla sellainen, johon vaikuttavat vain
systemaattiset tekijat (deterministinen ilmid) tai sellainen, johon systemaattisten
tekijoiden lisaksi vaikuttaa my6s sattuma (satunnaisilmid). Sattuman Kkasitteelld
tarkoitetaan satunnaisilmion sitd kayttaytymisen osuutta, jota ei voida etukateen tarkkaan
ennakoida. Usein kuitenkin sattuman kayttdytyminen noudattaa omia lakejaan.
Tilastotiedettd kaytetdén erityisesti satunnaisilmitiden tutkimiseen.

Tilastotieteen lisdksi menetelmatieteitda ovat my0s matematiikka ja tietotekniikka.
Tilastotiede soveltaa menetelmid kehittdessddn matematiikan teoriaa, erityisesti
todenndkoisyyslaskennan teoriaa, siksi tilastotiedettd usein pidetddnkin sovelletun
matematiikan erddnd osa-alueena (matemaattinen eli teoreettinen tilastotiede).
Tilastotieteen  ja  tietotekniikan  yhteistd  aluetta  sanotaan tilastolliseksi
tietojenkasittelyksi. Usein tilastollisten menetelmien kehittdmisvaiheessa niihin liittyy
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vaatimus sovellettavuudesta ja ké&sitys sovellustilanteesta. Onkin kdynyt usein niin, etta
raja tilastotieteen ja soveltavien tieteiden valillda on hamértynyt, jolloin soveltavien
tieteiden piirissd on raja-aluetta alettu nimittdd omalla nimelld (esim. epidemiologia,
biometria, envirometriikka, psykometriikka, demometria ja ekonometria). Tilastotiedetta
voidaan kuitenkin soveltaa l&hes mihin tahansa tieteeseen, koska tilastotieteen teoria on
yleista.

Esim. 1 Deskriptiiviseen eli kuvailevaan tilastotieteeseen térmataan péivittain
— osakkeiden hinnanmuutoksissa
— tyottomyysluvuissa
— puolueiden kannatusluvuissa
— lampatiloissa yms.

Esim.2 Tilastollista paattelya kaytetddn mm.
— tulevaisuuden ennustamisessa
— vakuutusyhtion arvioidessa vakuutuksen hintaa
— laaduntarkkailussa

Tilastollisessa analyysissa tutkittavat ongelmat pelkistyvat usein seuraavanlaisiksi
kysymyksiksi:

— Millainen tilanne on keskimaarin?
— Kuinka suuri on prosentuaalinen osuus?
— Kuinka suurta on ominaisuuden vaihtelu?

— Onko eroa?
— Onko samanlaisuutta?

— Onko muutosta?

— Onko riippuvuutta?
— Millaista riippuvuus on?

— Miten tulevaisuudessa?

1.2. Tilastotieteen historiaa

Laajassa mielessé tilastotiedettd harrastettiin systemaattisten tietojen kerdyksen muodossa
Jo muinaisessa Kiinassa ja Egyptissa (vaestokirjanpito). Modernin tilastotieteen juuret
voidaan ajoittaa 1600-luvulle, jolloin eurooppalaisten yhteiskuntien kehittyessa tarvittiin
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luotettavaa tietoa talouden ilmidistd (= poliittinen taloustiede, jonka eréstda osa-aluetta
sanottiin yliopistostatistiikaksi) sek& valtion ja véeston tilasta (= poliittinen aritmetiikka).
Sanan tilasto saksan- ja englanninkieliset vastineet Statistik ja statistics viittaavatkin sanan
alkuperaiseen merkitykseen: valtion kuvaus. Vuonna 1662 julkaistiin Englannissa
tilastollisen tutkimuksen uranuurtajan John Grautin teos Natural and Political
Observations on the Bills of Mortality.

Merkittdvasti tilastotieteen syntyyn ja kehitykseen ovat vaikuttaneet myos
uhkapeliongelmat. Uhkapeliharrastusten lisdéédntymisen myo6ta alettiin 1600-luvulla tutkia
todennakoisyyslaskentaa erityisesti Ranskassa.

Vield 1700-luvulla ja sen jalkeenkin havaintoaineistoja ké&siteltiin varsin alkeellisin
menetelmin (yksinkertaisia menetelmid, lahinnd kuvailevaa tilastotiedettd). Analysoivan
tilastotieteen rinnalla kulki siitd erillisend hallinnollinen tilastointi. Namé& yhdistyivéat
jossain maarin 1800-luvulla, kun matematiikan voimakas kehittyminen loi tilastotieteelle
selkedn teoreettisen pohjan. 1800-luvulla alettiin  luonnon-, yhteiskunta- ja
kayttaytymistieteissa kiinnostua tilastotieteen menetelmistd. T&lt4d ajalta ovat perdisin
esim. Gregor Mendelin perinndllisyyskokeet. My0s matemaattinen tilastotiede alkoi
kehittyd voimakkaasti 1800-luvun loppupuolella, esimerkiksi korrelaatioteorian ja
regressiolain perusteet esitettiin v. 1888.

1900-luvun alkupuolella syntyivdt monet tilastotieteen perusmenetelmistd. Viime
vuosikymmenina tilastotieteen teoria ja sovellusalueet ovat laajentuneet valtavasti. Tahén
on erityisesti vaikuttanut tietojenkasittelymahdollisuuksien kehittyminen.

Suomenkielinen sana tilasto otettiin  kdyttdon 1840-luvulla. Ruotsi-Suomi  oli
ensimmainen valtio, jossa alettiin sdannollisesti laatia vaestotilastoja, ensimmaéiset tiedot
koskivat vuotta 1749. Tuolloin Ruotsi-Suomen vakiluku oli 2 132 619 henkeé.
Ensimmadinen suomenkielinen tilastokirja Suomen Suuriruhtinaan Nykyinen Tilasto
julkaistiin vuonna 1848. Vuonna 1865 perustettiin Tilastollinen toimisto (nyk.
Tilastokeskus). Vuonna 1905 Karl Willgren julkaisi ensimmdaisen suomalaisen
tilastotieteen oppikirjan. Ensimmadinen tilastotieteen professuuri saatiin Helsingin
yliopistoon vuonna 1945.



2. HAVAINTOAINEISTON HANKINNASTA JA MITTAAMISESTA

Havaintoaineisto on tilastollisen analyysin perusta, joten on térkedd, ettd se on huolella
koottu ja esikésitelty.

2.1. Havaintoaineisto, havaintomatriisi ja mittaaminen

Tilastollinen tutkimus kohdistuu aina joidenkin tutkimusobjektien muodostamaan
joukkoon, joka on tutkimuksen perusjoukko eli populaatio eli kohdejoukko.
Populaation rajaaminen on tutkimuksen ensimmaisid vaiheita. Populaation alkioita eli
tutkimusobjekteja kutsutaan tilastoyksikoiksi, joista kaytetddn merkintaa a,, a,, as, ... Jos
tutkittavana on konkreettinen aineisto, tilastoyksikot nimetdadn omalla nimell&én.

Esim.3 Tutkittavana on 20 kpl Suomen Kkuntia, joista tiedetddn veroprosentti.
Tilastoyksikkond on kunta, mutta mik& on populaatio?
—em. kuntien joukko, jos tutkitaan vain ndita kuntia (kokonaistutkimus)
— kaikki Suomen kunnat (otantatutkimus)
— tietyn 144nin kunnat (otantatutkimus)

Huom. Tutkittavista tilastoyksikoistd tehtivat johtopaatokset ulottuvat vain méaarattyyn
populaatioon (vrt. superpopulaatio).

Tilastoyksikkoon liittyvid ominaisuuksia kutsutaan tilastollisiksi muuttujiksi, joita
merkitédé&n usein X, y, z, ... tai X, Xz, X3, ... Jotta tilastollisia menetelmid voidaan soveltaa,
on tutkittavan ilmidn ominaisuudet voitava esittdd numeerisesti. Tama tehddan
mittaamalla tilastoyksikoiltd muuttujien arvot eli havaintoarvot.

Mittaamisella tarkoitetaan menettelyd (operaatiota, saant6d), jolla tutkittavaan
tilastoyksikkoon liitetddn jotakin sen ominaisuutta kuvaava luku eli mittaluku. Kun
tilastoyksikon tarkastelunalainen ominaisuus mitataan ja saadaan mittaustulos, sanotaan
tata tulosta muuttujan arvoksi.

Kéytetyt mittaluvut ovat tilastollisen tutkimuksen I4ht6kohta, johon tutkimuksen
onnistuminen perustuu. On huolehdittava siitd, ettd muuttujalla on korkea validiteetti
(asianmukaisuus) eli muuttuja mittaa sitd ominaisuutta, jota sen olisi tarkoitus mitata.
Esimerkiksi kysymys ”Kuinka monta kertaa syot viikossa porkkanaraastetta?” ei mittaa
sitd, pidatkd porkkanaraasteesta vai et. Myos muuttujan reliabiliteetin (pysyvyyden, ei-
sattumanvaraisuuden) taytyy olla korkea, eli toisistaan riippumattomien samalle
tilastoyksikolle tehtyjen mittausten tulokset pitéisi olla samat. Erityisesti kayttaytymis- ja
yhteiskuntatieteissa ovat muuttujan validiteetti ja reliabiliteetti tarkeit4 kasitteita.



Tilastolliset muuttujat voivat olla suoraan mitattuja tai teoreettisia muuttujia.
Teoreettisten  muuttujien  (esim.  alykkyyden) mittaamisessa k&ytetddn apuna
indikaattoreita. Alykkyyden indikaattoreita voisivat olla esim. menestyminen erilaisissa
testeissd, joiden tulokset yhdistetddn esim. yhdeksi muuttujaksi laskemalla eri testien
pistemaarat yhteen.

Tilastollinen muuttuja on jatkuva, jos se voi periaatteessa saada minkd tahansa
reaalilukuarvon joltain (jarkevéaltd) véliltd. Vaikka muuttuja olisikin periaatteessa jatkuva,
on kaytdnnossa mittaustarkkuus aina &&rellinen. Jatkuvuuden kasite perustuukin
ajatukseen, ett4d mittaustarkkuutta voidaan parantaa rajatta. Muuttuja on diskreetti eli
epajatkuva, jos sen arvoina voivat olla vain jotkin erilliset lukuarvot jollakin valill&.

Kun tutkittavilta tilastoyksikoiltda mitataan halutut tutkittavat ominaisuudet, saadaan
havaintoaineisto. Havaintoaineisto esitetddn usein havaintomatriisina, joka siis koostuu
tilastoyksikdiden ominaisuuksia kuvaavista luvuista. Aineisto on siten kvantitatiivinen
eli ns. kova aineisto.

ap| X112 X210 X ot Xl
ap| X12 X220 Xjppooo Xg2
aj | X1 X2 Xiji Xki
an| X1 X2n Xin Xkn |

Tilastoyksikoitd tdssd havaintomatriisissa on n kpl (eli vaakarivien lukumaard). Yhden
tilastoyksikon (a;) eri ominaisuudet esitetddn yhdelld vaakarivilld. Tatd vaakarivia
sanotaan ko. tilastoyksikon havaintovektoriksi eli profiiliksi. Muuttujia havainto-
matriisissa on k kpl (eli sarakkeiden lukumaard). Yhdellda sarakkeella esitetddn siten
kaikkien tilastoyksikdiden sama ominaisuus (X;). Sarake muodostaa siten ko. muuttujan
jakaumavektorin.

Mitta-asteikot

Havaintomatriisissa olevat havaintoarvot nayttdvat tavallisilta reaaliluvuilta. Nailla
arvoilla on kuitenkin myds toinen sisaltd. Ne kuvaavat jotakin ominaisuutta, ja kaytetty
esitystapa on vain véline ilmidn tutkimisessa. Tavallisia reaalilukuja voidaan laskea
yhteen, jakaa keskendan, niistd voidaan ottaa logaritmeja jne. Myo6s havaintoaineistolle
tehtdvat tilastolliset operaatiot perustuvat téllaisiin laskutoimituksiin, mutta né&it4



operaatioita tehtdesséd on aina pidettdvd mielessa, ettd saatu tulos on voitava tulkita
empiirisesti mielekkaalla tavalla. Tulkinnan mielekkyys riippuu muuttujan tilastollisesta
mitta-asteikosta. Muuttujan mitta-asteikon tunteminen on tarkedd, koska erilaisille
muuttujille sopivat vain tietyt tilastolliset tunnusluvut ja analysointimenetelmét. Mita
korkeampi on mittaustaso, sitdi enemmaéan on k&ytossd analyysimenetelmid. Seuraavassa
esitellddn mitta-asteikkojako, jossa muuttujat jaetaan neljadn ryhmaan, jotka esitetdén
alhaisimmasta korkeimpaan.

1° Nominaali- eli luokittelu- eli laatueroasteikko

Jos tilastoyksikét ainoastaan jaetaan ominaisuuden X perusteella luokkiin, mitataan
ominaisuutta nominaaliasteikolla. Tall6in esimerkiksi kahdesta tilastoyksikosté voidaan
sanoa ainoastaan, ettd ne ovat joko samanlaisia tai erilaisia ominaisuuden x suhteen.
Nominaaliasteikolla muuttujan luokkien nimet voidaan korvata numerokoodeilla, jotka
voidaan valita vapaasti. Luokkien tai numerokoodien jérjestyksen vaihtaminen ei vaikuta
mitenk&an saataviin tuloksiin. Muuttuja-arvojen vélisilla aritmeettisilla laskutoimituksilla
ei ole mielekast4 tulkintaa. Ainoastaan lukumaariin perustuvat laskennat ovat jarkevié.

Esim. 4 sukupuoli: mies =1
nainen = 2
ammatti: pappi =1
lukkari = 2
kanttori = 3

Esim. 5 Liisa on pappi ja Leena on kanttori. Liisalla ja Leenalla on eri ammatit. Liisalla
ja Leenalla on sama sukupuoli.

2° Ordinaali- eli jarjestysasteikko

Ordinaaliasteikolla  voidaan  nominaaliasteikollisen  luokittelun  lisdksi  jokin
jarjestysrelaatio, joka voidaan ilmaista sanoilla "parempi”, "vaikeampi”, "kauniimpi”, ...
Luokittelun lisaksi luokat voidaan asettaa jarjestykseen ominaisuuden x mukaan.
Muuttujan arvojen vélilla vallitsee jokin jarjestysrelaatio. Mitadan lukua ei vertailuun voida
kuitenkaan ottaa mukaan. Peruslaskutoimitukset eivéat ole sallittuja ordinaaliasteikolla.
Ordinaaliasteikollisen muuttujan arvojen koodaus on muuten vapaata, kunhan olemassa

oleva jarjestys tulee yksikasitteisesti maaratyksi.

Esim. 6 arvosana: tyydyttava = 1
hyva = 2
Kiitettdva = 3
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suhtautuminen tiettyyn véitteeseen:
taysin eri mieltd = 1
jokseenkin eri mieltd = 2
ei eri mieltd eik& samaa mieltd = 3
jokseenkin samaa mieltd = 4
taysin samaa mieltd = 5
sijoitus maastojuoksun piirimestaruuskilpailuissa

Esim. 7 Matti sai tentistd arvosanan hyva ja Liisa sai arvosanan kiitettdva. (Matti ja Liisa
saivat eri arvosanan.) Liisan arvosana on parempi kuin Matilla.

3° Intervalli- eli valimatka-asteikko

Intervalliasteikolla voidaan luokittelun ja jérjestykseen asettamisen liséksi vertailla
ominaisuuden x lisdysten suuruutta keskendén lukujen avulla. Kahden tilastoyksikon a; ja
a; valista eroa ominaisuuden x osalta vastaa muuttuja-arvojen X; ja x; erotus. Muuttuja-
arvojen yhteen- ja véhennyslasku on sallittu. Muunnos f(x) =a + bx, kun b >0, sdilyttd
intervalliasteikon rakenteen. Asteikon nollapiste on sopimuksenvarainen (keinotekoinen).
Jotkut intervalliasteikolla mitatut muuttujat voivat saada negatiivisiakin arvoja.

Esim. 8 lampdtila Celsius- tai Fahrenheit-mittarilla mitattuna
(x Celsius, y Fahrenheit; lineaarinen muunnos y = 32 + 1.8x)
kalenterin mukaan mitattava aika
leveys- ja pituusasteet

Esim. 9 Vaasa lampdtila on -6 °C ja Helsingin +2 °C. (Vaasassa ja Helsingissé on eri
lampotila. Helsingissda on lampimampad kuin Vaasassa.) Helsingissé 8 °C
lampimampaa kuin Vaasassa.

4° Suhdeasteikko

Jos intervalliasteikon vaatimukset ovat voimassa ja lisdksi on olemassa absoluuttinen
nollapiste, jossa tarkasteltava ominaisuus "haviad" eli ominaisuuden mé&éra on todella
nolla, on muuttujan mitta-asteikko suhdeasteikko. Yhteen- ja véhennyslaskun liséksi
voidaan muuttuja-arvoja kertoa ja jakaa keskend&n. Muunnos f(x) = ax, kun a > 0, on
sallittu. Suhdeasteikolla voidaan esimerkiksi vertailla, kuinka moninkertainen tietyn
tilastoyksikén muuttuja-arvo on toisen tilastoyksikon muuttuja-arvoon verrattuna.

Esim. 10 pituus cm
paino kg
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Esim. 11 Matti painaa 90 kg ja Liisa 45 kg. (Matti ja Liisa ovat eri painoisia. Matti on
painavampi kuin Liisa. Matti painaa 45 kg enemman kuin Liisa.) Matin paino
on kaksinkertainen Liisan painoon verrattuna.

Muuttujan mitta-asteikko ilmoitetaan sen toteuttaman korkeimman asteikon perusteella

Mitta-asteikot jaotellaan vield kahteen luokkaan: nominaali- tai ordinaaliasteikon
muuttujia sanotaan kvalitatiivisiksi eli laadullisiksi muuttujiksi. Intervalli- tai
suhdeasteikon muuttujia sanotaan kvantitatiivisiksi eli maarallisiksi muuttujiksi.

Asteikkotyypin méérittdminen ei ole valttdmattd helppoa eo. tunnusmerkkien avulla.
Joissakin tilanteissa muuttujan mitta-asteikosta esiintyy erilaisia ndkemyksia. Tyypillisesti
tallainen muuttuja mittaa mielipidettd. Tarkasti ottaen ko. muuttuja voi olla esim.
jarjestysasteikon muuttuja, mutta joskus sen ajatellaan olevan vélimatka-asteikon
muuttuja. Viimeksi mainittu tulkintatapa johtuu siitd, ettd aineiston kasittelija mieltaa
muuttuja-arvojen erotuksen numeerisen erotuksen mukaiseksi.

2.2. Havaintoaineiston hankinnasta ja otantamenetelmista

Usein tutkimuksessa on vaivalloisin ja aikaa ja rahaa vaativin vaihe havaintoaineiston
hankkiminen ja muokkaaminen kayttokelpoiseksi tilastollista analyysia varten.

Kaikkien tilastoyksikdiden joukko muodostaa siis tutkimuksen populaation  eli
perusjoukon. Perusjoukon osajoukkoa kutsutaan satunnaisotokseksi, jos jokaisella
perusjoukon alkiolla on tunnettu positiivinen todennakoisyys tulla valituksi otokseen. Jos
ko. ehto ei ole voimassa, on kyseessa nayte.

Mikali tiedot keratddn jokaisesta perusjoukon alkiosta, on kyseesséd kokonaistutkimus.
Jos tiedot kerédtédén otoksen avulla, on kyseessé otantatutkimus.

Poikkileikkaustutkimuksessa tiedot keratdan useasta eri tilastoyksikosta tietylla
ajanhetkella. Pitkittaisleikkaustutkimuksessa tilastoaineisto keratdan mittaamalla samaa
tai muutamaa tilastoyksikkoé eri ajankohtina (aikasarja, erilaiset seurantatutkimukset).

Havaintoaineisto saadaan valmiista tilastolahteistd ja/tai keradmaélla tiedot itse. Valtion
osalta tilastoinnin hoitaa Tilastokeskus, jonka toiminnasta ja julkaisuista saa tarkempia
tietoja esim. www-sivulta http://www.stat.fi/. Myds muut laitokset, kunnat, yritykset ja
jarjestot tekevat tilastollisia selvityksid toimialansa asioista. Osa selvityksista julkaistaan,
osa on tarkoitettu vain sisdiseen kayttoon. Lisaksi ndilla elimilld on rekistereitd ja muita
tietoaineistoja, joista usein on saatavissa tietoja mm. tutkimusta varten. Useimmilla mailla
on omat tilastokeskuksensa, joiden www-sivuihin l6ytyy linkkejd Tilastokeskuksen
www-sivuilta.
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Mikali havaintoaineistoa ei ole valmiina, joudutaan se kokoamaan tilastoyksikkdihin
kohdistuvina mittauksina. Otantatutkimus on wusein halvempi ja nopeampi Kkuin
kokonaistutkimus. Koska tilastoyksikoitd on otoksessa vdhemmén kuin koko
populaatiossa, voidaan mittaukset suorittaa huolellisemmin. Jos populaatio on dareton tai
jos tilastoyksikko joudutaan tuhoamaan mittaustilanteessa, ei kokonaistutkimusta voida
tehda.

Otantatutkimuksen suunnittelusta

1. Tavoitteiden maarittely
— tdsmentaminen
— tietojen kayttotarkoitus
— tulosten tadsmallisyysvaatimus
2. Ongelman muuntaminen tilastolliseksi
— perusjoukon tdsmentdminen
— tilastoyksikot / otantayksikot
— muuttujat
— kohdepopulaatio/kehikkopopulaatio
— mittausmenetelmat
— kyselykaavakkeet
3. Otoksen poimiminen
— otantamenetelmén valinta
— otoskoon méérittdminen
4, Aineiston kerdéadminen
— kysely tai muunlainen mittaaminen
5. Aineiston kasittely
— tietojen muokkaus ja analysointi
6. Raportointi
— tulosten esittdminen selvékielisesti

Otantamenetelmista

Otantamenetelman valintaan liittyy otoksen koosta paattdminen, johon vaikuttaa haluttu
tulosten tarkkuus, tutkimukselle varattu aika ja tietojen keruutapa. Otoksen optimikoon
madrittdamiseksi on kehitetty erilaisia laskentakaavoja, jotka nyt sivuutetaan. Karkeasti
ottaen tutkimustulosten luotettavuus paranee tiettyyn rajaan asti otoskoon kasvaessa,
mutta samalla kustannukset lisadntyvat voimakkaasti. Mielipidetutkimuksissa, jossa
kartoitetaan esimerkiksi puolueiden kannatusta, kaytetddn usein 1000-3000 henkilon
otoskokoa. Jos tutkitaan vaikkapa jonkin yrityksen imagoa tietyll4 alueella, voi otoskoko
olla n. 200-300 henkil6a.

Yksinkertainen satunnaisotanta (YSO) on otantamenetelmien perusmenetelmé. Se on
kayttokelpoinen, jos perusjoukosta ei ole kéytettavisséd ennakkoinformaatiota. Sen etuna
on myos tulosten laskentahelppous, sillé tilastolliset ohjelmistot olettavat yleensa, ett4 otos
on koottu YSO:lla tai systemaattisella otannalla. YSO:ssa jokaisella samankokoisella
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otoksella on sama todenndkdisyys tulla valituksi, ja my6s jokaisella tilastoyksikolla on
sama todennadkdisyys tulla valituksi. YSO:lla ei vélttamattd saada edustavaa otosta, jos
perusjoukko on jakaantunut kesken&an heterogeenisiin ryhmiin, joissa alkiomadaréat ovat
hyvin erilaiset. YSO toteutetaan usein k&yttdmalla satunnaislukuja. Perusjoukon alkiot
numeroidaan, sen jalkeen generoidaan satunnaislukuja, ja ndit4d lukuja vastaavat
tilastoyksikot valitaan otokseen.

Systemaattinen otanta (SO) sopii kaytettavaksi silloin, kun perusjoukkoa ei tarkkaan
pystytd maarittdmaan (esim. liikkeen asiakastutkimus) tai jos perusjoukon alkiot on
listattu (esim. valmis rekisteri). SO:ssa poimitaan tilastoyksikot tasavalein lapi koko
populaation. Kun perusjoukosta valitaan joka k. tilastoyksikkd, on poimintavali k.
Poiminta aloitetaan valitsemalla k:n ensimmadisen tilastoyksikdn joukosta ensimmainen
otokseen tuleva alkio, ja tdmén jalkeen poimitaan systemaattisesti joka k. tilastoyksikko.
Jos perusjoukossa on N tilastoyksikkoa ja otoksen koko on n yksikkoa, niin poimintavéali k
= N/n. Systemaattisen otannan etu yksinkertaiseen satunnaisotantaan on se, etta se on
helpompi ja nopeampi suorittaa. Systemaattinen otanta aiheuttaa kuitenkin virhettd, jos
otantayksikdiden arvot kasvavat tai pienenevat systemaattisesti (esim. tilastoyksikot ovat
tutkittavan muuttujan suhteen suuruusjarjestyksessa) tai jos poimintavalin pituus on sama
kuin jonkin systemaattisen jakson pituus.

Ryvasotannassa (RO) perusjoukko jaetaan Kkiinteisiin ryhmiin eli ryppaisiin jonkin
ominaisuuden mukaan. Ryppdan voi muodostaa esim. kunta, oppilaitos, jne. Ryppéista
poimitaan esimerkiksi YSO:lla tutkimukseen tulevat ryppéat. Lopullisen otoksen
muodostavat joko ryppdiden kaikki tilastoyksikot tai niistd voidaan edelleen poimia osa
esimerkiksi yksinkertaisella satunnaisotannalla.

Ositetussa otannassa (OO) pyritdéan hyddyntdmaan kaytettdvissa olevaa taustatietoa
tutkittavan ominaisuuden kayttaytymisestad perusjoukossa. Jos populaatio on jakautunut
keskenddn heterogeenisiin ryhmiin siten, ettd ryhmét ovat sisdisesti homogeenisia ja
eroteltavissa toisistaan, kannattaa kayttda ositettua otantaa. Kutakin ryhmaa sanotaan
ositteeksi ja jokaisesta ositteesta poimitaan erikseen satunnaisotos kayttden esim. Y SO:ta
tai SO:ta. Eri ositteista otokseen valittavien alkioiden lukumé&ard mééritetdan erikseen.
Ositetussa otannassa otoksen kokonaismaaran jakamista eri ositteiden kesken kutsutaan
kiintidinniksi. Kiintidinti voidaan suorittaa usealla eri tavalla. Tasainen Kkiintidinti
tarkoittaa sitd, ettd jokaisesta ositteesta otetaan yhtd monta alkiota otokseen.
Suhteellisella kiintidinnilla jokaisesta ositteesta poimitaan otokseen ositteen suhteellista
osuutta vastaava méaara alkioita. Optimaalisella kiintidinnilla pyritdan pitdmaan otoksen
perusteella suoritettava estimointi mahdollisimman tarkkana, jolloin kiinnitetddn huomiota
mm. tarkasteltavan ominaisuuden ositehajontoihin. Toisinaan otetaan huomioon myos
otantakustannukset.
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3. YKSIULOTTEINEN EMPIIRINEN JAKAUMA

3.1. Frekvenssijakauman peruskasitteita ja luokitus

Jos tutkittavien tilastoyksikoiden lukum&ara n on suuri, ei havaintomatriisi aina riita
muuttujien yleispiirteiden selvittdmiseksi. Muuttujan yleiset ominaisuudet hukkuvat
yksityiskohtien joukkoon. Aineistoa on jarjestettdvé ja tiivistettdvd. Havaintomatriisin
sisaltdmaa tietoa voidaan tiivistaa esimerkiksi muodostamalla muuttujan (luokiteltu, suora,
yksiulotteinen) frekvenssijakauma.

Frekvenssijakauman muodostamiseksi muuttujan x saamat arvot jaetaan erillisiin
luokkiin, merk. E;, E,, ..., Ex, missa k on luokkien lukumaara. Luokkaan E; kuuluvien
x:n arvojen lukumé&&rad sanotaan luokan E; frekvenssiksi, merk. fi. Kun muuttujan x
luokat ja luokkia vastaavat frekvenssit tunnetaan, niin silloin tunnetaan x:n
frekvenssijakauma.

Usein absoluuttisten frekvenssien sijasta esitetddn frekvenssit, jotka on suhteutettu
havaintojen kokonaismaarddn n. Naitd suhteutettuja frekvensseja voidaan kéayttaa

esimerkiksi kahden eri havaintoaineiston frekvenssijakaumien vertailuun. Lukua p; = —-
n

sanotaan luokan E; suhteelliseksi frekvenssiksi ja lukua 100p; sanotaan
prosentuaaliseksi frekvenssiksi.

Jos muuttuja on epdjatkuva eli diskreetti, on luokkien maarittely yleensa selvad. Luokkina
kaytetddn muuttujan arvoja joko sellaisenaan tai niitd vastaavia koodilukuja. Jos
muuttujan  luokilla on jokin vakiintunut esittdmisjarjestys tai muuttuja on
jarjestysasteikolla mitattu, on luokat esitettavé vastaavassa jarjestyksessa.

Esim. 12 Vuoden 2009 alussa Suomen kuntien ladnijakauma oli seuraava:
(Aineiston peruslahde on Tilastokeskuksen tietokannat)

L&éani fi Pi 100p;
Eteld-Suomen 72 0.207 20.7
Lansi-Suomen 142 0.408 40.8
Itd&-Suomen 54 0.155 15.5
Oulun 43 0.124 12.4
Lapin 21 0.060 6.0
Ahvenanmaan 16 0.046 4.6
Y hteensa 348 1.000 100.0
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Jos luokkia tulee hyvin paljon ja suuri osa frekvensseistd on pienid, kannattaa luokkia
yhdistell&. T&lloin luokat on yhdisteltdva niin, ett4d samaan luokkaan tulevat arvot kuuluvat
mahdollisimman loogisesti yhteen.

Jos muuttuja on jatkuva-arvoinen, on sen luokittelu hankalampaa, koska tallaisen
muuttujan arvot voivat olla mitd tahansa reaalilukuja joltain valilta, ja kaikki mitatut arvot
voivat olla erisuuruisia. Jos muuttujasta halutaan muodostaa tiivis frekvenssijakauma, on
luokkien oltava vélej4, jotka kattavat muuttujan arvot. Jatkuvan muuttujan luokittelussa
tietoa havidd, koska nyt ei endd ilmoiteta muuttujan havaittuja arvoja vaan luokka, johon
havaintoarvo kuuluu. Luokitellun aineiston esitystapa on kuitenkin usein selvempi kuin
luokittelemattoman, koska jatkuva-arvoisen  muuttujan  jakauman  esittdminen
tilastokuviona perustuu usein luokitteluun. Jatkuvan muuttujan luokittelua voidaan
hahmottaa seuraavasti:

Oletetaan, ettd luokiteltavia havaintoja on n kpl ja ne on pydristetty jollekin

mittaustarkkuudelle, merk. d. (Jos mittaustulokset ovat kokonaislukuja, on d = 1, jos

mittauksissa on kéytetty yhta desimaalia, niind = 0.1).

1° Etsitdaan pienin arvo, merk. Xq) , ja suurin arvo, merk. Xy). Muuttujan x arvojen
vaihteluvélin muodostaa vali (X, Xm). Vaihteluvalin pituus w = Xy — X,

2° Pé&atetddn, kaytetddnko tasavalistd vai epdtasavélista luokitusta. Luokitus on
tasavalinen, jos kaikki luokat ovat yht& leveitd. Jos vain voidaan, kannattaa kayttaa
tasavalistd luokitusta varsinkin silloin, jos luokittelua kaytetddn esimerkiksi
frekvenssihistogrammin perustana.

3°  Valitaan luokkien lukumaara k, (k = ¥/n tai) 2> n. (Jos n = 125, niink = 5 - 7.)
Yleensa luokkia on 4 - 10 kpl.
4°  Tasavalisessa luokituksessa maaritetddn arvio luokkavalin pituudelle c siten, etta

c > " Luokkien rajojen on oltava selkeitd, ja siksi ¢ valitaan usein hiukan

suuremmaksi kuin edellinen suhde.

5° Muodostetaan luokat siten, ettd ne peittavat koko vaihteluvalin. Ensimmaisen luokan
pyoristetyn alarajan pitdisi olla pienempi tai yhtd suuri kuin X¢). Muut luokat
madritelladn pyoristettyjen luokkarajojen avulla, jotka esitetddn samalla mittaus-
tarkkuudella kuin muuttujakin on mitattu.

6° Tutkitaan jokainen arvo, ja maarataan luokkien frekvenssit. Yksittdinen havainto voi
kuulua vain yhteen luokkaan.

Esim. 13 Erddn nettimyyntiyrityksen syksyn 2009 farkkumallistosta tehdyssa otoksessa
farkkujen myyntihinnat euroina ovat suuruusjarjestyksessa: 43, 49, 53, 60, 64,
69, 70, 73, 73, 79, 80, 80, 85, 89, 90, 90, 90, 99, 99, 99, 100, 100, 109, 109, 110,
110, 115, 119, 120, 129, 135.

Farkkujen eli tilastoyksikdiden ma&ra eo. aineistossa on 31. Myyntihinta on
esitetty kokonaisiksi euroiksi pyoOristettynd, joten mittaustarkkuus d = 1.
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Myyntihinta-muuttujan mitta-asteikko on suhdeasteikko. Muuttujan pienin arvo
on 43 ja suurin arvo on 135. Vaihteluvalin pituus on siten w = 135 - 43 = 92,

Luokitellaan aineisto viiteen tasavéliseen luokkaan (, koska 2° > 31), siis k = 5.
Maéritetddn luokkavalin pituus: ¢ > 9—52 = 18.4 ja valitaan luokkavalin

pituudeksi ¢ = 20. Ensimmaisen luokan pydristetyksi alarajaksi on valittu luku
40, koska se pienintd arvoa pienempi tasaluku. Toisen luokan pydristetty alaraja
on luokkavélin pituuden etdisyydelld ensimmadisen luokan alarajasta.
Ensimmadisen luokan pydristetty yléraja on mittaustarkkuuden verran pienempi
kuin toisen luokan pydristetty alaraja.

Absoluuttisten frekvenssien lisdksi jakaumassa on esitetty prosentuaaliset
frekvenssit.

Farkkujen

myyntihinta (€) fi 100 pi
40 - 59 3 9.7
60 - 79 7 22.6
80 - 99 10 32.2
100 - 119 8 25.8
120 - 139 3 9.7
Y hteensé 31 100.0

Mittaustarkkuus d nakyy frekvenssijakaumataulukossa siten, ettd se on tietyn luokan
pyoristetyn alarajan ja sitd edeltavan luokan pyoristetyn ylarajan erotus.

Taulukossa nakyvat pyoristetyt luokkarajat ovat luokkien symboleja. Tasavalisessa
luokituksessa edeltdvan luokan ja seuraavan luokan pyoristettyjen alarajojen (ja myds
ylarajojen) valinen etéisyys vastaa luokkavalin pituutta. Luokan todellinen alaraja on ko.
luokan pyoristetyn alarajan ja sitd edeltdvan luokan pydristetyn ylarajan valinen
pyoristysraja. Ko. todellinen alaraja on samalla edeltdvén luokan todellinen ylaraja.
Luokan E; todellisesta alarajasta kéytetddn merkintdd L; ja todellisesta ylérajasta
merkintdd U;. Todellisia luokkarajoja kéytetddn mm. graafisissa esityksissda seka
tunnuslukujen laskemisessa.

Luokan E; luokkavalin pituus c¢; on luokan todellisen yla- ja alarajan erotus eli
ci = Uj — L . Tasavélisessa luokituksessa luokkavalin pituus on kaikilla luokilla sama ja
talloin siitd voidaan kayttdd merkintaa c.
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L; + U;

Luokan E; luokkakeskus m; on luokan keskipiste eli m; = . Koska luokittelussa

usein katoaa tilastoyksikdiden tarkat muuttuja-arvot, tulkitaan luokkakeskus usein ko.
luokan havaintojen keskiarvona. Luokkakeskuksia kaytetddn mm. tilastokuvioissa.

Jos muuttuja on epdjatkuva, intervalli- tai suhdeasteikolla mitattu ja jos muuttujalla on
paljon erilaisia arvoja, voidaan muuttujaa kohdella kuin se olisi jatkuva.

Jos muuttuja on mitattu véhintdan jarjestysasteikolla, voidaan muuttujalle maarittaé
summarfrekvenssi eli kumulatiivinen frekvenssi F;, joka ilmaisee, kuinka monta
tilastoyksikkoé (havaintoa) kuuluu luokkaan E; tai sitd edeltaviin luokkiin yhteensi eli

|
R=2f
=1
eli
=1
F2 =f1+f2=|:1+f2
F3=f1+f2 +f3=F2 +f3

Fr =f1+f2+...+fk :Fk—l+fk =N

. : . :
Edelleen saadaan suhteellinen summafrekvenssi P; =1 ja prosentuaalinen summa-
n

frekvenssi 100P,;.

Esim. 14 Seuraavassa taulukossa on esitetty farkkujen hinnan frekvenssijakauman liséksi
summafrekvenssit, prosentuaaliset summafrekvenssit, todelliset luokkarajat ja

luokkakeskukset.
Farkkujen

myyntihinta € f; Fi 100 P; L; Ui m;
40 - 59 3 3 9.7 39.5 59.5 49.5
60 - 79 7 10 32.3 59.5 79.5 69.5
80 - 99 10 20 64.5 79.5 99.5 89.5
100 - 119 8 28 90.3 99.5 119.5 109.5
120 - 139 3 31| 100.0 119.5 139.5 129.5

Yhteensé 31
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3.2. Graafinen esitys

Frekvenssijakauman voi esittdd myos graafisesti. Usein kaytetty Kkuviotyyppi on
pylvaskuvio. Pylvaskuviot muodostuvat joko vaaka- tai pystypylvaistad. Pylvdiden pinta-
alat (ja tasalevyisten pylvaiden pituudet) kuvaavat maaria, joten pylvéan pituutta
osoittavan asteikon on hyva l&hted luvusta 0.

Vaakapylvaskuvioita tulisi kayttaa silloin, kun kuvataan laadullisen muuttujan jakaumaa.
Muuttujan luokat esitetddn pystyakselilla ja vaaka-akselilla kuvataan frekvenssit
(absoluuttiset, suhteelliset tai prosentuaaliset). Jos muuttuja on nominaaliasteikolla
mitattu, esitetddn aineisto niin, ettd ylin pylvds on pisin ja muut pylvaat piirretdén
pituusjarjestyksessd. Pylvdiden véliin jatetd&n pienet raot. Jos muuttuja on
jarjestysasteikollinen, esitetddn pylvaat luokkia vastaavassa jarjestyksessa.

Sektoridiagrammia (ympyréakuvio, piirakkakuvio) kaytetddn laadullisen muuttujan
jakauman esittdmisessa erityisesti silloin, kun halutaan havainnollistaa jonkin
kokonaisuuden jakautumista osiin. Jokaisen luokan kokoa edustaa sektorin pinta-ala, joka
on suoraan verrannollinen luokan kokoon. Sektorikuvion sijasta kannattaa kayttaa
vaakapylvésesitysta erityisesti silloin, jos halutaan esittdd, ettd kahden (tai useamman)
melko samankokoisen ryhman valilla on kuitenkin eroavuutta havaintomaaréssa.

Esim. 15 Suomen kuntien laanijakauma vaakapylvaskuviona

Eteld-Suomen l3ani—|

Lansi-Suomen l&ani]

lta-Suomen laani

Laani

Oulun 1aani—

Lapin laani|

Ahvenanmaa

I I I
0 50 100 150

Kuntien lukumaara



Esim. 16 Suomen kuntien laanijakauma sektorikuviona
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£zl Eteld-Suomen I3ani
[ Lansi-Suomen I&ani
[ 1t5-Suomen I4ani
B oulun 13ani

HA Lapin 13ani
Ahvenanmaa

Maarallisen epdjatkuvan muuttujan jakaumaa voidaan kuvata janakuviolla, joka on

pystypylvaskuvio. Janadiagrammi

piirretddn niin,

ettd koordinaatistoon piirretdén

muuttujan arvojen kohdalle kyseisten arvojen frekvenssien korkuiset janat tai pylvaat.

Esim. 17 Viallisten tuotteiden lukumadrdjakauma tuote-erissa esitettynd taulukkona ja

janakuviona

A
@
T oy
viallisten Ikm f. T
=
1 2 E
2 4 ks
3 2 9
[}
4 3 -
S) 2 =

I I I I I I
1 2 3 4 5 6

Viallisten tuotteiden lukumaara

Frekvenssihistogrammi on pystypylvaskuvio, jota kaytetddn madrallisille jatkuville
muuttujille. Kun luokitus on tasavélinen, histogrammi muodostuu pylvéistd, joiden leveys
on luokkavalin pituus c, korkeus luokan E; frekvenssi f; ja kantojen karkipisteind vaaka-
akselilla ovat todelliset luokkarajat. Yleensa kuitenkin todellisten luokkarajojen sijasta
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merkitd&n vaaka-akselille nékyviin "siistit" luvut, jotka ovat lahelld todellisia luokkarajoja
(tai luokkakeskuksia). Histogrammissa on pylvaéan pinta-ala tarkeampi kuin korkeus, joten
kuvio olisi piirrettava niin, ettd luokan frekvenssi on suoraan verrannollinen pylvéaén
pinta-alaan. T&ma vaatimus toteutuu helposti tasavélisen luokituksen yhteydessé.

Esim. 18 Farkkujen myyntihintajakauma frekvenssihistogrammina

107

8

4

Farkkujen lukumaara

40 60 80 100 120 140
Farkkujen hinta (€)

Jatkuvan maaréllisen muuttujan frekvenssijakauma voidaan esittdd myos frekvenssi-
monikulmion avulla. Jokaisen luokkakeskuksen kohdalle piirretdén piste frekvenssin (tai
suhteellisen tai prosentuaalisen frekvenssin) korkeudelle ja perékkéiset pisteet yhdistetédén
toisiinsa janoilla. Frekvenssimonikulmion paatepisteet ovat x-akselilla ns. nollaluokkien
(= luokituksen alkuun ja loppuun lisattdvien ylimaaréisten luokkien) luokkakeskuksissa.
Jos nollaluokkia ei voi mééritta4, ei frekvenssimonikulmiota voi piirtaa.

Esim. 19 Farkkujen myyntihinnan jakauma frekvenssimonikulmiona

107

s

24—

Farkkujen lukuméaara

1 T T T T T T
29,50 49,50 69,50 89,50 109,50 129,50 149,50
Farkkujen hinta (€)
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Myo6s summafrekvenssijakauma voidaan esittdd kuviona. Jatkuvan maarallisen muuttujan
summafrekvenssijakaumaa kuvataan summakayralla. Jokaisen luokan todellisen ylarajan
kohdalle piirretddn piste summafrekvenssin (tai suhteellisen tai prosentuaalisen
summafrekvenssin) korkeudelle ja perdkkéiset pisteet yhdistetddn toisiinsa janoilla.
Summakéyré lahtee vaaka-akselilta ja nousee n:84n asti. Jos summakayrda muodostetaan

prosentuaalisesta summafrekvenssijakaumasta, voidaan kayran avulla selvittdd mm.
- kuinka monta % havaintoarvoista on pienempia kuin luku a
- mik& on se muuttujan arvo, jota pienempia havaintoarvoja on p %.

Esim. 20 Farkkujen myyntihinnan prosentuaalinen summakayré

10

80

60

40

Prosenttia

207

T T I T
39,5 59,5 79,5 99,5 119,5 139,5
Farkkujen hinta (€)

Diskreetin madrallisen muuttujan summafrekvenssijakaumaa vastaava summakayrda on
porrasfunktio. Vaaka-akselille merkitddn muuttujan arvot ja piirretadn kayrd, joka saa
arvon kohdalla sen frekvenssin suuruisen hyppayksen ja pysyy arvojen valilla edellisen
arvon kohdalla saamallaan tasolla.

Viivakuviota kaytetddn ennen kaikkea aikasarjojen graafiseen esittdmiseen. Tallgin
muuttuja x kuvaa yleensd yhden tilastoyksikon yhtd ominaisuutta eri ajankohtina.
Viivadiagrammissa vaaka-akselilla kuvataan aika ja pystyakselilla kuvataan muuttujan x
arvot. Seka vaaka- ettd pystyakselin voi katkaista.

Esim. 21 Hallinto- ja toimistoty6ssd olevien palkansaajien tyotapaturmien lukumaaré
vuosina 1998-2007 (Lahde: Tilastokeskuksen PX-Web-tietokannat)

VUosi |1998 1999 2000 2001 2002 2003 2007 2005 2006 2007

litkevaihto | 1797 1852 1740 1841 1763 1866 1648 1751 1685 1676
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Jos muuttuja on mitattu vahintddn jarjestysasteikolla, voidaan sen havaintoarvojen
jakautuminen esittad laatikko-viikset- eli box-plot-kuviona. Tdss& kuviossa ei esitetd
luokitteluun perustuvaa jakaumaa, vaan kuviosta ilmenee muuttujan tunnuslukujen arvoja.
Kuviossa piirretddn laatikko, jonka pohja on alakvartiilin korkeudella ja kansi on
ylakvartiilin korkeudella. Muuttujan mediaani merkitddn laatikkoon poikkiviivalla.
Laatikon pohjasta ja kannesta piirretadn viikset kummallekin puolella laatikkoa. Viiksien
piirtdmisessa on useita kaytantoja, viiksien padtepisteind voivat olla esim. pienin arvo ja
suurin arvo. Viiksien péatepisteind voivat olla myos 10 %:n ja 90 %:n fraktiilit, jolloin
kuvaan voidaan vield erikseen merkitd ne havainnot, jotka ovat kauempana jakauman
keskikohdasta kuin em. fraktiilit.

Esim. 22 Farkkujen myyntihinnan laatikko-viikset-kuvio. Kuviossa viiksien paatepisteiné
ovat suurin ja pienin arvo.

140

120 —‘7

1007

807

| 1

40

I
Farkkujen hinta (€)

Maaréallisen muuttujan jakaumaa voidaan esittdd runko-lehti -kuviolla. Muuttuja-arvoista
jatetaan esittamatta tietty maara oikeanpuoleisia numeroita. Jéljelle ja4vistd muodostetaan
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esityksen runko, jonka arvot esitetdan peréattéisind kokonaislukuina pienin luku ylimmalla
rivill ja suurin alimmalla rivilld&. Runkoarvojen peréén kirjoitetaan lehdet yleensa siten,
ettd havainnoista pois jatetyn numero-osuuden ensimmaiset numerot tulevat oikealle
riville suuruusjarjestyksessa.

Esim. 23 Seuraavassa on farkkujen myyntihintaesimerkin runko-lehti-kuvio, jossa rungon
leveys on 10 €:

4 39

5: 3

6. 049

7 0339

8 0059

9: 000999
10: 0099
11: 0059
12: 09

13: 5

3.3. Yksiulotteisen jakauman tunnusluvut

Frekvenssijakaumien laatimisella yritetddn saada muuttujan keskeiset ominaisuudet
helpommin hahmotettaviksi. Usein muuttujan havaintoarvojen siséltdma informaatio
halutaan tiivistdd vielakin voimakkaammin. Talloin lasketaan havainnoista tilastollisia
tunnuslukuja.

Sijaintia kuvaavia tilastollisia tunnuslukuja sanotaan keskiluvuiksi. Hajontaluvuilla
puolestaan kuvataan havaintoarvojen vaihtelua eli "hajaantumista” jakauman keskikohdan
ymparille. On olemassa my0s muita jakauman muotoa kuvaavia tilastollisia tunnuslukuja.

3.3.1. Keskiluvut

Muuttujan arvojen keskimadardista suuruutta ja jakauman sijaintia muuttuja-akselilla
kuvataan keskilukujen avulla.

Moodi (Mo) eli tyyppiarvo on se muuttujan arvo tai luokka, jonka frekvenssi on suurin.
Moodi sopii kaikille mitta-asteikoille, mutta se ei ole aina yksiké&sitteinen. V&hintéén
intervalliasteikollisen muuttujan luokitellussa aineistossa moodi voidaan tulkita
moodiluokan luokkakeskukseksi.
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Esim. 24 La&ani-muuttujan moodi on L&nsi-Suomen l&&ni, koska kuntia on eniten Lansi-
Suomen laanissa.

Esim. 25 Farkkujen myyntihinnan moodiluokka on kolmas luokka: 80-99. Moodin
voidaan nyt tulkita olevan moodiluokan luokkakeskus eli 89.5 € eli n. 90 €.
(Alkuperéisistd havainnoista tarkasteltuna moodi ei ole yksikasitteinen:
moodiarvoja on kaksi: sek& 90 ettd 99.)

Esim. 26 Eradn tilastotieteen kurssin opiskelijoista valitussa 19 henkilon otoksessa olivat
opiskelijoiden iat suuruusjarjestyksessa: 19, 20, 20, 20, 20, 21, 21, 21, 21, 21,
22,22, 23, 23, 25, 26, 29, 42 ja 46.

lan moodiarvo on 21 vuotta.

Mediaani (Md) eli keskusarvo on se havaintoarvo, jota pienempid ja suurempia
havaintoarvoja on yhtd paljon. Mediaania ei voi laskea nominaaliasteikollisesta
muuttujasta.

Jos havainnot on asetettu nousevaan suuruusjarjestykseen ja kyseessé on luokittelematon
aineisto, niin mediaani maarataan seuraavasti:

: L : — n+1
1°  n pariton: Md on keskimmainen havaintoarvo Xg), missa k = N

2° n parillinen: etsitddn kumpikin keskimmadisistd arvoista. Jos muuttuja on
ordinaaliasteikolla mitattu, on mediaani kumpikin naist4 arvoista. Jos muuttuja on
madrallinen, on mediaani keskimmadisten havaintojen  keskiarvo eli
X(k) + X(k+1)

2

. missa k= ﬂ.
2

Esim. 27 Edellisen esimerkin ik&-muuttujan mediaani sijaitsee suuruusjarjestyksessa
19+1

sijalla k = = 10. Sijalla 10 oleva havaintoarvo on 21 vuotta, joka on siis

mediaani.

Luokitellulle aineistolle mediaanin maaraamiseksi on kaksi tapaa. Jos muuttuja on
ordinaaliasteikollinen tai diskreetti kvantitatiivinen, niin mediaani maarataan kuten edella.
Jatkuvan luokitellun kvantitatiivisen muuttujan mediaani lasketaan kaavalla

c(n
Md= LM+ m(—— FM_]_),

2
missa
Ly = Md-luokan todellinen alaraja
fm = Md-luokan frekvenssi

Md-luokkaa edeltdavan luokan summafrekvenssi
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C = luokkavalin pituus
n = havaintojen lkm.
Mediaaniluokka on ensimmainen sellainen luokka, jossa F; > >

Mediaani voidaan maarata myds summakéayran avulla.

Esim. 28 Farkkujen myyntihinnan mediaaniluokka on kolmas luokka: 80 — 99. Mediaani
Md=79.5 +§(3—1 —10] =905€~91€
10\ 2

(Alkuperéisistd havainnoista tarkasteltuna mediaani on suuruujérjestyksen
sijalla 16, joten tarkka mediaani on 90 €.)

Mediaani on fraktiilien erikoistapaus. Fraktiilit ovat jakauman "sijaintia" kuvaavia lukuja,
vaikka ne eivat yleisesti kuvaakaan keskikohtaa. Muuttujan x p:n prosentin fraktiili x*
on sellainen havaintoarvo, jota pienempid muuttujan arvoista on p %. Tarkeimpia
fraktiileja ovat

alakvartiili Q; = x®
ylakvartiili Qs = x{™
mediaani Md = x®9
desiilit x10 (20 (80

Fraktiilit voidaan madaritella muille paitsi nominaaliasteikon muuttujille. Kvartiilien ja
fraktiilien maaraamisessa kaytetddn apuna mm. summakayraa. Fraktiilin - x®
maarittiminen voidaan toteuttaa myds seuraavasti. Lasketaan ensin fraktiilin x® sijaluku

nousevassa suuruusjarjestyksessa: (n+1)-p/100 = k.d, misséd k on kokonaisosa ja d on
desimaaliosa ja lopuksi ko. fraktiili saadaan kaavasta

X(p) = X(k) + Od (X(k+1) - X(k) )

Esim. 29 Opiskelijoiden ik&havaintoja on 19 kpl. Alakvartiilin  sijaluku on
((19+1)'25/100=) 5.0, joten
Q. = x®¥ =20 + 0.0-(21 — 20) = 20 vuotta.
Ylakvartiilin sijaluku on ((19+1)-75/100=) 15.0, joten
Qs = X\ =25 + 0.0-(26 — 25) = 25 vuotta.

Esim. 30 Farkkujen myyntihinnan prosentuaalisesta summakayrasta arvioituna hinnan
alakvartiili Q; = 73 € ja ylakvartiili Q3 = 108 €.

(Alkuperéisista havainnoista tarkasteluna Q; =73 € jaQ3; =109 £€.)
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Aritmeettinen keskiarvo voidaan laskea intervalli- tai suhdeasteikollisesta muuttujasta.

Luokittelemattomalle aineistolle keskiarvo saadaan kaavasta
1 n
X=— ZXi

Ni=1

Esim. 31 Ikd-muuttujan keskiarvo

7:%(19+20+20+20+20+21+ 21+...+46):%-462z24vuotta

Luokitellulle aineistolle aritmeettinen keskiarvo saadaan kaavalla

1 k
X=— Zfimi ,
Ni=1
missa
f; = luokan Ej frekvenssi
m; = luokan E; luokkakeskus
Kk = luokkien Ikm
n = havaintojen Ikm

Huom. Edell& olevaa kaavaa voidaan kayttaa, vaikka muuttuja x olisi diskreetti. Tallgin
luokkakeskukset m; korvataan muuttujan x arvoilla ja luokkien frekvenssit f; korvataan
yksittdisten arvojen frekvensseill.

Esim. 32 Farkkujen myyntihinnan aritmeettinen keskiarvo luokitellun aineiston
perusteella:

7:%(3- 49.5+7-69.5+10-89.5+8-109.5+ 3-129.5)

_ 1 97945-90.145..~90 €
31

(Alkuperdisista havainnoista laskettuna tarkka aritmeettinen keskiarvo on 90 €.)

Olkoon n tilastoyksikkoa jaettu k:hon ryhméén, joissa on ng, ny, ..., ng tilastoyksikkod, ja
joissa muuttujan x keskiarvot ovat X1, X», ..., X| . Koko aineiston keskiarvo on
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Esim. 33 Eradlla tyopaikalla on naisia 400 ja miehia 500. Keskituntiansiot ovat
vastaavasti 26.58 € ja 34.59 €. Mika on tyontekijoiden keskituntiansio?

. 400 - 26.58 +500-34.59 _ 31.03€
400 + 500

Keskiarvo on eniten ké&ytetty keskiluku, joka on kuitenkin herkkd poikkeaville
havainnoille. Varsinkin pienissé havaintoaineistoissa yksikin muista selvésti poikkeava
arvo vetad keskiarvoa puoleensa. Joskus &irimmadisen isot ja pienet muuttuja-arvot
halutaan jattaa tarkastelun ulkopuolelle. Talldin voidaan laskea esimerkiksi 5 %:n leikattu
keskiarvo, jolloin 5 % pienimmistd ja suurimmista arvoista jatetddn pois ja lopuista
havainnoista lasketaan tavallinen” keskiarvo.

Geometrista keskiarvoa kéaytetddn suhdeasteikolla mitatun muuttujan keskiarvona
silloin, kun halutaan kuvata keskimaaraista suhteellista muutosta. Geometrinen keskiarvo
voidaan laskea muuttujasta, jonka kaikki havaitut arvot ovat positiivisia. Geometrinen
keskiarvo saadaan laskettua kaavasta

Gznlxl.xz...xn i

Esim. 34 Tuotteen hinta 1.5-kertaistui ensimmaisen vuoden aikana, toisena vuotena se 5-
kertaistui ja viimeisend vuotena 4-kertaistui. Hinnan suhteellisten muutosten
geometrinen keskiarvo on

G=315.5.4~31

Harmonista keskiarvoa kaytetddn myods suhdeasteikolla. Harmoninen keskiarvo saadaan
laskettua kaavasta

Esim. 35 Matkan ensimméinen kolmannes ajettiin  vauhtia 50 km/h, toinen
kolmanneksella 25 km/h ja viimeiselld 100 km/h. Mikd on keskimé&&rdinen
vauhti koko matkalla? (Ts. milla vauhdilla ndmé valit olisi ajettava, jotta koko
matkaan menisi sama aika kuin todella meni, ja jokaisella kolmanneksella
vauhti on sama?) Lasketaan harmoninen keskiarvo
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3

3
1,1, 1 002+0.04+001
50 25 100

42.9

H=

Keskilukujen vertailua

Aritmeettinen keskiarvo on tarkein keskiluku, koska se on helppo laskea. Aritmeettinen
keskiarvo on herkkd poikkeaville havainnoille, se ei ole siis robusti keskiluku.
Aritmeettinen keskiarvo ei ole vélttamatta tyypillisin tai yleisin havaintoarvo. Jos samoista
muuttujan arvoista lasketaan kaikki edelld esitetyt keskiarvot (mika ei yleensd ole
mieleké&std), ovat tulokset aina jarjestyksessd H <G < X.

Mediaani on helppo ymmartdd. Se on vakaa keskiluku, joka ei ole herkk& poikkeaville
havainnoille. Jos muuttujan jakauma on vino, kuvaa mediaani usein aritmeettista
keskiarvoa paremmin havaintojen jakaumaa. Mediaania ei kuitenkaan kaytet4 paljoakaan
pitkalle menevissé tilastollisissa operaatioissa. Mediaani ei ole herkk& poikkeaville
havainnoille, se on robusti keskiluku.

Moodi soveltuu kaikille mitta-asteikoille, mutta se on karkea keskiluku. Se ei ole aina
yksikasitteinen. Jos muuttujan jakauma on monihuippuinen, kuvaa moodi usein mediaania
ja aritmeettista keskiarvoa parempi havaintojen jakaumaa. Moodi on myo6s robusti
keskiluku.

symmetrinen
yksihuippuinen
jakauma

X = Md = Mo

oikealle loiveneva
jakauma

Mo Md X
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vasemmalle loiveneva
jakauma

X Md Mo

3.3.2. Hajontaluvut

Muuttujan arvojen keskimaaraista suuruutta kuvaavat luvut eivat riitd kuvaamaan kaikkea
havaintoarvojen ominaisuuksista. On my06s pystyttdva kuvaamaan sitd, kuinka suurta on
muuttujan arvojen vaihtelu.

Entropia eli satunnaisuusaste mittaa sitd, kuinka selvésti tai voimakkaasti havaitut
muuttujan arvot keskittyvéat yhteen tai vain muutamaan luokkaan. Entropia voidaan laskea
kaavasta

k k
H=-> pjlogspj =-3.32193 > p;log1g pj .
i=1 i=1
missa
Pi = luokan E; suhteellinen frekvenssi
k = luokkien Ikm.

Entropia soveltuu kaikille mitta-asteikoille. Se on suurimmillaan silloin, kun eri luokkien
frekvenssit ovat yhtd suuret eli silloin, kun vaihtelu on suurinta. Entropian arvosta on
vaikeaa nahda suoraan, kuinka suuresta vaihtelusta on kyse, koska siihen vaikuttaa

luokkien lukumadrd. Laskettua arvoa voidaan verrata entropian maksimiarvoon

Esim. 36 Kuntien ladnijakauman entropia

Laani Pi log10pi Pi logs0p;

Eteld-Suomen 0.207 -0.68403 -0.14159
Lansi-Suomen 0.408 -0.38934 -0.15885
It4&-Suomen 0.155 -0.80967 -0.12550
Oulun 0.124 -0.90658 -0.11242
Lapin 0.060 -1.22185 -0.07331
Ahvenanmaan 0.046 -1.33724 -0.06151
Yhteensa 1.000 -0.67318
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H=-3.32193 ' (- 0.67318) ~ 2.236
Hmax = 3.32193 |0g106 ~ 2.585

Vaihteluvali on pienimmén ja suurimman havaintoarvon maaraama vali (Xu), X))
Vaihteluvalia ei voi kayttdd nominaaliasteikolla. Luokitellussa aineistossa vaihteluvélin
muodostavat ensimmaisen luokan pydristetty alaraja ja viimeisen luokan pyoristetty
ylaraja.

Vaihteluvalin pituus w soveltuu intervalli- ja suhdeasteikon muuttujille. Se on
suurimman ja pienimman havaintoarvon erotus eli w = X — X1y. Luokitellussa aineistossa
se on viimeisen luokan ylarajan ja ensimmaéisen luokan alarajan erotus. Vaihteluvélin
pituus on helppo laskea, mutta se ei ole yksistddn kéaytettyna hyva hajontaluku, koska se
ottaa huomioon vain muuttujan adrimmaiset arvot.

Esim. 37 La&anin vaihteluvalia ei voida méaarittaa.

Esim. 38 Farkkujen myyntihinnan vaihteluvéli on (43, 135) ja vaihteluvalin pituus on
w =135-43=92.

(Luokitellusta aineistosta: farkkujen hinnan vaihteluvdli on (40, 139) ja
vaihteluvalin pituus 99.)

Esim. 39 Opiskelijoiden i&n vaihteluvali on (19, 46) ja vaihteluvalin pituus on 27 vuotta.

Muuttujan vaihtelua voidaan kuvata kvartiilivalilla (Qi, Q3z), joka ilmaisee havainto-
arvojen keskipaikkeilta sellaisen vélin, jossa on 50 % keskimmaisistd arvoista.
Kvartiilivalin pituus saadaan erotuksena Qs - Q;. Kvartiilipoikkeamalla tarkoitetaan
lukua

Q3-Q1

Q=773

Kvartiilipoikkeama on vaihteluvélin pituutta vakaampi hajontaluku ja kertoo, kuinka
pitkalla valill4 aineiston keskelld olevat 25 % havainnoista sijaitsevat.

Kvartiilivali voidaan méaarata ordinaaliasteikolliselle muuttujalle, mutta kvartiilivélin
pituus ja kvartiilipoikkeama vasta intervalliasteikolla. Muuttuja-arvojen hajaantumista
voidaan pelkén kvartiilivalin tarkastelun sijasta tarkastella paremmin vertailemalla
kvartiilivalia ja vaihteluvélia toisiinsa.

Esim. 40 Farkkujen myyntihinnan prosentuaallisen  summaké&yrén perusteella
arvioituna Q; ~ 73 € ja Q3 =~ 108 €, joten kvartiilivalin pituus on noin 35 € ja
kvartiilipoikkeama Q = 17.5 €.
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Esim.41 Opiskelijoiden idn kvartiilivali on (20, 25). Kvartiilivéalin pituus on 5 vuotta ja
kvartiilipoikkeama 2.5 vuotta.

Kaytetyimpia hajontalukuja ovat varianssi s° ja keskihajonta s, vaikka niiden tulkinta ei
ole niin yksinkertaista kuin em. hajontaluvuilla. Varianssi ja keskihajonta voidaan laskea
intervalli- tai suhdeasteikollisesta muuttujasta. Keskihajonta on varianssin positiivinen

nelidjuurieli s = Vs?

Varianssi kertoo, kuinka tiiviisti havaintoarvot ovat keskittyneet keskiarvon ymparille. Jos
kaikki mittaustulokset ovat samoja, on s* =0, muulloin s®> > 0. Keskihajonnassa ja
varianssissa muuttujien arvojen vaihtelu ilmaistaan rakenteellisesti samalla tavalla.
Keskihajonta on kuvailussa havainnollisempi, koska silla on sama laatu kuin muuttujan
arvoilla, ja se kertoo, kuinka kaukana keskimaarin havainnot ovat keskiarvosta. Varianssi
on taas parempi teoreettisissa tarkasteluissa.

Luokittelemattoman aineiston varianssi voidaan laskea kaavalla

a2
2. 1 3 2_ 1 ”2[i§1Xi]
=—1§( X) “n_1 2XiT

Esim. 42 Opiskelijoiden i&n varianssin ja keskihajonnan laskenta:

> Xj=19+20+20+20+20+21+...+46 =462

> X% =192 +20% + 202 +20% + 202 + 212 + ...+ 462 =12214

2
2 _ 91 { 46; }z54.450...vuotta2

s =7.379... vuotta = 7 vuotta
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Luokitellun aineiston varianssi on

- ) .
2 v )2 2 i=1
s = film; —Xx)" = fim;* -
n_ligll( 1 ) n_1i§lI 1 n

missa

f; = luokan Ej frekvenssi

m; = luokan E; luokkakeskus

K = luokkien Ikm

n = havaintojen Ikm

Esim. 43 Farkkujen myyntihinnan varianssi ja keskihajonta

52 :ﬁ{(3-49.52 +7-69.5% +10-89.5% +8-109.5° + 3-129.52)—

2794.52}

1 2794 52

=—-|267497.75—
30 [

J ~519.57 £2

§=2279...€~23€

(Alkuperaisista havainnoista tarkasteluna: s* = 549.267 jas = 23.4.)

Varianssin ja my0s keskihajonnan arvot riippuvat muuttujan mittayksikosta. Jos
muuttujalle tehdaan lineaarinen muunnos y = a + bx, niins,* = b®s,” ja s, = [olsx.

Esim. 44 Pituus x on mitattu tuumina ja x:n varianssi on 5. Jos pituus mitataan cm:né eli
x:lle tehdddn muunnos y = 2.54 x, niin y:n varianssi sy2 = 2.54%5 =32.36.

Keskiarvoa ja keskihajontaa voidaan hyddyntéé esimerkiksi muuttujan x havaintoarvojen
standardoinnissa:

Xj — X

Zj =
S

Standardoitu arvo z; kertoo, kuinka monen keskihajonnan etéisyydell& havaintoarvo x; on
keskiarvosta X. Standardoiduille arvoille z; pdtee aina, ettd niiden keskiarvo z = 0 ja

keskihajonta s, = 1. Standardoitu muuttuja z on pelkk& luku; se on siis riippumaton
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alkuperdisen muuttujan x mittayksikosta. Standardoituja havaintoarvoja voidaan kaytt&a
mm. kun eri havaintoaineistojen tilastoyksikoité verrataan toisiinsa.

Esim. 45 Opiskelija osallistui tilastotieteen tenttiin ja sai pisteméaraksi 36. Han osallistui
myo6s talousmatematiikan tenttiin ja sai pistemaaraksi 30. Tilastotieteen tentin
pistemadran keskiarvo oli 29 ja keskihajonta 6, talousmatematiikan tentissa
vastaavat luvut olivat 22 ja 8.

Tenttitulokset standardoituna ovat

36-29 : 30-22
Zit = =12 ja Ziyp= 3 ~

1.0

Opiskelija menestyi tilastotieteessé suhteellisesti paremmin.

Variaatiokerroin V =— on mittayksikosta riippumaton hajontaluku, jota voidaan kayttaa
X

suhdeasteikolla. Variaatiokerroin ilmaisee muuttujan suhteellisen vaihtelun. Usein
variaatiokerroin ilmaistaan prosenttilukuna, jolloin luku 100V kertoo, kuinka monta %
keskihajonta on keskiarvosta. Variaatiokerrointa kdytetddn vertailtaessa mittayksikoiltaan
erilaisia aineistoja.

Esim. 46 Opiskelijoiden i&n variaatiokerroin V = % ~ 0.30. lan hajonta on siten
30 % ian keskiarvosta.
: : - . : 22.79... . .
Esim. 47 Farkkujen myyntihinnan variaatiokerroin V = mz 0.25. Hinnan hajonta
on siten 25 % hinnan keskiarvosta
Huom. K&ytanndssa on havaittu:
TS 5 T s . s ' 5 ' 5
I 68% —
X %3
| 95% |
g %25
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3.3.3. Yksiulotteisen jakauman muita tunnuslukuja

Jakauman sijaintia ja vaihtelua kuvaavien tunnuslukujen lisdksi voidaan mitata jakauman
symmetriasta poikkeamista eli vinoutta sek& keskittymisen terévyyttd tai tylsyytta eli
huipukkuutta. Ko. tunnuslukuja mé&éritetddn yleensa intervalli- ja suhdeasteikon
muuttujille.

Jos muuttujan arvot ovat keskittyneet voimakkaasti alimpiin luokkiin, ja jakaumalla on
pitkd h&ntd oikealle p&in, sanotaan muuttujan jakaumaa oikealle vinoksi tai oikealle
loivenevaksi. Jos taas muuttujan arvot ovat keskittyneet ylimpiin luokkiin, on muuttujan
jakauma vasemmalle loiveneva tai vino. Symmetrisessé jakaumassa keskiarvo ja mediaani
ovat yht4 suuret, ja jakauman muoto oikealle ja vasemmalle keskipisteesta saadaan
peilikuvana.

Frekvenssijakauman vinouden mitta on suure

PACER

=}

Jos jakauma on tdsmélleen symmetrinen on g; = 0 (esim. normaalijakauma); jos jakauma
on vasemmalle loiveneva, on g; < 0; jos jakauma on oikealle loiveneva, on g; > O.
Peukalosééntoné pidetddn usein seuraavaa: symmetrisend jakaumana pidetdan jakaumaa,
jolle -0.5<g;< 0.5.

Jakaumaa voi tutkia myos huipukkuuden avulla. Huipukkuuden mittana on suure

15 (x; - %)
=1

go = - 3.
S4

Jos muuttujan arvot ovat keskittyneet pariin luokkaan, ja muissa luokissa on vain vahan
havaintoja, on jakauma huipukas eli leptokurtinen. Huipukkaalla jakaumalla g, > O.
Laakeassa eli platykurtisessa jakaumassa g, < 0. Jos g, = 0, on jakauman muoto jotain
taltd valiltd eli mesokurtinen. Mm. normaalijakauman huipukkuus g, = 0. Peukalo-
saantOna pidetadn usein seuraavaa: mesokurtisena jakaumana pidetaan sellaista jakaumaa,
jolla-0.5<g, < 0.5.
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4. KAKSIULOTTEINEN EMPIIRINEN JAKAUMA

Kahden tilastollisen muuttujan arvoilla voi olla taipumus liittyd toisiinsa niin, ettd
muuttujan x tietyn arvon yhteydessa esiintyy suhteellisesti ottaen muita useammin tietty
muuttujan y arvo. Usean muuttujan samanaikaisen tarkastelun ldhtokohtana onkin usein
juuri muuttujien valisen mahdollisen yhteyden olemassaolon, voimakkuuden ja luonteen
selvittdminen.

Taydellinen (matemaattinen, funktionaalinen) riippuvuus on kyseessé silloin, kun
vuorovaikutussuhde voidaan ilmaista yksikésitteisesti jollakin kaavalla.

Esim. 48 Nelién pinta-ala A riippuu nelion sivun pituudesta x kaavan A = x* mukaan.

Tilastollisen eli epéataydellisen riippuvuuden kuvaamiseen kaytetddn mm. erilaisia
tilastollisia riippuvuustunnuslukuja.

4.1. Ristiintaulukko ja kontingenssikerroin

Oletetaan, ettd muuttujan x arvot on jaettu luokkiin, joita on J kappaletta ja muuttujan y
arvot on jaettu luokkiin, joita on | kappaletta. Muuttujat x ja y voivat olla mitta-
asteikoiltaan mitd tahansa. Merkitddn muuttujan x eri luokkia symboleilla Ey, E;, ..., E;ja
muuttujan y eri luokkia symboleilla G, G, , ..., G. Muuttujien x ja y valinen
ristiintaulukko (frekvenssitaulukko, kontingenssitaulukko, x:n ja y:n yhteisjakauma) on
silloin

X Eq =) E; yhteensa
y
Gy f11 f12 LEN f1e
Go fo1 f2o f2 fre
G fi1 fi2 1y fle
yhteensd | Te1 foo . fo fee=N
missa
X on yleensa syy,
y on yleensé seuraus,

fij on sellaisten tilastoyksikoiden lukumé&éara joiden x-muuttujan arvo kuuluu
luokkaan E; ja joiden y-muuttujan arvo kuuluu luokkaan G;;  sanotaan, etta
fij on solun (G;, E;j) havaittu frekvenssi



34

fie oni:nnen vaakarivin frekvenssien summa eli rivisumma;
fi. = fil + fi2 +...+fiJ

fej onj:nnen sarakkeen frekvenssien summa eli sarakesumma;
f.j =f1j +f2j+...+f|j

fee oOn tilastoyksikdiden kokonaismaara eli kokonaissumma;
f.. =N =f.1 +f.2 +...+f.J =f1. +f2.+...+f|.

Luvut f1e, foo, ..., fle muodostavat muuttujan y reunajakauman, joka on itse asiassa
muuttujan y yksiulotteinen jakauma. Vastaavasti luvut fe1, fe2, ..., fej muodostavat
muuttujan x reunajakauman.

Kahden muuttujan suhteellinen yhteisjakauma saadaan jakamalla jokainen
solufrekvenssi havaintojen kokonaismaarélla n. Prosentuaalinen yhteisjakauma saadaan
kertomalla suhteelliset solufrekvenssit luvulla sata.

Esim. 49 Eradlla tilastotieteen kurssilla opiskelijoilta kysyttiin, ovatko he ansioty®sséa ja
kuinka he kokevat opintojensa edistyvan muihin saman alan saman vuosikurssin
opiskelijoihin verrattuna. Saatiin ristiintaulukko

Onko ansiotydssa? kylla oi vht.
Opintojen edistyminen

keskimé&éaraista hitaammin 16 11 27

keskimaaréisesti 25 75 100

keskimé&araistd nopeammin 3 14 17

Y hteensa 44 100 144

Ristiintaulukosta laskettu prosentuaalinen yhteisjakauma on

Onko ansiotyssa? kylla ei Yht.

Opintojen edistyminen

keskimaaraista hitaammin 11 % 8 % 19 %
keskimaaraisesti 17 % 52 % 69 %

keskimé&araistd nopeammin | 2 % 10% | 12%

Y hteensa 30 % 70% | 100 %
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Kahden muuttujan yhteisjakaumasta voidaan madrata lisaksi ehdollisia jakaumia.
Jokainen sarake muodostaa y-muuttujan ehdollisen jakauman tietyll& muuttujan x arvolla,
ja jokainen vaakarivi muodostaa x-muuttujan ehdollisen jakauman tietyllda muuttujan y
arvolla. Jakamalla ehdollisen jakauman frekvenssit niiden summalla saadaan suhteellinen
ehdollinen  frekvenssijakauma. Kertomalla ne edelleen sadalla, saadaan
prosentuaalinen ehdollinen frekvenssijakauma.

Erityisesti prosentuaaliset ehdolliset jakaumat ovat k&yttokelpoisia, kun selvitetdén
muuttujien valisen riippuvuuden luonnetta.

Esim. 50 Seuraavassa on esitetty y-muuttujan (= opintojen edistyminen) prosentuaaliset
ehdolliset jakaumat x-muuttujan (=onko ansioty6ssé) eri luokissa:

Onko ansioty0ssa? kylla ei Yht.

Opintojen edistyminen

keskimaaraista hitaammin 36 % 11 % 19 %
keskimaaraisesti 57 % 75 % 69 %

keskimé&araistd nopeammin | 7 % 14% | 12%

Y hteensa 100% 100 % | 100 %

Nyt muuttujan y jakaumat ovat erilaiset x-muuttujan eri luokissa.

Jos ristiintaulukosta maaratyt prosentuaaliset ehdolliset jakaumat ovat samanlaiset eri
sarakkeilla (tai riveilld), sanotaan muuttujien olevan tilastollisesti riijppumattomia. Jos
muuttujat eivét ole riippumattomia, sanotaan niiden olevan tilastollisesti riippuvia.

Tilastollisen riippuvuuden voimakkuutta voidaan mitata ristiintaulukosta seuraavasti:
lasketaan riippumattomuustilannetta vastaavat odotetut eli teoreettiset frekvenssit ejj,

jotka saadaan mééarattya havaitun ristiintaulukon rivi- ja sarakesummien avulla kaavalla

fio o

€ij = "
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Nama voidaan asettaa samanlaiseen taulukkomuotoon kuin havaitut frekvenssit:

X Eq =) E; yhteensa
y
G €11 €12 e €1 f1e
Go €21 €22 €2 f2e
G e €12 e fle
yhteensd | Te1 fo2 . fo fee=N

Havaittujen frekvenssien ja odotettujen frekvenssien vélinen ero kuvaa muuttujien x ja y

riippuvuuden maardd. Taman riippuvuuden suuruuden erdand mittana voidaan kayttaa " -
arvoa (lue: khiin nelio)

x2=ii(fij_eij)2.

i=1j=1  Cij

v2-arvo saa arvon nolla, jos havaitut frekvenssit ovat tasmélleen riippumattomuus-
tilannetta vastaavia. Sen arvo on sitd suurempi, mitd enemman havaitut frekvenssit
poikkeavat riippumattomuuden tilanteesta. y’-arvo ei sellaisenaan sovellu riippuvuuden
mitaksi, koska mm. ristiintaulukon koko vaikuttaa sen suuruuteen. y*:n maksimiarvo

szax =(k-1)n,
missa k on pienempi luvuista | ja J, ja n on havaintojen maara.

Usein riippuvuuslukuna  k&ytetddn  kontingenssikerrointa C, joka saadaan
normeeraamalla y?-arvo seuraavasti:

2
C= 2" .
X +Nn

Jos x ja y ovat riippumattomia, on C:n arvo nolla. Muuttujien valisen riippuvuuden
lisddntyessé kasvaa C:n arvo. Kontingenssikertoimen maksimiarvo on

k-1
Cmax= T

missa k on pienempi luvuista 1 jaJ.
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Koska seka y%-arvo ettd kontingenssikertoimen arvo riippuvat ristiintaulukon koosta, ei
pitéisi  verrata toisiinsa.
Vertailtavuutta voidaan parantaa, kunhan havaitut riippuvuusluvut jaetaan vastaavilla

erikokoisten  ristiintaulukoiden  riippuvuustunnuslukuja

maksimiarvoilla.

Esim. 51 Seuraavassa on esitetty odotetut frekvenssit ja tunnuslukuja

Onko ansiotygssa? kylla oi vht.

Opintojen edistyminen
keskimé&&raista hitaammin 8 19 27
keskimaaréisesti 31 69 100
keskimadraistd nopeammin 5 12 17
Y hteensa 44 100 144

=14.2

X:

C= & =0.30
\14.2 + 144

1Pmax = (2-1)-144 =144

8 19 31

» (16-8)° N (11-19)? L (25— 31)2 (75— 69)° L3 5) L (14 ~12)?
69

3) 12

Kontingenssikertoimen perusteella voidaan sanoa muuttujien valilla olevan
rilppuvuutta. Riippuvuutta voi luonnehtia ehdollisten jakaumien avulla:

ansiotyosséd kayvista opiskelijoista 36

%

koki

opintojensa edistyvan

keskimadraistd hitaammin, kun taas muiden opiskelijoiden joukossa vastaava

prosenttiosuus oli vain 11 %.

Huom. Ristiintaulukkoa, jossa on kaksi vaakarivia ja kaksi saraketta, sanotaan

nelikentaksi. Nelikentasta voidaan y°-arvo laskea kaavasta

2
.2 = n(f11f20 — f1of21)
f1e 120 To1 Ta2
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Esim. 52 Muuttuja x saa arvot M ja N sen mukaan kumpi puolisoista yleensd hoitaa
puhumisen, ja muuttuja y saa arvot M ja N sen mukaan kumpi puolisoista
useammin paattdd yhteisistd asioista. Satunnaisesti poimituista 34

avioparista saatiin seuraava ristiintaulukko:
X
y M N Y hteensé
M 13 6 19
N 5 10 15
Yhteensa 18 16 34

2
2_34(8-10-5-6)" ' ja y%max =(2-1)-34 =34
18-16-19 -15

41
=1/—=0.33 . 2-1
CV11+22 ja Crmax = Tz0-71

Voidaan siis péaatelld, ettd puhumisen ja yhteisistd asioista paattamisen valilla
nayttaa tilastollista riippuvuutta olevan siten, ettd se joka puhuu usein my0s
paattaa.

X

4.2. Korrelaatiodiagrammi ja korrelaatio

Tarkastellaan kahta muuttujaa X ja y, jotka ovat vahintdan intervalliasteikolla mitattuja.
Muuttujien x ja y valisella korrelaatiodiagrammilla eli pisteparvella eli
sirontakuviolla tarkoitetaan sellaista graafista esityst4, missa n havaintoparia (X;, Y;) on
merkitty koordinaatistoon. Pisteparven muodon avulla voidaan selvittdd, onko muuttujien
X ja y valilla lineaarista eli suoraviivaista riippuvuutta. Mitd suoranomaisempaan
muotoon pisteparven pisteet ovat ryhmittyneet, sitd voimakkaampaa on x:n ja y:n valinen
lineaarinen riippuvuus. Positiivisella lineaarisella riippuvuudella tarkoitetaan sitg, etta x:n
arvojen kasvaessa my0s y:n arvot kasvavat tasaisesti; vastaavasti negatiivisella
lineaarisella riippuvuudella tarkoitetaan sitd, ettd x:n arvojen kasvaessa y:n arvot
pienenevét tasaisesti.
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y X y X X
X X
X X X X
x X X X § X
X X X x x
Xy x X X X x
X
X
X X
positiivinen lineaarinen negatiivinen lineaarinen
riippuvuus riippuvuus
y y
X X X X
X X X X ¥ X % X
X X X X X X X X
X ¥ X XX
x X X ,x o« X
X x X X X X
o x  ox”¥
X X
kéyraviivainen eli .
ruppumattormuus

epélineaarinen riippuvuu:

Esim. 54 Tutkitaan erdén virvoitusjuoma viimeisimman mainoskampanjan ja ko. juoman

myynnin valista riippuvuutta. Kahdeksalta henkilolta kysyttiin, kuinka monta
ko. jJuoman mainosta he olivat ndhneet viime aikoina (= muuttuja x), ja kuinka
monta ko. merkkista virvoitusjuomapulloa he olivat ostaneet (= muuttuja vy).

Saatiin havaintoaineisto

Henkilo: 1 2 3 4 5 6 7 8
X: 5 10 4 0 2 7 3 6
y: 10 12 5 4 1 3 4 8

Muuttujien x ja y valinen pisteparvi on

127 o
107 S
87 (@)
> 6
O
44 O (@)
(@)
o
(@)

o

T T T T T T

0 2 4 6 8 10
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Lineaarisen riippuvuuden voimakkuuden mittaamiseksi jaetaan muuttujien x ja y valinen
pisteparvi neljadn osaan muuttujien keskiarvojen perusteella:

<l
b
X

x 1V Il

X

Lineaarista  riippuvuutta  mittaava  tilastollinen  tunnusluku  perustuu  tuloon
(xj =%X)yi —¥). Jos havainto (x;, yi) on lohkossa Il tai IV, on tulon (xj —XXyi -V)
arvo positiivinen, kun taas havainnon ollessa lohkossa I tai Ill ko. tulo saa negatiivisen
arvon. Nyt edellisessa kuviossa havaintoja on paljon lohkoissa Il ja IV, joten eo. tulon

n
termeist4 suurin osa on positiivisia ja siten Y. (xj —X )(yj — V) saa positiivisen arvon. Eo.
i=1
summa mittaa x:n ja y:n valisen lineaarisen riippuvuuden voimakkuutta. Kun tdma lauseke
jaetaan termill& (n - 1), saadaan x:n ja y:n kovarianssiksi kutsuttu riippuvuustunnusluku

1 n i=1 i=1
Syy = XiVi —
Xy n—1 n_1 i§1 iYi

En:l(Xi_)_()(yi —Y’)= _ [ixij[iyij

n

Kovarianssi ei kuitenkaan ole sopivin x:n ja y:n lineaarisen riippuvuuden mitta, koska sen
arvoon vaikuttavat mm. muuttujien mittayksikot, ja sitd on usein hankala tulkita. Sen
sijaan Pearsonin (tulomomentti)korrelaatiokertoimen

Y S, S,
missa
Sxy = muuttujien X ja y valinen kovarianssi
Sx = muuttujan x keskihajonta
sy = muuttujan y keskihajonta,

arvoon muuttujien mittayksikot eivét vaikuta.
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Korrelaatiokerroin voidaan myos laskea seuraavan kaavan avulla:

[
Y xjyj -
ey = =1 i
YT N2 N2
i [inj i [ZW]
Sxi2 =L sy 2 A=t S
i=1 n i=1 n

Korrelaatiokertoimen arvo on aina vélilla [-1, +1]. Positiivinen korrelaatiokertoimen arvo
kuvaa positiivista lineaarista riippuvuutta ja negatiivinen arvo vastaavasti negatiivista
lineaarista riippuvuutta. Mitd suurempi korrelaatiokertoimen itseisarvo on, sitd
voimakkaammasta lineaarisesta riippuvuudesta on kyse. Arvo -1 kuvaa taydellista
negatiivista ja arvo +1 taydellista positiivista lineaarista riippuvuutta. Jos muuttujat ovat
lineaarisesti rilppumattomia, on korrelaatiokertoimen arvo nolla. Jos korrelaatiokertoimen
arvo on nolla, voi muuttujien valilla kuitenkin esiintyd epalineaarista riippuvuutta.
Korrelaatiokerrointa voidaan yrittdd ymmartéé regressiosuoran avulla ja tdhan palataankin
my6hemmin.

Korrelaatiokerrointa laskettaessa ja kéytettdessé on suotavaa tarkastella myos pisteparvea,
koska silloin vélttyy helpommin tulkinnallisilta virheiltd. Esimerkiksi epalineaarisen
riippuvuuden ja poikkeushavainnot voi havaita melko helposti pisteparvesta.

Esim. 55 Lasketaan virvoitusjuomaesimerkin korrelaatiokertoimen arvo.

Henkild Xi Vi X2 y? XV
1 5 10 25 100 50
2 10 12 100 144 120
3 4 5 16 25 20
4 0 4 0 16 0

5 2 1 4 1 2

6 7 3 49 9 21
7 3 4 9 16 12
8 6 8 36 64 48
Yhteensa 37 47 239 375 273
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2733047

= 8 ~0.68

2 2
[239 - 37][375 - 47]
8 8

Korrelaatiokertoimen perusteella muuttujien valilld ndyttdd olevan positiivista
lineaarista riippuvuutta.

Kun korrelaatiokertoimia tulkitaan, kannattaa pohtia seuraavia asioita:

1° Yksikin havainto saattaa muuttaa korrelaatiokertoimen arvoa paljon, jos tdman
havainnon x- ja/tai y-arvot poikkeavat huomattavasti niiden tavanomaisista arvoista. Jos
tallaiselle poikkeushavainnolle 16ytyy jarkevé selitys (esim. mittausvirhe, tilastoyksikko
perdisin eri populaatiosta kuin muut tms.), voidaan se poistaa havaintoaineistosta.

2° Ryhmien yhdistamisen jélkeen laskettu Kkorrelaatio saattaa poiketa huomattavasti
yksittaisissa ryhmissa lasketuista korrelaatioista.

3° Vaihteluvalin pienentdminen aiheuttaa yleensd myos korrelaatiokertoimen itseisarvon
pienenemisen.

4° Korrelaatiokertoimen suurikaan arvo ei takaa, ettd muuttujien véalilla on jokin todellinen
riippuvuussuhde. Taustalla voi olla jokin kolmas tekija z, joka vaikuttaa sek&d muuttujaan x
ettd y. Tallaisen tekijan vaikutus yritetddn usein poistaa laskemalla osittaiskorrelaatioita.

4.3. Jarjestyskorrelaatio

Edellda esitetyn Pearsonin tulomomenttikorrelaatiokertoimen kayttéd rajoittaa kaksi
seikkaa: sitd voidaan kayttda vain vahintaan intervalliasteikollisten muuttujien tapauksessa
ja toisaalta se mittaa vain lineaarista riippuvuutta. Jos molemman tarkasteltavat muuttujat
ovat véhintdan jarjestysasteikollisia, voidaan riippuvuuden tutkimiseen k&yttaa erilaisia
jarjestyskorrelaatiokertoimia, esim. Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerrointa rs

Havainnon jarjestysluku eli sijaluku R(Xj) ilmaisee, monesko havainto Xx; on
suuruusjérjestyksessa. Jos kahdella tai useammalla tilastoyksikélla on sama muuttujan
arvo, sanotaan, ettd tilastoyksikdiden valilla on sidos. Néille havainnoille annetaan
jarjestysluvuksi niiden jarjestyslukujen keskiarvo, mitk4d ndéma havainnot olisivat hieman
erisuuruisina saaneet.

Tutkittaessa nyt kahta véhintdan jarjestysasteikollista muuttujaa x ja y saadaan kutakin

tilastoyksikkoa kohti jarjestyslukupari {R(x;), R(yi)}. Muuttujien valistad riippuvuutta
mittaa jarjestyslukujen erotukseen

di = R(xi) - R(yi)
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perustuva Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin

n
6. d;?
i=1
rg=1-———,
n® —n
joka on itse asiassa jarjestyslukupareille {R(x;), R(y;)} méaéaratty Pearsonin tulomomentti-
korrelaatiokerroin.

Esim. 56
y rg=1 X X Y[ X rg=-1
xx X X
x X X
9 X
x x
X X
* X xxx
x
X xxXx
X X

Spearmanin jarjestyskorrelaatio on arvoltaan aina valilla [-1, +1], ja arvo on
itseisarvoltaan sitd suurempi, mitd voimakkaammasta monotonisesta riippuvuudesta on
kyse. Jarjestyskorrelaatio mittaa kahden eri muuttujan arvojen jarjestysten samanlaisuutta.
Jos muuttujien arvojen jarjestys on tdysin sama, kertoimen arvo on +1, taysin
painvastainen jarjestys antaa kertoimelle arvon —1. Aarimmaiset arvot esiintyvat silloin,
kun muuttujien valilla vallitsee tdydellinen monotoninen riippuvuus. Kun muuttujien
arvojen jarjestys on toisiinsa ndhden satunnainen, kertoimen arvo on nolla.

Esim. 57 Lasketaan Spearmanin jérjestyskorrelaation arvo seuraavasta aineistosta, missa
X kuvaa ennen koulutusjaksoa suoritetun testin arvosana ja y Kkuvaa
koulutusjakson jalkeen suoritetun testin arvosana.

Xi  RX) yi Ry di d’
10 1 23 2.5 -1.5 2.2
11 2 27 5 -3 9
12 3 18 1 2 4
13 4 29 7 -3 9
15 5 23 2.5 2.5 6.25
16 6 25 4 2 4
17 7 28 6 1 1
18 8 31 8 0 0
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6-35.5
g3 _8

rg=1- ~0.577

Tulosta voisi tulkita niin, etté testien pistemaarilla nayttdisi olevan positiivinen
riippuvuussuhde siten, ettd jos menestyi hyvin ennen koulutusjakson alkua
pidetyssa testissd, menestyi hyvin myo6s koulutusjakson jalkeen pidetyssa
testissé.

Huom. Jos aineistossa on paljon sidoksia, kannattaa Spearmanin jarjestyskorrelaatio-
kertoimen sijasta kayttdd Kendallin t-b -kerrointa, jonka tulkinta on samankaltainen kuin
Spearmanin korrelaatiolla.

4.4. Regressio

Tilastollisten tarkastelujen yhtend tavoitteena on pyrkia kuvamaan ilmioita ja I0ytdméaan
niiden valilld oleva mahdollinen syy-seuraussuhde siten, ettd jos tietyt ehdot ovat
voimassa, niin niista on tuloksena tiettyja seuraamuksia.

Tilastollisen (epatdydellisen) syy-seuraussuhteen kuvaamiseen voidaan kayttdd mm.
regressioanalyysid, jonka paadmaarand onkin l6ytdd muuttujien valilla mahdollisesti
vallitseva yhteys ja kuvata sitd matemaattisen mallin avulla. Jos muuttujia on kaksi,
sanotaan toista muuttujaa selittdvaksi ja toista selitettavaksi. Selitettdvéd muuttujaa
merkitéan y:l14 ja selittdvaa x:11a.

Tulomomenttikorrelaatiokerrointa tarkasteltaessa todettiin, ettd se mittaa lineaarista
riippuvuutta. Jos muuttujaa x voidaan pitda syyné ja y:t4 seurauksena, ja on havaittu, etta
muuttujien valilla vallitsee jonkinlainen lineaarinen riippuvuus, voidaan muuttujien x ja 'y
valistd riippuvuutta kuvata suoralla. Tdm& ns. regressiosuora y=bg+byx voidaan
maarittdd pienimman neliosumman menetelmalla. PNS-menetelmén perusidea on se,
ettd pistejoukkoon sovitetaan sellainen suora, joka kuvaa sitd mahdollisimman luontevasti.
Talloin suoran yla- ja alapuolelle jaa suunnilleen yhtd monta pistettd. Jokaista
havaintoparia (X;, yi) kohden lasketaan sen pystyakselin suuntainen etaisyys (jaannos,
residuaali) e; mallina olevasta suorasta. Merkitdan x;:n arvolla laskettua suoran pistetta (

Xj,¥i):lla. Nimens& mukaisesti PNS-menetelmdsséd haetaan ratkaisua lausekkeelle

L ~ \2 L
Min > (y; = Vi) =Min > e;°.
i=1 i=1
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Sx
by =%
Sx
bo =y - bli

Vakioita by ja b; sanotaan regressiokertoimiksi. Vakio by ilmoittaa pisteen, jossa suora
leikkaa y-akselin. Vakiolla by on selke& tulkinta vain silloin, kun muuttuja x voi saada
arvon nolla. Vakio b; on regressiosuoran kulmakerroin. VVakio b; ilmaisee, kuinka paljon
ja mihin suuntaan y:n arvo keskimaarin muuttuu, kun x kasvaa yhden yksikon verran.

Edelld olevia kaavoja voi kéyttad, olipa x:n ja y:n arvot mitka tahansa. Ennen laskemista
on jarkevaa tarkastaa kuvion avulla, onko pisteparvea mielekasté kuvata suoralla.

Esim. 58 Elokuun 2009 viimeiselld viikolla Vaasan keskustassa myynnissd olevista
vanhoista kerrostalokaksioista ja -kolmioista otetussa otoksessa olivat asuntojen
koot (m?) ja pyyntihinnan (1000 €) seuraavat:

Asunto: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Koko: 79 79 75 51 52 62 64 51 68 45
Hinta: 160 139 129 121 129 134 140 116 135 104

Muuttujien valinen pisteparvi on
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1607

2

S

Pyyntihinta (1000 €)
g g
O

5

100

T I T
40 50 60

70 80

Koko (nv)

Pisteet ovat ryhmittyneet

melko suoranomaisesti,

joten muodostetaan

regressiomalli, jossa asunnon hinnan vaihtelua selitetddn asunnon koon avulla.

Asunto Xi i Xi- yi- Xi i
1 79 160 6241 25600 12640
2 79 139 6241 19321 10981
3 75 129 5625 16641 9675
4 51 121 2601 14641 6171
5 52 129 2704 16641 6708
6 62 134 3844 17956 8308
7 64 140 4096 19600 8960
8 51 116 2601 13456 5916
9 68 135 4624 18225 9180
10 45 104 2025 10816 4680
Yhteensa 626 1307 40602 172897 83219
2
x=2% _g s 2=t 40602—ﬁ]:157.155...
10 10-1 10
2
y=197 1307 5y° __ 1 1170897 13 ]:230.233...
10 10-1
Sy = L(83219 - Mj ~155.644...
10-1
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_ 155.644...

=————=0.990...
157.155...

by

bg =130.7-0.990...-62.6 =68.701....

Suoran yhtalé on siis y= 68.7 + 0.990x. Saatua mallia voidaan tulkita mm.

siten, ettd yksi lisanelio kerrostalohuoneiston koossa maksaa keskimaarin 0.99
tuhatta €. Piirretddn lopuksi regressiosuora pistejoukkoon.

1607 o

150

—
w
S 1407
[=}
\=
N
©
£ 1307
=
=]
E: 120
a

110

100

| | | | |
40 50 60 70 80
Koko ()

Yksi syy tilastollisen mallin k&yttamiselle on se, ettd mallin avulla voidaan laatia
ennusteita. Kun malliin sijoitetaan x:n paikalle tarkasteltava arvo, saadaan mallista
lasketuksi tarkasteltavaa x:n arvoa vastaava y:n estimaatti eli ennuste y:n arvolle. Tata
mallin avulla laskettua ennustetta merkitaan y:lla. Ennusteen laatiminen on kuitenkin
mahdollista vain silloin, kun ennusteeseen kéytetty x:n arvo on suhteellisen lahelld muita
X:n havaittuja arvoja.

Esim. 59 Jos asunnon koko on 60 m? niin ennuste asunnon hinnalle saadaan sijoittamalla:
y=68.7+0.990 60 =128.1

eli huoneiston, jonka koko on 60 m?, keskimaarainen hinta on 128 tuhatta €.

Mallin hyvyys vaikuttaa osaltaan siihen, kuinka luotettavina mallin avulla laskettuja
ennusteita voidaan pitdd. Yksi tapa arvioida ennusteen luotettavuutta on laskea
selityskerroin eli selitysaste R? joka mittaa mallin kykya kuvata selitettdvan muuttujan
y vaihtelua. Suuri selityskertoimen arvo ei kuitenkaan yksin takaa tarkkoja ennusteita.
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Yhden selittdjadn lineaarisen regressiomallin  tilanteessa selityskerroin  saadaan
korrelaatiokertoimen avulla

R*=r?
Usein selityskerroin ilmaistaan prosenttilukuna 100R? %, jolloin se ilmaisee kuinka monta
prosenttia selitettdvdn muuttujan y vaihtelusta voidaan selittdd pelkéstaan selittdvan

muuttujan x avulla.

Esim. 60 Kerrostalohuoneistojen koon ja hinnan valinen korrelaatio on

. 155.644. .. 0818
\157.155... -4/230.233...

ja mallin selitysaste on siten

R2=0.8182~0.670,

joten asunnon koko selittdd n. 67 % asunnon hinnan vaihtelusta
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5. TODENNAKOISYYSLASKENTAA

Yksinkertaisten ilmididen todennakoisyyksida on mahdollista arvioida tiettyja s&éantdja
noudattaen. Satunnaisilmiolla tarkoitetaan sellaista ilmitt4, jonka tulosta ei varmasti
tiedetd ennen kuin se on havainnoitu. Erilaisten tulosten esiintymistodennakoisyyksia
voidaan kuitenkin usein tarkastella jo ennen ilmién havainnointia.

5.1. Kombinatoriikkaa

Todennédkdisyyksien yhteydessa joudutaan usein laskemaan erilaisten tapahtumien
lukumaaria. Erilaisten mahdollisuuksien lukumaarien laskemista koskevaa matematiikan
aluetta sanotaan kombinatoriikaksi.

Joukon alkioiden permutaatioiksi kutsutaan mita tahansa kyseisten alkioiden jarjestettya
jonoa.

Esim. 61 Joukon A = {a, b, c} kaikki kolmen alkion permutaatiot ovat:
(a, b, ), (a c, b), (b, a,c),(bc,a),(ca b)(cb,a)

Permutaatioita tarkasteltaessa oleellista on alkioiden jarjestys. Permutaatiot ovat samat
vain jos niissa on samat alkiot samassa jarjestyksessa.

Kombinaatio on sellainen alkioiden joukko, jossa alkioiden jarjestyksella ei ole
merkityst4d. Kombinaatiot ovat samoja, jos niissa on samat alkiot.

Esim. 62 (a, b, ¢) ja (b, a, ¢) ovat samoja kombinaatioita.

Usein kombinatoriikassa on kyse siit4, kuinka monella tavalla joukon alkiot voidaan
jarjestad, tai kuinka monella tavalla annetusta joukosta voidaan poimia tietyn kokoinen
tietyn tyyppisid alkioita sisaltavd osajoukko. Naihin ongelmiin I6ytyy yleensd vastaus
kerto- ja yhteenlaskuperiaatteen avulla. Seuraavassa esitettyjd kaavoja tarvitaan
maarattaessa todennakdisyyksia ns. symmetrisessé tapauksessa.

Kertolasku- eli tuloperiaate

Tarkastellaan koetta, joka voidaan toteuttaa n:ssa eri vaiheessa. Oletetaan, ettéa
1. vaiheessa on k4 tulosvaihtoehtoa

2. vaiheessa on kj tulosvaihtoehtoa

n. vaiheessa on ki, tulosvaihtoehtoa
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edellisen vaiheen tuloksista riippumatta. Tallin koko kokeessa on ky - kj - ... - k,, tulos-
mahdollisuutta.

Huom. Jos kq =k, = ... =k, = k, niin tulosmahdollisuuksia on k" kpl.

Esim. 63 A:sta B:hen on 3 reittid ja B:sta C:hen on 4 reittia. Siten A:sta C:henon 3 -4 =
12 eri reittia.

Yhteenlaskuperiaate

Oletetaan, ettd kokeessa on n toisensa poissulkevaa tulosvaihtoehtojoukkoa siten, etté
1. joukossa on k; tulosvaihtoehtoa

2. joukossa on K, tulosvaihtoehtoa

n. joukossa on Ky, tulosvaihtoehtoa.
Nyt koko kokeessa on k; + k, + ... + Kk, tulosmahdollisuutta.

Esim. 64 A:sta paasee B:hen 3 junalla ja 4 autolla. Ts. A:sta p&&see B:hen 3 + 4 = 7
tavalla.

Esim. 65 Perinteinen 13 kohteen vakioveikkausrivi voidaan muodostaa 313 = 1 594 323
tavalla.

Esim. 66 Kuinka monta sellaista 13 kohteen veikkausrivia on, jossa on 12 oikein?
Vaara kohde voi olla mik& tahansa 13 kohteesta ja se voi olla kahdella tavalla
vééarin. Siten erilaisia 12 oikein veikkausrivejaon 2+2+...+2=26 kpl.
%/—J

13 kpl

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Luvun n kertoma n!'=n-(n-1) -(n-2) ... 3 -2 -1.
Lisdksi 0! = 1.

Esim. 67 6!=6-5-4.3.2-1=720

Huom. Tuloperiaatteen perusteella n:n erilaisen alkion permutaatioita on n! kappaletta.
Huom. Tuloperiaatetta voidaan soveltaa myo6s tilanteeseen, jossa n:n erilaisen alkion
joukosta muodostetaan k:n alkion (0 < k < n) jdrjestettyja jonoja, joita sanotaan

variaatioiksi tai k-permutaatioiksi. Tallaisten jonojen lukumaara on

n!

(h-k)!

n-n-1-mn-2)-...-(n-(k-1)) =




o1

Esim. 68 Kuinka monta erilaista 2 kirjaimen jonoa voidaan muodostaa sanasta LAHTI?

Huom. Joukossa on n erilaista alkiota. Sen alkioista muodostettujen k:n alkion
kombinaatioiden (0 < k < n) lukuméaara on

I n
Mo ™ _ ("n yli k:n"). Lukuja sanotaan binomikertoimiksi.
k) k!(n-k)! k

Esim. 69 Erilaisia lottoriveja on

(39) 39 _ 39:38:37-36-35:34:33 _ 15341 937 kpl

7 )" T321° 7-6-5-4.3.2.1

5.2. Todennakoisyyden maarittely

Merkint6ja

Qtai E perusjoukko eli kaikkien tulosmahdollisuuksien eli alkeistapausten
joukko; varma tapahtuma

1) tyhja joukko; mahdoton tapahtuma

A B,C, .. perusjoukon osajoukkoja; tapahtumat

a,b,c .. alkioita eli alkeistapaukset; yksittaiset tulosmahdollisuudet

AU B yhdiste; tapahtuu A tai B tai molemmat

AnB leikkaus; seka A etta B tapahtuvat

AC A:n komplementti; A ei tapahdu

AnB=0 A ja B ovat erillisid; A ja B eivat voi tapahtua yhta aikaa

Klassinen eli teoreettinen todenndkoisyys (a priori, ennalta annettu)

Tarkastellaan jotakin satunnaiskoetta tai -ilmitt4 (esim. rahan heitto, pallojen nostaminen
uurnasta jne.), jonka tulosmahdollisuuksia eli alkeistapauksia on aarellinen maara n.
Oletetaan vield, ettd kaikki tulosmahdollisuudet ovat symmetrisia eli kukin alkeistapaus
esiintyy yhtd usein. Jos tapahtumaan A johtaa ndisti alkeistapauksista k kappaletta,
madritellaan tapahtuman A todennakdisyydeksi

_ k _ Atllesuotuisten alkeistapausten Ikm

P(A
( ) n kaikkien alkeistapausten Ikm
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Esim. 70 Nopan heitto:
Perusjoukko: Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6},
Olkoot tapahtumat: A = {2} ja B ={1, 3, 5}

PA)=% P(B)=2=1

Klassisen todenndkdisyyskasitteen soveltamisala on suppea: sen kéytt6d rajoittaa ennen
muuta alkeistapausten symmetrisyyden vaatimus. Klassista todennékdisyyskéasitettd
voidaan soveltaa lahinnd peliteoriaan. K&ytannon ongelmien ratkaisemiseen tarvitaankin
yleisempadd todenndkdisyyden Kkasitetta.

Empiirinen eli tilastollinen todennakoisyys (a posteriori, kokemukseen perustuva)

Frekvenssiteoria:

Oletetaan, ettd jokin satunnaisilmi6 tai -koe voi tapahtua mielivaltaisen monta kertaa
samanlaisissa olosuhteissa. Liséksi oletetaan, ettd ilmidsta tai kokeesta voidaan havaita
erilaisia tapahtumia. Jos koe toistuu n kertaa, ja havaitaan, ettd tapahtumaan A johtaa
ndista fa kappaletta, saadaan A:n suhteelliseksi osuudeksi eli suhteelliseksi

frekvenssiksi

Pitkdssa koesarjassa (= kun n on iso ) pa antaa hyvan likiarvon tapahtuman A
todennakoisyydelle, siis pp— P(A).

Tilastollisen todenndkdisyyden ké&site on teoreettinen. Ké&ytanndsséd suhteellisen
frekvenssin vaihtelu tasoittuu kokeen tai ilmion toistuessa riittdvdn monta kertaa. Talla
tavoin saadaan riittavan tarkka likiarvo tilastolliselle todennékéisyydelle.

Esim. 71 Sadassa nastan pudotuksessa saatiin 51 kertaa tulos " piikki ylospain”, joten
P("piikki ylospain") = 72L& = 0.51

NS

heitot

o kP M W M U1 N D © p
A R
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Todennakoisyyden ominaisuuksia

Todenndkdisyyden teoreettinen madrittely tapahtuu aksiomaattisesti, ts. toden-
nakoisyydelle asetetaan perusvaatimukset eli aksioomat. Aksioomajarjestelman (1° - 3°)
esitti Kolmogorov v. 1933.

1° 0<PA)<1
2° JosAnNB=@, ninP(AuvB)=P(A) +P(B)
(ns. erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto)
3 PQ)-=1
4°  P(AUB)=P(A) + P(B) - P(AnB) (yhteenlaskus&&nto)
5°  P(AC) =1-P(A)
6° P(@)=0
7°  Jos Ac B, niinP(A) <P(B)

Esim. 72 Todennékoisyys saada veikkauksessa ainakin 12 oikein on

P(12 tai 13 oikein) = P(12 oikein) + P(13 oikein) = 321—2 ¥ 3%3 = 0.000016935

5.3. Ehdollinen todennakadisyys ja riippumattomuus

Todenndkdisyyslaskennassa tapahtumien vaikutus toisiinsa nakyy siten, etta tieto jonkin
tapahtuman esiintymisestd muuttaa siitd riippuvien tapahtumien esiintymis-
todenndkoisyyttd. Kahden tapahtuman A ja B vaikutus toisiinsa ilmenee mm. ehdollisen
todennékoisyyden kautta.

Esim. 73 Tarkastellaan kahden rahan heittoa, jolloin Q={(kr,kr), (kr,kl), (kl,kr), (kl,k)}
Olkoot tapahtumat

A = {molemmat samat} = {(kr,kr), (klLkD)}; P(A) = %

B = {ainakin yksi kr} = {(kr,kr), (kr,kl), (kl,kr)}; P(B) = %
Todennékdisyys sille, ettd A tapahtuu, jos B on jo tapahtunut, on % koska

(klL,Lkl) ei voi tapahtua ja (kr,kr) voi, ja (kr,kr) on yksi B:n kolmesta
alkeistapauksesta.
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Ehdollisella todennakdisyydella P(A | B) tarkoitetaan todenndkdisyyttéa

P(A|B) = ﬂ%{ P(B) >0 ("A:n todennakdisyys ehdolla B")

Ehdollisen todenndkoisyyden maéérittelevd kaava voidaan Kirjoittaan myo6s yleisen
kertolaskusdannon muodossa:

P(A B) = P(B) P(A | B)
tai

P(An B)=P(A)P(B | A).
Esim. 74 Mika on todenndkodisyys saada korttipakasta ensin &ssa ja sitten punainen

kuningas?
Merk. A = {1. kortti assd} ja B = {2. kortti punainen kuningas}.

P(An B) =P(A)P(B | A) :5#42-511:6—&)

Tapahtumat A ja B ovat tilastollisesti riippumattomia, jos
P(A|B)=P(A) tai P(B|A)=P(B).

Talloin kertolaskusaanto voidaan kirjoittaa muodossa:
P(A n B) =P(A) P(B)
Esim. 75 Heitetdan kahta noppaa perakkain, ja ensimmaisen heiton tulos ei vakuta toisen

heiton tulokseen. Kahden nopan heitossa on 36 tulosvaihtoehtoa.
Havainnollistetaan silmélukujen summaa "noppakoordinaatiostossa”:

2.noppa 6 |7 (8 |9 |10 |11 |12
5 |6 |7 |8 |9 |10 |11
4 |5 |6 |7 9 |10
3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
1 (2 (3 |4 |5 |6 |7
1 2 3 4 5 6 1 noppa
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Tarkastellaan tapahtumaa “kahden nopan silmadlukujen summa on 5”. Ko.
tapahtuman todennédkoisyys voidaan laskea esimerkiksi kayttden em.
laskusé&éntoja:

P(summa on 5) = P((1. noppa = 1 ja 2. noppa = 4)
tai (1. noppa = 2 ja 2. noppa = 3)
tai (1. noppa = 3 ja 2. noppa = 2)
tai (1. noppa =4 ja 2. noppa = 1))
= P(1. noppa = 1) * P(2. noppa = 4)
+ P(1. noppa = 2) * P(2. noppa = 3)
+ P(1. noppa = 3) * P(2. noppa = 2)
+ P(1. noppa = 4) * P(2. noppa = 1)

1,1.1,1.1.1.1
6766 66 66

[op] o

&l

Esim. 76 Iséntd ja renki ampuvat yhteislaukauksella naapurin lehman hirvena. Syntyy
véittely ampujasta. Olkoot
| = {isantd osuu} R = {renki osuu} Y = {lehméssé yksi osuma}
P()=0.8 P(R) =0.6

P(Y)=P[(1 n R®) U (I° A R)] =P n R +P(I° N R)
=P(1) P(R®) + P(I°) P(R) =0.8-0.4+0.2-0.6=0.44

P(I nY)=P(1 n R =P(1)P(R®)=0.8-0.4=0.32

NytP(I[Y) =222 20727 ja PR |Y)=1-P(I ) =0273
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6. TEOREETTISISTA JAKAUMISTA

6.1. Satunnaismuuttujista

Satunnaismuuttujat, merk. X, y, ... ovat empiiristen muuttujien matemaattisia vastineita.
Kéytanndssa satunnaismuuttujalla tarkoitetaan jotakin satunnaiskokeen tulokseen liittyvaa
numeerista suuretta, jonka arvo vaihtelee koetta toistettaessa. Satunnaismuuttuja on
satunnainen siind mielessd, ettd etukateen ei voida varmasti tietdd, mik& ilmion tuloksista
realisoituu.

Esim. 77 Nopanheitossa saatava silméluku on satunnaismuuttuja.
Vuosittaisten liikenneonnettomuuksien Ikm on satunnaismuuttuja.

Matemaattisesti méaariteltyna satunnaismuuttuja x on kuvaus (funktio) alkeistapausten
joukolta reaalilukujoukolle. Itse funktio ei ole satunnainen, vaan se on tdysin maaratty.
Satunnaismuuttujan x arvo X voidaan méaaraté vasta, kun satunnaiskokeen tulos on selvilla.

Satunnaismuuttuja on epdajatkuva eli diskreetti, jos se voi saada vain tiettyja arvoja.
Vastaavasti jatkuva satunnaismuuttuja voi saada mink& arvon tahansa tietylta
reaalilukuvélilta.

6.2. Diskreeteista teoreettisista jakaumista

Diskreetin satunnaismuuttujan jakauman eli ns. diskreetin todennakoisyysjakauman
muodostavat satunnaismuuttujan x arvot X;, joita on k kpl, seka arvojen todennéakdisyydet

p;, joille on voimassa, ettd p1 + po + ... + p = 1.

Esim. 78 Kahden nopan heitossa silmélukujen summa on diskreetti satunnaismuuttuja.
Eri tuloksiin johtavien alkeistapausten lukumadrien perusteella voidaan laskea
eri tuloksia vastaavat todenndkdisyydet ja esittdd todennédkdisyysjakauma
taulukkona ja kuvionakin.

Summa 2 3 4 5 6 7 8 9
Toden- |1 2 3 4 5 & 5 4 3 2 1
nakoisyys | 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
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0,207
0,157
0,107

1 |

0,00 T T T T I I I I I
3

todennikoisyys
]

silmédlukujen summa

Edell& suurin todenndkoisyys osuus summalle 7. Se saadaan tulokseksi keskimadarin joka
kuudennella heitolla, kun muut arvot esiintyvat sitd harvemmin. On siis perusteltua
kayttad lukua 7 silmalukujen summan ennusteena, kun heitetddn kahta noppaa.

Toinen kéytetty ennuste on satunnaismuuttujan odotusarvo, joka on satunnaismuuttujan
saamien arvojen keskimadrdinen taso pitkéssa koesarjassa, jossa toistot ovat toisistaan
rilppumattomia. Distreetin satunnaismuuttujan odotusarvo E(X) (, joka siis vastaa
aritmeettista keskiarvoa) madaritellddn seuraavasti:

k
E(X) = D PiXj = P1 Xy + P2 Xot ... + P X
i=1

Esim. 79 Silmélukujen summan odotusarvo on

E(silmalukujen summa) = 1. 2 + 2. 3+ 3. 4+ ...+ 1. 12 =7
36 36 36 36

Huom. Odotusarvo ei ole aina satunnaismuuttujan mahdollinen arvo, vaan se ilmaisee
arvon, jonka ldheisyydessé keskimaarin ollaan.

Odotusarvon sopivuuteen ennusteena vaikuttaa tarkasteltavan satunnaismuuttujan arvojen
hajaantuminen, jota voidaan mitata varianssilla Var(x), joka madritelldadn diskreetille
satunnaismuuttujalle seuraavasti:

k
Var(x) = _;lpi(xi - E(x))?

= pu(X1 — E(X)* + p2(Xe = E(X))* + ... + pe(Xk— EX))°
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Jos satunnaismuuttujan varianssi on pieni, on satunnaisuutta vahén, ja satunnaismuuttujan
jakauma on muodoltaan kapea. Jos taasen varianssi on suuri, on satunnaisuutta paljon, ja
jakauma on muodoltaan levea.

Esim. 80 Kahden nopan heiton silmélukujen summan varianssi on

1 2 2 2 3 2 1 2

Var(summa)= — 2-7)"+ — 3-7) + — @A@-7) +....+ — (12-7

( ) 30 (2-7) 30 (3-7) 30 (4-7) 30 ( )
~5.8

Huom. Satunnaismuuttujan keskihajonta D(x) = ,/Var(x) .

6.3. Jatkuvista teoreettisista jakaumista

Jos satunnaismuuttuja on jatkuva, ei sen yksittéisid arvoja voi luetella. Jatkuvalle
satunnaismuuttujalle on ominaista se, etta kaikki pistetodennakoisyydet ovat nollia, ts.
P(x = a) = 0. Jakauman muotoa voidaan kuitenkin kuvata ns. tiheysfunktion, merk. f(x),
avulla.  Tiheysfunktiota voidaan pitdd frekvenssimonikulmion  "raja-arvona".
Tiheysfunktio on aina arvoltaan ei-negatiivinen, ja tiheysfunktion kuvaajan ja vaaka-
akselin valiin jadvén alueen kokonaispinta-ala on suuruudeltaan 1. Jatkuvan
satunnaismuuttujan  tiheysfunktio ilmaisee jakauman muodon (kuvaajan), ei
todennékoisyyksia!

Myos jatkuvalle satunnaismuuttujalle x voidaan mé&é&rittdd odotusarvo ja varianssi
madratyn integraalin avulla.

Erityisesti jatkuvien satunnaismuuttujien todennakoisyystarkasteluissa hyoddynnetddn
kertyméafunktiota F(x), joka maaritellddn seuraavasti:

F(X) =P(x<x).

F(x) ilmaisee siis todenndkdisyyden, ettd satunnaismuuttuja X Ssaa enintdan arvon X.
Kertymafunktio  voidaan  maarittdd  niin  diskreeteille  kuin  jatkuvillekin
satunnaismuuttujille.  Diskreetin  satunnaismuuttujan  kertymdafunktio  maéaritell&déan
yhteenlaskun avulla. Jatkuvan satunnaismuuttujan kertyméfunktio maaritetddn madaratyn
integraalin avulla.

Kertyméafunktion ominaisuuksia

1° F(-©)=0, F(wo)=1, F(X)<F(y), josx<y.

2°  P(a<x <b)=P(x<b)-P(x<a)=F(b)-F@)

3° Jos x on jatkuva, niin P(x =a) =0 jatalléin F(a)=P(x<a)=P(x<a)
4° Px>a)=1-P(x<a)=1-F(a)
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Huom. Jatkuvan satunnaismuuttujan kertyméfunktiota voidaan myds tulkita pinta-alana:

Tilastotieteen kannalta térkein jatkuva jakauma on normaalijakauma. Jos
satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvona E(X) = pja

varianssina Var(x) = o2, kéaytetadn merkintdd x ~ N(u, 02). Talldin satunnaismuuttujan x
tiheysfunktio on muotoa

N\ 2
f(x) = - 127: e_%[%j .

Normaalijakauman tiheysfunktion kuvaaja on symmetrinen odotusarvon u suhteen.
Tiheysfunktion f(x) kuvaaja on ns. Gaussin kellokdyrd, joka lahestyy x-akselia p:n
molemmilla puolilla. Tiheysfunktio on yksihuippuinen, joten symmetrisyydesta seuraa,
ettt n = Mo = Md. Kuvaajan sijainti maaraytyy odotusarvon p mukaan ja muoto

varianssin o2 mukaan:

Jatkuvissa jakaumissa tapahtumien todennakoisyydet voidaan maarittdd graafisesti pinta-
aloina. Kokonaiset keskihajonnat jakavat normaalijakauman seuraavasti:
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e

I )
u-3c u2c MKWO u utG W26 u+3c
——68.27 %—I
[ 95.44 % |
l 99.74 % i

Normaalijakauman keskeinen asema tilastotieteessa perustuu siihen, ett useat empiiriset
jakaumat ovat likimain normaalisia. Keskeisen raja-arvolauseen mukaan mielivaltaisten
rilppumattomien satunnaismuuttujien summan jakauma on likimain normaalinen, jos
yhteenlaskettavien lukumaaré on suuri, ja erdét hyvin yleisluontoiset ehdot ovat voimassa.
Kaytannon kannalta on merkittdvad, ettd usein jo pienillda n:n arvoilla (n > 30) paastaan
normaalijakaumalla hyvaan approksimaatioon.

Standardoitu normaalijakauma

Normaalijakauman térkein erikoistapaus on ns. standardoitu normaalijakauma. Nyt

u=0ja o? =1, jolloin merk. z ~ N(0, 1). Satunnaismuuttujan z kertyméfunktion @
arvoja on taulukoitu, koska tiheysfunktiolla ei ole integraalifunktiota alkeisfunktioiden
joukossa.

Esim. 81 P(z<1.34)=® (1.34) = 0.9099

0.0901
0.9099

0 1.34

Useimmissa taulukoissa on kertyméfunktion arvoja esitetty vain z:n positiivisilla arvoilla,
joten negatiivisilla arvoilla nojaudutaan normaalijakauman symmetrisyyteen (z > 0):

Pz<-2)=0(-2)=1-9(2).
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1-®(z)=1-P(z<£2)
=P(z2>2)

Esim. 82 Josz ~ N(O, 1), niin  P@z<-1)=®(-1)=1-®(1) =1- 0.8413 = 0.1587

N(0, 1) -jakauman kayttokelpoisuus perustuu seuraavaan tulokseen:

Jos x ~ N(u, 6), niin muunnoksella

X—p
(0}

Z:

jota kutsutaan standardoinniksi, saadaan E(z) = 0 ja Var(z) = 1. Tall6in z ~ N(0, 1).

Siten P(X<X)=P(X-p<x-p)= P( —b o ;“j:P(;Sz) = ®(2).

Esim. 83 Olkoot x ~ N(3, 4) = N(3, 229
a) P(x < 0) = P(T3 < %} =P(z<-1.5) = ®(-1.5) = 1 - ®(1.5) = 1- 0.9332
= 0.0668

b)P(x>1)=1-P(x<1)=1-P@z =-1)=1-0(-1)=1-[1-D(1)] = d(1)
= 0.8413

c)P(x<a)=08, a=?
0.8=P(x<a)= (z <a_3] (D(a—_:gj
2 2

Taulukosta ; @ (0.84) = 0.7995 ~ 0.8. Siten %3 =0.84 < a=4.68

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

x 2-jakauma

Olkoot Zz;,..., z, N(O, 1)-jakautuneita riippumattomia satunnaismuuttujia. Silloin

satunnaismuuttuja
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noudattaa xz-jakaumaa, jonka muoto riippuu vapausasteluvusta n, merk. x 2 - % 2(n).
Odotusarvona on E(yx 2) = n ja varianssina Var(y 2) = 2n. Jakauman hanta-
todennakoisyyksia on taulukoitu.

Xz -jakaumaa voidaan kayttdd riippumattomuus- ja yhteensopivuustesteissa.

Esim. 84 Jos 32 ~ 2 (16), niin P(y? >26.30) = 0.05

A 005

0 26.30

Studentin t -jakauma

Olkoot X, z1, ..., z, N(O, 1)-jakautuneita riippumattomia satunnaismuuttujia. Silloin
satunnaismuuttuja

ty=t=—rF—=
ZZ.Z
i=1

X
n

=

on Studentin t-jakautunut vapausasteella n, merk. t ~ t(n). Odotusarvona on E(t) =0 ja
varianssina Var(t) = Py Myos t-jakauman hantatodennakdisyyksid on taulukoitu. Kun
n —

n — oo, t-jakauma lahestyy N(0O, 1)-jakaumaa.

Jakauman k&yttd tulee jatkossa esiin luottamusvélien, keskiarvotestien seka
korrelaatiokertoimen testauksen yhteydessa.
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Esim. 85 Jost~ t(10), niin P(t>2.228) = 0.025

Fisherin F- jakauma

Olkoot sz ja Zzn riippumattomia Xz -jakautuneita satunnaismuuttujia vapausasteina
m ja n. Silloin satunnaismuuttuja

noudattaa Fisherin F-jakaumaa vapausastein m ja n, merk. E ~ F(m, n).
F-jakaumaa voidaan kayttdd mm. varianssitesteissa.

Esim. 86 Jos F ~ F(10, 20), niin P(F > 1.94) = 0.10

0 1.94
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7. TILASTOLLISESTA PAATTELYSTA

Tahén asti olemme kasitelleet menetelmid, joiden avulla havaintoaineston siséltdmaa
informaatiota kuvataan k&yttden erilaisia kuvioita sek& tilastollisia tunnuslukuja.
Kuvaileva tilastotiede ei ole aina riittdvad empiirisessé tutkimuksessa, vaan usein yritetdan
esimerkiksi selvittdd, onko havaintoaineistosta (=otoksesta) laskettu tunnuluku arvoltaan
l&helld todellista arvoa, joka saataisiin, jos tutkittaisiin koko populaatio. Havaintoaineiston
perusteella yritetddn tehdd padtelmida populaation tilanteesta, eli otoksesta lasketun
tunnusluvun avulla estimoidaan (=arvioidaan) populaation parametrin (= tunnusluvun)
suuruutta. P&atoksenteossa kdytetddn apuna todenndkoisyyslaskentaa, jonka avulla
pystytddn arvioimaan mm. mill& todenndkoisyydelld otoksesta lasketun tunnusluvun arvo
saadaan, ja kuinka suuria poikkeamien voidaan olettaa olevan. Tilastollinen paattely
yhdistéé siis empirian ja todennakdisyyslaskennan.

7.1. Estimoinnista

Otoksesta lasketun tunnusluvun avulla tapahtuvaa perusjoukon tunnusluvun eli
parametrin (esim. p, o2, I, p) arviointia sanotaan estimoinniksi.

Piste-estimoinnilla maaratddn yksi ainoa luku, jolla parametria arvioidaan.
Valiestimoinnilla mé&&ratadn luottamusvali, joka suurella varmuudella (yleenséd 95%,
99%) siséltaa todellisen parametrin arvon.

Populaation estimoitavaa tunnuslukua merkitdén yleensé 6:lla (theetta) ja t:lla sellaista
otoksen havaintojen lauseketta, jolla ©O:aa arvioidaan. t:n laskukaavaa sanotaan 0:n
estimaattoriksi ja tiettyd otoksesta laskettua arvoa 6:n estimaatiksi.

Esim.87 Populaation keskiarvon p estimaattoriksi sopii otoksesta laskettu aritmeettinen
keskiarvo eli ns. otoskeskiarvo. Otoksesta laskettu arvo esim. X = 5 on u:n
estimaatti.

Jos samasta populaatiosta valitaan useita otoksia havaintoaineistojen muodostamiseksi, on
varsin uskottavaa, ettd esimerkiksi saman muuttujan keskiarvoluvut vaihtelevat
otoksittain. Uskottavalta tuntuu myds se, ettd ison otoksen avulla voidaan paremmin
kuvata populaatiota, ja silloin otoskeskiarvo on l&helld populaation keskiarvoa. Eo.
yleisesti muotoiltuihin ideoihin on olemassa selvéat sd&annot, joiden kasittelyyn tarvitaan
otantajakauman (otosjakauman) késitettd. Kéytdnnossa otantajakaumaa ei tunneta, mutta
teoriassa se voidaan tarkoin mééarittd4. Esimerkiksi keskiarvon otantajakauman keskikohta
on sama kuin populaation keskiarvo. Eri otoksista laskettujen keskiarvojen vaihtelu on
pienempad kuin otosten muuttuja-arvojen vaihtelu, joten keskiarvon otantajakauma on
muodoltaan korkeampi ja kapeampi kuin otoksen havaintojen jakauma.
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Esim. 88 Keskeisin raja-arvolauseen perusteella otoskeskiarvon jakauma on (ainakin
likimain) normaalijakauma. Otoksesta maéaritetyn tietyn tyyppisten alkioiden
prosenttiosuuden jakauma on likimain normaalijakauma.

Valiestimointi (luottamusvalit)

Véliestimoinnilla m&arataan reaalilukuvali, joka suurella varmuudella (yleeensa 95 %,
99 %) sisaltaa todellisen populaatioparametrin arvon. Satunnaisvalia (t,, T,) sanotaan

parametrin 6 luottamusvaliksi luottamustasollal - o (0<a <1), jos
Pt,<06<T,) =1-0.

Siten todennéakdisyydella 1 — o vali [ t,, T,] peittda perusjoukon parametrin todellisen
arvon. Valin alaraja t, on jokin havaintojen funktio, ja samoin vilin ylaraja T,, on jokin

toinen havaintojen funktio. Yleensa luottamusvali yritetddn pitdd mahdollisimman
kapeana ja silloin luottamusvéli useimmiten muodostetaan niin, ettd valitaan "hyvad" 6:n
estimaattori ja muodostetaan vali, jossa kyseinen estimaattori on keskipisteend. Jotta
luottaumusvali voidaan muodostaa, on estimaattorin otantajakauma tunnettava.

1° Populaation keskiarvon eli odotusarvon p luottamusvali

(@) Oletetaan ensin, ettd populaation varianssi o on tunnettu (esim. aikaisempi
tutkimus, pitka seuranta-aika), ja etta havainnot x4, ..., X, ovat otos normaalijakaumasta

N(u, 02). Kun havainnoista lasketaan (otos)keskiarvo, tiedetddn sen kuvaavan hyvin
populaation keskiarvoa. Keskiarvojen arvot vaihtelevat eri otoksissa. Tata vaihtelua kuvaa
keskiarvon keskihajonta eli keskiarvon keskivirhe

Oy = :
*Jn

: : - 2. :
joten otoskeskiarvo x ~ N( p, ﬁnL) ja edelleen standardoimalla saadaan

z=221 N, 1),

YA

Standardoidussa normaalijakaumassa merkinnalla z% tarkoitetaan sellaista kohtaa, etta

sitd suurempia satunnaismuuttujan z arvoista on 100% %. Luku z% katsotaan

kertyméfunktiotaulukosta o:n perusteella. Normaalijakauman symmetriaan perustuen
saadaan
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P(-za <z<za)=1-a
2 2
X—u _a
= P(-Z%§7 SZ%) =1-a
vn

Esim. 89 Muuttujan x varianssin tiedetadn olevan populaatiossa 9. Oletetaan muuttujan x
jakauman olevan normaalijakauma. Otoskoon ollessa 36  saatiin
otoskeskiarvoksi X = 10. Muodostetaan 95 %:n luottamusvali populaation
keskiarvolle. Nyt siis
a.=0.05 ja edelleen 29=20,025 = 1.96.

Siten p:n 95 %:n luottamusvali on

(10-1.96-%, 10+1.96-%) =9, 11)

Jos sanotaan, ettd populaation keskiarvo on ko. valilla, ollaan 95 %:n
todennakoisyydella oikeassa, ja otetaan 5 %:n riski vaaralle johtopaatokselle.

(b) Jos populaation varianssi o2 on tuntematon, joudutaan se estimoimaan otoksesta.
Sen estimaattorina on otosvarianssi
n 2]
(Z)_(ij
2 \i=l

n

Xj
1

-

2 1 <Ny 721
2 ‘n—1i§1(l‘I X) ~n-1|,

Nyt otoksen perusteella voidaan arvioida keskiarvon keskivirhetta

(9]

x|

Il
5 e
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Odotusarvon eli populaation keskiarvon p 100(1 - a) %:n luottamusvaliksi saadaan,
kun o2 korvataan otosvarianssilla s2 ja z% korvataan taulukkoarvolla t% (n-1):

- S - S
X—tyg(n-1)—/=, X+ty(n-1)—F&— |.
Fy0-0f Fey00g)
Esim. 90 Kauppias vaditti asiakkaalle, ett4 kaupattavien kananmunien keskipaino on 50 g.
Asiakas poimi 30 munan otoksen ja sai X =45 g ja s =6 g. Tuntuuko kauppiaan

vaite uskottavalta?

Muodostetaan u:lle 95 %:n luottamusvali, jolloin
t% (n—=1) =1ty 025(29) = 2.045

ja luottamusvali on

(45 - 2.045 72_3’ 45 + 2.045 72_6) = (42.8, 47.2)

Nyt 50 ¢ (42.8, 47.2), joten kauppiaan véite ei tunnu uskottavalta.

2° Prosenttiosuuden IT luottamusvali
Populaation tietyn tyyppisten alkioiden prosenttiosuutta IT:t4 voidaan estimoida otoksesta

lasketun prosenttiosuuden P avulla. Prosenttiosuus vaihtelee otoksittain, ja prosenttiluvun
keskihajontaa kuvaa prosenttiluvun keskivirhe

P(100-P
SP: T

Prosenttiluvun TT 100(1 - o) %:n luottamusvali on

oo, D, [

Esim. 91 Tuote-erasta valittiin 64 tuotteen otos, jossa viallisia oli 26. Viallisuusprosentin
95 %:n luottamusvali, kun

= lﬁ = i o =
P =100 64 40.625 ja 25 1.96,

on

(40.625 - 1.964% 40.625 + 1.961/W ) = (29, 53).
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7.2. Hypoteesien testauksesta
7.2.1. Testauksen paapiirteet

Havaintoaineiston perusteella pyritdan paattelemaan, pitddko perusjoukon parametreista
tms. tehty olettamus eli hypoteesi paikkansa. Tilastollinen hypoteesi on vdite, joka
tehd&&n populaation jakaumasta ja se koskee jotakin populaation parametria. Téllaista
vaitetta kutsutaan myods nollahypoteesiksi Hp. Usein nollahypoteesi on oletusarvo, joka
edustaa aikaisempaa tietamystd. Testin avulla Hy joko hyldtaan tai hyvaksytaan. Hy:n
vaihtoehtoa sanotaan vastahypoteesiksi tai vaihtoehtoiseksi hypoteesiksi Hq, joka

edustaa usein uutta teoriaa, josta varsinaisesti ollaan kiinnostuneita.

Esim. 92 Maalipurkkeja tayttdvan koneen on tarkoitus tayttad 1000 g:n purkkeja. Pitké&n
seurannan perusteella on havaittu, ettd paino vaihtelee niin, ettd painon
keskihajontana on 10 g. Koneen toiminnassa tuntuu olevan joitain hairioita,
joten koneen toiminnan tutkimiseksi asetetaan hypoteesit

Ho: 1 = 1000 g
Hy: p # 1000 g.

Edella vastahypoteesi Hy on kaksisuuntainen. Yksisuuntainen hypoteesi olisi kyseessa

ollut silloin, jos olisi asetettu
Hi: p > 1000 g
tai  Hy:p < 10009

Koska valinta Hy:n ja Hq:n valilla tapahtuu otoksen antaman informaation avulla, on

muodostettava testisuure, jonka avulla paatds tehdaan. Tavallisesti testisuure perustuu
testattavan parametrin estimaattoriin. Téllaiselle testisuureelle mééritetdan jakaumamuoto,
jota testisuure noudattaa nollahypoteesin ollessa totta. Jotta testisuureen otantajakauma
voidaan maarata, edellytetddn tiettyjen jakaumaa koskevien oletusten olevan voimassa.
Oletuksena voi olla esimerkiksi se, ettd tarkasteltavien maaréllisten muuttujien jakaumat
ovat normaalijakaumia.

Seuraavaksi maaratédén ne testisuureen arvot, joiden katsotaan olevan liian poikkeavia,
jotta nayttdisi uskottavalta, ettd ko. otos olisi perdisin Hp:n mukaisesta populaatiosta. Tata

arvojoukkoa kutsutaan kriittiseksi alueeksi C (nollahypoteesin hylkaysalue). Kriittinen
alue méaaraytyy vastahypoteesin muodon, testin jakauman ja testin merkitsevyys- eli
riskitason o perusteella. Merkitsevyystaso ilmaisee todenndkdisyyden, jolla tosi H
hylataan. Nollahypoteesia testattaessa paatetéén siis etukateen, kuinka suuri riski otetaan

sille, ettd nollahypoteesi hylataan, vaikka sen on tosi. Yleensa kaytettyja
merkitsevyystasoja ovat
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0.05 tilastollisesti melkein merkitseva (*)
0.01 tilastollisesti merkitseva (**)
0.001 tilastollisesti erittdin merkitseva (***).

Nollahypoteesin hylkaaminen merkitsevyystasolla o tarkoittaa, ettd tehddan vaara
johtopdaatos todenndkdisyydella o.

Taman jalkeen lasketaankin sitten testisuureen arvo, verrataan sita kriittiseen alueeseen ja
tehd&éan johtopaatokset.

Hypoteesien testauksen jalkeenk&&n ei voida olla taysin varmoja siité, ettd populaatiota
koskeva otoksen perusteella tehty johtopddtds on oikea. Paatoksentekoon liittyy siten
mahdollisuus virheen tekemiseen:

TODELLISUUS

H tosi H epatosi
P Il lajin virhe
A H OK eli hyvéaksymis-
A virhe
T I lajin virhe
O  Hj |eli hylkaamis- OK
S virhe

o = | lajin virheen todenndkoisyys
B =1l lajin virheen todennakoisyys, joka maaraytyy otoskoon ja a.:n perusteella

Testauksen kulku on siis seuraava:
1° Asetetaan nollahypoteesi H

2° Asetetaan vastahypoteesi H;
3° Maarataan tunnusluku tai testisuure ja sen jakauma Hp:n vallitessa

4° Maarataan merkitsevyystaso o ja sitd vastaava Kkriittinen alue
5° Poimitaan otos ja lasketaan testisuureen arvo ja verrataan sita kriittiseen alueeseen
6° Tulkitaan tulokset ja tehddan johtopaatokset.

Testien jaottelusta
Sopivan testin valintaa voi pohtia vastaamalla seuraaviin kysymyksiin:

1° Misté tunnusluvusta on kyse?
— keskiarvotestit
— varianssitestit
— korrelaatiotestit
— prosenttiosuustestit
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2° Mika on vertailtavien ryhmien lukumaara?
— yhden otoksen testit
— kahden otoksen testit
— kolmen tai useamman otoksen testit

3° Jos otoksia on enemman kuin yksi, ovatko otokset riippumattomia vai riippuvia?
— esimerkiksi, jos naisista ja miehistd poimitaan erilliset otokset, ovat otokset
rilppumattomia
— riippuvia otoksia syntyy mm. ennen-jdlkeen-tilanteissa ja vastinpari-
tutkimuksissa

4° Onko kyseessé parametrinen vai epaparametrinen testi?
— parametrisissa testeissa on paljon muuttujien jakaumiin liittyvid oletuksia
— epaparametrisissa testeissé ei jakaumaoletuksia juurikaan ole

Jos tilastollisessa testuksessa kaytetddn apuna jotakin tilastollista ohjelmistoa, sujuu
testaus yleensa yksinkertaisemmin. Usein ei testisuureen otantajakaumaa ja Kriittist4
aluetta tarvitse pohtia lainkaan, koska useissa tilasto-ohjelmissa testausten yhteydessé
tulostuu ns. p-arvo (Prob, probability, significance, sig). Se ilmaisee todennakdisyyden
sille, ettd saadaan havaittu tai sitd vield harvinaisempi testisuureen arvo.
Késinlaskentatilanteessa p-arvon pystyy maéarittdméén helposti, jos testisuureen jakauma
on standardoitu normaalijakauma. Muiden jakaumien tilanteessa p-arvoa VoI
approksimoida jakaumataulukon avulla. P-arvoa sanotaan havaituksi
merkitsevyystasoksi tai pienimméksi merkitsevyystasoksi, jolla nollahypoteesi voidaan
hylata. Tilastollisen testin tulos tiivistyy siis yhdeksi luvuksi eli p-arvoksi, jolloin otos
antaa todistusta nollahypoteesia vastaan riskilla p. T4td p-arvoa voidaan suoraan verrata
valittuun merkitsevyystasoon a:
Jjos p > a, jaa testin nollahypoteesi Hg voimaan

jos p < o, hylataan nollahypoteesi Hg riskitasolla o.

Usein p-arvoa tulkitaan seuraavasti:

— jos p > 0.05, sanotaan, ettd saatu tulos ei ole tilastollisesti merkitseva. Tallgin
nollahypoteesi hyvaksytaan.

—jos 0.01 < p < 0.05, sanotaan tuloksen olevan tilastollisesti melkein merkitseva. Nyt
nollahypoteesi hylatdédn 5 %:n merkitsevyystasolla, muttei endd 1 %:n
merkitsevyystasolla

— jos 0.001 < p < 0.01, sanotaan tuloksen olevan tilastollisesti merkitseva. Nyt
nollahypoteesi hylatdédn 1 9%:n merkitsevyystasolla, muttei endd 0.1 %:n
merkitsevyystasolla

— jos p < 0.001, sanotaan, ettd saatu tulos on tilastollisesti erittain merkitseva. Talloin
nollahypoteesi hylatdan 0.1 %:n merkitsevyystasolla
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7.2.2. Keskiarvotesteja

1° Yksi otos

Yhden otoksen tilanteessa tutkitaan, antaako otoskeskiarvo tukea nollahypoteesissa
esitetylle oletukselle, joka on tehty populaation keskiarvosta. Oletuksena testille on se, etta

havaintojen X1, ..., X, jakauma on normaalijakauma N(u, o2). Nollahypoteesi esitetaan
nyt muodossa

()

(b)

Ho:n=muo,
Kun populaation varianssi o2 on tunnettu, on testisuureena
X—uo
e

kun Hg on tosi. Kriittinen alue C muodostetaan seuraavasti:

z= ~N(O, 1),

Hyip>po=C={z|z>2,}
Hyp<pg=C={z|z<-24}
Hyin#pg=C={z|lz|>2a}

Kun populaation varianssi o2 on tuntematon, on sille laskettava ensin estimaatti
otosvarianssin avulla

s° :n+ i(xi_g)z

|

Testisuureena on nyt
X—uo
y
Vn
kun Hy on tosi. Kriittinen alue C saadaan t-jakauman avulla:
Hip>pg=C={t|t>t, (n-1)}
Hip<pg=C={t|t<-t, (n-1)}
Hytn# o= C={t|It]>ta(n-1)}

I: ~t(n-l),



72

Esim. 91 Maalipurkkeja tayttdvan koneen purkeista otettiin 25 purkin otos. Otoksen
purkkien painon keskiarvoksi saatiin 1006 g.

Kriittinen alue, kun o= 0.05: C={z||z|> 24} ={z |1z 1> 1.960}

, -1006-1000 _ 5

£=""
75
= H hylataan riskitasolla 0.05 eli n #1000 g.

Kriittisen alueen sijasta voidaan nyt myds laskea p-arvo:
p =P(|z| >30)=2P(z >30)=2[1-P(z<3.0)] =0.0026.

2° Kaksi riippumatonta otosta

Kahden riippumattoman otoksen tilanteessa vertaillaan kahta otoskeskiarvoa ja
selvitetaan, antavatko otokset tukea nollahypoteesissa esitetylle oletukselle, ettd eri
populaatioiden keskiarvot ovat yhtd suuret. Testin oletuksena on se, ettd havaintojen
X11) X191 +ees xln1 Ja Xo1, Xo9, s x2nz jakaumat ovat normaalijakaumia, ja etta otokset

ovat riippumattomia. Nollahypoteesi esitetd&dn nyt muodossa

Ho' 1y = 1o
(@) Jos populaatioiden varianssit o12 ja o22 ovat tunnettuja, on testisuureena
X1 —X
z=—=2L"22 _N(, 1),

, 2 2
ol , 627
nn  n2
kun Hgy on tosi. Kriittinen alue saadaan muodostettua standardoidun normaali-
jakauman perusteella:

Hiipg >y = C={z|z>2z,}
Hyipg <pp = C={z|z<-24}
Hyt g # = C ={z| 2] > 24}

ovat tuntemattomia, mutta ne voidaan
o2, lasketaan kummastakin otoksesta

(b) Jos populaatioiden varianssit o12 ja 522

olettaa yhta suuriksi eli 61?2 = ¢2° =

varianssien o 12 ja 522 estimaattorit
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n1 n
2 __ 1 o2 i 21 o2
51 =n1_1i=21(>-<1i—>-<1) 2 8" = _1i221(2<2i—>-<2)

seké populaatioiden yhteisen varianssin o 2 estimaattori

o (N1 —1)512 +(Nn2 —1)&522
3= nN1+n—2

Testisuurena on nyt

t= —FL—=2 ~t(ng +ny-2),
oL 1
*Yn1 n2

kun Hp on tosi. Kriittinen alue muodostuu t-jakauman perusteella:
Hyipg > pp = C = {t] 1> ty(ng +np - 2)}
Hyipg <pp = C={t]t<-t,(ny +np-2)}
Hytmy #1p = C = {t|[t]> ta(ng + ny - 2)}

(c) Jos populaatioiden varianssit o12 ja 522 ovat tuntemattomia, mutta ne voidaan

olettaa erisuuriksi eli 012 + 022, lasketaan kummastakin otoksesta varianssien

012 ja 022 estimaattorit §12 ja §22. Testisuure on
X1 —X o
t=—=L=2_ ~t (df) likimain,
512 Sy
nL n2

kun Hp on tosi. Testin vapausasteet df saadaan

512

1t np-1 mlssac——Slz 2

ni n2

1 ¢2  (1-0)?
df —

Kriittinen alue muodostuu t-jakauman perusteella:
Hy:pg > pp = C = {t| t> t,(df)}
Hyt g < pp = C = {t] t<- t,(df)}
Hyt g #1p = C = {t1t]> ta (df)}
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Varianssien clzjg 022 yhtd suuruuden testaus

Taman testin avulla tehddén paatds siitd, kumpaa t-testia (2°(b) vai (c)) kaytetdan
keskiarvojen testaamiseksi, kun populaatioiden varianssit o1 ja 522 ovat tuntemattomia.
Testin hypoteesit ovat

. 2_ _ 2
2 2
Testisuure
2
F= 51—2 ~F(ny -1, ny-1), (varianssisuhde muodostetaan siten, etta F > 1),
32

kun Hy on tosi. Talloin kriittinen alue muodostuu seuraavasti:

C={F|E>Fyp(ny-1, ny-1)}

Esim. 92  Tutkitaan, onko luovan opetuksen antamisella kehittdva vaikutus.
kontrolliryhmd&  koeryhmé

ny =97 n, =21
X1=9.25 X2 =11.83
$1=2.72 Sy =2.56

Tutkitaan ensin, onko populaatiovariansseilla eroa. Hypoteesit ovat

. _2_ _ 2

.2 2
Hl.cs1 F 0y .

Valitaan o = 0.05. Kriittinen alue onC ={E|E>F, ,s(96, 20) = 2.35}
_ 2.72°

2
2.56
— H jaa voimaan eli populaatioiden varianssit voidaan olettaa yhtd suuriksi.

F =1.13

Jatketaan sitten keskiarvotestilla, jolloin hypoteesit ovat

Ho: 1y = 1y
ity <mp
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Maéaritetddn populaatioiden yhteisen varianssin estimaatti:

2_(97-1) 2.72% +(21-1) - 2.56°
- 97 +21-2

=7.25

Valit. 0 =0.01;n] + Ny -2=116 120 = C = {t |t <-t,(120) = - 2.358}
t= 9-25;111-831 = -3.92¢C
= Hy hylataan eli luovalla opetuksella nayttaa olevan kehittava vaikutus.

(Nyt p =P(t<-3.92), t-jakauman taulukon perusteella arvioituna p < 0.0005)

3° Kaksi toisistaan riippuvaa otosta

Riippuvien otosten tilanteessa erotellaan kaksi eri paatyyppia: vastinparitilanne (koe- ja
vertailuryhmad) ja ennen-jalkeen -tilanne (tilastoyksikko on "itsensé pari*)

Nytkin vertaillaan kahta otosta, mutta nyt jokaiselle tilastoyksikkoparille lasketaan x -
havaintojen erotukset d;, joiden oletetaan noudattavan normaalijakaumaa N(ug, Gdz). N&in
saatuihin erotuksiin d; voidaankin soveltaa yhden otoksen keskiarvotesteista t-testia.
Nollahypoteesina on

Hy: g =py  (elipg=0).

Esim. 93 Tutkitaan ladkkeiden A ja B vaikutusta 6 henkildon reagointinopeuteen.
Mittaukset on suoritettu eri péivina:

Henkilb A B d d
1 1 3 -2 4
2 7 1 6 36
3 4 2 2 4
4 3 3 0 0
5 5 1 4 16
6 4 2 2 4

Cdi—12: Sdi2—ea  d-22-2: sq?= (64-125 -3
2, di=12; 2. dif =64 d=Tg=2; 61 6



76
Hohy = 1y
Hl . Hq 7 )
Valitaan a.=0.05 = C={t||t|> toos(5) = 2.571}
2
«/'y
V6
= H, hyvaksytééan eli A:n ja B:n vaikutus ndyttaa olevan sama
(Nytp="P(Jt|>1.73), t-jakauman perusteella arvioituna 0.10 < p < 0.20)

t= =1.73 ¢C

7.2.3. Prosenttilukutesteja

1° Yksi otos

Yhden otoksen tilanteessa tutkitaan, antaako otoksesta laskettu tyyppid A olevien
alkioiden prosenttiosuus P tukea nollahypoteesissa esitetylle oletukselle populaation A-
tyyppisten alkioiden prosenttiosuudesta I'T. Nollahypoteesi esitetddn muodossa

Ho: IT = HO
Testisuure on
Z= £-Tlo
B ‘/no(mo ~Tlg)
n

~N (0, 1),

kun Hy on tosi. Kriittinen alue saadaan:
Hl:H>H0:>C:{;|;>za}

Hl:H<H0:>C:{;|;<-za}
Hi: T #Tlg=C={z|[z]>zg}

Esim. 94 Puolueen kannatus edellisissa vaaleissa oli 18.4 %. Onko kannatus kasvanut?
Hp: I1=18.4
Hq: 11> 18.4

n = 1493; otoksessa kannatusprosentti P = 22.7

Valitaan a. = 0.01 =z, =2.33 = C={z|z>2.33}
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227-184 _ _,43.c
18.4(100-18.4)
1493

Z:

= Hp hylataan eli puolueen kannatuksen voidaan katsoa kasvaneen.

2° Kaksi otosta

Kahden otoksen tilanteessa vertaillaan A-tyyppisten alkioiden prosenttiosuutta P; ja P; ja
selvitetaan, antavatko otokset tukea nollahypoteesissa esitetylle oletukselle, ettd eri
populaatioiden prosenttiosuudet I'T; jaIl, ovat yhtd suuret. Nollahypoteesina on

Hoﬁ II, = Hgl

Testisuure on

P, - P
7= =1 =2 ~N (0, 1),

‘/5(100—2)(”—11 +n—12j

kun Hg on tosi. Testisuureessa esiintyva P kuvaa A-tyyppisten alkioiden prosenttiosuutta,
kun otokset yhdistetéan eli

p= P+ n2P,
- n1+ n2

Kriittinen alue saadaan:
Hq: I1q > Iy :>C:{;|;>za}
Hy: Tl <l = C={z]|z<-2,}
Hitl # M = C={z]|z|>z¢}

Esim. 95 Kahdestasadasta satunnaisesti valitusta naisopiskelijasta tupakoi 80 ja sadasta
satunnaisesti valitusta miesopiskelijasta tupakoi 47. Onko tupakoivien
prosenttiosuudella eroa?

Ho: HN = HM
Hy: Ty # Ty

Valit. o = 0.05 = 29 go5 = 1.96 = C={z||z|> 1.96}
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PN =40 PM =47
=200 ny =100

_200-40+100-47 _
P = =5001100 =423

= A0 = 417 T =-116 ¢C
‘/42.3-57.7(m+m

= Hg jaa voimaa eli eroa ei ole.
(Nytp=P(|z|>1.16)=2[1-P(z<1.16) = 0.246] )

7.2.4. Riippuvuustutkimukseen liittyvia testeja

1° v2 - riippumattomuustesti

Kurssin alkupuolella tarkasteltiin ristiintaulukoinnin yhteydessé tilannetta, missé havaitun
ristiintaulukon solufrekvensseja verrattiin sellaiseen ristiintaulukkoon, jossa muuttujien
vélilla ei esiintynyt tilastollista riippuvuutta. Téllainen ristiintaulukko koostui ns.
teoreettisista eli odotetuista frekvensseistd. Havaittujen frekvenssien ja teoreettisten

frekvenssien avulla muodostettiin ns. xz-arvo, johon muuttujien x ja y valisen

riippuvuuden voimakkuuden mittaaminen perustui. Tatd samaista xz-arvoa voidaan pitaa
myos testisuureena, jos odotetut frekvenssit toteuttavat seuraavat ehdot:
1° enintaan 20 % eij:sta saaolla<5

2° jokainen ejj on > 1.
Hypoteesipari on riippumattomuustestissa:

Ho: X Ja 'y ovat riippumattomia
Hi: x jay eivat ole riippumattomia.

Testisuure on

N fi' i
=_ZZ(’ 1) ~ L1

e,J

kun Hg on tosi. Vapausasteiden kaavassa ovat

I = rivien lukumaara
J = sarakkeiden lukumaara.
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Kriittinen alue saadaan:
C={?| #*> %% [01-)E-DI-

Esim. 96 Ristiintaulukoinnin yhteydessa tarkasteltiin opiskelijoiden ansiotydsséa kaymisen
ja opintojen edistymisen vélista riippuvuutta. Ristiintaulukossa oli I =3 jaJ = 2.

Hp: Ansiotydssa kaymisen ja opintojen edistymisen vélilla ei ole riippuvuutta
H,: Ansiotydssa kdaymisen ja opintojen edistymisen valilla on riippuvuutta

Valitaan o = 0.05; vapausasteet = (I-1)(J-1) = 2
= C = {2 | x2> %20 05(2) = 5.99}

Odotetut frekvenssit e;; tayttavat niille asetetut ehdot, jolloin laskettua y2-arvoa

voidaan pitaa testisuureen arvona eli XZ = 14.2 € C, joten Hp hylataan eli

muuttujien valilld on riippuvuutta.
(Nytp = P(;,)(2 > 14.2), taulukosta arvioituna p < 0.001)

Huom. Nelikentan tapauksessa testisuureena voidaan kéayttaa kaavaa

2 _N(fuafao - f1ofo1)?

2
~v2 (1
flo f20 fOl f02 * ( )

2° Korrelaatiokertoimen testaus

Pearsonin tulomomenttikorrelaatiokerrointa r kaytetddn populaation parametrin p
estimaattorina tarkasteltaessa kahden muuttujan vélistd lineaarista riippuvuutta. Jotta
lineaarisen riippuvuuden testaaminen korrelaation avulla onnistuisi, on muuttujien x ja y
yhteisjakauman oltava kaksiulotteinen normaalijakauma. Nollahypoteesina testissa on

Hp: p=0 eli muuttujat ovat lineaarisesti riippumattomia.

Testisuure on

rvn-2

t=———~1t(n-2),
1—[2
kun Hy on tosi. Kriittinen alue saadaan t-jakauman avulla:
Hiip>0=C={t|t>t,(n-2)}
Hiip<0=C={t|t<-t, (n-2)}
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Hyip#0=C={t||t]>te(n-2)}

Esim. 97 Kurssin alkupuolella tutkittiin korrelaation avulla erddn virvoitusjuoman
mainonnan ja ostamisen valistd yhteyttd. Tutkittuja tilastoyksikoitd oli 8 ja
havaittu korrelaatiokertoimen arvo oli 0.68. Selvitetddn nyt, onko mainonnalla
positiivista vaikutusta ostamiseen, jolloin

Ho: p= 0
Hl: p> 0
Valitaan a. = 0.05 = C = {t | t>t, ¢s(6) = 1.943}

. 0.68V8—2
V1-0.682

siten Hy hylataan eli mainonnan ja ostamisen valilla on positiivista lineaarista
riippuvuutta.

=2.27 C,

Huom. Edelld esitetty t-testisuure sopii my0s Spearmanin jarjestyskorrelaation
testaamiseen, miké&li havaintojen lukumadrd n on riittdvén iso. Nyt normaalijakauma-
oletustenkaan ei en&dé taydy olla voimassa. Nollahypoteesi tdssa testissa on

Ho: pg =0 eli muuttujien valilla ei ole monotonista riippuvuutta.

3° Reagressiokertoimen testaus

Kun regressiosuoraa sovitetaan pisteparveen, on usein kiinnostavaa tietdd, onko
muuttujalla x todella vaikutusta muuttujan y vaihteluun. Talloin keskeisessd asemassa on
regressiosuoran kulmakertoimen eli regressiokertoimen testaus, koska regressiokerroin
ilmoittaa, miten x:n muutos vaikuttaa keskim&arin muuttujaan y.  Populaation
regressiokertoimen 1 estimaattori on otoksesta laskettu bj. Oletuksena
regressioanalyysiin liittyvissa testeissd on taaskin muuttujien normaalijakautuneisuus.
Regressiokertoimen testauksessa nollahypoteesiksi voidaan asettaa esimerkiksi

Hy:B1=0 (x jay lineaarisesti riippumattomia),

jolloin testisuurena on
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kun Hg on tosi. Kaavassa esiintyva S, tarkoittaa regressiokertoimen b, keskivirhetta,
jonka arvo saadaan laskettua esimerkiksi seuraavasti

Sy [1-1?

Sy Vn-2

§b1

7.2.5. xz-yhteensopivuustesti

Tarkastellaan satunnaisotosta muuttujasta, jolla on k luokkaa. Merkitddn luokkien
frekvensseja f, f, ... fi. Nyt yritetddn selvittdd, ovatko havaitut frekvenssit f;
sopusoinnussa asetettujen teoreettisten eli odotettujen frekvenssien e; (= n p;) kanssa.
Tarkoitus on selvittdd, noudattaako satunnaismuuttuja x tiettyd todennékoisyysjakaumaa.
Nyt hypoteeseina ovat

Hy: X noudattaa annettua todennakoisyysjakaumaa

H,: X ei noudata Hy:n mukaista todennakdisyysjakaumaa

Testisuurena on

e )2
x = §%~ r(k-s-1),

kun Hy on tosi, ja k on luokkien lukumaaréa, ja s on estimoitavien parametrien lukumaara.

Odotettujen frekvenssien tulee tayttdd samat ehdot kuin xz-riippumattomuustestissé.

Testin Kriittinen alue saadaan seuraavasti:

2. 2 2
C={x lx>x ,(k-s-1)}

Esim. 98 Testataan, onko pelissa kaytettd noppa kunnollinen. Hypoteesit ovat nyt
Hy: jokaisen silméluvun todennakoisyys on sama eli %

H, : ainakin jokin silmaluku esiintyy useammin tai harvemmin kuin muut

Noppaa heitettiin 120 kertaa, jolloin kunnollisen nopan tilanteessa jokaisen
silméaluvun olisi pitanyt esiintyd e; = np; = 120 - %: 20 kertaa. Havaitut
frekvenssit olivat kuitenkin seuraavat:



silméaluku 1 2 3 4 5 6 Yhteensa
lukumaara 12 16 20 17 22 33 120

Valit. 0 =0.05; r=6,5=0 = C={y?| ¥*>11.07}

2 2 2 2 2 2
X2:(12—20) +(16—20) +(20—20) +(17—20) +(22—20) +(33—20)

20 20 20 20 20 20
=13.1C

= H,, hylataan eli noppa ei nayta olevan kunnollinen.
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