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TURUN KAUPPAKORKEAKOULU
Tilastotieteen ja talous-
matematiikan laitos

l1lkka Virtanen

DISKREEPIN AARELLISSOLMUISEN MARKOV~PROSESSIN TARKASTELU YLEI =
SEN SYSTEEMITEORIAN ESIMERKKINA

1. Johdanto

Tédssid kirjoituksessa tarkastellaan diskreetin d#rellissolmuisen
Markov-prosessin perusominaisuuksia ja k#yttidytymistd yleisen
systeemiteorian ldhestymistapaa noudattaen. Samalla esitys on
selvitys yleisen systeemiteorian alkeista helposti hallittavan
matemaattisen mallin puitteissa esitettynd. Esityksen sisdllsl-
lisend perustana on R. A. HOWARDIN erinomaisessa dynaamisia to-
dennékoisyyssysteemejd kidsittelevissi teoksessaan1 esittdmig
diskreettien Markov-prosessien teoria. Howardin esittamit tu-
lokset "k&&nnetdEn" nyt yleisen systeemiteorian kielelle. THssi .

° ja P. MATASKAN® systee-

kdinnostyossd sovelletaan S. SALOVAARAN
miteorian perusteita kisittelevissd puheenvuoroissaan esittimii
formalismeja. Tarkastelut suoritetaan verraten korkealla abstrak-

tiotasolla, joskin k#sitteiden ja tulosten tulkintaan seki teorian

soveltamismahdollisuuksiin ainakin jossain m#drin viitataan.

1. K. A. Howard: Dynamic Probabilistic Systems, Volume 1: Markov
Models, John Wiley & Sons, lnc., New York 1971

2. 8. Salovaara: Systeemiteorian joukko-opillisista perusteistsa,
esitelmd Helsingin Yliopiston tutkijakollokviossa (G. H. von
Wright, O. E. Niitamo) 14.3.1968

3. £, Malaska: Kansantalouden malli systeemiteorian esimerkkini,
alustus Turun Kauppakorkeakoulun tutkijaseminaarissa 1973
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2. Diskreetti ##rellissolmuinen Markov-prosessi

2.1. Peruskdsitteet

Tarkastellaan tiettysd, toistaiseksi tarkemmin miirittelemitonts
ilmiotd ("reaalisysteemid"), josta tehdiddn tai ainakin voidaan
ajatella tehtHdvin havaintoja diskreetteini ajanhetkini to,tT,aa.
Yksikidsitteistd kuvausta ilmidstd hetkell:d tn (n=0,1,...) kutsu-
taan tavallisesti ilmidn tilaksi tuolla hetkelld. Tila voidaan
ilmaista esimerkiksi verbaalisena kuvauksena, tarkastelujen
kannalta relevanttien muuttujien arvoina jne. Seuraavassa olete-

taan, ettd 1lmidlld on vain #d8rellinen mi&rs mahdollisia tiloja.

Numeroidaan n&dmg tilat 1,2,...,N.

Siirryttdess& jostakin ajanhetkesti tn seuraavaan hetkeen tn+1

ilmidta luonnehtivien tilasuureiden arvot yleens# mauttuvat,

ilmion tila muuttuu. Tallaista muutosta kutsutaan (tila=)siirty-

miksi. Tarkasteltavan ilmidn oletetaan vield olevan luonteeltasan
stokastisen, jolloin siirtymit tapahtuvat tiettyjen todennidkdi-

syyslakien, siirtymdtodenndkdisyyksien mukaisesti. YleisessH tapa-

uksessa siirtymdtodennfdkdisyydet riippuvat siirtymin ajankohdasta
tn Ja ilmion tiloista ajanhetkinid tO’tT”°°’tn° Kun merkitidin
symbolilla X suuretta, joka ilmoittaa ilmidn tilan numeron kul-

lakin hetkelld tn, ts.

(1) x(tn): ilmion tila hetkells ty, n=0,1,..., on X(t

)5

n
missi X(tn):T,Q,.,.,N,

niin voidaan todeta, etts X(tn) on satunnaissuure, jonka jakautu-
ma Mmadraytyy siirtymitodennidkdisyyksien ja tiettyjen alkuehtojen
perusteella. Siirtymitodenndkdisyydet ovat yleisessi tapauksessa

ehdollisia todenndkoisyyksii
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(2) P{?(tn+1)=j| x(tn):in,x(tn_1):inn1,.,.9X(to)=iq} :

migsd n=0,1,..., 191 ,1i,,...,1 +34N. ASrettdmin monidimensio-
b b 3 07 —]7 3 n

naalista sestunnaissuuretta
(5) X = (X<to)9x(t1‘)s'°'9X(tn)9”°>s

johon liittyvdt (2):n mukaiset siirtymien valintasiinnot, kutsu-

taan tarkasteltavaa ilmiotd kuvaavaksi stokastiseksi prosessiksi.

Jokainen havaittu per8ttdisii ajanhetkiid vastaavien tilojen jono

Lausekkeesta (2) huomataan, ettd prosessin hallitsemiseksi tar-
vittava informaatioméidri on yleisessd tapauksessa tavattoman

suuri. T&mdn vuoksi tarkastelut usein rajataan vain Markov-pro-

sesseja késittdviksi: oletetaan, ettd prosessin tulevaan kHyttdy-
tymiseen vaikuttaa vain sen tarkasteluhetken tila. T81138 oletta-

muksella on

(5)  B{aCty, =3 [ KCe)=1, X0, Doty e K(og) =]
- P{X(tn+1):j§ X(tn):iq}.

Markov-prosessin siirtymitodenndkdisyyksid voidaan siten merkits
- \—. - L "7 _
(6) P{X(tn+1)u3i X(tn)"{} = pij(tn), 1€i,j4N, n=0,1,...

Siirtymétodenndkbisyydet voidaan esittdd myos matriisina
p11(tn) p12(tn) te p1N(tn)

Poq(ty) Poslt ) wve pyp(t))
(D #ley) = {ogef = | . A R

°
s ® °

1Py () Ppolt,) v Py ty)

et
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Jokainen matriisi P(tn), n=0,1,..., on luonnollisesti stokasti-

nen matriisi: niiden alkiot toteuttavat ehdon

J._.!(‘cﬁ) < 1, 1%£1i,34N, n=0,1,...

Ja rivisummat ovat = 1,
(9) Z p \t ) ] 11192901199N, n:091,000

Markov-prosessia havainnollistetaan tavallisesti verkoilla, kuta-
kin siirtymidtodennskoisyysmatriisia vastaa prosessin siirtymi-

diagrammi (kuva 1). Verkon solmut vastaavat ilmidn tiloja ja

solmujen véliset haaras siirtymitodenndkoisyyksiis.

Kuva 1. Ajanhetkes t vastaava Markov-prosessin siirtymidia-
grammi

Myohemmin, kun siirrytdin Markov-prosessin systeemiteoreettisiin
tarkasteluihin, systeemin tila-kdsitteelld on aivan erityinen
merkityksensi. Sekaannuksen vidlttdmiseksi luovutaan nyt edelli
kdyttoon otetusta ilmidn tila-nimityksestsd Ja kutsutaan t8tia
k&sitettd seuraavassa solmuksi. T8lle nimitykselle on loydetta-
vissd perusteluja esimerkiksi siirtymddiagrammista, jossa verkon

solmu vastaa nyt ilmion tai siti kuvaavan prosessin solmua.
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2.2. Markov-prosessin kéyttéytymisesté1

Keskeiselld sijalla Markov-prosessin kiyttaytymisen tarkaste-

lussa ovat moniaskeliset siirtymitodennikoisyydet

4 / N A . . 7 . . o
(10) ¢ij(tm,tn) = P{X(tn):g lX(tm):{f, 141, j4N, O4m<n.

) =,

g..(t_,t )Y voidaan lausua siirtymdtodennsikdisyysmatriisien
ij*"'m’“n

Moniaskelisten siirtymdtodennikidisyyksien matriisi ﬂ(tm,tn

tulona

(1) gle at) = Ple Pt o) --P(t, ), Ofmen.

Matriisi voidaan myGs hajoittaa osiin
(12) g(tm,tn> = Qj(tm’tr)ﬁ(trvtn)9 Ofm<r<n.

Siind erikoistapauksessa, ettd siirtymdtodennikdisyydet eividt

riipu lainkaan siirtym#n ajankohdasta, ts. kun on voimassa

(13) p.(tny) =p, . (t,) = oo =p..(t ) = ... =p 141, 34N,
1070 1

ij ij?

saa yhtdls (11) muodon

(14) Gt 4 ) = pim

o oy , O%fm<n,

missi on merkitty P = {pij}. Erityisesti on tarkastelun alku-

hetked ldhtdkohtana pitiden (m=0):

(15)  #(ty,t,) = P, n=1,2,...

Moniaskeliset siirtrmidtodennikdisyydet kuvaavat prosessin siir-
tymistd solmusta toiseen tietyn aikavidlin kuluesss. Kun halutaan
informaatiota pelkistiin siitd, missi solmussa prosessi jollakin

tietylld hetkelld on riippumatta sen "miehittdmista" aikaisem-~

1. Tésséd jaksossa olevat Markov-prosessin kiyttdytymistsd kos-
kevat tulokset esitetddn yleensi johtamatta tai todistamatta,
niiden yksityiskohtaisesta johtamisesta ks. R.A. Howard mt.
ss. 6-19 ja 511-516. :
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mista solmuista, kiytet&in solmutodenndksisyyksid

(16) TG (t,) = P{X(t ) = i}, i=1,2,...,N, n=0,1,...

Merkitddn ndiden muodostamaa vektorisa

s

/ e
(1) ([Tep) = TG0, () oo, Ty(t)) 5 50,1, .

Ajanhetkeen tn liittyvdt solmutodennikdisyydet voidaan miArittis,
kun tunnetaan solmutodenndkoisyydet hetkelld ty sekid siirtymi-

todennéktisyydet hetkingd to,t1,.ae,t tal moniaskeliset siir-

n-1
tymdtodenndkdisyydet ﬁaj(to,tn)g 141, j4N:

. Voeurnd rauld
(18) 70(¢

) =1L )E(ty) oo Pt _4), n=1,2,...

N\ a1+ \,1(. )
n’ ~/\.\LO}W\3091

3. Markov-prosessin systeemiesitys

5.1. Systeemiesityksen joukko-opilliset perusteet

Kuvassa 2 on esitetty systeemikaavion yleinen muoto:

Kuva 2. Systeemin kaavioesitys

Tdass8 u on herfte eli sydttosuure, y ulostulo eli tulossuure

Ja S itse systeemi. Systeemi on tdsmdllisesti madritelty, kun
tunnetaar mahdollisten heridtteiden joukko U = {u}, mahdollisten
ulostulojen joukko Y = {y} sekd relaatio S, joka ilmoittaa, mwitks
herédtteet ja ulostulot voivét témin systeemin puitteissa olla

tolsiaan vastaavia. Joukko-opillisesti systeemi on siis relaatio
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(19) 5 ={(u,y) | uev, ye¥, usy},

misséd merkintéd u-s»y tarkoittaa, ettd y voli esiintyi ulostulona,
kun u esiintyy heridtteend. Kuvassa 3 Yy, on erds niistd ulostulo-
mahdollisuuksista y, jotka voivat esiintyd ulostulona, kun herit-

teend on w3 muut ui:té vastaavat ulostulot on merkitty katko-

viivoin.
Y

U

Kuva 3. Systeemi joukko-opillisena relaationa

Konstruoidaan nyt Markov-prosessille edelld mdfritellyt perus-
suureet., Uletetaan, ettd 1ilmiotd tarkastellaan diskreetteini

ajanhetking tO’tl""’tT’ havaintovidlinid on siten 7 = [fo,tT]e

Valitaan herédtteeksi prosessin siirtymdtodennikdisyysmatriisien

jono
(20) u = (P(to)yP(‘tL!)y°°'aP(tT__1)>,

missd kukin P(ti), i=0,1,...,T~1, on siis ehtojen (8) ja (9)
mukainen NxN stokastinen matriisi. Olkoon seuraavassa ~ NxN

stokastisten matriisien joukko. Heridtteiden joukko on t#118in
RN . T

(21)  U(ty,ty) = {u] < PxPx -0 x P = P,

Tulossuureeksi valitaan solmutodenndkdisyysvektorien jono
(22) g =(TUt ), Tty),.ee, TW(ty)).

Tulossuureiden joukko on siten

(23)  Y(tp,ty) ={y}c VxIx oo x). =7,
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missd ) ,:1la on merkitty muotoa

N
(24) (waz,s“,xN), Ofx, 21, J x; = 1

I“’F\
'—-—\i-.

olevien vektoreidsn muodostamaa joukkca. Selvdstikin on Z:;é;RNQ
Tulossuureen y ja herdtteen u vdlilld on yhtdldn (18) mukainen

yhteys. Markov-prosessia vastaava systeemi on siten
(25) S = {(u,y)iueU(tO,tT),er(tO,tT), (18) on voimasssa, tnéii}.

Relaatiossa S tietty&d herdtettd voil siis vastata useita eri ulos-
tuloja. Markov-prosessin tapasuksessa erityisesti tiettyd siirty-
midtodenngkdisyysmatriisijonon muodostamaa herdtetti vastaava
ulostulo on tarkalleen m#dratty vasta, kun alkuhetken solmuto-
dennakbisyysvektori7T(to) on tunnettu. Syytid siihen, ettd sys-
teemi antaa samalla herdtteelld eri kerroilla eri ulostulon, kut-

sutaan systeemin alkutilaksi. Sen jédlkeen kun alkutila on kiinni-

tetty, herdte midrdid ulostulon yksikdsitteisesti. Markov-prosessi
esimerkiss8 alkutilana on selvidsti hetkeen to liittyvd solmuto-
denndkdisyysvektori ’/T(to) .

Kiintedlla alkutilalla 7C x?‘"‘;’(to)éz yhtals (18) masrittelee

siten relaation herédtteiden joukolta ulostulojen joukolle
(26) T"\(,-A..O) atT)@Y(tostT)s ts.
(27) T °) = {(uay)!u&U(togtT),yﬁY(to,tT)? u ja y tot. (18):n}j

joka on kuvaus, ts. Jokaista u eU(tO,tT) vastaa yksi ja vain

yiksi (yhtdlon (18) perusteella maSrdaytyvé) yé;Y(tOst 74118

T)°
kuvauksella on selvdsti ominaisuudet

(28) T'0C) s, ¥y Wej ),

(29) p TR0 = s,
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Joukkoa Ezg Joka ilmoittaa alkutilan mahdolliset arvot, kutsu-

taan systeemin alkutila-avaruudeksi. Alkutilojen mukaan S on

siten tullut jaetuksi osajoukkoihin T7(7C), joista kukin on

funktio ja jotka yhdessd peittédviat S:n: S:1lle on konstruoitu ku-
. , . L . 0 . o

vauspeite. Kussakin kuvauspeitteen alkiossa 1 (70 ) herite midridi

ykslkésitteisesti ulostulon, mik& voidaan vield merkiti
. ! ]
(30)  y = T7(7)(u).

. . O . . .
Funktio ?w(Tt) on kaavamalisesti esitetty kuvassa 4.

Y

THIT®)

R

ﬂ?;ravﬁu@

Kuva 4. Systeemi alkutila 7° kiinnitettyns

Kuvausperhe

(31) ﬁz{?(ﬁ)i?&gﬁzf
on edelld esitetyn mukaisesti erids S:n kuvauspeite. Kutakin alku-
tilaa 7N’ & ] vastaa tarkalleen yksi T () e & Niin T voidaan

tulkita myos kuvaukseksi alkutila-avaruudesta Z_; kuvausperheel-

le 3?2

(z2) T Enﬁ?e
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5.2. Systeemin tila mielivaltaisella ajanhetkelld

Seuraavassa tavoitteena on miiritelld Jja konstruoida systeemille

S tila hetkelld tkeuyl Ta411l8 tilakdsitteells halutaan‘olevan
vastaavat ominaisuudet kuin alkutilalls 7T(to): kun tila hetkells
tK on kiinnitetty. niin jokaista herdtteen u vilis [tk’til vas-
taavaa osaherédtettd kohti on olemassa yksi tarkalleen madratty
ulostulon: y osaulostulo valilli [?k,té]. Tilaan liittyvdat kuvaus
Ja kuvauspeite halutaan vield muodostaa niin, etti alkuperidisen

systeemin vastaavia suureita on kiytetty hyviaksi.

Merkitdin yleisesti

(%3) up 4 o= (P(tm),,eg,P(tn_1)), Oémen4T
m’’n
(34) V¢ ¢ = @T(tm+1),.o.,7ﬁtn)), Ofdmen&T
m’'n '
ts. u, . Jay, . ovat heritteests u«aU(tO,tT) ja ulostulosta
m’ "'n m’°n

ye&Y(tO,tT) muodostetut, aikavialii [}myté] vastaavat osaherite
Ja ~ulostulo. Muodostetaan nyt S:n avulla kaksi uutta relaatiota
erottamalla S:n her#te-ulostulopareista (u,y) toisaalta alkupist

to:sta tkzhon Ja toisaalta loppupsdt tk:sta tT:hen:

(35) sy g =g e oave o ) e s]

i to,tk

(36) s = {(u ¥ ) <u,y>es}.
t,t { Bttty |

Ajatellaan unyt, ettd on siirrytty tO:sta hetkeen tkéiji Din si-

Jasta tarkastellaan S + s té. St . :n kohdalla halutaan saada

Yoty K ip

aikaan sama tilanne kuin S:n kohdalla edelli: St + halutaan
k* T

Jakaa kuvauspeltteen muodostaviin osajoukkoihin (funktioihin)

niin, ettd t&mid jako samalla midrittelisi systeemin tilan het-
kelld 5. Tdmd merkitsee, ettd taulukon 1 oikeanpuoleisessa sarak-

keessa olevat suureet on midiriteltdvd siten, ettd niilli ajan-
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hetkeen tK liittyen on vastaavat ominaisuudet kuin taulukon
vasemmanpuoleisen sarakkeen suureills on to ldhtdkohtana. Seu-

raavassa konstruolidaan tdlle tehtdvidlle erids luonnollinen rat-

kaisu.
t o= to t o= tK
1% Relaatio: § 19 Relaatio: ST
o) 0 k» T k
2% Alkutila: T 2° Tila hetkelld t,: 7
30 Alkutila-avaruus: 2_ 30 Tila-avaruus hetkelld tk:
z:k
4° Kuvaus: T (%) e s 4° Kuvaus:j_:ﬁik)czs
k t ,tm
5 Kuvauspeite: 50 Kuvauspeite:
ﬁ:{r(f—-\o ﬁﬂoez_:} { T %)) ke }
UT"()\,) ,_p T;’R)zstt
TOef, ANCYER Kt

Taulukko 1. Systeemin tila ja siihen liittyvidt suureet hetkilli
t = to ja t = tk.

1°. Relaatio St ¢ tuli jo middritellyksi yhtdldssid (36). Sel-
k’ T

vastikin relaatio on konstrucitu alkuperidiseen S:d8n turvautuen,

kuten tavoitteena oli.

2°. Masritellssn systeemin tila hetkelld t, alkutilan 70 ja

kK

valin {}O’tg] osaheridtteen Uy 4 muodostamana parina:

O?
(37) % = (7€,u

L tk>,v€eiz, ueU(ty, ty).

O9

Ottamalla huomioon Up o0 midritelmsd (%%) saadaan Markov-
0"k

prosessin tilasksi
(38) T = (7O, (B(ty),BlE,), ..., (L, _))).

Tila hetkella tk muodostuu siis alkuhetken tO solmutodennikoi -

syysvektorista ja hetkien toge..,t siirtymdtodenndkdisyysmat-

k=1
riiseista.
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30, Tilan K miasrittelyn yhteydessid on hetkeen t, liittyva

k
tila-avaruuskin tullut itse asiassa mBHriteltyd. Sitd voidaan

merkita

it

(39) L {(Tio,utg9tk>€7tqazi, we Uty ty)}

]

{(WO,X‘)E '7‘(0?2, er(tO,tk)}.

4°. Seuraavaksi konstruoidaan osaheritteiden joukolta‘U(tk,tT)

osaulostulojen joukolle Y{t, ,t,) relaatio, joka on S :n osa-
k? "7 tkgtT

joukko ja kiinte#dllsd tilalla 7tk kuvaus. Olkoon tdmidn kohdan

tarkaateluien ai
tarkKkasteiujen a)

4]

s

an tila 7% ¥ idinnitetty
a {11Nnl1tetty

a olkoo

[

r mieli-
n r melil

J
valtainen vdlin tK,tT osaherate, ts.
(40) r = (P(tK)s"'*’aP(tT‘_'i))'b

M&agritellsaan TZ nyt T7:n avulla seuraavasti:

(41) TR (2) =T, x)(z)

T (B(tg) o ey B>ty ))) (P(t)),ene,P(tg_ 1))

i

[T @) (Bltg)s o2t ) 25 g
T() (x, ;
[ =) (= rﬂtk,tT

missé merkinté[: ]t

it

k’tT tarkoittaa, ettd hakasuluissa olevasts
ulostulosta otetaan vain vidlii Ek’tf] vastaava osa, ja (x,r):118
on merkitty vektoria, jonka kdmponentit on saatu asettamalla x:n
ja r:n komponentit perdkkiin (k ja T-k komponenttiset vektorit

on yhdistetty yhdeksi T komponenttiseksi vektoriksi). Koska T 'oli

kuvaus, niin mé8&8ritelmidstd seuraa, ettd mybs-rL on kuvaus. Sel-

v .. k o] . o]
vdsti on myos—rLﬁT M:ETYT()]tkgtT ga[]fCR )th’tT c Stk9tT9

joten

—k
(42) TL0*) < 5%ty
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5°. Lopuksi osoitetaan, etta kuvausperhe 5% = {T;(ﬂkn7Tk€ Z:k}

on S, £ kuvauspeite. Edelld kchdassa 4° osoitettiin jo, ettd
K’

Tﬂ(u ) s t ovat kuvauksia ja S ¢ :n osajoukkoja. Vield on siis

T

t

t
k’
osoitettava, ettd ne peittdvat § £ 30, ts. ettd on voimassa
kT :

, T“

(43) M T - s

ﬁk t

e g{ Kstr ’

T

Koska ehdon (42) nojalla on selvdid, etts LJ 'T“(ﬁﬁ) c S
riittdd (43):n oikeaksi todistamista varten osoittaa, ettd on

tT’

myés S c UJ l (MK}. Tarkastellaan mielivaltaista osa-
t. .t ke s k
k*‘p X ezqk

herdte-ulostuloparia (r,p)iﬁst 4 - Mi#ritelmdn (36) mukaan on
k-7

olemassa (u,y)e&S siten, etts

(44)  (ryp) = (v, o

Bt Yt

ot ), ts.

(45) To=ouy oy ja p = Ve o
T

-

k7T k’

Koska m&;ézjﬂCﬁp) = S, on olemassa T°e I siten, ettd (u,y)e T'(T°)
€

ts. ettd y = T(TO)(u). Valitaan nyt x = u, . ja 7tk = (7°,x).
0"k

T8116in on u = (x,r) ja

(46) b=y o [T‘*(wo)m)]_tK,tJ [:T“ %) (x, r)th’tT
= T3 (r) = TL0¥) (x),
jolloin (r,ple T“‘ (75) . nasta seuraa, etts Stk’tTC "(kLeJZ, Tﬂk('?‘t‘k).

Kohdan 5 kalkki tulokset yhdistamdlls ndhddén, etts kuvausperhe
( .
Jrkﬂ~{TﬁkCW )‘7{ & k} muodostaa S

¢ in kuvauspeitteen.

Tty

Kuvauspeitteen E?k konstrucinnissa oli parametrina ’Tk eli pari
(YtZO,u.t t ). T&td paria sanotaan systeemin S tilaksi hetkelld t,
(alkutila 7C ja herdte u kiinnitettynd). Systeemin tila hetkells
t.K koostuu siis alkutilasta TC Ja her&tteen historiasta vililti
I}O,tg]. Tamd merkitsee Markov—prosessin alkuhetken solmutodenni-
kdisyysvektoria T° = 7§(to) Ja siirtymitodennikdisyysmatriisien

jonoa uto,t = (P(t0>"“’P(tx~1))' Markov-systeemin tilasta
k
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hetkells tk voidaan vield todeta, ettd tilan tunteminen merkit-
see samalla solmutodennikdisyyksien TTi(tk), i=1,2,...,N, ja
moniaskelisten silirtymdtodenndksisyyksien dij(to,tk), 1,3=14,2,4 60N

tuntemista, silld onhan yht#dlsiden (11) ja (18) nojalla
(47) 7t(tk) = TT(tO)P(tO)"'P(tk_1) ja

{ - + - > @ 8 o

(48)  #ltgst,) = 2(tg) -+ +P(t,_ ).

Sen sijaan k&#nteinen tulos ei yleisessd tapauksessa ole voimassa;
solmutodennédkdisyysvektorin 71U (t ) ja moniaskelisten siirtymito-
denndkdisyyksien matriisien ﬂ(to, k) tunteminen ei riiti wiHirit-

tb"m avata

. g
amaan Lo - teemin C1

Toas bhhatls-a
4 baa Lo i

kelld thee

Tarkastellaan tilan ominaisuuksia seuraavassa vield lihemmin.

Oletetaan alkutila Ti°e 7, ja herste ueaU(tO,tT) jdlleen kiinni~-

tetyiksi. Bdelld esitettyjen tarkastelujen nojalla vastaa jokaista

havaintov&dlin JT'ajanhetkeé tk nyt yksi, tarkalleen miHrdtty tila
= (7% u £t ) e Z:k' Tila voidaan siten tulkita kuvaukseksi

k
joukolta T kaikkien mahdollisten tilojen joukolle K,)Z:

(49) e T — ]U P

k=1
missi
(50)  W(t,) = 7€ = (1X°,u R
Tila on siten ulostuloon verrattavissa oleva suure, joka kehittyy
t8ysin mi&r&tylld tavalla, kun systeemin alkutila on kiinnitetty
Ja systeemiin vaikuttaa tietty heréte. Tila voidaan tulkita myds
systeemin muistiksi, siihen tallentuvat tiedot systeemin alkuti-
lasta (7?0 Ja systeemiin aikaisemmin vaikuttaneista eksogeeni-
sista suureista (osaherdte valilti [ 0 Kj/b Tdstd syystd systee-

min tuleva kdyttdytyminen (ulostulo v&dlills [ﬁk’ _]\ voidaan joh-

taa tilasta tarkasteluhetkelld (X ¢ ) ja systeemiin tulevai-
0° "k
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suudessa vaikuttavista eksogeenisista tekijolsta (osaherdtteests
valilla [ﬁx,tTl), Hetken tk tilalla TTK on siten t&ysin vastaa-
vat ominaisuudet havaintovalid SZ = [tk,tTj ajatellen kuin alku-
tilalla 70° havaintovalilla T = [tg,tqp)]. Havaintovaliz J kos-
kevissa tarkasteluissa on vain siirryttavd taulukon 1 mukaisiin

k-indeksoituihin suureisiin.

Tarkastellaan lopuksi tilan er#dstd varsin keskeistid ominaisuutta,
ns. puoliryhmdominaisuutta. Ajatellaan tké_JT’kiiﬁnitetyksi ja

olkoon tK,e.jr, t .»t mielivaltainen. Hetkeen tk' liittyen

k k

voidaan nyt ajatella muodostettavaksi kaksl eri tilak#sitettd:

(a) kidyttdmalld alkuperdistid havaintovdliid T = ttO’tfg ja sii-
hen liittyvid suureita, jolloin tila hetkelld t

(?ﬁo,ut' . ) tai
O’LK’ .
(b) siirtym#llsa uuteen havaintovaliin,7; = [;k,tf], jolloin tila

K’ on

. k e O
hetkelld t, . on (TU ,u ~) = (7R s U ) su ).
£ tk’g?k' tO’tk tk’tk’

On mahdollista oscittaa , ettd ndin midritellyt tilak#dsitteet
ovat keskendidn ekvivalentteja siind mielessid, ettd ne midrdavit
:1le (tilak#sitehin alunperin vasta-

st
‘ k™’ "T
si kuvauspeitteen muodostavan kuvausperheen midritystd). Markov-

saman kuvauspeitteen St

systeemissd (a)- ja (b)~kohtien mukaisten tilojen ekvivalentti-
suus tuntuu varsin luonnolliselta, merkitsev&dthin ne kumpikin
alkuhetken solmutodenngdkoisyysvektorin Tr(to) ja siirtymwm&todenni-

kOisyysmatriisien P(to),.ag,P(tk,) tallentamista muistiin tilaksi

9 . Tilan puoliryhmicminaisuus merkitsee laajemmin vield siti,

ettéd systeemin tila mielivaltaisella nhetkelld tkéﬂﬁ“voidaan mag -
rittad, kun tunnetaan
(a) alkutila Tt° ja osaherite uy 4 tal

0%k
(b) tunnetaan tila jonakin hetken# tS< tk ja herdte valillsa

T T
ijs’tkj‘

1. Todistus sivuutetaan tdss# yhteydesséd esitystd liikaa paisut-
tavana, vrt. Salovaara mt. s. 11,
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3.3. Systeemiesitysmuodon tulkinnasta

kdellisissid jaksoissa laadittiin diskreetille d#rellissolmuiselle
Markov~prosessille systeemiesitys yleisen systeemiteo;ian peri-
aattein. THssid esityksessid systeemiin liittyvdt perussuureet
saivat seuraavan (ei valttamdttd kuitenkaan ainoan mahdollisen)
sisdllon. Systeemin her&tteeksi valittiin siirtymitodennikdisyys-
matriisien jono, ulostuloksi muodostui prosessin solmutodennid-
kOisyysvektorien jono. Systeemin alkutilaksi miHriteltiin alkuhet-
ken solmutodenndkoisyysvektori, tila yleisend ajanhetkens tk koos-
tui alkutilasta ja ajanhetkeen tK mennessi systeemiin syctetysti

hergtteestsa.

Mainituista suureista useimmilla on varsin luonnollinen tarkas-
telujen perustana olevaan reaalimaailman ilmicdn liittyvid tulkin-
ta. Alkutila kuvaa ilmidn luonnetta tarkastelun alkuhetkelli t09
antaahan solmutodenn&kdisyysvektori TT(tO) jakautuman prosessin
miehittéamén solmun numeron ilmaisevalle satunnaissuureelle. Sys-
teemin ulostulo kuvaa tidmin jakautuman muuttumista ajan mukana,

ts. i1lmoittaa, mitkd ovat solmutodennékbisyydet kullakin ajan-

hetkelld.

Hankalimmin tulkittavissa on systeemin herite, joka muodostuu
Jonosta siirtymitodennskdisyysmatriiseja. Herdte k#sitetdin
yleensd puhtaasti eksogeeniseksi suureeksi, joko ohjattavissa

tal ei-ohjattavissa olevaksi. Siirtymdtodennikdisyysmatriisi

taas usein miellet&édn kuvattavan ilmidn sisHiseksi, sen rakennet-
ta ilmentdvidksi suureeksi. ki ole kuitenkaan vaikeata 10yt#s esi-
merkkeja ilmiocistd, joiden kHyttadytymisen kuvaamisessa siirtymé-
todennakbisyysmatriiseilla én eksogeeninen luonne. Olkoon tarkas-
teltavana 1lmicnd esimerkiksi kuluttajan k8yttdytyminen, kun hén

suorittaa toistuvasti valintoja tietystd tuoteryhmistd. Markov-
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prosessin solmut ovat tdlloin eri tuotteita, siirtymit n8ihin
tuotteisiin kohdistuvia valintoja (joko samaan tuotteeseen pe-
rakkdin kohdistuvia tai tuotteesta toiseen siirtymisti merkitse-
vid). Siirtymitodennikoisyysmatriisit ovat nyt selvdsti eksogeeni-.
sia luonteeltaan, vaikuttavathan niiden muodostumiseen useat kulut-
tajan ymparistostd perdisin olevat tekijidt kuten tuotteiden hinta
ja laatu, muoti, vuodenaika, kuluttajavalistus, mainonta Jne.

Neméd tekijdt edustavat sekid ohjaus- ettd ei-ohjaussuureita.

Markov-systeemin rakenteeksi j&88 nHin, sen jdlkeen kun siirtymi-
todennidkoisyysmatriisit on kiinnitetty heritteeksi, yht#dlon (18)
muotoon puettu laki. Tadmd laki miHrds kiintedllid alkutilalla ja
herdtteelld tdysin yksikdsitteisesti ulostulon. Yhtdlon (18) mu-
kainen rakenne johtuu suoraan tarkasteltavan prosessin Markov-

ominaisuudes{a@ Yhtdlo (18) edellyttdd ja on toisaalta seuraus

olettamuksesta (5); prosessin seuraavaksi miehitt&mdn solmun va-

lintaan vaikuttavat vain valinnan ajankohta ja prosessin valinta-

netkelld mienittamid solmu.



