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1. _Johdanto

Nyt kohteena olevassa tySssi tarkastellssn seurasvan-
laista kdytdundssid usein esille tulevea tilannetta. On kalk-
sl osapuolta, pelasjas, joiden edut joubuvat bietyssi fi-
lanteessa keskensin ristiriitaan. Pelaajat Joutuva: teke-
méén‘kumpikin ratkaisun, siirron, ja tehtivEni on tutkia,
millaisia ratkaisujen tulisi olla, jotta kumpikin csapucli
pddeisi mahdollisimman hyviin lopputuloksesn.

Téss8 tybssi oletetasn tilanne erikoisesti seurasvanlai—
seksl. On olemassa tietty kohde, johon liittyy pelaajien
ratkaisulsta riippuva funktio, ns. pHHtSsfunktio. Ensimmii-
nen pglaaja P1 yrittis saada paHtSsfunkticn ervon mahdolli-
simman suureksi, pelaszja P2 taas mahdollisimman pieneksi.
Oletetaan edelleen, sttd P,1 Joutuu tekemiia siirtonsa en-
sin ja ettd pelaajalla P2 on ratkaisua tehdessiin pelaajan
P,i siirto tiedossaan.

Kdytotddn padtUsfunktiosta merkintii F(X,7), nissi X =
(xq,xe,...,xn) jay = (yq,ye,...,yn) ovat pelaajien B, Ia
P2 valltsemia menettelytapoja eli strategicita. Kummankin
relaajan strategia koostuu siis n:istd eri komponentisba.
Valitsemalla n#mi eri komponentit sopivaan keskinfiseen
suhteeseen pelaajat pyrkivit parhaaseen mahdollisesen tuloi-
seen. Strategloiden komponentit voivas olla sotilasllisissa
sovellubuksissa esim. eri asetyyppejd, kohbeita puoluste-
vien tal kohteeseen hytkkidvien joukkXojen missvahvuuksis
yrityksen tuctantoprosessissa ne voivat olla esim. valms?
tettavia Cavaramdidrif. PEAtSsfunktic voi edelli mainituis—
sa tapauksissa kuvata kohbeelle aiheutuvaa vahinkoa tai
tuotantoprosessin tuottamaa hystyi. '
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PadtUsfunktiosta P(x,y) oletetasn, ettd se on ainskin
Jatlkuva (usein oletetaan my8s derivaattojen clemasszolo ).
Strategiat X ja ¥ oletetaan n - ulotteisen Fukiidisen ava
ruuden R" reaaliarvoisiksi vektoreiksi, Useimmiten pelasjat
joutuvat valitsemaan strategiansa tietystid rajoitetusta
Joukosta, silli kEytettivissd olevas niegvahvundes, Halo~
udelliset seikat ym. asettavat rajoituksia tehiiville va-
iinnalle. :

Eun pelaaja Py, joka haluaa maksimoida pHHtSsfunktion
P(x,y) arvon, valitsee hinelle mshdollisista strategioiste
tietyn strategian X, on h¥nen varamduttava siihen; ettid Pe
saa tietoonsa tEm3n valinnan ja toimii sen mukaan, bts. va~
litsee hénelle avoinna olevista strategioista sen strabe-
gian ¥, jolla saavutetaan min F(%,¥). Tuloksena on B,in
valinnasta X riippuva funktdo

1) ' O () = nin F(x,7).
¥

Pelaajan P, on siis alussa valittava X siten, etté W({x)
saagvubttaa suurimman mahdellisen arvonsa. Hin siis valitsee
gellaisen strategisn X, jolla

(2) max tP(E} = max min F(X,¥)
X = 7
saavutetaan. Tehtdvini on siis etsiH yht3lsn (2) oikean
puolen ilmoitbamaa funktion arvoa ja niité strabegioita =
ja ¥y, Jjotka tihkin johtavat. THstd tilanteesta on koko esi-
tys saavut nimensi.
dos funktio F(X,7) on luonteeltasn sellsinen, et

{(3) mgx min F(X,¥) = min max P(%,¥),

X ¥ ¥y x
eli etfd pelaajien P,l Ja P2 slirtojérjestys ei vailkuta lop-
putulokseen, on kysymyksessi tavellinen peliteoreettinen
tehtdvd, Jjolla on puhGasstrategia - ratkaisu. Jos kuien:rin
tilanne on sellainen, etti

(%) mex min F(X,¥) < min max P(Z,7),
X 3 F X



Povcne s

jolloin loppubules riippuu ratkaisevasti pelaajien siirse-
Jjirjestyksestd, ¢ivial tavallisen peliteorian avulla saadus
ratkalsub . pdde. NEmi ratkalsuthan ovat sekastrategiavatkai-
suja. TH114 tarkoitetaan sitdH, ettid pelaajat soveltavat
puhtaita strategloitaan Lietyill#d todennikdisyyksilli. TH1-
lainen menettely el nyt Xuitenkaan tule kysymylkseen, silld
P, LietEH PE:n seuraavan, ninkE valinnan hin tekee. Pelaa-

1
jalla P, on siis valinbtaa tehdessiin P,:n siirto X tledos-

. . 1
saan ja h#nen tarviteee¢ valn valita y siten, ettd se mini-
moi funktion F(x,y). Seuraavissa pyki#lissi esitetiin joule
ko lemmojz ja lsuseita, joiden perusteella on monessa ta-

pauksegsa mahdollista ratkeista tyyppid (4) oleva tehbivi,

2, Gibbs'in lemma

Ennen varsinaista max min - feoriaz esitetin erditd
ugein sangen k&ybttdkelpoisiksi ogoittantuvia lemmoja. Fiis-
t4 ensimmfiinen kdsittelee funktion maksimiarvon etsimisti.
Be tunnetasn keksijédnsd J. W. GIRBS in mukaan Gibbs’in
lemmana.

Lemma 4 (Gibbs’in lemma). Oletetaan, ettd funktict
£3(x;) (3 = 1,2,...,8) ovat differentioituvia. Oletetaan
edelleen, etts funktio :Eji 1 Ly (xi) saavittaa suurimman
arvonsa pisteessi X° = (x1,...,x ), kun reunaehdot

n
(5) 2ol X=X ga %; 20 (1 = 1,...,0)

ovat voimassa. TH118in on olemagsa gellainen reasliluku
TNy ettd

fi(xz} = N, jos Kg > 0,

7, 0 .
fi(xi) € k' Jos X:IO-_ = Q.

-4 .

Todistus. Olkoon x » 0. Olkoon edelleen j (1 £ § £ z)
mielivaltainen indeksi kultenkln siten, ettd j # 1. Tobens-
takoon luku £ ehdonQ < & «’-_:cg. Merkitdsn

() B(E) = 4GS ~8) v G v E) w2 5 (D).

[y .
B 35

Selvistikin ndin ﬁuutettu argumentitijoukko edelleen tovsui-
taa lemman edellyttEmit reunsmehdot (5). Funktio hR{ &) on

£ in differentioituva funkbtio. Koska h{ &} ocletuksen mukasn
saavubbtaa suurimman arvonsa pisteessd £ = 0, on cltava '
h'(0) £ 0. YThtdlsstd (7) saadaan derivoimalla ja sijoitta—
malla & = O: )

(8) h(0) = —f;(xg) + f&(xg).
Koska h”(0) € 0, on voimassa

r [#] 2 (o]
(9 fj(xj} 4 fi(xi).

Tulos (9) saatiin olebuksesta x > 0 idhtien. Jos mySs
x » O, saadaan ssmalla tavalla

2y 2 700
oy £i(x]) 4 fj(xj).
Kun (9) ja (10) yhdistetiin, saadaan
’ O _ -, O
{11) £(xg) = fj(xj).
YTht#lsn (11) perusteella voidaan nyt pidtelld, ettd kailkil-

1a niills derivaatan arvoilla f'(xg), joita vastaavat argu-
mentin arvot x > 0, on yhteinen arvo, jota voldaan merkitd

luvulla A. Ehdosta (9) taas n#hddsn, ettd £ (zo) £ , jos
xg = 0. Lemma ‘1 on ndin todistettu oikeaksl.

Seuraavat kaksi lemmaa koskevat sellaisia valinbatehb{id-
vid, joilla pHAtSsfunktion F(X,¥) luonteesta johtuen om

puhdasstrategiaratkaisu, ts. on olemassa sellaiset optimi-

strategiat X° ja y°, etsi



FGE,F) » FE,7°) kaikilla Poin strategioilla ¥,
(12)

F(E°,57°) & F(Z,57°) xaikilla P in strategioilla Z.

Ensinnid esitettivin lemman 2 on todistanut S, KAKUTANI
(L473, teoreemat 2 ja 3 ss. 458 - 459),

lemma 2. Oletetaan, ettd funktio F(X,7) on jatkuva ava-
ruudessa K x L, nissi X Ja L ovat kompakteja ja konvekseja.
Merkitddn symbolilla X(¥) niiden ¥ - pisteiden Joukkoa,
Joissa funktio P(X,¥)saavuttan suurimman zrvonsa, kun pise
te ¥y on kiinnitetty. Vastaavasti ¥(%) on niiden pisteiden
¥ muodostama joukko, joissa F(x,7) saavuttaa pienimmin ar-
vonsa, kun X:11% on jokin kiinted arvo, Jos nyt X(¥) on
konveksi kaikilla kysymykseen tulevilla ¥ - arvoille ja
T(X) konveksi kaikilla % - arvoilla, on tehtivB1l4 muchoa
{(12) oleva puhdasstrategiaratkaisu,

Seurzavanz esitettivy lemma 3 on srikoistapaus ylil# ole-
vasta lemmasta 2.

Lemma 3. Jos funktio F(Z,¥) on kupera (engl. concave)
muubttujan X. sukteen ja konveksi muuttujan J suhteen, on
valintatehtdvdlls, onka pPa&tésfunktiona on F(X,¥), muotosa
{(12) oleva pubdasstrategiaratkaisu.

Todistus., Lemman 2 berusteella on riittEvis osoittaa,
ettd joukot X(¥) ja Y(X) ovag konvekseja. Osoitetaan ensin,
-ettd X(§) on koaveksi. Olkoon muuttujalla ¥ mielivaltainen
kiinted arvo ja olkoot %' Ja X° mielivaltaisia joukon (F)
alkiloita. Merkitdln %% =« ».37 4 (1~r)fie, misgd O € r £ 4,
Nyt on ’

(13) F(ET,5)

F(r-E' + (1-r)-32,5).
Kosksa P(%,¥) on kupera X:n suhteen, on

8 FEE (0 F ) 2 05GP 4 (o225

- = ’l =1 K ..'_,2 Zpaida
Merkitd#n g(¥) = max F{X,¥). Koska pisteet X ja I° olivap

- - D - - v
joukon X(¥) alkioi%a, on F(xq,y) = F(x°,¥) = g(¥). Kun_oue
taan huomiocon tHmi tulos seké kaavat (13) ja (14), ssadaan

(15) FEF) 2 reg(@) + (-r)g(F) = g(F.

Koska g(¥) oli P(X,¥):n maksimiarvo, ei (15):ssi voi tulla
erisuwuruusmerklkil kysymykseen, Jjoten on oltava

(16) Fﬁﬁ§>=g@)=m$cﬂiﬁL

Niin ollen mySs piste %' kuuluu joukkoon X(¥). Niin on Sou-
kon X(F) konveksisuus todistetbtu.

Joukon Y(X) konveksisuus osoitetaan hyvin samanitapaisss-
t1. Olkoon ¥:11# mielivaltainen kiinted arvo ja olkoot ?1
ja §2 mielivaitaisia Y(X):n alkioita., Merkitiin N A
(1~5)F°, nissd O € s £ 1. Merkitiin edelieen h(Z) =
min F(%,5). Koska F(%X,¥) on konveksi ¥:n suhtesn, on

¥ .

F(%,57%) = F(R,5-F" + (1-5)-F%)
(17) € 5. F(R,FN) + (1-8)-F(E, 7D
= 5:h{X)} + (1-8)-h{X) = n(x).

Funktion h(x) misritelmin nojalla ei epiyhss1ls voi olla
voimassa, Jjoten
(18) O RES) = m(E) = nin F(%,¥).

F

Niin on myds joukon Y(x) koaveksisuus todistettu. Samalla
on lemma 3 kokonaisuudessaan osoitgttu oikeaksi.



%, Suunnattu derivastta

THssd pykdlidssd tarkastellaan mumtiujien ¥ ja ¥ funkbi-
ota P(X,¥}. Oletetaan, ettd X on Euklldisen avaruuden B
piste, % = (xq,xz,...,xn), Ja ettd ¥ = (yq,ya,...,yn) on
avaruuden R™ suljetun ja rajoitetun esajoukon gf piste.
Funktion F{X,¥) clstetaan olevan jatluvan kuammankin nunt-
tujan X ja ¥ subteen. Edelleen clebetaan, etti osittaisds-

rivaatat
(19) R GoF) = g FEH) (1= 1,2,0000)

ovat jatkuvina olemzssa.
Max min - tehtivien tarkasteluissa on funkiiolla

(20) SD( )= mmf F(%,¥)

hyvin keskeinen asema. Osoittautuu usein, vaikka F(x,¥)
olisi hyvinkin s&Znn$llinen funktio, ettd EP(E) ei ole dif-
ferenticituva. Tarkaestellaan esimerkiksi funkiiota

(21) F(%,¥) = F(x,y) = 7 sin x,

missd ¥y on rajoitettu vilille -1 € y € +1, ts. Jouken P
muodostae suljettw véli [-1, 1] . Nyt on selvistikin Q(*)
= - Isin x |. Hhomataan, ettd (x) i ole differentioituva
pisteissd afC (o = 0,%4,%2,...). Sill& on kuitenkin vasem=-
man- ja oikeanpuoleiset derivaatat niissd pisteissi. Ssu-
raavassa osoitetaan, ettd tHllainen suunnabbu derivaztis
on yleisestikin olemassa, kunhan funktio F(X,¥) vain Sote-
uttaa edelli mainitut jatkuvuus- ja derivoituvuusehdot.

Jotta funktio L?(x) saavuttaisi suurimman arvonsa bie=-
tyssd pisteessi ° , on ilmeisestikin valttamaoonta, et5d
kaikilla X:n arvoilla on voimassa ehto

(22) ()O () # ()0(5%0)

Niin muodoin erotusossmBfrien

-8 - ' V\\ﬁ)/j

(%) P& - BE)

\% - 2°}

kun % » %° mielivaltaisesta suunnasta, tHytyy olla ei-pcasi-
tiivisia. Tarkastellaankin seuraavaksi, mikd yhteys niiden
osamddrien Ja alkuperdiisen funktion F(x,j)valx 18 vallitsee.
Olkoon { }plstegono, Jossa ¥ + %° suunnasta X" kun

m > 00, Suunnalla ﬁ% tarkoite-
y; taan ykaikkivektoria, joka

léhtee pisteestd X° ja jonka

suuntekosinit ovat\9 aﬁé""
- ¥ ts. vektoria (\ﬁ,\g,...,d%).
Komponentit tOueuttavau giis
ehdon Z: B}- . Jos T2
%° suunnasta -, niin tH118in
on kaikilla itn (i = 1,2,...,1)
Kuva 1. Ja m:n arvoilla voimassa

= y’l'

e =0
nigsy 4% on pisteiden L je X vilinen nudlmensionaallnen

(24)

. etdisyys. TEmE etaisyys o

-
(25) SRIESS AR \/Zf-::ﬂ G4 -2
Olkoon Y(X) niiden pisteiden ¥ 13 Joukko, joissa F(%,7)
kiinted11E X:n arvolla saavuttaa pienimmin arvonsa. Basin-
nikin on todettava, etti joukko @f ei ole tyhjd. Ndin on,
koska oletuksen mukaan funktio F(%,3) on jatkuva sekid jouke
ko‘éf on suljettu ja rajoitettu, ja niin muodoin F(x,7):114
on joukossa gf tietty pienin arvo.

Ryhdyb8&n nyt tarkastelemaan erotusosamisrss

PEY - E°) _ OE - YES)
I.Cm - S'COI dm .

(28}

Oletetaan, ettd X" » X%, kun m + ¢, Ja evtd 7° e T(E) ;3
e T(E®) (m > 1). ThtHEls (26) voidazan nd#in kirjoittaa
muctoon



P E) - ©E° | FEFY - 72°,57%)

(2?) =0 -~k n =G
FEOLFD - pELFY PERF) - PEE,FD
) s * a8 .

Koska 7" e Y(¥"), on lauseke F(F%,5) - ,5°%) ei-positii-
vinen. Saadaan siis ‘

=m e =11 - =0 =
PED - PE)  PENF) - FE,F)

{28)
a =

Kaaven {28) oikeaan puoleen sovelletaan nyt ntn muuttujan
funktion vdliarvolausetta. Sen mukaan on ’

=@ =0y _ /=0 =0 m .0
(29) F(X ’y ) F(x ’y ) = n xi - -{i F (._m(g) —0)
a2 ) i=1 gn xy * AL
missd xm(@) = {1-8) %° + 0 ¥, Iuvulla O on Jokin (m:sgbiE

riippuva) arvo viEliltd 0 4 © < 1. Havainncllisesti % e
on jokin pisteitd X" ja %° yhdistivén janan piste. Eun yh~
distetiin tulokset {(24), (28) Jja (29}, ssadaan

&) - PE
Kuten jo edelld todettiin, xm(@) on pJ.ste:Lta = Ja 7° Yhe
distévilld janalla, joten xm(@) = %° y kun m-» co. Koska

edeglleen in (%,F) on oletuksen mukaan jatkuva, on voi-
massa

(31) ﬁxi(:“cm(g),i") > ¥_(2,5°), una vo.
L

Kaavan (30} oikea puoli lihenee niin ollen raja-arvoa
(32) " , . @%,5%).
i="1 Y‘l x5 }

Vasemman puolen osam#érilli on timi raja-arvo (%2) vldre-
Jeansan kaikilis m:n arvoilla. Siten on

_ @) - W) .
(33) lin sup [SP o 1 Z::l 1 Y1 :i(x° 7.

n - oo

- 1 -
-

- o ~ - CD S
(38) lim CP( ) Q&) - ln:m lné SASH R — b )![ .
=3 0o Qs 3 & ]

Olkoon y aoukon T(E" ) aikio. Valitgan nyt sellainen jo-
non {m alijono {m }, ettd alkiol §'m konvergolvat kohti
tiettyd raja-arvos, jota merkitdin V. Lemman 4 nojalla
F%a T(%%), ts. P(°,7) saavuttaz pienimmin arvousa pis-
teessi §¥. Niin saadaan
, , L4
W) - wE FE LT - FELTD
r = s
&t an
e o - * _ . —0 —~
xm!ym ) - F(xoaym ) F(xo,ym )= F(X =;Y‘?‘)
= v ’

Q ¢

(39) rl ’ ,
FEELFR ) - FGECLT)

dﬂl

By T G 65,

x5
rd
missé xm O = (M=) % + w T, Iuvullatdon jokin (m”:

sta riippuva) arvo VAliltd 0< to &« 1. Viimelnen yhtdld
(%9):s5s% saadaan vélia;'volauseen perusteella sanoin kuin
(29):8s4, Pisteelld e &) on vasbtaava merkitys kuin
imsg):lla yhti1dssd (29), ts. se, sijaitsee pisteitd 7 ja
70 yndistivallE janalla. Siis ¥ ¥ 5 %°, kun 1’ s co,
Joben rajalle siirryttiessi saadesan

&) - WE® o

o 5 00 dm

¥un otetaan huomioon, ettd {m'}_on jooon {mﬁ‘} alijono, saa-
daan (38):n ja (40):n perusteella viimein

o &) - PE" o
(41)  lim inf [q) = j > E i=1)i in(ioslf‘?)-

o >;—{o d

Y114 olevassa kaavassa alkio F¥ e Y(7°) on nit den pisbain
den 7' & Y(F®) raja-arvo, jotka saadaan, kun o & X0 suvo-
nasta g. Thdistetidn tuloksat (34) ja (44), jollein voi-

daan todeta, ettd



ArEy =0
Jin sap | L) - QE )]
}—Cm -?:3-{0 dm
r -m s
= lim inf PED - PG }J
-0 a®

rcjo(im) - So(:'cc’)

(42)
= lim
e 0 g%

bt

. n =0 = a =0 =\
= min cones Foo(x0,¥) = s BoO(F0,3V).
ieYGCO)Z’“ L EE IS L ERE TR

Ndin on sasatettu loppuun seuraavan laugeen, max min -~ teo-
rian erdinlaisen peruslauseen, todistus:

Lausge 1. leoSn gﬂ = (Y‘! ’}?32' - ,B;‘-n) jokin suunta. Sil-
loin funktion SD(x) suuntdan -«} laskettu suunnattu deri-
vaatta DB’ LJO(:?) on olemassa Jjokaisessa pisteessd X Ja sen
arvon ilmoittaa lauseke

(43) D, 0(Z) = min a . F_(Z,F)
PO® - my Ly T G,
missd Y(X) merkitsee niiden pisteiden Fe muodostanas

Jjoukkoa, joissa funktio P(X,¥) sasvuttaa pienimmén arvonm
sa. Olkoon im}mielivaltainen pistejono, joka ilZhestyy
pistetbd X suunnasta ¥ (siten, ettd T £ %), ja olkoon 7
joukon Y(T%) alkio. 8illein on olemessa jonon {m} alijono
{m'} giten, etti jono{ﬁ'rm}konvergoi kohti pistestd ¥¥ = T(I),
missi pisteessid saavubtetaan derivaatan D:,?('PG&) lausekkeesss
(43) esiintyvi minimiarvo.

Huomautus, Lausessa 4 pistejono{ im} 1Bheni pistettd
%° suunnasts ‘o;’ tg. pitkin tiettyH suoraa, Tulosta voidaan
nyt hieman yleist##. Olkoon € jokin pisteestd ¥° 1xntevi
sdfnndllinen k3yrdn kaari. Olkoon {:Tcm} sellainen kaarslbta
¢ valittu pistejono, ettd _lim. 39 = 3°
2,444). Merkitisn ’ m oo ® .

ja® £33 (w1,

{a4) wi - e S ,

- 1% =

nissi 4O on pisteiden TT ja T°

vilinen etdisyys. MikE1i jo-
kainen edelli kuvaturn kaltainen kaaren C pistejono { i'cm} bl

teuttaa ehdon

(45) linm é}‘; = v

o - 00

P

sanctaan kaaren € lidhteviEn pisbteestd %° suuntaan \} Lause 4
on nyt voimassa, _vaikka siing esiintyvd suunta 2?' korvatzan
edelld esitetylli, kaavojen (44) ja (45) mukaisella yleis-
tetylii suunnan kdsitbeellil.

Podistus., Todistus noudattaa melkein tHysin lauseen 1
todistuksessa kiytettyji menetelmid. Broja on havaittavis-
ga vain muutamin kohdin. Yht&ldn (30) sijean saadaan

&) - QE° .
. cjo - n m =m(6") =0
(30) S < Z:i{% y‘i in(x RAOR
d
.'Koslmml_i)_:nmJ \f? =})}i’ saadaan samoin kuin lauseen 1 todis-

tuksesgsa
) (F) - WOE) e
(34) 1lim sup [‘:? %o £ min Z?=,«I Egﬁi Fx- (:co’y) ,
2 550 a® FeY (%) ks

missd ldhestymisen % 4 %° on tapahduttava pitkin kaarta C,
Samoin saadaan myds tulos
=m =0
» . . L‘P(X ) - (_P(x ) n -0 =
(a1) lim 1nf{: E‘Ziﬂ i Fo & 27

=0 _ =0 o i
X $X ad

Kaavolsta (34)° ja (41)° seuraa viite.

Voidaan havaita, ettd lause 4 on klassillisen mavema-
tiikan erdin tunnetun kaavan yleistys. Qlkoon funktio
f{x,¥) kaikkine toisen kertaluvun osittaisderivaattoineen
jatkuva yksikkdnelidssd N = {(x,y)li i €x £, 12y EA
Oletetaan, ettd f£__(x,y) > O kaikkialla nelidssid N. OleSe-
taan edelleen, etti funkbio f(x,¥) saavutbea kullakin x:n
arvolla minimiarvonsa jossakin vdlin -1 € y £ 1 sisipis-
tesssd., TEILE y:n arvells on f _(x,7) = O ja koska fw(xﬂy}
>0, on mainittu v yksikédsitteisestli m#drdtvy. Ratkaiss-

Key?
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mettomien funktioiden beorian erdin lsuseen perusteella
([:2], s. 138) on mahdollista ratkalsta ko. minimin antava
v:in arvo x:n fucktiona. Ssadaan funkbio y = v(x), Joka on
jatkuvasti derivoituva. NEin ollen on

(46) @ = min £(x,y) = 20y,
-1€yet

Edelld olevan perusteella myls %P(x) on jatkuvasti derivol-
tuva. Sen derivaataksi saadaan

(47) EP'(X) = £ (x,57(2)) + fy(x,yCX)) 7 (=) = 2 (xy (),

koska fy(x,y(x)) 0. On helppo huomata, ettd (47) on eri-
koistapaus kaavasta (43).

Mikdli funktio F(%,¥) on luonteeltaan sellainen, ettd ku-
takin pistettf X kohti on blemassa vain yksi ¥ € Y(X), saa
yhtdld (43) yksinkertaisemman muodon

(48) Dpep(® = § 3, i T, (B

Erikoisesti, jos merkitdin symbolilla Di+gP(§) funktion
g?(i) positiivigen x; - akselin suuntazan laskettus deri-
vaattaa ja sywbolilla Di~€?(i) vastaavaa negabliiviseen
suuntaan laskettua derivaattaa, seuraa {48):sta

(49) D, P = F (%F),
L

(50) D_PE = - F, (&)

i
Thtd16 (49) ilmoitbtaa nyt funktion g?(i) muutbujan x; suh-
teen lasketun oikeanpuoleisen osittaisderivaatan arvon Ja
(50) Ep(i):n myuttujan x; subteen lasketun vasemmanpuolei-
sen osittalsderivaatan vastaluvun. Funkbicon EP(E) xy 50 Sk
teen lasketut vasemman~ ja oikeznpuoleiset osittaisderivaa-
tat ovat siis olemassa ja molemmat arvolbaan FXi(Egﬁ). DEa~
ti seuras, ettd gp(i):n muuttujan x; suhtesn lasketiu ta~
vallinen ositbtaisderivaatta Gaﬁaxi)gp(i) on olemassz Jja
sen ilmoittaa lauseke F_ (X,¥). Merkinsid @/&x ) Lix) =
Q?i(i) kdyttien voidaan %48) esittdd muodossa

- 1D -

(51) Dao(®) =5 Ty D@

Suunnatun derivaatan laskeminen on nidin palautettu zXselien
suuntaisten derivaattojen madrdimiseksi.

MikZ11i ratkaisu ¥ on ykeikdsitteinen kaikkialla erdissd
#:n ympdristissd, on funktiolla (P(X) edelld esitetya no-
jalla kaikki ensimmfisen kertaluvun ositbaisderivaatas HEs-
sB plsteen kX ympiAristissd. Funkbtic gp(i) on ndin ollen Jjab-
kuva Gédssd samassa ympdristdssd. Osoitebaan seuraavaksi,
ettd tHllainen yksik#sitteinen ratkaisu § = F(x) on Z:n
Jatkuva funktio. Olkoot iq 2 kaksi mainitun ympirisidn

pistettid ja §1 ja §2 niiti vastaavat ¥ - pisteet, ta.

ja X

(52) min #(E,57 ) = MELF) - QED,
¥
(53) min FE,5) - FELFD - QED.

vay
Eoska (jD(i'c) on jatkuva, on

(s4) @& - wEd|e e,

P . . -
kun lx - xel = é. Samoin funktion F(X,¥) jatkuvuudesta
seuraa, ettid

(55) lr@E5 - FEE3)| < er2,

-l w . - -
kun Ix - Xal < 8 g ye.%? . Olkoot %' ja %° valitut ayt
siten, etvtd

min(dé, 2.

(56) | &' - 2] 2 &
T4118in on
|wEh - @) - r&F) - 55

(57)

PG5 - @52 + 25D - 2625 |

w

|p@,5Y - 7@ 73] - |55 - 22,52 .



- 16 =

Téstd edelleesn

[7G15Y - 2@, 2 {oE) - @Ed)|
(58
‘F(T{',?e) - F(EE,§2)| ¢ &2 + &/2 = £.

Foska £ on nielivaltaisen Dlenl luku ja F(Y,y) saavattaa
minimiarvonsa valn pistesssi y , voi. (58} olla voimassa
vain, kun |§q - F ] ?%. SllS siitd, ebtd \x1 - Ea\ ¢ d;,
seuras, ettd l?ﬁ l ]y( y - y(xa)[ < Pg. Funktio
¥ = ¥(x) on ndin ollen jatkuva.

Edelld olevia merkiantdjd kiEytiden on

(59) Pi@ = B (®FE).
1

Xoska ¥ ja F ovas jatkﬁvia Z:n funktioita, on myds 5
jatkuva. Kun 1kootaan edelld esitetyt tulokset yhteen, voi-
daan kirjoittaa seuraava lause:

Lauvse 2, Oletetasn, ettd jotakin pistettd X vastaavan
minimoivien pisteiden joukon Y (%) muodostaa vain yksi pis-
te ¥(x). Sillein Ffunktion L?(i) osittaisderivaatat
(a/bxi)chi) = Qpi(i) {t=1, 2, ... , n) ovat olemassa
tdssl pisteessi X ja suunnatun derivaatan D?%P(i) ilauseke
szadaan klassilliseon matematiikan "yhdistZmissifnndsti®
{51). Jos ¥(X) on yksik#sitteinen kaikkizlla tietyssi T:n
ympéristdssd, ovat funktio L?(E) Jja sen ensimmiisen kerbaos
luvun osittaisderivaatat %} {X) jestkuvis t3ssd ympiarigtds-

s8.

Lausesn 2 olatukset eividt kuitenkaan cle mijenk#in yiei-
sestl voimassa, kuten timin pykiHlEn alussa esitetty esi-
merkki (21) osoitti. On siis todettava seuraava tosiasia:
suunnatun derivaatan laskemista sl ylelsesti voida palaute-
taa koordinsattiakselien suuntaisiksi derivoimisiksi, TEmi
onkin ratkalsevin ero klassillisen metemabiikan ja max min -
teorisn VE1ill%. Xun edellisessi riittds R™:n siinnsllisii
funktioits tutkittaessa n:n ositbaisderivaaten laskeminen,
on JElkimm#isessi otettava huomicon HirettEmin moneen suun—

taan lasketut derivaatat, Seuraavassa e3itettivis lausees
yksinkertaistavas kuibenkin tisi tilannetta.

Ensimmiinen lause on osittainen vastine klassillisen
matematiikan yhdistEmissdsnnslile. Se 5is81588 ns. super-
additatiivisuusendon. .

Lauge 3. Olkoot e, ﬁ Ja ﬂ—suuntla sekd a ja b peositiiw
visia reaalilukuja. Mik#li suunnat totenttavat ehdon B =
aq+bp,on ¢

(60) D O(F) » 2 DPGE) + b D ().

Todi i i i
istus, Lauseen todistus on helpesti suworitettavissa

Suoraan suunnatun derivaatan kaavan {43} perusteslla. Sen
mukasn szadaan

Ppf(E) = min § 2 Pi By, T

?cf(x)
= im%ﬁi)Ea Ay (x,y) + bz::1 1/GLF (Xsfi1

Sy
%2%?];)2:1 AAE, (xJ) + D yfi%?x;l 54T x (L,Y)
R + b 3, O

(81)

Edelld on jo todettu, ettd suunnabtu derivaatta Ducﬂ(x)
el vElttiEmHEttE ole Jatkuva x:n funktio. Seurasvien 051t—
taisten tulosten voidaan kuitenkin osoittas olevan voimagsa,

Lause 4. Suunnattu derivastta DwCD(x) en alhaalta pHin

puoliijatlkuva muuttualen k-aa % suhtaen

Todlstus. Olkoot { } ja {@ ¥ sellaisel jonet, ebti

im T4
by = 0

him, % %% ja 11m }? %}. On csoitettava oikeaksi

kaava

(62) 112 inf Dmt?()'cm) Dyo G(E°).

oL
Késitteen 11m 1nf niEritslmdan perusteclla on nyt riittiEvi
osolibtaa, euta ehto
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(63) 1:Lm~>1zf Dag P(E") » swc;oci").

on voimassa. Olkoon {m'} selleinen jonon {nl} alijono, etsd
(54) lim D, in iaf Dyp(O(FR
IR mf.f(& } l_mt inf ng%)(x; 3.

Suunnatun deravaauan nEdritelmin noaalla on nys olemassa
sellainen 7° & ¥(&% )y ettd

(65) szm'cjf}(;éﬂ')’= B 10},_1 G5y,

Valltaanﬁedelleen sellainen jonon {m } alijone {m }, etti
Jono {§m" suppenee kohti pistettd y . Lemman 4 perusteel-
la ¥ & 1(Z°). Xoska F, (%,7) on jatkuva F:n Ja ¥in funk-
tio, 1ahestyy (65):n 01iea pucli Adrellisti raja-arvos,
kun m® 9 co. Timd raja-arve on

(68)  jim JE eTw KEaltar DI ES el

n 3 o td

ThtElGistd (6%) - (66) seuras nyt
(67) 13 358 DuncO(E) - IS L5

Mutta koska piste 7~ @ Y(%°), on

(68) :gﬂyg Ty, 0,7 » nin ij > 091 [

ya¥ (%
\»0 (70(4{ )

Kun yhdistetZ8n kaavat (67) ja (68), on viite {63) csoi-
Settu oikeaksi, Lause & on néin todistetiu.

Lause 5. Suunnathu derlvaatta D, CO(X) on suunnan ?}'5-
Jatkuva funktio,

Todistus. Tanseen & DerﬁSueella on plivtEvEH, etyi
todistetaan ylhaalta Ddin puclijatlkuvuus. Cletetaan, attl
pisteessd 7° saavutetaan suunnatun der;vaauan DOOCD( oy
lausekkeessa eslintyvé minimianvo. Siis j & V(x ). Olkoon

- 19 -

.‘m} . A . Ay -;m .= TIREE1EE pEi
{y sellainer jono, e5td mlimo 5- ' %h B1vE qun

puolijatkuvuuden todistamiseksi riittEid kdsittesn 1"m¢§g§
cminaisuuksien perusteella oscittaa, eftd

o)
(69) lim sup wmc@(x )< D\gotﬁ(x )

-3

on voimassa. Nyt on

) HaQE) - mtn o\ Suagh B B9 < pley, &5

Pdstd sasdaan edeglleen

lin sup 9$ME?(X )¢ llm sup z:: 1\% Py (X 27 )

m < o m o o

) =P RaGim swppl) 7, G°,5°)

‘El 1\9’ F (Xo §O) = D\}OCP(X }a
mistd ndhdidn vEite oikeaksi.

Seuraavané esitettdvd lause on analoginen klassillisen
matematiikan viliarvolauseen kanssa. Sitd varten tarvitaan
kuitenkin erds vA1ills [0, 1| miiriteltyji yhdea muuttu-
Jan funkticita koskeva lemma.

mns 5. Olkoon funktio f(x) jatkuva suljetulla valil-
13 [0, 1] Jja olkooen £(0) =0, Oletetazn, ettd funktiolla
f{x) on positiivinen oikeanpuoleinen derivaatta T (?) jo~
kaigessa Valln]:O 1) pisteessid. THI118in on £(1) >-O

Todistus, Lemman todistamiseksi tehdd#n vastaoletus,

ettid

{(72) (1) = - a £ 0,
Merkitdin g(x) = £{x} + a x. TE11l8in on 8. “(x) = 1 (x) + &
a2 o koko vAlill# [0, 1). Saavuttakoon Te(x) vElilla
[O 1_ suurimman srvonsa pisteessi x. Koska "+(x) >0, ei

g(x) ole vekio. Niin ollen om g(%) » 0. Oletetaan, etti

.



olisi % > . TAllBin olisl g, (%) > 0, Joven olizi olemassa
sellaisia pisteitd x > x, joissa g(x) > g(&). TEmE on Tin
nEEpitelmin mukasn kuitenkia mahdotonbta, joten % = 1. Niin

ollen on g(41) > 0. TEstd@ seuraa, etes (1) = g(1) - & »-a.

Niin saabu talos on kuitenkin rigtiriidassa vastaolecuksen
xanssa, joten vastaoletuksen on oltava vE&Erh. Nain on osoel-
testu viite £{(4) > O oikeaksi.

Teuse 6 {(Mex min = teorian-véliarvclause). Clkoon ¥

pisteesti %° pisteeseen =1 xulkevan janan suunbta. TEllE ja

nslla on silloin sellainen piste X # X , etbd

L&) - P&
(73) D, P € e

X

ja sellainen piste 3 A3, etbd
(74 'D WE) 2 gp(iq) - EP(EO)
%) 2 .

codistus. Nerkitdin E s (1 - @) X 4 O 21, missd 0 ¢
o ¢ 1., Migritelld#n funkbio ﬂ%(@) seuraavestis
(75 AP = PEY - PE) - o[pEh - 9G]
Ngin mEdritelty funktio voteuttaa reunaehdot

(76) W0y = Y1) = 0.

Muodostetaan seurasvaksi funktion iy(g) oikeanpuoleinen 4
rivastta.@ﬂ;(a). PagH varten on ensin lasketGava funkilen
C‘(i ) ocikeanpuoleinen depivaatta O:n suhteen. Kiytetiin
Siitd merkinbidd ;(ig). Tarkastellaan erctusosanidrid

oy ) |2 -F] &) - 9E)

g’ -0 8" -0 %:7’.@’ _ 3-{_‘O ﬁ.
o - " - -.’] . i
77y = l-(é 4 (1 -00%) - (6E ¢ (- @)xcﬁ. "

8" -8

- 21 -

. -1 . ‘
e - - @'-0) ) opE) - pE)

9-—9 i;cg_;c@%

(773
- 131 - 29} <9(§© ) - Q?(i@)

%)

3

kun 0 # @ ¢ 8" 4 1. Nyt on

’

=0°y" =
i - g PED O
5

6's 0 ‘.
s AN Q' °
(78) = =1 2°| 1im C;fo_f@ ) - L?(i@)
8’ -0’ o
9’; g l ° :,"tg {

= %! - z°| Dg¢?§§°).

¥MySs derivaabta AW n n#i
o ? Qf;(g) on niin ollen olemassa VE1L111H O <
Je sen ilmcittaa lauseke "

(79) Wi - % - % %93
Wi - F - 2] 00 - (@& - WE.

I‘Jlkall nyu oclisi E Q O koko Va il a ] G (| Olla:l. eil=
J s ( ) > {e] 1 11 9 ) 9
ILi/( ) > qf ( ) ) = ke
man 5 pe mas teella ! l o] milza on 1‘—‘-1 tenkin rasvolin

reuna ii
ehtoa {76)., On s8iis oltava ainakin yhdess# pisteessi

& voimas . 4
saQQu(é) £ 0, Fun merkitiia T = X, saadaan

=1 oz =
(80) Ve - 2| o - (") - 9E) <o,

Huomat g
kirji;::%; ettE E?O) on kaava (73) vain Stoiseen muotoon
tbuna. VEitseen (74) todistus on analoginen



4, Lagransen kerroin — periazts

Tasssi pykdifssi esitetdEn Leagrangen kertcimen periaste,
Joka sntas vElttfmittomin ehdon sille, oiTH annetbu funkitic
saavuttaisi snurimman arvonsa Tietyssi pisteessi. Useimmab

klassillisen Lagrangen kerroin - teoreseman todistukset kiys-
LEVEL hyviksi aksslien suuntaan tapahtuvaa derivointia.
Osoittautun kuitenkin, ett8 vasteavanlainen tules voidaan
jontaa kEybtEmAlli edelli esitettyd yleistettyd suunnatiua
derivaattaa.

Tarkastellaan aluksi hieman Lagrangen kerroin ~ menette-
iyn yleistd periastetta. Jos tiedetddn, ettd annetiu funkitie
saavuttaz tistyn reunashdor voimassa cllessa sidotun HEri-
arvon jossakin pisteessél9 niin Lagrangen kerteimern avulla
voildaan midritelld uusi funktic, jolla on tavallinen &HHri-
arvo tissi samassa pisteessd, nyt siis rejoittamattomassa
avaruudessa,

Sovellietaan edelld esitetiyid periaatetta ratkaistaessa
tehtd#vid, jossa on tarkoituksens etsii funktion QP(%) mak-
simiarvoa, kun seuraavan reunashden on toteudubtava:

(81) D ox. =X, % 20 (i=1,2,.0.,0).

i=q *i 1
Oletetaan, ettt (ﬁ(n) saavuttaa meksiniarvonsa, Xun (81)
on voimassa, plsteessa %°. Asetetaan kaksi miiritelmii,
Jotka koskevat pisteestid %% 1sntevis suuntia g.

S " . 5 L A

MEEritelmé 1. Suuannan ¥ - %,02,..6,gh) sanotaanﬂo_e
van mahdollinen, jos gq * 0.aina, kua x; = 0. Suuata § on
gallistu , Jjos s¢ on mahdollinen Jja tdyttdd lisdksi ehdon

PER IR

Y114 midriteltyjen kisitteiden merkitys on seuraava.
PlsteeSua %° 1lintev suunta ﬁ-on mahdolllnen, jos se el
ogolta polis ei-negablivisesta ortantista E(XA,XQ,...,z )i
x; 20 (i =1 2,...,n}.. Sahnta\% on s&llittr, jos se ii-

siksi on tasossa®™: i q %y o= X. 81118 Jos i&hdetvd&n pis-
teestd x° Ja kuljebaan lyhyt matka pltkin sallivtua vek-

o ey
AR - s -
LR X + oo
,.f‘li bl | 7 '/33),

23

toria \~, saavubaan pisbteeseen Eq = (‘2 +
g
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joka on tasossa

n o n S-S
(82)  J R ,(x§ +my) =) 5S4 hT_‘lﬁigl =) L - %

Jos siis Ffunktic g?(i) saavubbaa maksimiarvonsa, kun
reunaente (81) toteutuu, pisteessd EO, on ehdon

(8%) D, CO(x°) <

&2 -
oltava voimassa, olipa g-miké sallitbu suunta hyvEnsZ. Teh-
t8vEn edelleen kehittelyd varben tarvitaan vield erHiti mAd-

ritelmii,

Néé?itelmé 2. Mahdollinen suwunta g—on pesitiivinen, Jjos
’i ¥i >0, ja ns ati:t.vn_nen, ;joszj_=,l ¥ < 0.

Seuraavassa osoltetaan, ettd Jjos on annettuna positii-
vinen suunta ?—ja neégatiivinen suunta gﬁ, niin nimi sopi-
vastl yhdistEmdlld saadaan sallittu suunta. Oletebaan, ettt
}::l - g3_= a 0 Jaz::l 1\f = - b 4 0. Oletetzan nyds aluk-
si, ettd g— ﬁL £ 0. Suunnlsua X—Ja Eﬁ saadaan sallittn
suunta.gw seuraavasti;

(84) _ 9. =S F+a ).

Tissi € » 0 on valittava siten, ettd EW tHyttEA suunnalie
asetetut vaatimukset, ts. ettd vﬁ on yk51kkovekuo 1. Tam&
valinta on mahdollista tehdd, kos&a &ﬁ 0. 51114 jos oli-
ai gﬁ = 0, olisi kaikilla i:n arveilla {i = 1,2,...,n)}

b g'l +“a2)9-i = 0, mistd g‘ﬂ; (b/a)\ﬁ- Koska ¥ ja 3’ ovas
FksikkBvektoreita, olisi b = a 61l“£ = - 31 . Tama tapaus

guljettiin kuitenkin edelld pois. Suunta ¥ J’ on sallittu,
siilg '

(85) ) i = =d] fayr ra) Ty =da- 2

T11& esitetty sallitun vektorin mucdostaminen on havainnol-
lisesti esitetty seuraavalla sivulia olevassa kuvicssa 2.



Clkoon esimerkiksi ¥ = (0.8 , 0.6) ja 3 = (0.6 , - 0.8).

TH11%in on a = 1.4 ja b = 0.2, Saadaan gx“ =&{1 , -1), mis-

b8 = 1AZ. Siis viimein $' = INT, - D,

Fuva 2.

Erdon (83) mukaan on | ,,%O(S'co) £ 0. Lauseen 3 nojalla
tasgs on ’

(86) Dyn GXE®) 2 S DyOE) + Sa Dy ().
Kun n&m# kaksi tuloste yhdistetiin, saadaan

87) - b Dy(E®) + a Dyr LO(X%) ¢

(87) pPED) + & Dpr D) £ 0,

Ctetaan edelleen lukujen a ja b mHiritelmis huomicon, Jol-
loin (87) voidaan kirjoittaa muotoon

=0 =0
Dw(_?(‘ﬁ ) < Di?’q)(‘c }

1 oML »

is1 YL 2 i ¥

Siirrytadn oyt tarcastelemaan tapausta, d01101n\} P

(88)

Cf

= 0, Valluaan ua.llOJ.Il aono y. 2 Joka Goteuttaa seurmavatb
. S s

ehdot: lim \9- = \{" },?- ‘6" (m = 1,2,...), suunnas §~ ovad

pOSltllvlSld suunuia kaikilla m:n arvoilla. T31181in on
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g;m + gﬁ-’ 7 0, Jjobten kaavaa (88) voidaan sovelbaza:
BmfB(E%) DL WO(E®)
(89) a'q. J - £ v ? .

L }(‘f 2t },}?‘i

Lsuseen 4 mukazn suunnattn derivaatba D\,\.( @Y on suunman
g?—ja‘ckuva funktio. Koska suunnat \?~ ovad L:allcz.lla min ar—
voilia positiivisia suuntia, ovat summat E—f; Voo HErelli-
sif ja nollasta eroavia. Kasva (89) on nidin ollen voimassa

myds, kun m 3 ® . Rajes-arvona sazdaan
D, ) Da(E?) Do W(E°
G I BGE | g

m .00 ] g y}i ) E?:’I}f& P gf-i

Ndin on osoitettu, ettE (88) on voimassa myds sillein, kun

Kaikkia positiivisia suuntia g}- vastaten saadasn nyt Jjouk-

ko lukuja

(s1)

Ezilﬂ g

Werkitasdn tEtd joukkoa kirjaimella L, Sawoin saadaan nega-
tiivisia suuntia vastaavien lukujen

E?:q I'e i

muodestama joukko R, Mik#Eli 1 &L ja r @ R, niin epiyhtid-
16n (88) mukasn on 1 4 ., Mutta ndin on pEHGyLty Dedekin-
din leikkauksen ([2-1, sg, 28 = 29 ) mukaiseen tilanvee-
seen: kun on annettuna kaksi joukkoa LI ja R, joilla on yi-
13 kuvatun kaltaiset oninaisuudet, niin on clenassa sel-
lainsn n#nd joukobt erotbtawva luku )\, ebti jokalaen joukon
L alkio 1 t8ybtéE ehdon 1 £ A ja jokainen joukon R alkioc »
toteuttas ehdon r 2 A, Siis, mikdli $- on positiivinen
suunta, on

(92)

. D, L(3°)
(9%) LT 2

Eiq \_j'i
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mistd summalausekkeella§ ?~1§§i kertomalla

L ~r=Q 2 n

(94%) 7 %,SD(K ) :’\;’ i=1é?.i'

Negatiivisen suunnan Eﬁ kyseessd ollessa sazdaan vastaavasti
Dy U’J( !

(95) > 5.

Z:L.ﬂéfl

THstEZ saadaan, kun otetasn huomicon summalausekkesn E q\f
negatilvisuus, kaava .

(96) DstD(E%) €AJ 4 Y;-

Kaavan {(94) havaitaan aoys olevan voimassa, olipa ?-miké Tam
hansa positiivinen tai negafiivinen suwunbta. Se on volimassa
myds, vaikka @—olisi sallittukin suunta. 5illE §8118in on
Z?ﬂ}?‘i = 0, joten (94) palautun muctoon BE?C]O (%) ¢ 0, P&
Vmé tulos tazs on (83):n nojalla voimessa., N&in on ocscitetitu
‘oikeaksi seuraava lause:

Lause 7. Jos Tunktio g?(i) sasvuttaa sidotun maksimi-

arvon reunashdon (81) toteutiavessa pisteessi I°, niin

sillcin on oléemassa sellainen Iluku A, ebbd

97y D, PE") & E Y

olipa g—mlkn tahansa ehdon ﬁ~ > 0, kxun z = 0" uvEybtdEvi
suunta.

Lauseen 7 sisdltini agia voldsan esittiE myds toissssa
muodossa. Jos funkticlla %?(E) on sidotiu maksimiarve pis-
teessd %%, niin funkbtiollsa

8 ’ %Y = (0T - i
(98) WE = G@ - f,
on tdssE pisteessi ¢i-positiivinen derivesatta, ts,

(997" DAK(E®) € 0,
s
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olipa ﬁ-miké tahansa mshdollinen suunta. Jos verrabtasn tE-
pet=d tulos~a (83):een, niin haveibaan, ebbd FE110in oii ol-
tava D‘nu’) (.co) 0 kaikkiin sallittuihin suuntiin . Lagrar-
gen kerrOLn - menettely on siis uuden Iuﬁxulon'g/(v) mEE-
ritteiyn awalia johtanutb (61):n mEEr8EndstE rajeitetusta
avaruudsn osasta rajoittamabtomaan avaruunteen. Oz kuiten—
kin oscittautunui, ettd $H11H wudella Lagrangen funkiiolla

%) el ole max min - feoriassa niin suurts merkitystd
kuin tavallisella Lagrangen funkticlla klassillisessa ma-
tematiikassa.

5. Esimerkkejid

Tarkastellasn lopukei kashba mex min - esimerkicid, WeEma
wolemmat 1iittyvis tlettyyn sotilaallisten kohteiden hySk-
kiys - puolustus tilantesseen. NEistd ensimmiinen tehtavi
voidaan mukavasti ratkaista edells esitetiyjen tulosten pe-
rusteella, toiseen tehtdvidn taas on pidtdsfunktion luon-
Feen johdosta sovellettava muita ratkaisumenstelmid.

Bgimerkli 4. Oletetaan tilanne seuraavanlaissksi. Ps-
laajzlla P1 on o eri kohdetta, joita hEn yrittid suscjells.
Pelaaja P2 edustaa hydkxiijas, jonks barkeituksena on ai-
heuttza niille kohteille mahdollisimman suuri vahinko.
ByBkkEEjE P2 tietii valitessaan hyfkkidvien yksikoiden
lukum#dris (yq,ya,...,y ) nHitd kohteita puolustavien yl-
sik@iden lukumdir#t {XQ,XE,-..,i ). Pelaajalla P, on kiy-
tetbivissidn puolustajis kaikkiaon miird X ja P2 1la hytk-
k85718 kaikkisan mHErE Y.

Jos J hySkk#djas 18pdlsee kohteen 1 (i = 4 2,...,n)
puolusthksen, on tHistd kohteelle i atheubuva vahinko v (y 3.
Jos kohteeseen i tulevien hybkkdijien lulmu on ¥y ja koh—
teessa on ®y puolugtajan, lipdisee 84 (2 ,yﬂ) hydkkaEjEE
nu0¢hsuuksen. Kohteen i kdrsimi vahinko talloln ilmeisesti
7, 1 (85 (x5,740) = v, ;(%4,75). Pelaajalle B, aiheutun tHSen ko-
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koneisvahinko
o= . a
(100) VY «J Ry (e Gepawy)) ) 5 viGryary),s

kun erl kohbteiden vahingot olebebaan additiivisiksi.

Kun P1 on tehnyt valintansa X, valitsse P2 ¥:n siten,
ettE V{X,¥) sasvuviaa suurimman axrvonsa, bs. arvon
max V(X,7). Koska P, haluaa kokonaisvahingon mahdollisinm-

I‘
nin pleneksi, on h¥aen tehtdvi sellainen valinta %, ethi

(101) min mex V(Z,F)

x ¥
saavatetzan. Pelaajien on strategicita valitesssan obet—
tava huomioon rajoituksel

(102} ) gea ¥ =%, x 20 (i=1,2,...,n),
(103) T4 7= T, 74 >0 (1 = 1,2,...,0).

Tarkastellaan nyt edellé esitetystd tehtivistd seuraavaa
erikoistapausta. QOletetaan, etti vahinkcfunkxiiol ovat muc-
toa ' '

(10%) ) =1 - emp(-lyy) (4= 1,2,...,0),

issd ki » 0. Lukua ki voidaan kutsua kohteen 1 vahingois-
tumisalttindeksl, silli mitd suvurempi se on, sitd suurempi
vahinko syntyy samalla hySkkEysvoimalla. Oletetaan efelleen,
etbd kunkin puolustajsn on mandollista estii vain yhden
hySkk8EjEn pdisy puolustettavaan kohteeseen, Toisaalia ole-
tetaan; ettd puolustaja myds pystyy tEmEn teksmiZn. Funk-
tiot gi(xi,yi) ovat siten muctoa

fy - X, kun ¥ » x,
(105)  g;(x,y) = % (1 =1,2,000,0)

(O, kun y £ x.

Kokonaisvahinko saadasan tE118in yhib#El6sty

(’i 06) V(:‘E,?) £ ._—'T‘:...=1 ('] - exp(kigl(xi,yi)>) = Z§=11Ii (K;?y-_> 7
missd sils

1 - exP("'kigi(Xi syi)) , fum Iy 2 =R
(’]07) Vi{Xiyyi) = '
o , kun oy, £x

Jotta pifstiisiin yhdeunmukaisesn esityksesn edellisissi
pykBlissd esitetyn teorian kanssa, obtetaan kEy5H88n erditi

nmerkintdjid. Olkoon
(108} B fi(xi’yi) == vi(xi’yi) (1= 13250004100,
(109) F(i’ﬁ) = - V(;{s?),

Jjolleoin on voimassa

(140) CORET) = ) g £50e 7).

Bdellesn voidaan kirjoiﬁtaa

nin max V(%,¥) = min
T F z

{- m;;m[. V(:'c,i—)]}
(111) 7
= - max m_‘:gn[— V(;?c,ir)] = - max ain F{X,F).
X b X ¥
Tehtavind on siis viimein etsii
-~

(112} v = max min P(Z,¥) = max min §-ﬂ?”4 fi(xi,yi),

8% o1 e L I

X ¥ X ¥
kun rajoitukset (102) ja (103) ovet voimassa. Optimirat-
kaisun mukainen kokonaisvahinko on - V.

fyhdyttiessi ratkaisemaan tehtdviid (112), voidaan tehd:d

aluksi pulntemia yleisif huomioita. Vaikka tehiivian luontees-

ta Johtusn muusttujat =. Ja 7i velsivab oikezstsan saads

i
vain kokonaislukuarvoja, olefetaan seuraavasss ;- J& Y.m
lukujen voivan muuttus jatikuvasti, jobtts max mia - teorpisn
i

edellyttEmEt olebukset olisivat voimassa. X&ysinnbr op
miratkaisu saadaan ¢813i8in, kun teoreettisests odbimirat-



kaisuste siirrytiin Johonkin lZhimmisid kokoraislukuratlkai-
)

suiste. Mik#1i halutaan btublki elkéstidn kokonaislukuras~

a
kalsuja, voldaan kdythdd mm. esimerkin 2 rabtkaisumenstelmid.
Oletetasan sils seurasvassa, ettd strategist T ja ¥ voivady
muutbua jatkuvasti. : ’

Tarkasteluista voidsen sulkea pois tapaus, jollein puo-
iustaja on btEysin ylivoimainen hyBkk8EjEEn nihden. Tillai~
nen Gtilanne vallitses, kun X # n Y. Ratkaisu on t&ssi Hi-
lanteessa ilmeinen. Pelasja P, velitsee nyt strategian x
siten, ettd x; ¥ ¥ (1 = 1,2,...,0) ja y o . % = X. Valii-

dsi=t 1

sipa P, strategiansa ¥ miten hyvinsi, on kukin fi(xi,yi) =
O, NEin ollen v = 0 ja samalla kckonaisvahinko -~ v = 0. Ti-

mE Johtuu siitd, ebttd yksikHEn hyb8kkHEjH el pysty lépdise-
miEn puolustusta, '
Koska Pa tekee valinbaansa qun Jélkeen ja LictEE tEmEn
mnenettelyn, on selvii, etté‘yi s> 0 si
kun_yi > 4. 51114 oletebtaan, ebti P2 valit

isi jollakin
indeksia arvolla ¥ O < J, £ x,. T4lldin olisi £,(x.,¥) = O.

Nyt P2 saavuvtalsi luitenkin myds valinnalla T = G tuloi-
sen 1) (%,,0) =« O. Hén voisi nidin ollen kiybtHE niirdn Ve
muiden kohteiden hyvBksi ilman, ettid se vaikubtaisi miten~
kadn £, (x.,5,):n arvoon. Valinta §k ei siis voi olla opti-
maalinen, '

Tehtédvin (112) ratkaisut jzkaantuvat Poin mensttelyn mu-
kean ilmeisesti kahbeen luonteelbaan erilaisesn tyyppiin.
Pelaaja P2 veil joko keskitt8E volmansa vain yhteen kohtee-
segn, ts. - on btletty kohde k, jolloin Ty = Y ja ¥y = 0 meul-~
loin, tal siftten Pg Jskaz voimansa uscamman eri kohbeen
kegken, JElkimmi#isessd tapauksessa hybkkidys voi kohdistua
Joko kaikkiin kohteisiin tai mahdollisesti vain cssan niig-
téd. Tarkastellaan nyt seurasvaksi mik# Sapaus Xullcinkin
tulee kysymykseen ja wmillaisiksi strategiat $5118in muodos—
tuvat.

Ovetasn ensiksi se tapaus, jolloin P2 jakaa voimansa
usean eri kohteen kesken., Edells esifetyn perustesllaz on
niill2 indeksin 1 arvoilla, joilla vy > 0, myds Ty Ky
indeksin arvoilla ovab vazhinkofunktioy muoica

5.4
o
,J
-
m:

(113 fi(xi’yi) = exp(—k:-,_(.‘y'i - :{i)) - 1.
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KEm& funkfiod fi ovat derivoituvia seki ®gin s6th 7,:in sub~
3 ¢ Gilbe in

teen. Tehtivin asettelun perusiessllsa myds muet
lemman vaatimat ehdot ovab voimassa. NEian ollen, mikgii

ke
svratezia §° eantaa funkbtion F(X,¥) minimiarvon, on oltava

a i ] o
n - R e = k. exp(-k,{y. - = = L,
(114) dyi!. *1( 1’y1} yi=yg ey exn( 1(y1 A)) Pt

kun yg > 0., Derivoitavana Ifunkiticna on'fi(xi,yi):n tilalla
- fi(xi,yi), kosksa nyt on kysymyksessi minimin haku, Vas~
taavasti, mikili strategia X° antaa lausekksen F(Z,7°) = -
min F(X,y) maksimiarvon, on oltava

b

a. N ~ i o _ LOvy .
Efi;[fi(xi“riﬂxfxz =k exp(-k(yy - x7)) =

il

(115) [ VR N

1N

h, xun xz = 0.

Ento (414) on voimassa kaikilla Z:n arvoilla, siis myds
¥un ¥ = %°, Fdiniollen on

’ (] G (]
(118) k; exp(-k;(yy - x:)) = kun y; >0.

ThtEldn (116} ja (115):n ylemmin rivin perusteella nihdidn,
58 N = AL, Koska (118) on voimassa myds, kua xg =0, on
(115) :n alemmassakin rivissi clbeva voimassa vain yatdsuu-
ruusmerkki. Bndet (115) ja (116) supistuvat siten seuraa-
vaan muotoon: vAltbEMALSH ehto sille, ‘sbtd strafegiazari
(2°.5°) olisi tehtivin ratkaisu, on seuraavan yhitEldn voi-
massaolo

(17) kg exa(-k; (35 - 29)) = N, Fum 73 > O (samalla ¥§ > =),

i

Thtdidn (117) rapkaisuksi saadzan

o (o
. o w= .= k, lD‘ k. .
(118) 72 - =2 = (1/x,) log (k,/%)
. ) . e s i O
Iuku M on boistaiselksi tunbematon. Entd millein gt > OF
s . . . . . . N 5 Lo
Komponentti y? » 0 =illoin js vain silloin, un 7. > L.
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PR (o] - s s 2 N
eli kun exp(-ki(yi - :{2}) 21 eli viimein xun k.® . Pe-
laaje P, tekes siis valintansa 1v.‘*a_ljc.n 1{ perus

on selvEd, ettd myds F, vallbsee x, = 0, Tioan kg £, SiliE
jos k, £ X, el P,E:r. ;:anuaca valit ;xf » O, koska PE sulze
!rulbezm_un valltsemaan 37 0. Imku A voidaankin Jo mZHrdEtE
Saadaan
3
(119) Y - %= D o(y] - x9) =d— @GS - =) =] 1 log ==
- yl>0 l{i>)\‘ i N

ThtH18118 (149) on yksikisitteinen retkaisu A. Merkitéin
n(Ar:1lza (119):n oikeanpucleista lsusekstta. Olkoon oL =
qm§§ ks Ja B o= 1§%9n .. Kun j2 A, esiintyvit kaikki ter-
mit ('l/kl)log(lcl/}\) (i = ’l 29...,11) summassga, joten kunm M\
on kyllin pieni, saa h(®) mislivaltaisen suuria arvoje, sri-
koisesti sumrempia kuin Y - X. Toisaalta, kun A 2&%, on
n(x) = 0. Bdelleen h{\) oz h:n vihenevi funkbic, kum O< A

£ ¢tl, 5ill4d summan yhieenlaskettavat ovat vihenevid funk-
gloita ja niiden JukumZirdssi vel tapahtue vain vEhenemis-
td. Punktio n(3) on myds jatkuva vn positiivisillae arvoilw
ra, silld yhteenlaskettavat ovat jatkuvia ja kun jokin teér-
ni jE4 pois summasta (. A saavuttaa jonkin arvon ki), niin
sill& on juuri sillZ hetkelld arvo 0. Edelld olevan perusgw
teella voidagn pEEtGHEE, ¢ttd h(P) gaa arven ¥ - X tarkal-
leen yhdessé pisteessi A. Tédmi A on (119):a yksikdsittei-
nen ratkaisu.

MikB1i tehbEvE11E (142) on ratkaisu, jossa yo > O use-
ammalle kuin yhdelld i:n arvolla, saadaan se siis selville
seursavasti. MEErdt3in ensin N yhtdldstd {119). Sen j&l-
keen on P,:n strategia £° valittava siten, etbi-

Y

x?_:O, knnki‘*_ﬁ 3
(120)
Lx°éo, Tue &3 A, 1 x; = L.
koA

Pelagjan F, strateglaksi 7% muodostuun HEILSin

yg 0, kun k. = 2,

&

]

(12)

1

zg + ('I/lci)' log(kib\), xun X, 7 P

"Pelin arvoksi" v sazadaan

£ =0 =0 Tn o _0
Pk 37 ) =.;_..;i=’i ‘fi{xi’yi)

<
I

Connd

(122) =, {sxp(-ki(y? - %3y - 4
K5 CI

'}_"‘ (}.‘_ - A) =xg_, (/xy) - m,
1‘;&

missf m on niiden lukujen ‘{ 3.\1;51:[1&3.1:-5:1‘J Joska ovat » A.
Pelzaja 92 ailheuttaa nyokkay&sellaan P :1lle wahingon

(123) moe N k.
I, >>\

Tarkastellasen btoigeksi sitd tilannetta, jolloin P2 keg-
kittE3% Xoko voimansa yhteen kobteeseen r (4 € r ¢ n). Pe-
laajan P’% on nyt valittava-strategia z° siten, sttd

)

{124) REX mﬂn\rl - Iy (.c,,,yl)l- mg_c.c ‘texp;—kr(‘.( - %) - '

saavutetaan, kun ¥ = Z°. Kyseinen maksimiarvo ilmeisesti

saavutetaan, kun
(125) B (¥ - 23 =k (T- x() (3 = ,een,rel,m¢, 0000,

Tht818st8 (125) saadaan ratkaisenalia

' k.

(126) x°i=-1;£ .;g (1—1—f)x (i £ =)
. X,
1 p

Xoska pelaajan P, on tehtdvid valintensa siten, ettd (102)
tobeutun, on cltava

F & . by '}D
511 o _<a {r_o | oz R T
(z7y 3 G4 = Ziﬂﬁ‘k. 2r (- F T -k
ifr i i
nistd ratkaisemalla
n¥ - X
428 @y -
( P ) XI' 7 1 r".;‘_ {’;/k
ri3=1 J

Yhidléiden (126} ja (128) perusteslla saalasn mulden kom~



- -
pongnstien zrvoiksi (4 £ o)
X PR
. /o
nf - %
(429) xi=Y—:—_§:-‘“E'l__:_5 N
<5 d:ﬂ(q/*j
e £ e S }

i)
Huomabhaan, ettd (128) ja (129) ovat azivan samas muchoa.
cllec yhtdld (129) on voimassa kaikilla i:n arvoilla

€ n). Pelin arve ¥ oa

n 0 0
v =)t 56D

(130) JR e St ﬁ}
1 = - -
| eXP{&rL 1{2 1(,‘/1{}
nY - X
] (AR — R

n
Y 5 (/)

Pelaajalle P,i aiheutuva kokonaisvahinko on siten

nY - X

T30 1 - exple s )
3a (17354

Ratkaisu muodostul siis tdsgsi bolssssa fapauksessa seuraa-
vanlaiseksi. Pelaaja P,I valitsee sbrategisnsa yht&idn (125)
mukaisesti,'P2 puolestaan hydkk&8 vain yhteen kohteeseen o,
joka voi olla mik# tshansa kohteista 1,2,..,,2. Syatyvin
kokonaisvahingon ilmoittaa lauseke (151)."

¥ield on ratkalsematta, kumpli edelld esitetylstd vailh-

toehdoista kulloinkin tulee kysymykseen. Ensinnfkin on sel-

viE, ettE tyyppii (120) ~ (122) cleva ratkaisu voi olls

mehdollinen vain, kun ¥ > X. Timi seikka kivi selville joh~

dettaessa kyseisti ratkaisua. Siis mikdli ¥ € X, on P4:n
optimistrategia (129):n mukainen ja P, valitsee yhden koh-~
teista 1,2,...,0n. Tapauksessa ¥ > X on tilanne Jonkin ver-
ran monimutkaisempi. TE118in miir8tHin ensin strabegiat X
ja 7° yntaldiden (420) - (121) mukaisesti (O onlaskstsn
kasvasia (119)). Iuku v sszadasn (192)'n avulla. Onko niin

vasti. MEEr&tHER luvab v i, missd v, on fankiien ™M%,7) ar-

F-

vo, kun P,1 noudattaa jlla rainittua strateglaa ja Ty kes

kitt88 koko voimansa kohteeseen i, Mikili jokin luvuissz v
on £ v, el yhtildiden (120) ~ (122) mukainen ratksisu voi B
olla cptimaalinen, sillé P2 saavuttaisi paremman tuléksen
poikkeamalla (121):n mukaisesta menedtelysti (valitsemaila
ainoastaan yhden tietyn kohteen i). Ratkaisun on olfava
t83s8 tapauksessa sellainen, etti P, toimii (n&%):n mukean
Jja P2 valitsee minki tahansa kohteista 1,2,...,n.

Esimerkki 2, Tarkastellaan toisena esimerkkini edelld
kasiteltyd hybkk#ys - puolusbus bilannettz hieman muunneh—

tuna, Oletetaan nyt, sttd puolustaja osuu korkeinbtaan yh-
Teen hySxkH8jd8n osumisen todenn#kiisyyden ollessa p. Muil-
ta osin tehtdvi on esimerkissi 1 esitetyn kaltainen. Koska
tehtivdin tulil nyt todennBkiisyyden p mukena tietbty sattu-—
manvaralsuus, el syntyvé# kokonaisvahinkoa voida ennalta
laskesa. Sen sijaan veidaan kokonaisvahingon odotusarve mis-
rité. Témd odotusarve sdustaa nyt padtésfunktiota, ja pe-
lagjien optimointitoimenpiteet kohdistuvat sen suuruuteen.
Eiytet&in myls t3st& odotusarvosts merkintii V(X,7). Vek-
Sorit X ja ¥ ovab pelaajien valitsemia strategioita.
Oletetaan nyt, ettd Pﬂ Jja P2 oval tehneet tietyt valin-
nat X = (xq,xg,...,xn) ja ¥ = (yq,ye,...,yn). Todenn¥kdi-
8yys, ettd puolustaja tuhoaa 1 hySkkHEIHE kohteessa i
(i =1,2,...,n), on

X

(132) P, (1) - (ll) pH(t - pYFi7h,
i

Téssd yhtlldssd on tietysti 0 « 1 < Xy Toisaalta on myds

1 €y,. 0n sils oltava 0 £ 1 Z'mln(xl,y )= m, . Kohde i

kars11 sils keskimBirin vahingon
(133) vi(xya75) =) 0, B, (D) {1 ~ exp(-k, (7, ~ 1))}.

Syntyvin kokonaisvahingon odobusarve saadsaa niin ollean yh-
5818stiE
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(138) VR =] R o B, (1 {1 - ew(x, Gy - ).

Pelaaja P, yritsdd saada funktion V(%,¥) arvon mahdolli-
simman pieneksi, P2 Yaas mahdollisimman suureksi. Btsitiin
siis strategioita X° ja 7°, jotka toteuttavas shden
(135} V(P = min max V(E,F).

X 7
Y114 olevassa yhtidl¥ssE olevat maksimin ja mirimin haut
suoritetaan vain niiden strategioiden X ja ¥ joukoasa, joit-
ka toteuttavat ehdot (102) ja (103). Otetaan taas kiytsdtn
merkinnit

(1z8) o £.Geyg) = - vy (= 1,2,..0,0),
(437) FE,F) = - 1E,5).

PH118in on

(138) F(EF) =] faq £1(x3075)-

Tehtdvind on nyt siis etsii sellalset strategiat %° ja 7°
seki sellaipen luku v, etbd

(139) v = F(°,7%) = Lnin P(x, 7).
Zl 1 Xl-x EJ =71 =Y
130 yl>O

Eokonaisvahingon cdotusarvon ilmoittaz Iunku ~ v.

Huomatasn, ebtd pH&dyttiin tehtivHEn, Jossa tulevat ky-
symykseen vain kokonalslukuratkaisut, silii todennikiisyy-
den ilmoittava lauseke P, (1) on miiritelty wvain, kun X
on kokonaisluku. Edelllslésa pyk8lisss esitetystd max Bin-
Georiasta el siis ole apua tEm#n tehtdvin ratkalsua etsit-
tHessH. Mutta kokonaisiukustrategiolstz johbtuu, ettd teh-
tavi sopii hyvin ratkaistavaksi dynasmisen ohjelmcimnic
menetelmin. Dynaamisen ohjelmoinnin keinoin tehtiviid ras-
kalsteessa syniyy aina tiettyjd taulukoita, Jotka kokorais-
lukueptimoinnin kysgess8 ollessa saadaan t&ydsllisiksi.
Néin vBEltytHEn mn. interpolaatiovirheilsi.
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Houdatetaan ratkaisun etsinnZssi dynsamisen chijelmoinniz
Fleisid menetbtelytapoja. MAHTAtESn ensin kummanklin pelasjsn
optimimenettely, kun kohteita on vailn yksi. Témin J&lkesn
lisitdEn kohteiden luku kahdeksi jea mEHrit&&En teas cptimi-
strategiat k&yttden hyvEksi edellisen vaiheen tuloksia.
Ndin Jatketaan, kunnes kaikki kohteet oval mukana strategi-
cita valittaessa. On samantekevid, missi JHrJestyksessi
kohteev obetaan mukaan., Selvyyden vuocksi kuitenkin cletse~

baan, ebttd aloitetzan kohteesta ni:o 1 ja edetiin numeroc-

jérjestyksessi,
Merkitidin

(140) fﬁ(x,y) = _,max ain }_ﬁa 4f (1 "7 5 ;
1=1¥17% El-ﬂy =7

missd listksi on oltava x; % 0, y; * O (i =1,2,...,k).

M#dritelnin (140) mukaan fﬁ(x,y) on piitdésfunktion opti-

miarvo, kun kohteita on k kpl ja Pq:llé on kiybettivissiin

puolustajia midrd x Ja P2:11a hySkkaEjiE mHdrd y. Tém&n

mukaan on ilmeisesti
(144) v = £(X,T).

Funktion arveon f“(X Y) laskemiseksi on tumnettava funkd

fh—ﬂ arvot; nalden laskeminen taas edellybt&dE funktion ;: _
arvojen buntemista jne. LdhdetAHn btEmAn johdosta liikkeslle
funktiosta ff. TE118in on

f “(x,7) = max nin £ (xq,yq) = fq(x,y}

7% Jq=¥
(142) _
_ min(x,y) e (v o o4l
- T mieGoy) g (1) {exp< K (y - 1) - 1k
Laulu£01daan funktion f (x,y) arvot, kun 0 € x £ X ja O ¢

v « Y. Taulukkoon tulee siis kaikkisan (X + 1)(Y + 1) 1t
kua. Merkit#sn symboleilla iq(" 7)) Jja §4(X,Y) nilté x-Ja
7 -lukuja, joilla kaavassa £442) esiintyvi minimlarvojen
maksimiarvo saavutetaan, Nahd&En, ettd
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(145} S\C:](va') = X,
(144) §a(ayy) = v

Taulukoidaan myds %q' ja §%—1uvut samoilla argumentin ar-
voilla kuin funktic ff(x,y).
Toigsessa vaiheessa, kun kohteita on kaksi, sasdaan

£50x,7) = LI If;n-y{f"(x"’y'i) * fg(xagyz)}
A HTE T4TT T

(145}

-
max min {f (Ko To) + Lq(0=%n,77,)
O, O‘ya—y 2\ o 1 2 2§

Funktion fe(x ¥) arvot voidaan n#in laskea, koska funktion
K(x,y) arvot tunnetaan., Tehddén taas taulukko ;2(x,y) -
arv01sta, kun 0 £ x € X ja 0 £ y < Y. Samalla haulukoldaan
luvat %,{x,5) Ja ﬁz(x,y) eli ne x,- ja yy-ervot, jotka are
tavat (145):n mukesisen optimituloksen. Hiin jatketaan edel-
leen. Yleisesti on (k = 2,3,...,0)

Z:f nax min {z:jk S (x VT 5 )}
g

1 194 =7

f$(XaY)

. = . ¥}
gmax xBin {fk<":k’yk)+ d=1 T38%5075))

Z:l %=X Z:3_ 1947

{(446) = max ain {fk(xk,yk) +
Oéxkﬁx OSykﬁy

-
k-1 .
+ max min T Tl T
k-1 =1 Y_ 3=1 734 J],%
o A% g =EXy 2 AT =T=T

= maf miE {fk(xk‘yk) + fg_q(x-xk,y-yk)f-
Oéxkax Oﬁyk-y )

o S s
Funktion zk(z v) arvot voidsan siis laskesa funkblon I (=

arvojen perusteella. Taulukoidaan siksi kaikkien Funkticidsn
(o}

““(x,y) arvot, kun 0 € x € X ja 0 €y ¢ Y. Samalla faunluk
daan Ak(x,y)— ja Jk(x,y}—luvut, jotka mBEritelldin samoin
¥uin tapauksessa k = 2, Ndin jatketaan, kunnes tullaan val-

- A7 -

heeseen k = n. TE11l8in el varvita enfi tauinkointia, Laske-
taan vain arvo f“(X Y). TEnd arvo on {(1&1): n mukazn = V.
Lopuksi on V1ela mEErdttavE P,1 n ja P2 :n optimistrategias

w0 ._ =0 N . . .
X Jja ¥ . Ensinn8kin on ilmeisesti

(157} X = %, (X,1),
(148) T = (.

Tém& seuraa suoraan lukujen ﬁn ja §n nédritelnistd, Kohtee-
seen n:o n tulevat joukot on siis mHdArdtty. Kohteita 1,2,...
n~1 varten on JEljellad seuraavat miesvahvuudet: qullé

X - xg puolustajaa ja P2:11a Y - yg hydkkigijsad, EKcochteeseen
n:0 n -1 tulee tiEmin mukaan joukkoja mHHrdt

(149) xg,-—-']. = ﬁn_q (‘X-'XE,Y"Y?IL
(150) Toq = Foa (T2, =500,

Ssmalla tavalla jatketaan vaihe kerrallaan. Yleisesti konh-
teeseen n:o n - k (k = 1,2,...,0n - 1) tulevien joukkojen
nH8rit saadaan yhtildistid

o oo~ k-1 _o
(1500 %y = Zp (X - 50 xp s ¥ - 10500 Tos)

o _ k=1 o
(152) 77 = Foe(¥ = Li0g %oess ¥ - Eoilo Youids

Tehtdvd on niain kokonalsuudessaan ratkaistu. Pelaaja 'Pq me-
nettelee yhtildiden (447) ja (1541) mukaisella tavalla, P,
puolestaan yhtdlsiden (448) ja (152) muksan. "Pelin arve” v
saadaan yhiHldstd (141). Syntyvan kokonaisvahingon cdotus-
arvo oh = - v.

Tehtévin kiytinndllisestd ratkaisemisesta on mairittava,
etbd siilhen tarvitaan tietokoneiden apua, mikdli kilstan—
alaisten kohtsiden lukumiird n on vAhinkin sunri, yleensd
jo, kun n > 2. Témin esityksen loppuun onkin liitetty
FORLRAN ~ ohjelma ko. behbivin ratkaisemiseksi sekd erdisi
ratkaisuja, jotka on laskettu Turun Yliorpiston Sovelleturn
matematiikan IBM 1130 - Gietokonetta hyviksi kiystien.
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KOHTE IDEN LUKUMEARA
5

KAYTETTAVISSA OLEVAT MIESVAHVUUDET
P 8 P 8
1 2
PUCLUSTAJAN OSUMISTODENNAKOISYYS

Ca75 -

KOHTEIDEN VAHINGOITTUMISALTTIUDET

KOHDE 1 1.00
KOHDE 2 Ca90
KOHDE 2 Ca80
KORDE 4 0.70
KOHDE & 0450

PELAAJIEN OPTIMISTRATEGIAT
X

—
e AR N
<K
=00
FroOLIO O W

X 2
X 3
x4
X8

PUOLUSTAJAN KARSIME KOKORAISVAHINKO
1e5767
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KOHTEIDEN LUKUMAARA
5

KAYTETTAVISSA OLEVAT MIESVAHVUUDET
P 10 . P &
1 i
PUDLUSTAJAN OSUMISTODENNAKEGISYYS
0470 -

KOHTEIDFN VAHINGOITTUMISALTTIUDET

KOHDE 1 1,00
KOHMDE 2 Q480
KOHDE 3 Ga50
KOHDE & 230
KOHDE 5 0420

PELAAJIEN OPTIMISTRATEGIAT

X1 8 Y 1 0
X2 4] Y & 0
A3 1 Y 3 5
x4 1 Y 4 0
A5 ¢ Y 5 1

PUOLUSTAJAN KARSIMA ROKONAISVAHINKC
120619
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KOHTE IDEN LUKUMAARA
4

CAYTETTAVISSA OLEVAT MIESVAHVUUDET
P 7 P K
1 ' i
PUOLUSTAJAN OSUMISTODENMAKOISYYS
Ca50

KORTEIDFN VAHINGOITTUMISALTTIUDET

KOHDE 1 1.00
KOHDE 2 0,80
KOHDE 3 0450
KOHDE & «30

PELAAJIEN OPTIMISTRATEGIAT

X 1 3 Y 1 4
X 2 3 Y 2 0
X 3 1 Y 3 2
X & 0 Y &4 1

PUOLUSTAJAN KARSIME KOKONATSVAMINKO
leb542

- T -

KOHTEIDEN LUKUMAARA
4

CKAYTETTAVISSA OLEVAT MIESVAHVUUDET

P 7 P 7

1 2

PUCLUSTAJAN OSUMISTODENMAKOISYYS
0.50

KOHTEIDEN VAHINGOITTUMISALTTIUDET

KOHDE 1 1.00
KOHDE 2 0.50
KOHDE 3 w40
KOHDE 4 010

1 8 Y 1 &
o] 2 1

P
Wb
[l 8]

-

Y 3 o}
Y &4 0

PUOLLISTAJAN KARSIMA KOKONAISVAHINKO
1.1280
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