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Ilkka Virtanen

Vanhan kaupunkilegendan mukaan kansanedustaja Veikko Vennamo olisi esittanyt
otsikossa esiintyvin vaatimuksen eduskunnan puhuja-aitiossa budjettikeskusteluun
liittyvan puheenvuoronsa yhteydessa. Onpa tdma totta (tuskin) tai ei, molemmat
vaatimukset ovat mahdottomia toteuttaa. Verojen maksun siirtdiminen valtiolle
merKkitsisi valitonta kaaosta valtiontaloudessa ja matematiikan ehké tunnetuimman
symbolin arvon muuttaminen veisi pohjan geometrian ja aritmetiikan
oppirakennelmilta, niihin perustuvilta matematiikan muilta alueilta ja
lukemattomilta kaytdnnon, erityisesti teknillisilta, sovelluksilta. Mika taméa
vakioarvoinen symboli — suoranainen matemaattinen ikoni — sitten on? Milloin se
on syntynyt tai 16ydetty, mihin se matematiikassa erityisesti liittyy ja miten sen
numeerinen arvo on maaritetty? Muun muassa naiti kysymyksia tarkastelen
seuraavassa.

Yksiselitteinen ja muuttumaton irrationaaliluku

Kaytannossa jokainen koulusivistysti saava henkil6 kohtaa piin, jonka symbolina
on kreikkalainen kirjain st (pii). Suomessa kohtaaminen tapahtuu viimeistaan
peruskoulun ylaasteella. Aikuisina kaikki vield muistanevat, etta pii liittyy jotenkin
ympyroihin, useat senkin, etti se ilmaisee ympyrin kehén ja halkaisijan vilisen
suhteen, ehka vield lukuarvonkin, joka on likiméérin 3,14.

Pii on matemaattinen vakio, luku, jonka arvo on kiinted ja yksiselitteinen. Sen
numeroarvoa ei voida kuitenkaan tarkasti ilmoittaa, koska 7t on irrationaaliluku.
Matemaattiset luvut ovat kokonaislukuja, rationaalilukuja tai irrationaalilukuja.
Kokonaisluvut ovat "luonnollisia” lukuja o, 1, 2, 3 jne. Rationaaliluvut ovat lukuja,
jotka voidaan esittda kahden kokonaisluvun suhteena, kuten esimerkiksi V2.
Rationaaliluvusta voi kayttdd myos desimaaliesitysté: /2 = 0,5. Tdssé tapauksessa
desimaaliluku on paattyvi, tarkka lukuarvo. Rationaaliluvun desimaaliesitys voi
olla my6s paattymaton, jonka tarkkuus kasvaa desimaalien lukuméaréan kasvaessa,
esimerkiksi 1/3 = 0,33333.... jne. Irrationaaliluvun ainoa muoto on paattymaton
desimaaliluku, jota ei voi esittda kokonaislukujen suhteena. Pii on téllainen luku.

Vuosituhansia vanha historia

Piin historia on yhtd vanha kuin matematiikan historia. Piin ominaisuuksien
lisdtuntemus on usein merkinnyt samalla matematiikan kehittymista. Melkein
kaikki historian tarkeimmistd matemaatikoista ovat osaltaan lisdnneet tietimysta
piista. Vaikka piin numeerinen arvo tunnetaan nykyaan jo adrimmaiselld
tarkkuudella (tunnetaan yli 300 biljoonaa piin ensimmaiistd desimaalia),
desimaaleja etsitadn edelleen lisda. Kiinnostuksen kohde ei olekaan
lisidesimaaleissa (paitsi tieteellisessd “urheiluhengessa”), vaan laskennassa
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tarvittavien algoritmien kehittdmisessa ja tietokonekokonaisuuksien testaamisessa,
laskennat vaativat tietokoneiden jattikoalitioilta kuukausien mittaisen laskentatyon
ja valtavat tallennetilat.

Piin universaalisuudesta kertoo jotakin se, etti taman ikonisen luvun olemassaolo
tunnettiin jo Raamatun vanhassa testamentissa (ei vield piin nimelld, nimi otettiin
kayttoon vasta 1700-luvulla). Ensimmaisessa kuninkaiden kirjassa vakion
lukuarvona on 3: "Hiram valoi my6s pyoreén altaan, jota kutsuttiin mereksi. Se oli
reunasta reunaan kymmenen kyyniréan levyinen, korkeutta sillé oli viisi kyynaraa,
ja vasta kolmenkymmenen kyynérén pituinen mittanuora ulottui sen ympari”.

Noin 2 000 vuotta ennen ajanlaskun alkua babylonialaiset otaksuivat, ettd st on

joko 3 tai 25/8 (= 3,1250... eli yksi desimaali oikein). My®6s likiarvo 22/7 (= 3,1429...

eli kaksi desimaalia oikein) oli tiedossa varhain.

Egyptildinen Ahmose on matematiikan historiassa ensimmaéinen nimelté tunnettu
matemaatikko. Hén esitti noin 1550 eaa. geometriaan perustuvan tavan si:n arvon
madrittdmiseksi. Han osoitti, ettd ympyréan pinta-ala on likimain yhta suuri kuin
nelion, jonka sivu on 8/9 ympyran halkaisijasta. TAima vastaa st:n likiarvoa 256/81
eli noin 3,16. Ahmose otti kayttoon nelion, joka koostui 9x9 = 81 ruudusta. Nelion
sisélle han piirsi ympyran (halkaisija 9 ruutua). Nelion sisille tuli ympyraé ulkoa
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Ahmosen menetelma

Kreikkalaisten menetelma

sivuava 8-kulmio, jonka pinta-alaksi laskettiin nelion ala vahennettyna neljan
kulmakolmion aloilla. Tulokseksi saatiin 81 — 17 = 64 = 8x8 ruutua. Ahmosella oli
ilmeisesti tieto tai arvio ympyran pinta-alan maaraytymiskaavasta (A = w2, r on
sade) vaikka Eukleides sen teoksessa Alkeet vasta n. 300 eaa. sitovasti osoitti. Nain
saatiin mt:lle arvo

71 (9/2)? = 64, eli 1 = 256/81 = 3,16.

Antiikin kreikkalaiset piirsivat ympyran sisille siannollisen kuusikulmion ja
ympyran ulkopuolelle nelion. Jos merkitdan ympyran halkaisijaa 1:114, niin nelion
piiri on 4. Kuusikulmion tahot ovat ympyrén siteen suuruiset, joten sen piirin
pituus on 3. Koska ympyrin kehé on pii kertaa ympyran halkaisija, niin
kreikkalaiset péattelivit, ettd pii on suurempi kuin 3 ja pienempi kuin 4. Télla
menetelmalld tarkkuus paranee, jos kiytetdan useampitahoisia monikulmioita.
Ennen Eukleidesta ja Arkhimedesta ei kuitenkaan osattu laskea useampitahoisten
monikulmioiden piirin pituutta, sithen tarvittiin trigonometriset funktiot sini ja
kosini. Arkhimedes paityi n. 200 eaa. 96-tahoisen monikulmion avulla tulokseen,
ettd ympyran kehén ja halkaisijan suhde on lukujen 3 10/71 (3,1408) ja 3 1/7
(3,1429) valill4. Ptolemaios paatyi laskelmissaan n. 150 jaa. st:n arvoon 3 17/120
(3,1417 kolme desimaalia oikein).

Geometrian avulla 7ti:n arvoa ei voi endd merkittavisti tarkentaa, on siirryttava
laskennallisiin aritmeettisiin menetelmiin. Pii voidaan esittdd paatymattomana
suppenevana sarjana (rationaaliarvoisen lukujonon summana), jossa summan arvo
tarkentuu sarjan yhteenlaskettavien lisdantyessa. Leibniz esitti n. 1700 ns. Gregory-
Leibniz sarjan mi:n arvon laskemiseksi:

n=4(1-1/3+1/5-1/7+1/9—1/11+ ...).

Sarjalla on kuitenkin vain historiallinen pioneeriarvo, silla se suppenee liian
hitaasti, jotta sitd kannattaisi kayttdaa st:n arvojen laskemiseen. Vasta kun sarjasta
otetaan 294 ensimmaistd termid, saadaan yleisesti kaytetty likiarvo 3,14.

Pian Leibnizin jalkeen John Machin kehitti v. 1706 piille nopeasti suppenevan ja
kayttokelpoisen sarjakehitelman:
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Machin itse laski tilla kaavalla st:n 100 desimaalin tarkkuudella. Sarjaa on
sittemmin kaytetty paljon yha tarkempien likiarvojen laskemiseen.

Machin paasi laskuissaan m:n sadanteen desimaaliin. Tuhannes desimaali
saavutettiin 1949 ja miljoonas 1980-luvulla. Ennen vuosituhannen vaihtumista
su:std tunnettiin jo yli miljardi desimaalia. Tdna vuonna on tavoitettu 300 biljoonan
taso (st:n 300:s biljoonas desimaali on 5). Laskenta vaati tietokonejarjestelmalta 7,5
kk:n yhtdjaksoisen laskennan ja tallennuskapasiteettia 2,2 petatavua (petatavu on
1000 teratavua eli 1000 biljoonaa tavua).

s1:n ominaisuuksia

Koostuuko 7m:n desimaalien muodostama lukujono satunnaisluvuista? Kylld ja ei.
Lukujono ei ole aidosti satunnainen, koska se on yksiselitteinen vakio. Jokainen m:n
maaritelmain perustuva algoritmi tuottaa aina saman lukujoukon. Desimaalien
joukolla on kuitenkin satunnaislukujen ominaisuudet, silla desimaaleissa ei ole
toistuvia rakenteita, muita sidnnonmukaisuuksia tai ennustettavuutta. Jos
desimaaleista valitaan yksi satunnaisesti ja edetdén siitda haluttu maara eteenpain,
niin saatu joukko tayttdaa satunnaisluvuilta vaaditut ominaisuudet.

9% 12% 10% 10 10% 9% 10% 10%

Yksi satunnaislukujen ominaisuus on, ettd suuressa lukujoukossa numeroita 0 — 9
on suunnilleen yhta paljon, 10 %. Kuvassa on graafisesti esitetty eri numeroiden
esiintymisten prosenttiosuudet 5i:n desimaalien lukuméaaran kasvaessa valilla 1 —
1000. Prosenttiosuudet lahenevit toisiaan. Pienta “"harhailuakin” esiintyy. Numero
7 on aluksi selvisti aliedustettu, mutta palaa ruotuun. Numerolla 1 on
desimaalimairan 1000 tuntumassa pienti irtiottoa ylospain. Kaikki tallaiset
anomaliat ovat aidoille satunnaisluvuille tyypillisia.

Piin merkityksestd matematiikassa saa hyvéan kasityksen, kun tarkastelee siti,
miten paljon desimaaleihin liittyvaa tutkimusta ja laskentaa jatkuvasti
harrastetaan, vaikka riittava tarkkuus st:n arvolle on saavutettu jo kauan sitten.
Kyseessa on seka tavoitteellista harrastusta ja uteliaisuutta ettd vakavaa
laskentajarjestelmien ja algoritmien kehitystyota.

Klassinen esimerkki harrastuksesta tulee jo 1800-luvulta. Englantilainen
amatoorimatemaatikko William Shanks laski 20 vuoden ajan piin desimaaleja kasin
ja sai ratkaistua niita 707. Vuonna 1945 kuitenkin huomattiin, ettd laskelman 528.
desimaali oli virheellinen ja sen seurauksena kaikki myohemmat. Shanks itse ei
ollut tata noyryytystd kokemassa.

Erilaisten erikoisjaksojen etsiminen desimaalijonosta on jatkuvasti suosiossa.
Tietyn numeron esiintyminen useamman kerran perakkain (“kaksoset”, "kolmoset”
jne.) on yksi runsaasti tutkittu alue. Taulukossa on esitetty 7:n 800 ensimmaista
desimaalia ja poimittu siita esiin téllaiset jaksot. Kaksosia on varsin runsaasti, 63
kpl, 1dhes yksi 10 desimaalia kohti. Mitdan saannollisyytta ei ole havaittavissa.
Kolmosia on vain kolme, ensimmaéisen (111) alkaessa desimaalista 153. Nelosia ja
viitosia ei télld alueella esiinny, mutta sen sijaan yhdeksiisten kuutonen alkaa
desimaalista 762.

Téta kuuden yhdeksikon sarjaa kutsutaan Feynmanin pisteeksi Nobel-palkitun
fyysikko Richard Feynmanin mukaan. Kehittyneiden laskentajérjestelmien ansiosta
nykyisin tunnetaan jo sarjoja, joissa on yli 10 samaa numeroa perakkain.
Mielenkiintoinen triviatieto on my®ds, ettid 17 387 594 880:nnen desimaalin
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kohdalta alkaa numerosarja 0123456789. Epdilemittd timéa numerosarja esiintyy
jossakin myohemmin numeroiden alenevassa jarjestyksessa.

Pii on inspiroinut myos hupijuttuja. Almanakkaan on sovitettu pii-paivaa. Se on
maaliskuun 14. péivi eli amerikkalaisittain merkittyna 3/14. Sattumalta pdivi on
my0s Albert Einsteinin syntymapéiva (14.3.1879). Einstein ei tiettavisti osallistunut
su:n arvon tai ominaisuuksien tutkisteluun, vaikka vakiolla oli toki merkitystd hdnen
tutkimuksissaan. Hanelle tarkea oli toinen ikoninen vakio, valon nopeus c, jolle
hénen suhteellisuusteoriansa perustui.

Pizzan ystaville on kehitetty oma m-pizza. Siind muoto on erityisen tarkea. Jos
pizzan pyorean pohjan halkaisija on 2z ja paksuus a, on pizzan koko (tilavuus) V =

m-z2-aeli Pi-z-z-a.

V=pizza=nza
7 = ympyran sade

a = pizzan paksuus eli

lerion korkeus

Erityisesti fysiikassa suureiden, myos vakioiden, arvoja voidaan mitata
kokeellisesti. Seuraavassa esitetdan yksinkertainen koejarjestely, erdanlainen peli,
su:n karkean likiarvon maarittamiseksi. Otetaan kaytt6on neljasta ruutuneliosta
muodostuva ruudukko. Ruutujen sivujen pituudet ovat 2r ja ruudukon sivut siten
4r. Otetaan lisdksi kiyttoon kolikko tai muu pyorea laatta, jonka séde on r. Kun
kolikko heitetddn satunnaisesti neliéruudukolle, niin todennakoéisyys, ettd kolikko
peittad

2Y

S

neliéiden risteyskohdan kuvassa esitetylla tavalla, on 5t/4. Toistamalla koe lukuisia
kertoja saadaan piille kokeellinen likiarvo. Kokeellisesti saatu todennakéisyys (P)
kuvatulle tapahtumalle on niiden heittojen lukumééaran, joissa ruudukon keskipiste
peittyy, suhde heittojen kokonaislukuméaaraan. Téastda saadaan st:lle likiarvo
yhtéloista P = m1/4, mistd mt = 4-P. Oletetaan esimerkiksi, ettd kolikkoa on heitetty
1000 kertaa ja 783:ssa tapauksessa keskipiste on peittynyt. Téasta saadaan sn:lle
likiarvo 7 = 4-(783/1000) = 3,132. Tulokseen liittyy suuri epavarmuus, toistettaessa
koe voidaan saada hyvinkin erilainen tulos. Tulos on kuitenkin sita luotettavampi,
mitd pitempi koesarja on.

Laskuharjoitus (peruskoulun ylaasteen matematiikkaa): Osoita, etta
todennikoisyys keskipisteen peittymiselle kolikkoa heitettdessa on 7/4, ts. ettd
kolikon aseman muodostaman alan, jolla piste peittyy, suhde kolikon aseman
muodostamaan koko alaan on tuo /4.

Kymmenille sukupolville kahta viimeista lukuun ottamatta matematiikka olisi ollut
helpompaa, jos mt:114 olisi ollut kaupunkilegendassa vaadittu arvo 3. Laskimien ja
tietokoneiden puuttuessa numeerisissa trigonometrisissa laskuissa piti turvautua
laskutikkuun ja logaritmitauluun. Hankalaa ja monille vaikeaoppista. Nykyisin eroa
eri lukumuotojen vililla ei huomaa. Toisaalta st:n irrationaaliluonne on vaatinut
matematiikan ammattilaisilta menetelmien kehittamistd, jotta st:lle on saatu
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riittdvan tarkka arvo. Tima vaatimus on jo aikoja sitten saavutettu. On esimerkiksi
sanottu, ettd Uranus-planeetan ymparysmitan maarittdmiseenkin riitti st:n
viisitoista desimaalia. Mutta kiinnostus s:n desimaaleihin jatkuu, jopa kasvaa. Nyt
vuorossa ovat jattimaisten tietokoneiden ja tallennusmahdollisuuksien seka
laskenta-algoritmien kehittdminen. Pii elda ajassa ja sailyttda asemansa yhtena
matematiikan ikonina.

Ilkka Virtanen

P.S. Laskuharjoitustehtiviin ratkaisu. Kolikon asemaan perustuva
todenn&koisyys on yksinkertaisinta ratkaista tarkastelemalla kolikon keskipisteen
sijaintia. T4td varten tarvitaan kaksi apupiirrosta. Tehtaviakuvaan (vasemmalla) on
vihrealla merkitty nelio, joka rajaa alueen, mihin kolikon keskipiste voi ruudukossa
kaiken kaikkiaan sijoittua. Nelion sivujen pituus on 2r ja ala siten 4r2. Punainen
ympyra rajaa kolikon keskipisteelle ympyrin, jonka sisélle sijoittuminen merkitsee
ruudukon keskipisteen peittymistd. Ympyrén (side r) ala on nir2. Keskipisteen
peittymistodennékoisyys P saadaan peittymisen méaarittdvan ympyran ja koko
sijoittumisalueen maarittavan nelion alojen suhteena

P = mr2/(2r)2 = 11/4, mistd ;t:n maarittdmiseksi m = 4P.

Koejarjestelylla ei nykyoloissa ole tietenkadn merkitysta piin arvon maarittelyssa.
Se onkin ldhinna esimerkki geometrisistd menetelmista ongelmien ratkaisussa.
Antiikin matemaatikkojen tapaan tarvittiin apupiirrokset, joiden avulla ja ailemmin
tunnettuja tosiasioita hyodyntien ratkaisu loydettiin.

Koejarjestelyd voi kuitenkin ajatella sovellettavan pelina tai tarkkuustehtavana.
Tivolissa voisi olla nelion muotoinen alusta, johon heitetdan pyoreda laattaa, jonka
halkaisija on puolet alustan sivun pituudesta. Heitt4ja saa palkinnon, jos alustan
keskipiste jaa ndkyviin. Tiedimme nyt, ettd timan todennékoisyys on 1 - 11/4 = (4 —
71)/4 1t = 0,215. Keskipiste jaa siis nakyviin keskimaarin hieman useammin kuin
joka viides kerta. Tivolinpitdjan ongelmaksi jaa, ettd palkinto ei voi olla kovin
houkutteleva, enintidén 4,5-kertainen, jotta palkintojen arvo ei ylittaisi
osallistumismaksujen kertymaa.

Parempi toteuttamismahdollisuus saadaan, jos muokataan pelin toteutusta.
Kéaytetaan 2x2-ruudukon sijasta 4x4-ruudukkoa (oikeanpuoleinen kuva), alustan
ruutujen ja laatan koot kuten edelld. Punainen ympyra rajaa nytkin laatan (musta
ympyra) keskipisteelle ruudukon keskipisteen peittymisalueen ja vihreé nelio koko
mahdollisen sijoittumisalueen. Todennzkoisyys keskipisteen peittymiselle on

P = nr2/(6r)2 = /36 = 0,087.

Nyt keskipisteen peittyminen on harvinainen suhteessa nakyviin jaidmiseen,
esiintyy harvemmin kuin joka 11:s kerta. Palkinnon saa keskipisteen peittyessa ja
palkinnon suuruus voi olla vaikka 10-kertainen panokseen verrattuna. Muuttamalla
ruudukon tai laatan kokoa voittosuhdetta voi sdddella halutulla tavalla.
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