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flkka Virtanen

STOKASTISEN SYSTEEMIN TOIMINNAN JA LUOTETTAVUUDEN
MAARITTAMISESTA LISAMUUTTUJA- JA LAPLACE-
MUUNNOSMENETELMALLA

1. Johdanto

Useista itsendisistii laitteista koostuvan systeemin toiminnan luotettavuuden
saattaminen tietylle tasolle voi tapahtua pifasiassa kahdella tavalla: varmis-
taudutaan siiti, etti systeemin rakenneosat, komponentit, ovat jo itsessdan niin
luotettavia, etti asetettu tavoite koko systeemin osalta saavutetaan, tai vaihto-
ehtoisesti liian alhaisen luotettavuuden omaavien komponenttien osalta elimi-
noidaan niissi komponenteissa ilmenevii luotettavuuden puute sopivilla sys-
teemiteknisilli ratkaisuilla. Tirkein jilkimmiiseen ryhmiin kuuluvista kei-
noista on epiilemitti komponentin varmistaminen sen kanssa samanlaisilla
varakomponenteilla eli ns. komponenttien luotettavuusmerkityksessd tapahtuva
rinnankytkenta.

Komponentin varmistaminen yhdelli tai useammalla varakomponentilla mer-
kitsee tavallisesti huomattavaa lisikustannustekijii. Sen johdosta on tirkedd,
etti on olemassa keinoja niiden kustannusten vastapainona saatavan luotetta-
vuuden kasvun mahdollisimman tarkaksi mittaamiseksi. Témén artikkelin tar-
koituksena on esitelld lisimuuttujatekniikkaan ja Laplace-muunnoksiin perus-
tuva menetelmi, jolla voidaan matemaattisesti tarkastella varsin yleistd muotoa
olevan stokastisen systeemin toimintaa, kun systeemin tietyssi keskeisessd osassa
on toteutettu komponentin varmistus rinnankytkenn#llda. Toimintaa kuvaavien
tulosten perusteella voidaan tehdid johtopaitoksii useissa systeemin luotetta-
vuutta koskevissa kysymyksissi.

2. Systeemin kuvaus

Tarkastelujen kohteena oleva reaalisysteemi koostuu kahdesta osasystee-
mistd S; ja S, seuraavasti: osasysteemin Sy muodostavat M identtisti rinnan
kytkettyi komponenttia kun taas S, koostuu N:std yleensi erilaisesta sarjaan
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386 Ilkka Virtanen

kytketystd, toisistaan riippumattomasta komponentista. Systeemin toiminnan
edellytykseni on kummankin osasysteemin toimintakuntoisuus; osagysteemit
S, ja S, ovat siis luotettavuusmerkityksessé, sarjaan kytketyt. Rinnankytken-
nin luonne Sy:ssi on aktiivinen: Sym (toimintakykyiset) komponentit ovat
kaikki yhtaaikaisesti toiminnassa.

Vioittuneen komponentin korjaaminen on mahdollista vain koko systeemin
toiminnan ollessa pysihdyksissi. Systeemidi ei kuitenkaan tarkoituksellisesti
pysiytetd korjausta varten, vaan korjaukset suoritetaan tilanteissa, jolloin
systeemi komponentin vioittumisen seurauksena on joutunut kéyttokeskeytyk-
seen. Tillainen tilanne syntyy, kun jokin S,m komponenteista vioittuu tai vii-
meinenkin §;m komponenteista lakkaa toimimasta. Vikojen luonteesta ja vai-
kutuksesta oletetaan, ettd S;m vioittumaan p#isseiden komponenttien ennal-
leen saattamiseksi tarvittavat panokset (kustannukset, tydn kestoaika) ovat
merkittivisti suuremmat kuin vastaavat suureet Sym komponenttien tai S;m
jo kiiytossi olleiden, mutta vield toimivien komponenttien osalta.

Tissé yhteydessi erityisesti tarkasteltava korjauspolitiikka noudattaa sen
lisiksi, mikd edelli kuvatulla tavalla aiheutuu suoraan systeemin ominaisuuk-
sista, seuraavia periaatteita. Osasysteemin S, téydellisen vioittumisen joh-
dosta. syntyneessé korjaustilanteessa kunnostetaan kaikki S;:n komponentit
ennalleen, S, komponentteihin ei kosketa. Tapauksessa, jossa jokin So:n kom-
ponentti on vioittunut ja aiheuttanut niin korjaustilanteen synnyn, kyseinen
komponentti saatetaan ennalleen; tdmén lisiksi ennakkohuolletaan S;m toimi-
vat komponentit, jolloin ne tulevat uutta vastaaviksi. Mahdollisesti vioittu-
neet S;m komponentit jitetdiin thssd yhteydessd suuritoisingd odottamaan
S, m tayskorjausta.

3. Mallin olettamukset ja tehtivin yleinen mdirittely

Tutkimuksessa tarkastellaan matemaattisen mallin muodossa edellisessi jak-
sossa kuvattuihin yleisiin puitteisiin soveltuvan systeemin toimintaa, kun
useat systeemin kéyttdytymiseen vaikuttavat tekijit ovat luonteeitaan stokas-
tisia. Mallissa stokastiset ainekset esitetddn seuraavina satunnaissuureina: kom-
penentin hilirioton toiminta-aika, Sgm komponentin tai koko osasysteemin
S, korjausaika sekd vioittumisesta korjaustyon alkuun kuluva odotusaika.
Satunnaissuureiden jakautumien suhteen tehdddn erditd olettamuksia.

Suurimmalle osalle systeemin satunnaissuureista asetetaan ainoastaan vaa-
timus, ettd satunaissuureen tiheysfunkito on jatkuvana olemassa. koko posi-
tilvisen reaalilukuakselin alueella, tiheysfunktion muoto ja siten jakautuman
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tyyppi vol muutoin olla tdysin mielivaltainen. T#llainen ns. yleinen jakautu-
ma esitetddn mallissa tiheysfunktionsa f(x) tai tiheysfunktioon yhtdlon

(3.1) f(x) =r(x) exp {—« Ec r(x) dx}

4]

mukaisesti liittyvin intensiteettifunktion r(x) avulla.! Hairiottoméan. toiminta-
ajan tapauksessa esimerkiksi f(x) on vikatiheys ja r(x) vikataajuus. Jakautu-
miltaan edelli olevassa merkityksessd yleisid ovat seuraavat mallin satunnais-
suureet: S;m komponentin h#irioton toiminta-aika (sama jakautuma kullakin
komponentilla), S;:n korjausaika ja korjauksen odotusaika sekd Som kompo-
nenttien korjausajat ja korjausten odotusajat (kullakin komponentilla omat
jakautumansa). Osasysteemin S, komponenttien hairiottomén toiminta-ajan ja-
kautumat sen sijaan oletetaan eksponentiaalisiksi ts. vikataajuudet oletetaan
vakioiksi.

Jaksossa 2 esitetyn yleisrakenteen omaavaa reaalisysteemiid on luotettavuus-
ominaisuuksiltaan aiemmin tarkastellut D. K. Kulshrestha.? Téssd tyossd Kulsh-
resthan esittiméd mallia on merkittdvisti yleistetty ja laajennettu. Mallissa
otetaan varsinaisen korjausajan lisiksi huomioon myds se aika, joka kuluu
vapaana olevan korjausmiehiston mahdollisen puutteen, varaosatoimitusten tms.
tekijoiden johdosta korjauksen alun odottamiseen. Edelleen on luovuttu kaytta-
mistd pelkastddn eksponentiaalijakautumaa S;m komponenttien h&iriottoman
toiminta-ajan kuvaajana, tdmin sijaan on otettu kaikki jatkuvat jakautumat
kattava yleinen jakautuma.

Yleisten jakautumien sisdllyttiminen malliin lisdd sen potentiaalisia omi-
naisuuksia ja kdyttomahdollisuuksia merkittivisti. Malli voi luonnollisesti toimia
tavanomaisena laskenta-algoritmina ratkaistaessa jonkin spesifisen, jakautumil-
taan tunnetun tai estimoidun systeemin luotettavuutta koskevia ongelmia. Ennen
kaikkea malli tdssd muodossaan on kuitenkin erityinen metodi, joka mahdollistaa
madrittyihin puitteisiin rajoittuvan systeemin luotettavuusominaisuuksien ylei-
sen tarkastelun. Mallin tdmi ominaisuus tulee erityisen selvisti esille systeemin
stationddrisen vaiheen tarkasteluissa. Voidaan nimittdin osoittaa, ettii systeemin
luotettavuusominaisuudet lakkaavat useimpien satunnaissuureiden kohdalla riip-
pumasta jakautuman tyypistd, kun riittdvan pitkdi aika toiminnan alkuhetkesti
on kulunut. Luotettavuuden mairittimiseksi riittiviit nididen jakautumien osalta
talloin pelkit odotusarvot.

t Funktion r (x) middritelmistd, tulkinnasta ja yhteyksisti tiheys- ja kertymi-
funktioihin ks. esim. BArLow ja ProscuaN, s. 10.

? KuLsHRESTHA : Reliability of a Repairable Multicomponent System with Redun-
dancy in Parallel.
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Mallin formulointi ja ratkaisujen etsintd perustuvat keskeisiltd osiltaan
lisimuuttuja- ja Laplace-muunnostekniikkoihin. Edellinen on osoittautunut var-
sin. tehokkaaksi menetelmiksi konstruoitaessa tilayhtéloitd alkuaan ei-markovi-
laisille stokastisille prosesseille. Menetelmd on kehitetty stokastisten prosessien
yleisen teorian alueella,® sieltd se on jonoteoreettisten sovellutusten kautta *
16ytéanyt merkittivin sovellutusalueen luotettavuusteoreettisissa ongelmissa.® Lisé-
muuttujatekniikkaa kiytettdessi systeemin tilayhtdlot muodostuvat osittaisdiffe-
rentiaaliyhtéloiksi, nyt tarkasteltavassa tapauksessa tilayhtalot ovat systeemin
ominaisuuksista johtuen lisiksi differenssiyhtiloitd. Tilayhtéloiden ratkaisut joh-
detaan Laplace-muunnoksia hyviksi kdyttden ja ne saatetaan suljettuun muo-
toon sekd muutosvaiheen ettd stationfdrisen vaiheen osalta. Stationddrisen vai-
heen olemassaolo ja ratkaisut saadaan selville erditd Laplace-muunnosten raja-
arvo-ominaisuuksia hyviksi kiyttden, Téssd yhteydessd on huomattava, ettd
stationddriset ratkaisut saadaan Laplace-muunnosten kéénteismuunnoksiin tur-
vautumatta, lisdksi useista systeemin jakautumista tarvitaan vain niiden odotus-
arvojen tuntemus, jakautuman luonne ei muuten vaikuta ratkaisuihin.

4. Systeemin matemaatiinen malli
4, 1. Merkmndt

Alustavana vaiheena mallin formuloinnille on systeemin tilojen tarkoituksen-
mukainen miirittely ja tietyistd merkinnoistd sopiminen. Midritelldan ja mer-
kitddn systeemin tilat seuraavasti:

m: systeemi on toimintakunnossa, S;:n komponenteista on m kpl vioittunut,
m=20,...,M—1

W: systeemi odottaa korjauksen alkamista, kiyttokeskeytyksen syynd on Sy:mn
kaikkien komponenttien vieittuminen

R: S;m vialliset komponentit (kaikki M kpl) korjauksen alaisena

w_..systeemi odottaa korjaustyon alkua, toimintakeskeytyksen syyné Sym kom-
ponentin n:o i vioittuminen; '‘S;m komponenteista .on m kpl vioittunut,
m=20,...,M—1;i=1,...,N

r :S,m komponentti n:o i on korjattavana; S;m komponenteista on m kpl
vioittunut, S; m toimivat komponentit ennakkohuolletaan, m = 0, ..., M—TI;
i=1,...,N

¢ Cox, s. 433.

¢+ KminsoN ja KOOHARIAN, s. 104.

5 Tmsimmiaisii lisimuuttujatekniikan soveltajia luotettavuusteoreettisiin ongelmiin
ovat mm. GArG gekid KULSHRESTHA.
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ToN J— WimN W M-1.N "™-1,N

Kuwio 1. Systeemin siirtym#diagrammi.

Systeemin tilat ja mahdollisuudet siirtyd tilasta toiseen on havainnollistettu

kuviossa 1.

Systeemin satunnaissuureisiin liitetddin seuraavat merkinnét:

3
S:
Py (xt):

Pgy():

a (X)
A(x):

systeemin tilojen joukko
systeemin tilan yleinen indeksi, S ¢ =
tilassa § viipymiseen liittyvii tiheysfunktio; P g (x, t) A + o(p) il-
moittaa todennikdisyyden, ettd systeemi hetkelli t on tilassa S ja
titd muotoa olevien tiheysfunktioiden kiyttoén otto juuri on anta-
nut aiheen kiytettivin menetelmin nimefimiselle lisimuuttujatek-
niikaksi
todenniikoisyys, ettd systeemi hetkelld t on tilassa S, ilmeisesti
Pg(t) = S Py (xt) dx

o
S;:n komponentin vikataajuus
S;m komponentin vikatiheys (h#iriottomén toiminta-ajan tiheys-

X

funktio); A (x) = a(x) exp{——s a (X) dx}

[
S; m korjauksen valmistumisintensiteetti
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X
B(x): S1m korjausajan tiheysfunktio; B (x) = B (x) exp {—— 5 B (x) dx}
y(x): £1m korjauksen alkuun liittyviin odotusajan piittymisintensiteetti
X
C(x): em. odotusajan tiheysfunktio; C(x) = y(x) exp{—« S v (%) dx}
V]
N
Ay Sgm komponentin n:o i vikataajuus (vakio),i=1,... N; 1= X A,
i=1
7 (x): Sgm komponentin n:o i korjauksen alkuun liittyvin odotusajan pait-

tymisintensiteetti, i=1,..., N

H, (x): em. odotusajan tiheysfunktio; H, x)=7, (x) epr- fn (x) dX]’

(I

i=1,...,N
g (x): S komponentin n:o i korjausintensiteetti, i=1,..., N
M, (x):  em. korjausajan tiheysfunktio;

M, (x) =g, (x) exp{— [, (%) dx } i=1, ..., N

[
X

A, (x): ka(x) exp{— S ke(x) dx l

; J

Satunnaissuureen odotusarvoa merkitiin symbolilla —; siten merkitiin esi-

y k=1,..., M

merkiksi osasysteemin S; korjausajan odotusarvo B. Muut kiytettivat mer-
kinnit selostetaan siind yhteydessii, jolloin ne tekstissi ensimmiisen kerran
esiintyvit.

4. 2. Mallin formulointi

Systeemin on kunakin ajanhetkend t oltava jossakin edellisessi jaksossa
madritellyisti tiloista. Siirtyminen tilasta toiseen tapahtuu kuvion 1 ja edelld
miiriteltyjen todennikéisyyslakien mukaisesti. Systeemissi hetkelld t vallinneen
tilan sdilymistd hetkeen t -+ A kuvaamaan saadaan seuraavat eteenpiin”
muodostetut differenssiyhtilot:

(4.1) Pm (x+At+A) = Pm (X,t){[l——a (x) A|M—m II‘\II (I—2, 1) }
=1

+ o(A), m=0,..., M—1
(4.2) P (x+At+a) = Py, (xt) [1—vy(x)A] +o0(a)

(4.3) P, (x+At+A) = P (x,t) [1—8(x)A] + o(A)
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4.4) P (x+At+A) =P (x) [1=n(x)a] +od)|p =0, ..M

(4.5) P__ (xFAt+A) =P (x1) [1—p, (x)A] +o0(a) i=1,...,N

rmi

Antamalla yhtiloissi (4.1) — (4.5) A—0 paidytddn seuraaviin muuttuva-
kertoimisiin osittaisdifferentiaaliyhtiloihin:

(4.6) [o/0x +d/0t+ (M—m)a(x) + 2] P_(xt)=0,m=0...,M-1
(4.7) [o/ox +d/0t+y(x)] Py (xt) =0

(4.8) [o/dx +d/0t + B (x)] Py (x,t) =0

4.9) [d/ox+od/at+ 7y DIP L (xt)=0) 0. . . M—1,
(4.10) [do/0x +o/0t+u, (O]P (X,t):O} i=1,...,N

Muuttujien x ja t luonteesta johtuen ylld olevat tiheysfunktiot ovat méaa-
ritellyt vain alueella

(4.11) T = { x,t)Ix>0,t>0 },

joten yht#l6itd ratkaistaessa on otettava huomiocon alueen reunoilla
(4.12) T :{(x,()) IXZO}, T, :{(O,t) It >0 }

vallitsevat reunaehdot.

Reunan T', ehdot kuvaavat systeemin siirtymistd tilasta toiseen ja ovat muotoa

(4.13) P_(0,1) = fo P (x,t) B (x)dx + s fo P (xt) p; (x)dx
o i=1 o

(4.14) P_(0,t) = | P, (xt) M—m+1)a(x)ds

[v]

-+

Iz

S P (x51)p (x)dx, m=1,...,M—1

(4.15) Py (00 =] Py, (%t)«(x) dx

(o]

(416) Py (0,t) = Py (xb)y () dx,

cO

41T P (Ot = P (xt)r dx=xr P _(t)
o IIIZO,...,M——].;
0 1:1,,N

(4.18) P_. (0,t) = g P (xt)n (x) dx

[

1

I
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Ehdot reunalla I' _ méérittelevit puolestaan systeemin alkutilan hetkelld t=0.
Alkutilan ollessa tila 0 saavat nimi reunaehdot seuraavan muodon:

(419) P (x0)=8_ 3 (x), m=0,...,M—1

(4.20) P (x,0)=P_(x0) =P_ (x0) =P _(x,0)=0, m=0,..., M—1;

i=1,...,N

wmi rmi (

missd 8 merkitsee Kronecker’in deltaa ja §(x) Dirac’in delta-funktiota.

Yhtiloitd (4. 6)—(4.10) ja (4.13)—(4.20), joiden perusteella voidaan yksi-
késitteisesti madrittdd systeemin tila kullakin ajanhetkelld t, kutsutaan seu-
raavassa systeemin tilayhtiloiksi.

4. 3. Ratkaisut

Tilayhtaloiden ratkaisuja etsittdessé osoittautuu tarkoituksenmukaiseksi siir-
tyd tiheysfunktiolausekkeista P (x,t), se¢=, niliden muuttujan t suhteen las-
kettuihin Iraplace-muunnoksiin, silld tdlloin padstddin yhtdloihin, joissa esiin-
tyy osittaisderivaattoja ainoastaan yhden muuttujan (muuttujan x) suhteen.
Merkitdin seuraavassa yleisesti funktion F (1) Laplace-muunnosta vastaavalla
pienelld kirjaimella, ts.

(4.21) PUFMY = | e F (1) dt = £(s).

3

Suoritettujen Laplace-muunnosten jilkeen saavat yhtidlét (4. 6)— (4. 10),
kun lisdksi on otettu huomioon alkuehdot (4.19)—(4.20), seuraavan muodon:

(4.22) Jo/ex+s+ M—m)a(x)+a]p, (xs8) =38 38 (x),
, m=9¢,...,M—1
(4.23) Jo/ox+s+yx)]p, (x8) =0
(4.24) [o/ox+s+ B(x)]py (x,8) =0
(4.25) [8/0x + 8+ 0, ()] Py (%,8) = 0)
|

N
(4.26) [o/0x + s+ p; ()] D, (x5) =0

m=20,... M—1;i=1,...,
. Reunayhtéldiden (4.13)—(4.18) Laplace-muunnokset puolestaan ovat

co N oo
(4.27) p, (03) = | Dy (x9) B@dx+3 [ p,(x8) p; (x)dx

0 i=1 o
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(4.28) D (08) = | Dy (xs) M—m+1)a(x)ds

S pI‘mi (X’S') /’Li (X) dX; m = 1,,M——1

L

N
+ =

i

(4.20) Dy (08) = | Py, (%8) a(®)dx

o

o0

(4.30) pg (08) = S Dy (%8) 7 (x) dx
(4.31) Do (08) =1, D, () ]
=0,...,M—1;i=1,...,N

(0]

=
(4.32) Doy (08) = [ D (®8)7, (x)dx‘

[}

Tilatodenndkoisyyksien P (t) ja tiheysfunktioiden P (x,1), SeZ, Laplace-
muunnosten vilille saadaan jaksossa 4.1 esitetyn, ndméd funktiot toisiinsa sitovan
yhtalon nojalla vield yhteys

0

(4.33) pg(s) = go pg (% 8) dx, Se>.

O

Yhtaloistd (4.22)—(4.26) saadaan suorittamalla niissd integrointi aikavalin
(0,x) yli seuraavat yhtdlot:

X

(4.39) p (x8)=1[8  tp_ (0,8) ] exp{—— (s +A)x— | (M —m) a (x) dx},
" m=0...,M—1

X

(4.85) D (X,8) = Dy (0,8) exp{—sx—— [ y(fx)dx}

X

(4.36) pg (x,8) =Dy (0,8) exp { — X — (§ B (%) dx}

(4.37) p, . (%8) =D, (05s) exp{—sx~ [ 7 ) dx}
o mZO,...,M—l;
x i=1,...,N

(4.38) D, (X8) =p (0,8) exp{~sx— [ & (x) dx}

(1]
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Yhtalossd (4.34) esiintyvien funktioiden p _ (0,s), m = 0,..., M — 1, méi-
rittimiseksi saadaan yhtélostd (4. 33) lidhtien tulos

Dp () ={ D, (xs)dx

| =18, + D (O] | exp{—(s+ M) x— | M—m)a(x)ds)dx
(439 %“:fiw@[1_f\erw(M—;)a@)
wm~f(M_ma@mﬂdﬂ
:Hm+pm@@]Lﬂfﬁ§+M,m=Q“”M—l

joten p _ (0,s) :n lauseke on muotoa

s+ A
s + ) Pm

(4.40) D, (0,8) = () =3 _,m=0,...,M—1

—a M—m

Suorittamalla yhtilon (4. 33) mukaiset integroinnit myos yhtéloissd (4. 35)—
(4. 38) esiintyvien tiheysfunktioiden Laplace-muunnosten osalta ja soveltamalla
toistuvasti yhtaloitdi (4.29)—(4.32) ja (4.35)—(4.38) sekd ottamalla vield
huomioon tulos (4.40) ja yhtdlon (3.1) mukainen tiheysfunktion esitysmuoto
voidaan tilatodenniikéisyyksien Laplace-muunnokset saattaa muotoon, josta ilme-
nee niiden riippuvuus (toistaiseksi vield tuntemattomista) lausekkeista p_ (s):

(st N ast+A) [1—c(s)]

B s[1—a(s+A)]

(s+ M) a(s+ M) [1—Db(s)] e(s)
s[l—a (s+A)]

(4.41) D (s) Ppy (8)

Pp_; (8)

(4.42) pg (8) =

M [T—hy (8)]
4.4 (8) =
SR s P lm:Q”qM—h
Ch. (e o i=1, , N
i) o, ) = O T @, ]

Funktioiden p_ (s) lausekkeiden madrittimiseksi ovat vield kiytettivissd
yhtdlt (4.27) ja (4.28). Kun ndihin yhtdloihin tehdéén tarpeelliset sijoi-
tukset ja sievennetiifin, paidytdsin muuttuvakertoimisiin differenssiyhtilgihin
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[ s+ A ~ S, h, () m, <s>]pm(8)_
(4.45) JLT 83 (5 F )i

(s+ ) Ay (s+1)
1—ay—msr (s +2A) mt
Niiden yhtiloiden ratkaisuina saadaan lopulta ®
1'—aM-——m (S+)\) Q(S;M_m—'l)

TSN arm BF AN QM) —Db(s) e(s)
m=20...,M—1

(s) =0, m=1,..., M—1

(4.46) p, (s)

missé on merkitty Q (s,k):lla tulolauseketta

stA—[1l—a,(s+A)] % A h (s) m, (s)
i=1

k
(4.47) 1 Q(sk) = T (s+Xa, (s+2)

Q(s,0) =1
Tilatodennikoisyyksien Laplace-muunnokset ovat tdmén jilkeen kaikki tun-

netut, ne saadaan yhtiloistd (4.41)—(4.44) ja (4.46)—(4.47). Voidaan osoit-
taa,” ettdi nimi lausekkeet toteuttavat kaikilla sm arvoilla yhtilon

, k> 1

M—1 M—1 N
(4.48) =2p_(8) +py() +tpr(s) + = 2 [p ()t ()] =1

m=0 m=0 i=1 s
Tulos (4.48) merkitsee tilatodenniikoisyyksien osalta, ettd kaikilla t: arvoilla
on voimassa

M—1 M—1 N
(4.49) =P _(t) +P, (t) +P . (t)+=2 =[P () +P ()] =1
m=0 m=0 i=1

Niin on saatu myos vahvistus sille, ettd systeemin tilat ja niiden muodos-
tama joukko on hyvin maédritelty: tilat ovat toisistaan erilliset ja kaikki mah-
dolliset tilat on otettu huomioon.

Bteityt tilatodennikoisyydet saadaan nyt yhtiloistd (4.41)—(4.44) ja
(4. 46)— (4. 47) ki#nteisind Laplace-muunnoksina

(4.50) Py (t) = PO {pg (s) ), Se3,

kun niihin yhtdloihin on sijoitettu systeemille ominaisten tiheysfunktioiden
Laplace-muunnokset. Tilatodenniikoisyyksien lopullinen muoto jii ndin riip-
pumaan systeemin jakautumien erityisominaisuuksista ja siten kussakin ta-
pauksessa erikseen selvitettdviksi.

¢ Differenssiyhtiloiden yksityiskohtaisesta ratkaisemisesta ks. VIRTANEN, ss. 46—48.
7 VIRTANEN, ss. 49—51.
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4. 4, Stationddrinen vathe

Tilatodennikoisyyksien muutosvaiheen ratkaisuista (4.41) — (4.44) ja
(4.46)—(4.47) kiiy ilmi niiden todennikdisyyksien (luonnollisesti) voima-
kas riippuvuus systeemin satunnaissuureiden jakautumista. Seuraavassa o0soi-
tetaan kuitenkin, ettd oltuaan toiminnassa riittdvin kauan systeemi saavuttaa
stationdfirisen vaiheen, jolloin mm. korjaus- ja odotusaikojen jakautumatyyp-
pien vaikutus tilatodennikoisyyksien arvoihin lakkaa. Stationfidrisen vaiheen
saavuttaminen edellyttdd varsin vihiisii lisdolettamuksia jakautumien suh-
teen: korjaus- ja odotusaikojen odotusarvojen on oltava #ddrellisind olemassa.
Stationddrisen vaiheen tilatodenniikdisyyksien lausekkeet voidaan saattaa lopul-
liseen ratkaistuun muotoonsa myos yleisten jakautumien tapauksessa; tulokset
saavutetaan lisdksi turvautumatta Laplace-muunnosten kd#nteisiin toimituksiin,
jotka voivat usein osoittautua varsin hankaliksi. ,

Stationddrisen vaiheen tilatodennikoisyydet johdetaan lausekkeista (4.41)—
(4.44) ja (4.46) kiyttien hyviksi tunnettua Laplace-muunnosten loppuarvo-
teoreemaa, ®

(4.51) lim F(t) = lim s £ (s).

t—>00 S—>0

Tilatodennikoisyyksille saadaan nidin stationffirisen vaiheen arvot (kun ylei-
sesti on merkitty Py = lim Py (t), Se2):

t—o0
1—a A S, (A
(4. 52) Pm — M———Ill( ) < — _—M( ) — —
Ay ()1 +i;zlxi (H, + M,) +8,, ) B+ 0,
m=0,..., M—1
(4.53) P, — ] Sy M) C
1+ sa, (H +M,)+8,( @B+
i=1
S (AMB
(4.54) P, = - M_( —
1+ sa, (H, +M,)+S, () B+0)
i=1
1—a A S,y M)A, H
(4.55) P . = o ) L

N — —_ — —
aay, (A 143, (H +M)+8,0) B+C)

i=1

8 SrisGeL, s. 20,
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w56 P e, W S, (WA, M,

rml

N . — — —
N 1+ =T (H M) +8,0)B+0)
i=1
m=0,..M-1i=1...,N

M—m (

Fdelld olevissa yhtildissi on merkitty

(M T—ay, (W)
(4. 57) SM(A)“’Lfl—TEZTXT} .

Tilatodennikoisyyksien stationiifirisen vaiheen lausekkeista (4. 52)—(4. 56)
tosiaan huomataan, ettii korjaus- ja odotusaikojen jakautumatyyppien vaiku-
tus on niisti hivinnyt, tilatodennikdisyydet madrdytyvit ndiden satunnais-
suureiden osalta pelkkien odotusarvojen perusteella. Osasysteemin S kompo-
nenttien vikatiheys vaikuttaa Laplace-muunnosarvojensa a, (A) valityksella.

4. 5. Systeemin luotettavuudesta

Kun systeemin tilatodenniikdisyydet ovat sekd muutosvaiheen ettd statio-
niirisen vaiheen osalta tunnetut, voidaan ryhtyd tarkastelemaan systeemin
luotettavuuteen liittyvid kysymylksifi. Yksi keskeisistd luotettavuuskisitetta kvan-
titatiivisesti mittaavista tunnusluvuista on systeemin (hetkellinen) kiytettd-
vyys P, joka médritelladn ® todennikoisyytena

(4.58) P _(t) =P {sys‘teemi on toimintakunnossa hetkelld t}.

Systeemin tilojen miirittelysti seuraa, ettd systeemi on toimintakuntoinen
ollessa jossakin tiloista 0,...,M —1 ja toimintakyvytdn muulloin. Systeemin
kiiytettivyys tietylld hetkelld t saadaan niin todennikoisyytend, etti systeemi
tuolla hetkelld on jossakin tiloista 0,..., M — 1.

Kaytettivyyden muutosvaiheen aikaisen lausekkeen Laplace-muunnos on yh-
talon (4. 46) perusteella

M1 M [1—aym(+A)]Q(s,M—m-—1)
Mﬁ%i%“”;jpm®”;i@+mamﬂm+m[Q@Myqu@c@]
_ 1 Q (s M) —1
s+A,—2NAihi(s)mi(s) Q (s,M) —b (s) e (s)
i=1

% GNEDENKO et al., s. 110.
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Kiytettivyys P, (t) saadaan tunnetuilla systeemikohtaisilla tiheysfunktio-
lausekkeilla tdmdn jidlkeen yhtdlon (4.59) oikean puolen kifinteismuunnok-
sena. Mikili tilatodennikoisyydet P4 (t) ovat jo alemmin médritetyt, vrt. yh-
talo (4. 50), saadaan kiytettivyys luonnollisesti suoralla yhteenlaskulla

M—1
(4.60) P ()= = P_ (1.

m==0

Stationddrisen vaiheen kiytettivyys voidaan sen sijaan miifirittdd suljetussa

muodossa myds yleisilli jakautumilla. Yhtalostd (4. 52) saadaan

M—1 1
(4.61) P =3P = .
m=0 1+E)\i§<ﬁi +M, ) +8S, N B+0)
i=1

Stationddrisessd vaiheessa on kiytettivyydelld P, hetkellisen toimintatoden-
nikoisyyden ohella varsin mielenkiintoinen empiirinen tulkinta. Se ilmoittaa
sen suhteellisen osuuden kokonaisajasta, jonka systeemi stationfiirisen vaiheen
alkana on toimintakunnossa ja toiminnassa.'

5. Lopukst

Tutkimuksessa on tarkasteltu stokastisten prosessien yleiseen ajatusmalliin
perustuen rakenteeltaan ja korjauspolitiikaltaan tiettyihin puitteisiin rajatun
systeemin toimintaa erityisesti systeemin luotettavuuden ndkokulmasta. Laadi-
tun mallin formuloinnissa on keskeiselld sijalla lisimuuttujamenetelms, joka
on mahdollistanut vapautumisen yksinomaisesta eksponentiaalijakautuman kiy-
tostd systeemin satunnaissuureiden mallijakautumana; tarkastelut on voitu
laajentaa yleiset jakautumat kattaviksi, Mallin ratkaisu puolestaan perustuu
Laplace-muunnoksiin, erityisesti stationférisen vaiheen kohdalla on voitu tehok-
kaasti kdyttdd hyviksi ndiden erikoisominaisuuksia. Tarkasteluista kidy edelleen
selvasti ilmi mallin yleinen menetelmaluonne, muun rakenteen ja/tai korjaus-
polititkan omaavalle systeemille voidaan kuvattujen periaatteiden mukaisesti
muodostaa helposti oma mallinsa.

10 GnepENKO eb al, s. 112,
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APPLICATION OF SUPPLEMENTARY VARIABLES AND LAPLACE
TRANSFORMS TO OPERATIONAL BEHAVIOUR AND RELIABILITY
OF A COMPLEX SYSTEM

In the paper a multicomponent system, consisting of two classes of components,
ie. of two subsystems S, and S, is considered. The subsystem 3, contains M identical
redundantly-connected components while S, is composed of N independent, in general
different components connected in series.

Components in S, fail according to some general distribution (the failure rate
of components is an arbitrary funection of time) while in S, the components have
constant failure rates, i.e. the time between failures for a S,-component is exponentially
distributed. A failed component has to wait for the repair facility, the waiting time
has some general distribution (each component has a distribution of its own). All the
repair time distributions in the system are also governed by general probability laws.

Operational behaviour of the system has been studied under certain conditions: the
type of redundancy is specified to be in parallel and the policy to be followed in the
system repair is closely fixed. A method based on supplementary variables and Laplace
transforms is developed to formulate a mathematical model for the system. The supple-
mentary variable technique is used to obtain the model’s partial differential-difference
equations, the state equations, which deseribe the behaviour of the system. With the
help of Laplace transforms both transient and steady-state solutions for these state
equations are found. From these solutions reliability indices are drawn for the system.

Furthermore it is indicated that the steady-state solutions are independent of the
type of waiting time and repair time distributions; in these solutions only the expected
values of these distributions appear. It is also shown that the steady-state is achieved
under quite general conditions and that the solutions for the steady-state can be found
without any exact knowledge about the distributions of the system.
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