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TAU.117 Sumeat järjestelmät, harjoitus 4
k2005
1. Sumea klusterointi Johda sumean klusteroinnin algoritmi minimoimalla funktionaali

[image: image56.emf],

jossa ( on nk. Lagrange-kertoja.

Ratkaisu:

Kullekin näytteelle k = 1, 2, …, N määritellään oma kustannusfunktionaali 
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, jonka havaitaan olevan sumean klusteroinnin kustannusfunktion 
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 sisempi summa vähennettynä nollatermillä, sillä 
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. Algoritmissa siis minimoidaan kunkin näytteen kustannus erikseen ja iteroidaan, kunnes Q:n lokaali minimi on löytynyt.
Funktionaalin minimi löytyy derivaatan nollakohdasta:
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Käytetään ehtoa 
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Ratkaistaan (:
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joka sijoitetaan kaavaan (*):
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2. Yleistetty perceptron Mikä on puoliympyrään perustuvan generointifunktion (Kuva 1) 
g : R ( ]0,1[ analyyttinen esitys ja vastaava käänteiskuvaus g-1.
[image: image10.png]



Kuva 1 Puoliympyrään perustuva generointifunktio.
Ratkaisu:

Löydetään kaksi suorakulmaista kolmiota, joista saadaan:
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Vastaavasti löydetään käänteiskuvaus g-1:
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Piirretään g-1 ja sigmoidi (katkoviiva) 
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, kun a = 3,3, samaan kuvaan:
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Funktioiden muoto on lähes sama.
3. Osoita, että edellisen tehtävän g:lle pätee, että S(a, b) = g-1(g(a)+ g(b)), jossa S(a, b) on co-t-normi.
Ratkaisu:

Muistetaan, että S(a, b) ( max(a, b). Havaitaan kuitenkin, että mikäli a tai b < 0,5, ehto ei toteudu. Osoitetaan kuitenkin, että mikäli kohta x = 0,5 otetaankin nollakohdaksi ja toimitaan välillä 
x ( [0,5; 1], S(a, b) = g-1(g(a)+ g(b)) pätee. Vastaavasti välillä x ( [0; 0,5] pätee 
T(a, b) = g-1(g(a)+ g(b)).
Voisimme kutsua arvoja x ( [0,5; 1] totuusasteiksi (truth), ja x ( [0; 0,5] epätotuusasteiksi (falsity). Piste x = 0,5 on neutraali. Tuloksena on, että kahden totuuden summa on tekijöitään todempi, ja kahden epätotuuden summa on tekijöitään epätodempi. Totuuden ja epätotuuden summa on tekijöitään neutraalimpi.
Co-t-normisuuden todistus:

1) (Boundary) S(a; 0,5) = g-1(g(a)+g(0,5)) = g-1(g(a)+0) = a.

2) (Montonicity)  Olk. c ( a: S(c, b) = g-1(g(c)+g(b)). Koska g on aidosti kasvava funktio, 
g(c) ( g(a). Saadaan siis: g(c)+g(b) ( g(a)+g(b). Vastaavasti myös g-1 on aidosti kasvava, joten S(c, b) = g-1(g(c)+g(b)) ( g-1(g(a)+g(b)) = S(a, b).
3) (Commutativity) S(a, b) = g-1(g(a)+g(b)) = g-1(g(b)+g(a)) = S(b, a)

4) (Associativity) S(a, S(b, c)) = g-1( g(a) + g(g-1( g(b)+g(c) )) ) = g-1(g(a)+g(b) +g(c)) = 
g-1( g(g-1( g(a)+g(b) )) + g(c) ) = S(S(a, b), a).
4. Implikaatio Laske Yagerin implikaation 
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 totuusarvo käyttäen Yagerin konnektiiveja muistaen, että x ( y = (x ( y. Taulukoi vastaavan sumean implikaatiorelaation arvot, kun x, y ( ]0,1]. Mikä on parametrien w ja p vaikutus? Täyttääkö Yagerin implikaatio klassisen implikaation kriteerit?
Ratkaisu:
Yagerin negaatio on: 
[image: image16.wmf](
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. Implikaatioksi tulee näin ollen: 
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Kiinnitetään takajäsenen totuus etäjäseneen: 
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. Tämän implikaation totuusarvo on:
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Piirretään 
[image: image21.wmf]x
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 eri w:n arvoilla:

[image: image22.emf]0.00
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Parametri w kuvaa totuuden siirtymisen voimakkuutta: pieni w aiheuttaa pienen totuuden siirtymisen y:hyn. Hyvin suurilla w:llä y:n totuus on suurempi kuin x:n, kunhan x on pieni. Ääritapauksissa w = 0 ( y = 0 ja w = 1 ( y = 1.
Taulukoidaan implikaation totuusarvoja, kun w = p:
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Havaitaan, että implikaatio pätee varsin hyvin, muttei täysin laskettaessa sen totuusarvo Yagerin logiikalla. Parametrilla p on kuitenkin selvä vaikutus totuusarvoon. Sen kokeileminen jätetään opiskelijoille.
Tutkitaan vielä sumean implikaatiorelaation 
[image: image25.wmf](
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 arvoja eri p:n arvoilla:
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Yllä olevaan sumeaan implikaatiorelaatioon on piirretty myös vastaava Yagerin implikaatiofunktio, kun w = 0.5. Funktio myötäilee hyvin rajaa, jossa implikaatiorelaatio on 1,0, kun x on pieni. Virhettä tulee suurilla arvoilla.
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Vielä klassiseen implikaatioon vertailua. Klassisestihan:

	a
	b
	a(b

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	1
	1


eli implikaatio pätee, mikäli totuus ei vähene. Yagerin implikaatiorelaatio pätee klassisissa pisteissä eli kun (x, y) on (0, 0), (0, 1), (1, 0) ja (1, 1) kaikilla p:n arvoilla. Implikaatiofunktio 
[image: image29.wmf]x
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 ei kuitenkaan noudata implikaation määritelmää vaan sallii epätosia implikaatioita, joissa y < x, erityisesti suurilla x:n arvoilla ja pienillä w:n arvoilla.
Huom! Täydellinen implikaatio edellyttää: 
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Esim. valinta y = x toteuttaisi ehdon Yagerin logiikassa..
5. Implikaatio Laske Yagerin implikaation 
[image: image31.wmf]x
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 totuusarvo:
a. Zadehin logiikan mukaisesti käyttäen p ( q = (p ( q (Dienes-Rescher),
b. käyttäen rajoitettua summaa (-konnektiivina (Lukasiewiczin implikaatio) sekä 
c. Zadehin logiikalla käyttäen kaavaa p ( q = (p ( q) ( (p (Zadehin implikaatio).
d. Onko Yagerin implikaatio tulosten valossa loogisesti järkevä?
Ratkaisu:
a) 
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c) 
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Havaitaan, että suurilla w:n arvoilla myös muiden logiikoiden mukaisesti Yagerin implikaatiofunktio toteuttaa varsin hyvin implikaation ehdot. Pienillä w:n arvoilla implikaatio toimii parhaiten Yagerin implikaatiolla arvioituna.
6. Yleistetty perceptron Ohjelmoi esim. Excelillä kaksikerroksinen yleistetty perceptron, joka käyttää Yagerin implikaatiota ja Zadehin yhdistettä.
7. XOR-ongelma Ratkaise XOR-ongelma yleistetyllä perceptronilla käyttäen Yagerin implikaatiota ja Zadehin yhdistettä.
Ratkaisu:

[image: image37.wmf]Yleistetty perceptron
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Ongelmana on Yagerin implikaatio, joka ei toimi hyvin suurilla x:n arvoilla. Tämän takia totuusarvo jää pieneksi ääritapauksissakin. Myös Zadehin logiikka on ongelma.
[image: image38.wmf]Yleistetty perceptron
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8. Takagi-Sugeno Kirjoita Takagi-Sugeno -menetelmän ulostulon lauseke sisääntulojen funktiona. Käytä Gaussin jäsenfunktioita ja tuloa JA-konjunktiona.
Ratkaisu:

Ulostulo lasketaan painotettuna summana: 
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 , jossa n on sääntöjen määrä ja gi on ulostulon ui paino, joka lasketaan i:stä säännöstä seuraavasti: 
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, jossa m on dimensio ja jäsenyysfunktio on Gaussinen: 
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Yhdistettynä edelliset saadaan:
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9. Parametrien estimointi Johda edellisen tehtävän jäsenfunktioiden keskipisteiden päivityssääntö käyttäen virheenkorjaavaa oppimista.
Ratkaisu:

Virheen korjaava oppiminen on muotoa: 
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, jossa F on kustannusfunktio. Yleensä F on muotoa: 
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Ratkaistaan F’:n osittaisderivaatta jonkin parametrin ( suhteen: 
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Jää siis ratkaistavaksi y:n osittaisderivaatta (:n suhteen. Nyt ( on (ij. Ketjusäännöllä saamme: 
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Siis:
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10. Parametrien estimointi Johda vastaavasti jäsenfunktion leveysparametrin ( päivityssääntö käyttäen virheenkorjaavaa oppimista.
Ratkaisu:

Nyt ( on (ij. Ketjusäännöllä saamme: 
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Siis:
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