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ALGEBRA I 3
1. RELAATIO JA FUNKTIO

1.1. Karteesinen tulo. Sellaista kahden alkion a, b joukkoa, jossa alkioiden jarjestys
on madratty sanotaan jarjestetyksi pariksi. Merkitdén (a,b). Jérjestettyjen parien

yhtasuuruus siis maéaritellaan nain:

(a,b) = (¢,d) & (a=c) A (b=d).

Yleisesti, jos alkiot aq,as,...,a, muodostavat joukon jossa alkioiden jarjestys on
méadritty, sanotaan tillaista joukkoa jarjestetyksi n-jonoksi, merkitdan (aq, ..., a,).
Maaritelma 1.1. Joukkojen Ay, ..., A, karteesinen tulo

Alx...xAn:{(al,...,an)|a1€A1,...,an6An}

Sopimus: Merkitsemme karteesista tuloa A x --- x A = A"
—_—

n kertaa

Esimerkki 1.1. Olkoot A = {z}, B = {1,2}. Nyt A x B = {(z,1),(2,2)} ja
Bx A={(1,x),(2,x)}. Taten A x B # B x A.

Esimerkki 1.2. R" = {(z1,...,2,) | z1,...,2, € R}.
1.2. Relaatio ja funktio.

Maaritelma 1.2. Binddrinen relaatio joukosta A joukkoon B on karteesisen tulon

A x B osajoukko R. Jos A = B sanotaan, ettd R on relaatio joukossa A.

Esimerkki 1.3. Olkoon A = {1,3,5,7} ja B = {2,4,6}. Relaatio R = {(x,y) |
x4y = 9} Aista B:hen muodostuu jarjestetyista pareista (3,6), (5,4),(7,2). Siis
R={(3,6),(5,4),(7,2)}.

Esimerkki 1.4. Relaatio {(z,y) € R? | 22 + y* = 1} joukossa R? koostuu kaikista

reaalisen yksikkoympyran pisteista.
Sopimus: Merkitaan lyhyesti aRb jos (a,b) € R.

Maaritelma 1.3. Olkoon R relaatio joukosta A joukkoon B. Relaation R kddnteis-
relaatio on relaatio

R™':={(b.a) | (a,b) € R}
joukosta B joukkoon A.



4 ALGEBRA I

Olkooon lisaksi S relaatio joukosta B joukkoon C'. Relaatioiden R ja .S yhdistetty

relaatio on relaatio
SoR={(a,c)|(a€ A ceC)A ((aRb) A (bSc) jollakin b € B)},

joukosta A joukkoon C.

Huomautus. S o R muodostetaan siis seuraavasti: valitaan jokaista relaation R
paria (a, b) kohti kaikki relaation S muotoa (b, ¢) olevat parit. Nyt So R on kaikkien

téllaisten parien (a, ¢) muodostama joukko.

Esimerkki 1.5. Olkoot A, B ja R = {(3,6),(5,4),(7,2)} kuten esimerkissd 1.3.
Olkoon C' = {a,b,c} ja S = {(2,a),(2,b),(6,c)} relaatio B:sta C:hen. Nyt S~ =
{(0,2),(0,2),(c,6)} ja So R ={(3,¢),(7,a),(7,b)}.

Esimerkki 1.6. Relaation A = {(z,y) € R? | z°+y* = 1} kianteisrelaatio on A itse.
Olkoon B = {(z,y) € R? |z > 0}. Nyt Bo A= {(z,y) e R* | 2 +y?> = 1,y > 0}.

Maaritelma 1.4. Funktio (tai kuvaus) f joukolta A joukkoon B on sellainen relaatio
joukosta A joukkoon B jossa jokainen joukon A alkio on relaatiossa tdsmaélleen yhden

joukon B alkion kanssa. Merkitddn f : A — B. Jos (z,y) € f, niin merkitdan

y = f().

Esimerkki 1.7. Relaatio {(1,1),(2,1),(3,1)} joukossa A := {1,2,3} on funktio
joukolta A joukkoon A. Relaatiot {(1,1),(2,2)} ja {(1,1),(2,2),(2,3)} eivét ole
funktioita joukolta A joukkoon A.

Esimerkki 1.8. Relaatio {(x,y) | = € R,y = 2?} joukossa R? on funktio. Sen
kidnteisrelaatio {(z,y) | * € R,z = y?} ei ole funktio, silld esim. (1,1) ja (1,—1)

kuuluvat siihen.
Kertauksena funktioihin liittyvaa terminologiaa:

Maaritelma 1.5. Olkoon f: A — B. f(a) on alkion a kuva kuvauksessa f (tai fn
arvo pisteessd a). A on funktion f mddrittelyjoukko ja B on funktion f maalijoukko.

Joukko
[(A) = {f(a) |ac A} C B

on funktion f kuvajoukko (tai arvojoukko) merkitdéan myos Imf = f(A).
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Maaritelma 1.6. Olkoot f: A — Bja A C A, B' C B. Joukon A’ kuva on joukko
f(A) :=={f(a) |a e A}.
Joukon B’ alkukuvien joukko on joukko
7B :={a€ A f(a) € B'}.

Huomautus. Yhden alkion joukon {b} alkukuvien joukkoa merkitdin tavallisesti

f7Yb), ja kutakin joukon f~1(b) alkiota sanotaan alkion b alkukuvaksi (kuvauksessa

f)-

Esimerkki 1.9. Tarkastellaan funktiota g = {(a,1),(b,1),(c,3)} joukolta A =
{a,b,c} joukkoon B = {1,2,3}. Nyt am kuva g(a) = 1, ¢g:n kuvajoukko g(A) =
{1, 3}, joukon {1, 2} alkukuvien joukko ¢7'({1,2}) = {a, b}, alkion 1 alkukuvat ovat
a ja b ja alkion 2 alkukuvien joukko ¢—1(2) = 0.

Maaritelma 1.7. Funktio f : A — B on injektio jos jokaisella joukon B alkiolla
on korkeintaan yksi alkukuva kuvauksessa f. Se on surjektio jos jokaisella joukon
B alkiolla on vahintdan yksi alkukuva. Se on bijektio jos se on seké injektio etté

surjektio ts. jokaisella joukon B alkiolla on tasmalleen yksi alkukuva.

Esimerkki 1.10. Tarkastellaan funktiota f: R — R, f(x) = 4z +2. Olkoon y € R.
Yhtélolla y = 42 + 3 on tdsmélleen yksi ratkaisu, nimittdin = (y — 3)/4. Téten f
on bijektio.

Lause 1.1. Olkoon f : A — B. Funktio f on injektio jos ja vain jos kaikille joukon
A alkioille a,d’ pdtee f(a) = f(d') = a=d'.

Todistus. Oletetaan, ettd f on injektio. Oletetaan etté joillakin a,a’ € A vaitteen
implikaatio ei pade. Silloin f(a) = f(d’) ja a # da/. Nyt alkiolla f(a) on kaksi
alkukuvaa, mika on vastoin injektiivisyyden maéaritelmaa. Siispa implikaatio on
tosi.

Oletetaan, etta vaitteen implikaatio patee. Talloin patee myos sen kontrapositio
a # d = f(a) # f(a'). Téten jokaisella joukon B alkiolla on korkeintaan yksi
alkukuva. 0
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Esimerkki 1.11. Tarkastellaan funktiota f : R — R, f(x) = 23+x+1. Osoitetaan,
ettd f on injektio. Oletetaan, ettd f(a) = f(b). Nyt

AGH+a+1=0+0b+1 <
a - =b—a =
(a—b)(a®>+ab+b*)=b—a =

(a—b)(a* +ab+b*+1) = 0.
Taten a — b = 0 tai a®> + ab + b*> + 1 = 0. Naista jalkimmaiselld yhtalolla ei ole
ratkaisua a silld, silld sen diskriminantti amm suhteen = —3b% — 4 < 0. Titen a = b
ja f on injektio. Funktio f on my0s surjektio silld jos @ € R, niin f(z) —a < 0
riittdvén pienelld x:n arvolla ja f(x) —a > 0 riittdvan suurella x:n arvolla, ja koska

f on jatkuva, niin f(z¢) = a jollakin xy € R. Siispad f on bijektio.

Seuraavaksi annetaan funktioiden yhdistamiseen perustuvat riitdvat ehdot sur-
jektiivisuuden ja injektiivisyyden toteamiseksi. Funktioiden yhdistaminen tapah-
tuu seuraavasti: olkoot f : A — B jag : B — (. Silloin go f on funk-
tio A — C,(go f)(z) = g(f(x)). TamA seuraa suoraan yhdistetyn relaation

maaritelmasta.

Lause 1.2. Olkoot f : A — B, g : B — A funktioita. Silloin pdtee

(1) Jos go f =1ida niin f on injektio,

(2) Jos fog=idg niin f on surjektio,
missd ida on A:n identiteettifunktio A — A,ida(x) = x ja idg on B:n identiteetti-
funktio.

Todistus. (1) f(a) = f(a) = g(f(a)) = 9(J(a)) 5" a =
(2) Olkoon b € B. Nyt f(a) = b, kun valitaan a = g(b) silla fog=1idg. O

Esimerkki 1.12. Olkoot f ja g funktioita Z>y — Z>,
f(n) =n+1,

0 jos n = 0,
g9(n) = { :

n—1 josn>1.
Nyt g(f(n)) = g(n+1) =n,silli n+1 > 1. Néin ollen g o f = idz_, ja siispa f on

injektio ja g on surjektio.
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Maaéritelma 1.8. Olkoon f : A — B. Jos kidnteisrelaatio f~! joukosta B joukkoon

A on funktio on se f:n kddanteisfunktio.
Lause 1.3. Funktiolla f on kddnteisfunktio silloin ja vain silloin kun f on bijektio.

Todistus. Olkoon f = {(a,b) | (a € A)A(b= f(a))}ja f~' ={(ba)]|(a€ A)A(b=
f(a))}. Nyt f=! on funktio joss jokaista b € B vastaa tasmilleen yksi a € A jolle
f(a) = b joss f on bijektio. O

Esimerkki 1.13. Esimerkin 1.10 kdanteisfunktio f™' : R — R, f~'(z) = (x —
3)/4. Esimerkin 1.11 funktiolla on kiénteisfunktio f~', mutta sen laskeminen on

hankalanpaa. Seuraavaan lauseeseen perustuen voidaan kuitenkin osoittaa, etté
—6 + {‘/2(27(3/ — 1)+ /108 + 729(y — 1)?)2
3/4(27(y — 1) + /108 + 720(y — 1)?)

Lause 1.4. Olkoot f : A — B jag: B — A. Silloin g on funktion f kddnteisfunktio
jos ja vain jos go f =ida ja f o g =idg.

fURSR, () =

Huomautus. Tarvitsemme todistuksessa seuraavaa pientd havaintoa: funktion f
ja sen kdanteisrelaation g = {(f(x),x) | + € A} yhdistetty relaatio go f = {(x,2') |
r e Ajar' € f71(f(x))} ja yhdistetty relaatio fog = {(f(z), f(z)) |z € A}.

Todistus. Oletetaan, ettd g on f:n kdanteisfunktio. Nyt f = {(z, f(z)) | x € A} ja
g={(f(x),z) | x € A}. Koska g on injektio lauseen 1.3 nojalla, niin go f = {(x, ) |
x € A} =idy. Koska f on surjektio lauseen 1.3 nojalla, niin fo g = {(f(x), f(x)) |
ve Ay T Ly y) |y € BY = ids.

Oletetaan nyt, ettd g o f = ids ja f o g = idg ja osoitetaan etti g = f~! eli
etta {(y,9(y)) | y € B} = {(f(z),z) | v € A}. Olkoon (y,9(y)) € g. Koska
fog=idp, niin y = f(g(y)). Téten (y.9(y)) = (f(9(¥)),9()) = (f(x),2) € f~"
Olkoon (f(z),z) € f~1. Koska go f = idy, niin x = g(f(x)). Taten (f(z),z) =
(F(@), 90/ ) = (5.9(0)) € . =

Esimerkki 1.14. Olkoon ¢g : R\ {1} — R,g(x) = Ll Helposti nahdaan, etta
x —_—
g(R\{1}) =R\ {1}. Téten f ei ole surjektio eiké silld ole kddnteisfunkiota. Olkoon
nyt f:R\ {1} =R\ {1}, f(z) = Ll Koska
x J—

(f o f)(x) =
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niin f~! = f.
Esimerkki 1.15. Naimme ettd esimerkin 1.12 funktioille f ja g patee go f = idz_,.

Nyt kuitenkin f o g # idz,, silli f(g(0)) = f(0) = 1 # 0. Téten funktiot f ja g

eivat ole toistensa kaanteisfunktioita.
Annetaan vield yksi kriteeri funktion injektiivisyydelle ja surjektiivisuudelle:

Lause 1.5. Olkoon f: A — B. Silloin
(1) f on injektio < f~1(f(A) = A" kaikilla A’ C A,
(2) f on surjektio < f(f~Y(B')) = B’ kaikilla B' C B.

Todistus. (1) Triviaalisti A’ C f~'(f(A’)) kaikilla A’ C A.
7=" Jos sisdltyminen A" C f~1(f(A’)) on aito jollakin A’ C A, niin on olemassa
a € A\ A jolle f(a) € f(A"). Nyt f(a') = f(a) jollakin a’ € A’ ja néin ollen alkiolla
f(a) on ainakin kaksi alkukuvaa ja tdten f ei ole injektio.
"« Olkoon b € f(A). Nyt b= f(a), jollakin a € A ja f~1(b) = f~(f(a)) £ a.

Taten alkiolla b on vain yksi alkukuva ja nain ollen f on injektio.

(2) Triviaalisti f(f~"(B’)) C B’ kaikilla B’ C B.

7=" Jos sisaltyminen f(f~'(B’)) C B’ on aito jollakin B’ C B, niin on olemassa
b € B’ jolla ei ole alkukuvaa ja téten f ei ole surjektio.

7« Olkoon b € B. Nyt oletuksen nojalla f(f~(b)) = b, joten f~1(b) # 0 ja niin

ollen f on surjektio. O

Lopuksi aarellisten joukkojen valisia kuvauksia koskeva tulos:

Lause 1.6. Olkoon f: A — B ja |A| = |B| < o©.

(1) Jos f on injektio, niin se on bijektio.

(2) Jos f on surjektio, niin se on bijektio.

Todistus. (1) Jos f on injektio, niin |f(A)| = |A| = |B|. Téten f on my0s surjektio.

(2) Oletetaan, ettd f on surjektio. Koska A = Uycp f7'(b), missd f~'(b) N
f7HY) = 0 aina kun b # ¥, niin |A] = >, 5 [f7'(b)]. Koska f on surjektio,
niin |f~1(b)| > 1 kaikilla b € B. Mutta |A| = |B| joten |f~'(b)| = 1 kaikilla b € B.
Taten f on injektio. 0
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1.3. Ekvivalenssirelaatio. Tarkastellaan viela lyhyesti erasta tarkeaa relaatiotyypia.

Maaritelma 1.9. Ekvivalenssirelaatio joukossa A on seuraavat kolme ehtoa toteut-
tava relaatio R joukossa A:

(1) zRx Vo € A (refleksiivisyys)

(2) Ry = yRx VYx,y € A (symmetrisyys)

(3) (xRy) A (yRz) = xRz Vx,y,z € A (transitiivisuus)

Maaritelma 1.10. Olkoon x € A. Alkion z maardaama relaation R ekvivalenssi-
luokka on

z={z€ Al zRz}
Ekvivalenssiluokan z alkioita sanotaan sen edustajiksi. Sellainen A:n osajoukko,
joka sisaltaa tasmalleen yhden edustajan kustakin ekvivalenssiluokasta on eras ek-

vivalenssiluokkien edustajisto.

Lemma 1.1. Olkoot & ja y ovat relaation R ekvivalenssiluokkia. Silloin patevat
(Hz=gezey,
(2) joko T =79 taizNy=10.

Todistus. (1) Jos = g, niin € T = y. Oletetaan sitten, ettd x € y. Olkoon a € 7.
Nyt aRx ja oletuksen nojalla xRy. Taten aRy ja nain ollen a € g. Siispa & C g.
Symmetrian nojalla y C x.

(2) zexzNy= zRx NzRy = xRz N\ zRy = xRy = x € §.

Nyt kohdan (1) nojalla z = . O

Maaritelma 1.11. Olkoon C = {B | B C A} kokoelma joukon A osajoukkoja jolle
patevat seuraavat kaksi ehtoa

(1) A= UBeC B,

(2) BNB =0 V¥B,B €C.

Silloin sanotaan, ettda C muodostaa joukon A partition.

Lause 1.7. Olkoon R ekvivalenssirelaatio joukossa A ja Q) jokin ekvivalenssiluokkien
edustajisto. Silloin erds joukon A on partitio on {b | b € Q}. Kddintien, jokainen
joukon A partitio C mdarittelee ekvivalenssirelaation S joukossa A: aSb jossa,b € B
jollakin B € C.
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Todistus. Olkoon a € A. Koska () sisaltda alkion b ekvivalenssiluokasta a, niin bRa.
Nyt my6s aRb joten a € b. Siispa A C Useo b. Sisiltyminen Ubte_) C A on triviaali.

Osoitetaan, ettd b N é = O kaikilla b,c € ), b # ¢. Oletetaan ettd jokin leikkaus
bN e # (. Silloin Lemman 1.1 nojalla b = ¢ ja nyt b,c € &. Téten Q siséltdi kaksi
alkiota luokasta ¢, mikd on mahdotonta. Siispa ko. leikkaus on tyhja.

Kéanteisen tuloksen todistaminen jatetdén (helpoksi) harjoitustehtavéksi. 0J

Esimerkki 1.16. Jokainen funktio f : A — B maérittelee joukon A partition
{f~'(b) | b € B}, jolloin siis A = Uyep [ '(b). Téamén partition méaraaméan
ekvivalenssirelaation S kukin ekvivalenssiluokka muodostuu tdsméalleen niistd A:n
alkioista joilla on sama kuva kuvauksessa f. Esimerkiksi funktion f : R? —
R, f(x,y) = \/ﬁy2 maaraamat ekvivalenssiluokat ovat kaikki origokeskiset ympy-

rit seké origo. Eréis nédiden ekvivalenssiluokkien edustajisto on {(z,0) | x € Rs¢}.

Esimerkki 1.17. Mééritelldan relaatio R joukossa R? néiin:
aRb < a = \b jollakin A € R\ {0}.

Ts. aRb joss a ja b ovat samalla origon kautta kulkevalla suoralla.
Osoitetaan, ettd R on ekvivalenssirelaatio:
(1) a=1"-a, joten aRa Va € R?,
(2) a=Ab = b= \"'a, joten aRb = bRa Va,b € R?
(3) (a=Ab jab =~c) = a= \yc, joten (aRb ja bRc) = aRc Va,b,c € R”.
Siispa R on ekvivalenssirelaatio joukossa R2. Nyt saamme ’partition’
R? = (U{(:c, kx) |z € R\ {0}}) U{(0,y) |y € R\ {0}} U {(0,0)}.
keR
Tamé voidaan ilmaista vaikkapa ndin R?/R = R U {co} U {0}.
Joukkoa R? \ {0}/R = R U {oo} sanotaan projektiiviseksi l-avaruudeksi R:n
suhteen, merkitain P'(R). Yleistys: R on ekvivalenssirelaatio myds joukossa R™™\
{0} ja sen ekvivalenssiluokat muodostavat projektiivisen n-avaruuden

P"(R) = ( U {@ ki, koz) |z € R\{O}})U

keR"™
U {0k, k) |2 € R\ {0}}).
keR™\ {0}
T&méa voidaan ilmaista ndin: P*(R) = R* UP" !(R).
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2. LUKUTEORIAA

2.1. Jaollisuusrelaatio.

Maaritelma 2.1. Olkoot a,b € Z, a # 0. Luku a jekaa luvun b, jos b = ka jollakin

k € Z. T&lloin merkitddn a | b. Jos a ei jaa lukua b, niin merkitdén a 1 b.

Huomautus. Jos a | b, niin kiytetddn myos ilmaisuja b on jaollinen luvulla a, b on

luvun a monikerta tai a on luvun b tekija.
Esimerkki 2.1. 3| 15, 41 15.

Lause 2.1. Jaollisuusrelaatiolla | on seuraavat ominaisuudet:

(1) alaVaeZ\{0}.

(2) (a|b)A(b]a)=a==+bVa,beZ\{0}.

(3) (a|b)A(b]c)=a|cVa,beZ\{0} jacelZ.

(4) (c|a)A(c|b)=c]| (ax +by) Ya,b,z,y € Z ja c € Z\ {0}.

Todistus. Todistetaan kohta (2). Loput kohdat jétetddn harjoitustehtaviksi. Koska
a | b, niin b = at jollakin ¢t € Z, t # 0. Koska b | a, niin a = br jollakin r € Z, r # 0.
Nyt b = at = brt joten rt = 1. Siispa r = £1. U

Tarkastellaan seuraavaksi ”jakokulmassa jakoa”:

Lause 2.2 (Jakoalgoritmi). Olkoot a,d € Z ja d > 0. Silloin on olemassa yk-

sikasitteiset luvut q,r € Z joille patee

a,:qd—FT', O§T<d

Todistus. Oletetaan ensin, ettd a > 0. Nyt a kuuluu johonkin véleista [¢d, (¢+1)d),
missé ¢ € Zsq. Siispd gd < a < (¢ + 1)d ja néin ollen 0 < a — gd < d. Siispa
a = qd + r jollakin ehdon 0 < r < d toteuttavalla kokonaisluvulla 7.
Jos a < 0, niin juuri todistetun nojalla —a — 1 = gd 4+ r, missd 0 < r < d. Taten
a=—qd—r—1=—(¢+1)d+(d—r—1)ja0<d—r—1<d.
Yksikasitteisyys: Olkoon a = gd +r = ¢'d+ 1. Nyt (¢ — ¢')d = r — ', joten
d||r—7']. Mutta 0 < |r — 1| < d, joten r — 1’ = 0. Nyt vélttaméttad myos ¢ = ¢
0
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Huomautus. Jakoalgoritmi voidaan triviaalisti yleistaa myos negatiivisille jaka-
jille d: jakoalgoritmin nojalla a = g(—d) +r = (—¢)d +1r, 0 < r < —d. Téten
jakoalgoritmi voidaan antaa myos seuraavassa muodossa:

Olkoot a,d € Z ja d # 0. Silloin on olemassa yksikasitteiset luvut q,r € Z joille
patee

a=qd+r, 0<r<]|d.

Edellisessa lauseessa olevilla luvuilla a, g, d, r on vakiintuneet nimitykset:

e ¢ on jaettava
e d on jakaja
e ¢ on osamaara

e 1 on jakojaannos

Esimerkki 2.2. Jos a = 101 ja d = 11, niin 101 =9 - 11 + 2. Talloin siis ¢ = 9 ja
r=2.

Seuraus. d | a < r=0.
Sopimus. Merkitaan jakojaannosta symbolilla @ mod d.
Lause 2.3. a mod d = a — [a/d]d.

Todistus. Jakoalgoritmin nojalla a/d = q + r/d. Koska ¢ € Z ja 0 < r/d < 1, niin
on oltava [a/d] = q. O

Esimerkki 2.3. 101 mod 11 = 101 — [101/11] - 11 =101 —9-11 = 2.

Tarkastellaan jakoalgoritmin sovelluksena kokonaisluvun esittamista eri lukujarjestelmissa.
Esimerkiksi luvulle kaksituhattakolmesataaviisikymmentakaksi kaytamme lyhennysmerkin-
taa 2352. Esitamme siis kyseisen luvun antamalla sen numerot kymmenjarjestelmassa,
ts.

2352=2-10°+3-10*+5-10 + 2.

Lause 2.4. Olkoon b € Z, b > 2. Jokainen a € N voidaan esittaa yksikasitteisest:
muodossa
(*) a=aph" + a,_1b" '+ 4+ a1b + ag,

missa n € Zso ja 0 < a; < b katkilla v =0,...,n.
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Todistus. Sovelletaan jakoalgoritmia toistuvasti:

a = qob + ao, 0<ag<b

do = q¢1b + aq, 0<a <b, 71 < qo

@1 = q2b + as, 0<ay <, G < q
dn—2 = Qn—lb + Ap—1, O S Ap—1 < b, dn—1 < dn—2
anlzo'b_'_a’na Oga/n<b

Menettely paattyy silla luvut ¢; muodostavat aidosti vahenevan jonon positiivia
kokonaislukuja. Eliminoidaan nyt luvut qo, g1, ..., gn_1: @ = (q1b+a1)b+ag = ¢ b*+
a1b+a0 = (q26+a2)62—|—a1b—|—a0 = q263+a2b2—|—a1b—|—a0 == (lnbn+ . -+a1b—|—a0.

Yksikasitteisyyden todistaminen jatetaan harjoitustehtavaksi. 0

Maaritelma 2.2. Esitys (*) on luvun a b-kantainen esitys (tai esitys b-jdrjestel-
mdassd). Luvut a; ovat amn numerot b-kantaisessa esityksessi. Merkitdén a =

(Anap_1...a0)p-

Esimerkki 2.4. 2-jarjestelmén luku eli bindariluku (101000110), on kymmenjérjestel-
massd 1-28+1-204+1.224+1-2=326.

Lauseen 2.4 todistus antaa seuraavan algoritmin luvun a esitdmiseksi b-jarjestelmassa:

Input: a,b € N, b> 2

Output: Luvun a numerot b-jarjestelmassa
Set i =0

While a > 0 Do

Set a; = a mod b

Set a = [a/b]
Seti=1+1
EndWhile

Return ag, aq,...,a;_1
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Esimerkki 2.5. a =74, b = 3.

ap =74 mod 3 =2 [74/3] = 24
a1 =24 mod 3 =0 24/3] = 8
as =8 mod 3 =2 [8/3] =2
az =2 mod 3 =2 2/3]=0

Téten 74 = (2202)3. (Tarkistus: 2-3% +2-3% 4+ 2 = 74)

Esimerkki 2.6. Olkoon b = 16 eli kyseessa ovat heksadesimaaliluvut. Nyt merkitaan
A=10, B=11, C=12, D=13, E=14, F=15. Muodostetaan bindariluvun
a = 1011001011101000101101111 heksadesimaaliestys.

Tapa 1. Esitetdin a ensin 10-jirjestelmén lukuna a = 224 4+ 2?22 + ... 4+ 2+ 1 ja

sovelletaan sitten eo. algoritmia 10-jarjestelman lukuihin a ja b = 16.

Tapa 2. (Nopeampi menetelmé) Ryhmitelldén bitit neljan bitin blokkeihin lopusta

lahtien:

0001 | 0110 | 0101 | 1101 | 0001 | 0110 | 1111

Siispd a = (165D16F ).

2.2. Suurin yhteinen tekija ja Eukleideen algoritmi. Koska 0 = 0 - a kaikilla
a € 7, niin jokainen nollasta eroava kokonaisluku on 0:n tekija. Muilla luvuilla on

vain aarellinen maéara tekijoita: jos n € Z, niin sen tekijat d ovat valilla —n < d < n.

Maaritelma 2.3. Olkoot a,b € Z, a # 0. Jos d | a ja d | b, niin d on lukujen a
ja b yhteinen tekija. Lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd, merkitdan syt(a,b), on

lukujen a ja b yhteisten tekijoiden joukon suurin alkio.

Huomautus. Suurin yhteinen tekija on aina positiivinen.

Esimerkki 2.7. Etsitdén syt(24,32). Luvun 24 positiiviset tekijat ovat 1,2,3,4,6,8,12,24

ja luvun 32 positiiviset tekijat ovat 1,2,4,8,16,32. Taten lukujen 24 ja 32 yhteiset
positiiviset tekijat ovat 1,2,4,8 ja néistd suurin on 8. Siispa syt(24,32) = 8.
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Luettelointiin perustuva menetelma hankaloituu nopeasti lukujen kasvaessa. Sen
sijaan jakoalgoritmin sovelluksena saamme erittain tehokkaan menetelmén syt(a,b):n

(b > 0) laskemiseksi, nk. Eukleideen algoritmin:

CL:Chb-I—h, O0<ri<b

b= qar1 + 12, 0<ry<m

T = Q372 + T3, 0<r3<re
Tn—2 = QnTn-1 + T, 0<r, <r,_1

Tn—1 = 4n+17Tn +0

Menettely paattyy koska jakojaannokset muodostavat aidosti vahenevan jonon
positiivia kokonaislukuja. Liséksi viimeinen nollasta eroava jakojaénnés r,, = syt(a, b).
Tama nahdaan todeksi soveltamalla toistuvasti seuraavan lauseen Seurausta, joka

lopulta antaa yhtélon syt(a,b) = syt(r,,0) = r,.
Lause 2.5. Olkoot a,b € Z, b > 0. Silloin
syt(a,b) = syt(a + kb, b) Vk € Z.
Todistus. Olkoon k € Z. Osoitetaan, etta
A={deN|({d]|a)AN(d]|b)}={deN|(d]|(a+kb)A(d|b)}:= B.

Jos d | a ja d | b, niin lauseen 2.1 nojalla d | (a + kb). Téten A C B.
Jos d | (a + kb) ja d | b, niin jalleen lauseen 2.1 nojalla d | ((a + kb) — kb). Siispa

B C A. Taten A = B ja niin ollen niilla on sama suurin alkio. O
Seuraus. syt(a,b) = syt(b,a mod b).
Todistus. a mod b = a — [a/b]b. O

Esimerkki 2.8. Lasketaan jélleen syt(24,32). Nyt Eukleideen algoritmilla.

32=1-2448
24=3-8

Siispé syt(24,32) = 8.
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Seuraavaksi lauseeseen 2.5 perustuva rekursiivinen algoritmi syt(a, b):n laskemiseksi:

Input: a,be Z, b>0
Output: syt(a,b)

Function Eukleides(a,b)

If b =0 Then Return |a]
Set d=Eukleides(b,a mod b)
Return d

Tarkastellaan viela esimerkkid 2.8. Néemme, ettd syt(24,32) = 1-32 —1-24.
Ts. luku syt(24, 32) voidaan esittédéd lukujen 24 ja 34 Z-lineaarisena kombinaationa.

Tama ei ole sattumaa silld on voimassa

Lause 2.6. Olkoot a,b € Z. Silloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut x ja y, etta

syt(a,b) = xa + yb.

Todistus. Eliminoidaan Eukleideen algoritmissa jakojaannokset jarjestyksessa r,_1, 7,2,
.o, T ]

Esimerkki 2.9. Lasketaan d := syt(78,99) ja esitetdén se muodossa d = x-78+4y-99,

missa x,y € Z.

99 =178+ 21
78=3-21+15
21=1-15+6
15=2-6+3
(6=2-3)

Siispd syt(99,78) =3 =15—-2-6 =15—-2-(21 —15) =3-15—-2-21 =
3-(718—-3-21)—2-21=3-78—-11-21=3-78—11-(99 —78) =14-78 — 11 -99.

Seuraavaksi Laajennettu Fukleideen algoritmi, joka laskee syt(a,b):n lisdksi my0Os

Lauseessa 2.6 esiintyvat luvut x ja y.
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Input: a, b€ Z, b >0

Output: syt(a,b), z, y

Function LaajennettuEukleides(a,b)

If b = 0 Then Return |a|,1,0

Set (dy, x1,y1)=LaajennettuEukleides(b,a mod b)
Set (d, z, y)=(dv,y1.x1 — [a/bly)

Return d, z,y

Lause 2.6 implikoi seuraavan karakterisoinnin syt:lle:

Seuraus. Olkoot a,b € Z. Olkoon d luonnollinen luku, joka toteuttaa seuraavat
kaksi ehtoa

(1) d]ajad]|b,

(2)VeeZ: (c|la)A(c|b)=c]|d.
Silloin d = syt(a,b). Kddntden, syt(a,b) toteuttaa luvulle d asetetut ehdot (1) ja
(2).
Todistus. Harjoitustehtava. ([l

2.3. Alkuluvut ja aritmetiikan peruslause.

Maaritelma 2.4. Kokonaisluku p > 1 on alkuluku jos silla ei ole muita positiivisia
tekijoita kuin triviaalit tekigat 1 ja p. Muut kokonaisluvut n > 1 ovat yhdistettyja
lukuja. Merkitaan kaikkien alkulukujen joukkoa symbolilla PP.

Esimerkki 2.10. 2,3,5,7,11,13 ovat alkulukuja.

Alkulukuihin liittyvia kysymyksia
e Miten testataan onko annettu luku alkuluku?
e Mitké ovat annetun luvun alku(luku)tekijat?
e Miten alkulukuja generoidaan?
Suoraviivainen tapa testata onko annettu luku alkuluku on kokeilu. Seuraava

lause helpottaa kokeilutyota.
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Lause 2.7. Olkoon a € Z, a > 1. Luku a on alkuluku jos ja vain jos silla ei ole
ehdon 1 < d < [\/a ] tayttavaa tekijid d.

Todistus. Jos a on alkuluku, niin sen ainoat positiiviset tekijat ovat 1 ja p. Oletetaan
sitten, ettd a ei ole alkuluku. Nyt a = da’, missa 1 < d,a’ < a. Jos sekd d > \/a,
ettd a’ > /a, niin a = da’ > a. Téten, joko 1 < d < /a tai 1 < a’ < \/a. Koska d

ja a’ ovat kokonaislukuja, niin véite on todistettu. 0

Esimerkki 2.11. Onko 101 alkuluku? Koska 101 on pariton ja [v/101 ] = 10, niin
riittda tarkastella onko jokin luvuista 3,5,7,9 sen tekija. Yksikddn naistd ei ole
luvun 101 tekijé joten se on alkuluku. Onko 143 alkuluku? Nyt [v/143 ] = 11 ja
11 | 143, joten 143 on yhdistetty luku.

Esittamamme kokeilumenetelmé kay nopeasti liian tyolaaksi luvun a kasvaessa.
Alkulukutestaukseen on kehitetty algoritmeja esimerkiksi Millerin ja Rabinin alku-
lukuseula joilla voidaan testata jopa 1000-numeroisten lukujen jaottomuus kohta-

laisen nopeasti.

Seuraavaksi osoitamme, etta jokainen kokonaisluku > 1 voidaan esittaa alkuluku-

jen tulona. Taméan tuloksen todistamiseksi tarvitsemme seuraavan lemman.

Lemma 2.1. Olkoon p € P. Jos p | ab, niin p | a tai p | b. Yleisemmin: jos

plarag - any, nin p | a; jollakini=1,... m.

Todistus. Jos p t b, niin syt(p,b) = 1, silld pm ainoat tekijat ovat +1,+p. Nyt
lauseen 2.6 nojalla 1 = xp + yb ja taten a = xap + yab. Koska p jakaa oikean
puolen, niin se jakaa myos vasemman puolen. Yleistyksen todistus jatetadn harjoi-
tustehtavaksi. 0

Lause 2.8 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen kokonaisluku a > 1 voidaan esittdd
alkulukujen tulona
a4 =DPp1P2- " Pn-

Tama esitys on yksikasitteinen lukuunottamatta lukujen p; jarjestysta.

Todistus. Tarkastellaan kaikkia sellaisia kokonaislukuja > 1 joita ei voida esittaa
alkulukujen tulona. Jos tallaisia lukuja on olemassa, niin valitaan niistd pienin.

Olkoon se b. Nyt b ei voi olla alkuluku, joten b = uv joillakin u,v € Z, 1 < u,v <
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b. Nyt u ja v voidaan esittdaa alkulukujen tulona, joten myos b voidaan esittaa
alkulukujen tulona. Tama ristiriita todistaa ensimmaisen vaitteen.

Olkoon a € Z, a > 1 ja

(*) a=pipP2- - Pn = q192" " " Gm,
missa n < m ja p;,q; € P kaikilla ¢ = 1,...n, j = 1,...,m. Koska p; jakaa
(*):n jélkimmaéisen yhtdlon oikean puolen, niin Lemman nojalla p; | ¢;, jollakin
Jj=1,...,m. Nyt py = g; ja indeksointia tarvittaessa vaihtamalla voimme olettaa,
etta p; = q;. Taten

b2 Pn=¢q2" " Qm.

Samoin jatkamalla saadaan py = q9,...,pn = @, ja m = n. 0
Seuraus (Eukleides). Alkulukuja on ddrettémdin monta.

Todistus. Oletetaan, etta alkulukuja on vain darellinen méaara. Olkoot ne py,...,p,
ja tarkastellaan lukua m = pyps - - - p,+1. Olkoon ¢ mika tahansa luvun m alkutekija.
Nyt ¢ = p; jollakini = 1, ..., n. Nyt Lauseen 2.1 kohdan (4) nojalla g | m — py - - - pa,
—_———
=1
mika on mahdotonta. OJ
Huomautus. Luvun a esitysta alkulukujen tulona sanotaan a:n alkutekijihajoitelmaksi.

Se annetaan usein nk. kanonisessa muodossa
a=pi'p- P, pr<p2<---<pp €>0Vi=1,... k.
Esimerkki 2.12. Luvun 196 kanoninen hajoitelma on: 196 = 22 - 72.

Huomautus. Vertailtaessa kahden luvun alkutekijahajoitelmia on usein mukava

sallia eksponenteille e; myos arvo 0.

Lause 2.9. Olkoot a = p{'p5*---piF ja b = p{1p£2~--p£’“, P < pe < - < prja
ei, fi > 0. Silloin

syt(a,b) = pi'p3’ - pit,
missd g; = min{e;, fi} kaikilla i =1,... k.
Todistus. Luvun a tekijat ovat pcfl p§2 e pz’“, 0 <d; <e;kaikillat =1,...,k. Luvun
b tekijit ovat pfpP .- pf 0 < d; < f; kaikilla i = 1,..., k. Téten lukujen a ja
b yhteiset tekijit ovat pl'p3---pi, 0 < d; < min{e;, f;} kaikilla i = 1,...,k, ja

naistd suurin on juuri vaitteen luku. 0
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Esimerkki 2.13. syt(35640, 7409556) = syt(2%-3*-5-11,22.37.7-11%) = 22. 3%.
50 7. 111 = 3564.

probleemana. Esimerkiksi RSA-salakirjoitusmenetelmén luotettavuus perustuu nyky-

tiedon mukaan juuri tdhan, ja RSA Company onkin luvannut 20000 Dollarin palkkion

luvun seuraavan ”vain” 193 numeroisen luvun tekijoihin jaosta:
31074182404900437213507500358885679300373460228427
27545720161948823206440518081504556346829671723286
78243791627283803341547107310850191954852900733772
4822783525742386454014691736602477652346609

Tama luku on nimetty RSA — 640:ksi koska sen binéariesityksessa on 640 numeroa.

Lisédtietoa ja muita haastavia tekijoihinjakoprobleemoja sivulla

http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093.

Tarkastellaan vield alkulukujen generointia. FEratosteneen seula on nopea tapa
tuottaa kaikki kiinitettya lukua n pienemmat alkuluvut, kunhan n ei ole "liian
suuri”. Periaate on sangen yksinkertainen:

Olkoon b = (1,1,...,1) € {0,1}" ja k = 2. Toistetaan seuraavia askeleita kunnes
k> [vnl:

(1) Askel 1. Asetetaan by; := 0 kaikilla ¢ = 2,...,[n/k].
(2) Askel 2. Olkoon j > k ensimméinen indeksi jolle b; = 1. Asetetaan k := j

ja siirrytaan askeleesen 1.

Nyt tédsmalleen ne indeksit j > 1 joilla b; = 1 ovat alkulukuja.

Taman vaittaman perustelemiseksi tarvitsemme lauseen 2.7 pienen tasmennyksen.

Lause 2.10. Olkoon a € Z, a > 1. Luku on alkuluku jos ja vain jos silld ei ole

ehdon 1 < p < [/a] tayttivaa alkutekijid p.

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Nyt voimme perustella Eratosteneen seulan toimivuuden: jos j > 1 ja b; = 0,
niin j ei ole alkuluku, silld algoritmi nollaa vain yhdistettyjé lukuja vastaavia bm

komponentteja. Taten jokaista vélin [2,n] alkulukua j kohti on b; = 1. Voiko olla
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yhdistettyja lukuja j joilla b; = 1?7 Ei voi, silla nyt Lauseen 2.10 nojalla j:lla on
alkutekija p < [v/j] < [v/n]. Téten b; on nollattu kun k& = p.

Esimerkki 2.14. Generoidaan kaikki lukua 100 pienemmét alkuluvut Eratosteneen

seulalla.

Huomautus. Kaytannossa suurten alkulukujen generointiin kaytetaan jotain Mil-
lerin ja Rabinin seulan tyyppista algoritmia seka alkulukulausetta, jonka mukaan
lim ()

z—oo x/Inx -

missd 7(x) lukua = pienempien alkukukujen lukuméédrd. Olkoon esimerkiksi b =
1019, Nyt "1dhelld” b:td noin joka Inb:s luku on alkuluku. Valitaan pariton luku
n, n =~ 109, Jos n ei ole alkuluku, niin kokeillaan olisiko n + 2 alkuluku jne. Nyt
likimain Inb/2 ~ 115 yritysta riittaa.

Tallaisen menetelman generoimat alkuluvut ovat kuitenkin vain potentiaalisia
alkulukuja: ne saattavat olla yhdistettyja, mutta tallaisten tapausten todennakoisyys

saadaan riittavan pieneksi kohtuullisessa laskenta-ajassa.

2.4. Modulaariaritmetiikkaa. Seuraavaksi otamme kayttoon merkinnan joka mah-
dollistaa jaollisuustarkastelujen tekemisen lineaaristen yhtaloiden ax = b késittelya

muistuttavalla tavalla.

Maaritelma 2.5. Olkoot a,b,c € Z, ¢ > 0. Luku a on kongruentti b:n kanssa
modulo m, jos m | (a — b). TAalloin merkitaan
a=b (m).
Huomautus. Usein kéytetdén myos merkintdd a = b (mod m).
Esimerkki 2.15. 20 =1 = —18 (19). Itse asiassa 20 = 1 + 19¢ (19) kaikilla ¢ € Z.

Lause 2.11. a=b (m) < a mod m =b mod m.

Todistus. Jakoalgoritmin nojalla a = gym +r1,b = qgm +ry, 0 < 1,19 < m.
Nyt siis 1 =a mod m jary =0 mod m ja

L.2.1(4
a=b (m)=m|(a—b) = m| ((ql—qg)m—l—(rl—rg)) 2 m | (r1—rg) = 11 =79.
Kaantaen,

rm=re=(a—b=(@—@m=ml|(a—b)=a=b (m).
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Lause 2.12. Olkoot a,b,c,d,m € Z, m > 0. Silloin pdtevdt
(1) a=b (m)jac=d (m) =a+c=b+d (m),
(2) a=b (m) jac=d (m) = ac=bd (m),
(3) syt(a,m) =1 ja ab=ac (m)=b=c (m).

Todistus. (1) Koska a = b (m), niin mééritelmén nojalla a —b = mk jollakin k € Z.
Samoin ¢c—d = mt, jollakin t € Z. Nyt a+c—(b+d) = (a—b)+(c—d) = mk+mt =
m(k +1).

(2) ac = a(d+mt) = ad+amt = (b+mk)d+amt = bd+mkd+amt = bd+m(kd+at).
(3) Koska mk = ab — ac = a(b — ¢) jollakin k € Z, niin m | a(b — ¢). Koska
syt(a,m) =1, niin m | (b — c). O

Seuraus. Olkoon f(x) = a,x" +ap_ 12" - a4 ag polynomi jonka kertoimet
a; € 7 kaikilla i =0, ... ,n. Silloin

a=b (m)= fla)=f0) (m)

Todistus. Valitaan lauseessa ¢ = a ja d = b, ja sovelletaan toistuvasti kohtaa (2)
jolloin saadaan a' = b' (m) kaikilla i = 1,...n. Nyt kohdan (2) nojalla a;a’ =
a;b" (m) kaikilla 4 = 1,...,n, ja viite seuraa kun nyt kiytetiddn toistuvasti kohtaa
(1). O

Esimerkki 2.16. Lasketaan luvun 9'°3!
Olkoon 913! — 1 = @, 10" + - - 4+ @110 + ag. Koska 10 = 0 (10), niin Lauseen 2.12

seurauksen nojalla
953 _1=a,0"+ -+ a0 +a=ay (10).
Toisaalta
9= 1 (10) %2 gust— gy — g () W gm = g =g

Téten ag = 8 (10), ja koska 0 < ag < 10, niin @y = 8. Nyt Lauseen 2.11 nojalla
kysytty jakojaannos on 8.

Esimerkki 2.17. Osoitetaan, etta luku a = a,10" + --- 4+ a110 + ag on jaollinen

luvulla 3 jos ja vain jos sen numeroiden summa on jaollinen 3:1la. Koska 10 =1 (3),

—1 viimeinen numero kymmenjarjestelmassa.

(10).
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niin Lauseen 2.12 seurauksen nojalla
a=a, 1"+ - +al+a=a,+--+a+a (3).

Nyt Lauseen 2.11 nojalla 3 | a < 3| (a, + - - + a1 + ao).
Téten esimerkiksi 3 | 123456789, silld 1 +2+3+4+5+6+7+849=9-10/2 =45
ja 3| 45.

Tarkastellaan seuraavaksi kongruenssin
ar=b (m)
ratkaisemista, kun a,b ja m > 1 ovat vakioita ja x on muuttuja.

Lemma 2.2. Jos zy on kongruenssin axr = b (m) ratkaisu, niin myés xo + km on

sen ratkaisu kaikilla k € 7.

_ L. 2.12(1)

Todistus. a(xo+ km) = axg +akm = " axo+0=0b (m). O
Huomautus. Jos kongruenssilla ax = b (m) on ratkaisu xp, niin Lemman 2.2
nojalla silla on myds vélille [0, m — 1] kuuluva ratkaisu, nimittdin z; mod m (=
T — [@}m).

m

Lemma 2.3. (1) Kongruenssi axz = b (m) on ratkeava jos ja vain jos syt(a,m) | b.
(2) Kongruenssilla ax = b (m) on yksikdsitteinen vdlille [0, m — 1] kuuluva ratkaisu

jos syt(a,m) = 1.

Todistus. Merkitaan d = syt(a, m).

(1) Jos axg = b (m) jollakin = € Z, niin azg = b+ km ja téten d | b.

Oletetaan sitten ettd d | b, ja osoitetaan ettd kongruenssi on ratkeava. Lauseen 2.6
nojalla d = axg + my joillakin zg,y € Z. Kun tama yhtalo kerrotaan puolittain
kokonaisluvulla b/d niin saadaan yhtélé b = a(xgb/d) + myb/d. Taten ax = b (m)
on ratkeava.

(2) Kohdan (1) sekd huomatuksen nojalla kongruenssilla on vilille [0, m — 1] ku-
uluva ratkaisu xgy. Olkoon myo6s y talle valille kuuluva ratkaisu. Nyt azy = ay
(m) ja Lauseen 2.12 (3) nojalla o = y (m). Koska 0 < xy,y < m, niin on oltava

To =Y. 0

Lemma 2.4. Olkoon d = syt(a,m) ja oletetaan, etti d | b. Silloin

a b m
ar =b (m)@ax:a (E)
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Ts. ndailld kongruensseilla on samat ratkaisujoukot.

Todistus.

a b m o a b m
arg =0b (m)@axozb—kk:m(:gxozE—i—kE(:)ExOEE (E)

Lause 2.13. Jos kongruenssi
(*) ar=b (m)
on ratkeava, niin sen vdlille [0, ..., m — 1] kuuluvat ratkaisut ovat

m m m
— 2—. ... d—1)—
33'0,.1'04- da%‘i‘ d’ 7x0+( )d’

missi d = syt(a,m) ja xg on kongruenssin
a b m

(**) 25T (E)

valille [0, m/d — 1] kuuluva yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Koska syt(a/d, m/d) = 1, niin Lemman 2.3 (2) nojalla kongruenssilla (**)
on yksikésitteinen vélille [0, m/d— 1] kuuluva ratkaisu z,. Téten sen vélille [0, m—1]
kuuluvat ratkaisut ovat xo + km/d, missd k = 0,...,d — 1. Nyt Lemman 2.4 nojalla
ne ovat myos kongruenssin (*) ratkaisuja.

Kongruenssilla (*) ei ole muita vélille [0, m — 1] kuuluvia ratkaisuja, jalleen Lem-

man 2.4 nojalla. 0

Seuraus. Kongruenssille ax = b (m) on yksikasitteinen vdlille [0,m — 1] kuuluva

ratkaisu jos ja vain jos syt(a,m) = 1.

Esimerkki 2.18. Kongruensilla 310z = 21 (15) ei ole ratkaisua, silla syt(310,15) =
syt(2-5-31,3-5) =5 ja 51 2L.

Maaritelma 2.6. Kongruenssin ax = b (m) vilille [0, m — 1] kuuluvia ratkaisuja

sanotaan sen ratkaisutkst modulo m.

Huomautus. Seuraava pieni havainto helpottaa usein kongruenssien ratkaisemista:
Josa=d (m)jab=10 (m), niin
ar=b (m)sdr=V (m).

Ts. eo. kongruensseilla on samat ratkaisujoukot. (Perustelu: harjoitustehtavé).
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Esimerkki 2.19. Ratkaise kongruenssi 310z = 20 (15). Koska 310 = 10 (15) ja
20 = 5 (15), niin ratkaistavana on kongruenssi 10x = 5 (15). Nyt syt(10,15) =5
joten ratkaistavana on kongruenssi 2x = 1 (3). Kokeilemalla x:n paikalle lukuja
0,1,2 havaitsemme, ettd 2 -2 = 1 (3). Téten alkuperdisen kongruenssin ratkaisut
modulo 15 ovat 2,2 +1-32+2-3,24+3-3ja2+4-3eli 2,538,111 ja 14, ja
sen ratkaisujoukko on {2 + 15k | k € Z} U {5+ 15k | k € Z} U {8 + 15k | k €
ZYyU{11+ 15k |k € Zy U {14+ 15k | k € Z}.

Huomautus. Edellisessa esimerkissa kokeilu voidaan korvata Laajennetulla Eu-
kleideen algoritmilla. Tarkastellaan kongruenssia az = b (m) ja oletetaan ettd
syt(a,m) = 1. Lauseen 2.6 nojalla at +my = 1 joillakin ¢,y € Z. Siispa at =1 (m).
Kun nyt kerrotaan kongruenssi ax = b (m) puolittain luvulla ¢, saadaan = bt (m)

ja taten kongruenssin yksikasitteinen ratkaisu modulo m on jakojaannos bt mod m.

Maaritelma 2.7. Olkoot a,m € Z, m > 1. Oletetaan, ettd syt(a, m) = 1. Kongru-
enssin ax =1 (m) yksikésitteistd ratkaisua modulo m sanotaan a:m kddnteisalkioksi

1

modulo m. Merkitdan ¢~ mod m.

Esimerkki 2.20. Ratkaistaan kongruenssi 13z = 25 (29). Nyt syt(13,29) =1 ja
1 =13-9+29-(—4). Titen 137" mod 29 = 9 jaxz =9 25 = 22 (29). Téten
kongruenssin 13z = 25 (29) yksikésitteinen vilille [0, 28] kuuluva ratkaisu on 22 ja
sen ratkaisujoukko on {22 4+ 29k | k € Z}.

2.5. Kongruenssiryhmista. Tarkastellaan seuraavaksi kongruenssiparin

ratkaisemista. Etsittavana on siis naiden kongruenssien yhteiset ratkaisut.

Lause 2.14. Olkoot m,n € N, syt(m,n) = 1. Silloin eo. kongruenssiparilla on
ratkaisu x = a + (b — a)mm/, missé mm' = 1 (n). Lisdksi jakojadnnds xo = x
mod mn on parin yksikasitteinen ratkaisu modulo mn, ja sen ratkaisujoukko on
{xo+kmn |k eZ}.

Todistus. Koska syt(m,n) = 1, niin kongruenssilla max = 1 (n) on ratkaisu m'.
Olkoon z =a+ (b—a)mm/. Nyt t =a (m)jax=a+(b—a)-1=0b (n).
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Merkitdan zo = z mod mn. Nyt xy = x+tmn jollakin ¢ € Z joten zo = = (m) ja
xo = x (n). Siispd xo on erds vilille [0, mn — 1] kuuluva kongruenssiparin ratkaisu.
Olkoon y mika tahansa parin ratkaisu jolloin siis yp := y mod mn on vilille
[0, mn — 1] kuuluva ratkaisu. Nyt zq = yo (m) ja zog = yo (n), joten m | (xo —yo) ja

n | (xo—yo). Koska syt(m,n) = 1, niin myds mn | (xg—1o) ja néin ollen zy = yo. O

Esimerkki 2.21. Ratkaistaan kongruenssipari

r=3 (b)

r=1 (7)
Koska syt(5,7) = 1, niin télla parilla on ratkaisu z = 3 + (1 — 3)5 - m’, missi
bm’ =1 (7). Nyt m’ = 3 (7), joten v =3 —-2-5-3 = —27 = 8 (35). Téten
parin yksikésitteinen vélille [0, 34] kuuluva ratkaisu on 8 ja sen ratkaisujoukko on
{8+ 35k | k€ Z}. (Tarkistus: 8=3 (5)ja8=1 (7).)

Edellinen lause yleistyy seuraavasti:

Lause 2.15 (Kiinalainen j&&nnéslause). Olkoot my,ms,...,m, € N. Oletetaan,

ettd syt(m;, m;) =1 aina kun i # j ja merkitdin m = myms ... m,. Silloin kongru-

enssiryhmalla
r=a; (my)
r=ay (mg)
r=a, (m,)

on ratkaisu
T = a1U1V] + AUVs + -+ -+ + A Up Uy,
missd w; = m/m; ja wiv; = 1 (my) kaikilla © = 1,...,r. Lisdksi jakojaannis x

mod m on ryhman yksikasitteinen ratkaisu modulo m.

Todistus. Ensiksi havaitsemme, ettd kongruenssi u;y = 1 (m;) on ratkeava kaikilla
i=1,...,r silld oletuksesta syt(m;, m;) = 1 kaikilla j # i, seuraa syt(u;, m;) = 1.
Koska ujv; = 0 (m;) kaikilla j # 4, niin saamme z = a;u;v; = a; (m;) kaikilla i =
1,...,r. Taten x on kongruenssiryhman ratkaisu. Yksikasitteisyyden todistaminen

jatetaan harjotustehtavaksi. 0
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Esimerkki 2.22. Ratkaistaan kongruenssiryhméa

r=1 (5)
r=2 (7)
r=3 (8)

Kongruenssiryhmé on ratkeava silla syt(5,7) = 1, syt(5,8) = 1 ja syt(7,8) = 1.

Kiinalaisen jaannoslauseen merkinnoin m =5-7-8 ja

iomyou =g =1 (m;)
15 7.8 56u=10)
2 7 5.8  40wm=1 (7)
38 5.7  3Buy=1(8)

Ratkaistaan taulukon kongruenssit: 56v; = vy = 1 (5), 40vy = bvy = 1 (7) =
vy = 3 (7), 35v3 = 3uz3 = 1 (8) = w3 = 3 (8). Nyt siis kongruenssiryhmén erés
ratkaisu on x = 1-56-1+4+2-40-3+3-35-3 = 611. Sen yksikasiteinen valille
[0,5-7-8—1] =[0,279] kuuluva ratkaisu on x mod 280 = 51 ja ratkaisujoukko on
(51 + 280k | k € Z}.

Huomautus. Edellisen esimerkin kogruenssiryhma voidaan tietysti ratkaista myos

kayttamalla toistuvasti lausetta 2.14: ratkaistaan ensin pari

Téamén parin ratkaisut ovat x = 51 (56). Sitten ratkaistaan pari

T

1 (9

z=51 (56)

josta saamme ratkaisut x = 51 (280).
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Taman idean yleistyksena saamme seuraavan algoritmin joka ratkaisee Lauseessa 2.15

esiintyvan kongruenssiryhman:

Input: a = (a1, az,...,a.),m = (my,mg,...,m,), syt(m;,;m;) =1
Output: ko. ryhman eras ratkaisu
While » > 1 Do
Set t = m ™~ *(a, — a,_1) mod m,
Set a,_1 = ap_1 +tm,_;
Set m,_1 = my_1m,
Set r=1r—1
EndWhile

Return a,

-1

Téssé luvun m kéénteisluvun modulo m (=m~" mod m,) laskentaan kéytetéén

esimerkiksi Laajennettua Eukleideen algoritmia.

Sovellus: Laajennetun tarkkuuden aritmetitkka. Kaytannon salaussovelluksissa on
tietokoneen kyettdava laskemaan hyvin suurilla kokonaisluvuilla. Olkoot k£ ja n
kokonaislukuja joiden tulo &~ 10%°. Oletetaan, ettd 65535 on suurin koneen tun-

tema kokonaisluku. Mika neuvoksi kun k ja n pitéisi kertoa keskenaan?

Tapa 1. Olkoon b = 256 (b* = 65536) ja esitetdan k ja n b-kantaisina lukuina

20

k= k', 0<k; <256,
=0
20

n=> mnd', 0<n; < 256,

1=0

ja lasketaan tulo kn kertomalla kaikki termit keskenaan, summataan ja tehdaan
tarvittavat siirrot. Kertolaskuja tulee 21 % 21 = 441 kpl ja muita em. operaatioita

runsaasti.
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0100

Tapa 2. 54:n ensimmaisen alkuluvun tulo pips---psg > 1077, Esitetaan k£ ja n

modulaarikannan (p1,ps, . .., psq) avulla:
k = (k mod py, k mod ps,..., k mod ps4)
n = (n mod p;, n mod py,..., n mod ps4)

Merkitaan k; = k mod p; jan; = n mod p;. Nyt tulon kn esitys ko. modulaarikan-
nassa on
kn = (kyny mod py, kang mod pa,. .., ksynss mod psg),
silla k = k; (p;) jan =n; (p;) janéin ollen kn = k;yn; (p;). Siispd kn mod p; = k;n;
mod p;.
Nyt kertolaskuja (ja jakolaskuja) tarvitaan vain 54 kpl. Menetelmén (2) han-
kaluutena on siirtyminen modulaarikannasta takaisin kymmenjarjestelmaan. Tama

voidaan tehda Kiinalaisen jaannoslauseen avulla ratkaisemalla kongruenssiryhma

T =king (pl)
T = kano (pQ)

T = ksansa (p54)

jonka ainoa viélille [0,p;---ps4] ratkaisu on juuri kn, mutta algoritmissa m, on
lopulta niin suuri, ettd jossain vaiheessa laskennassa tarvitaan menetelméa (1).
Menetelmaé (2) on kuitenkin tehokas sellaisissa sovelluksissa, joissa on paljon suurten
lukujen laskentaa ”valivaiheina”. Téalloin Kiinalaista jaannoslausetta tarvitaan vain

ehka kerran, lopullisen vastauksen antamiseen.
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3. RYHMATEORIAA

3.1. Maaritelma ja perusominaisuuksia. Tarkastellaan seuraavaksi kongruenssia

modulo m relaationa R joukossa Z:
Va,b€Z: aRb<a=b (m).

Lause 3.1. (1) Relaatio = on ekvivalenssirelaatio joukossa Z.
(2) Relaation = ekvivalenssiluokat ovat a = {a+ km | k € Z} kaikilla a € Z.

(3) Erds ndiden ekvivalenssiluokkien edustajisto on {0,1,...,m — 1}.

Todistus. (1) Refleksiivisyys: a = a (m) kaikilla a € Z, silla m | (a — a).
Symmetria: Jos a = b (m), niin m | (a —b) ja titen m | —(a —b). Siispd b = a (m).
Transitiivisuus: Josa =b (m) jab=c (m), niin m | ((a—0b)+ (b—c)). Siispd a = ¢
(m).

(2) Olkoon a € Z. Nyt b=a (m) joss m | (b — a) joss b = a + km jollakin k € Z.
(3) Olkoon a € Z. Nyt jakoalgoritmin nojalla a = mq+r, 0 <r < m. Téiten a = r
(m) ja néin ollen a € 7. Jos liséksi a € ¢ missa 0 <t < m, niin ms+¢ =a =mqg+r.
Nyt m | (r —t) joten r = t. O

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan kongruenssia modulo 3. Nyt saamme Z:n partition
{0, 1,2}, ts.

Jatkossa Z:n partitiota relaation = ekvivalenssiluokkiin merkitdan symbolilla Z,,.
Ts.

Loy = {0,1,.... m =1}
Joukon Z,, alkoita kutsutaan jaannosluokiksi modulo m.
Huomautus. Olkoot a@,b € Z,,. Koska = on ekvivalenssirelaatio, niin
a=bsa=0b (m).

Esimerkki 3.2. Joukossa Zs on 5 =1, 7 =3 ja 5 # 7. Téaten myos {0,2,5,7} on

erds jaannosluokkien modulo 4 edustajisto ja Z, = {0,2,5,7}
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Miiritelmi 3.1. Olkoot a,b € Z,,. Jiinnosluokkien a ja b summa ja tulo,

merkitaan + ja - maaritelladn seuraavasti:

a+b=a+0b, a-b=ab.

Lause 3.2. Jaannosluokkien tulo ja summa ovat hyvin maariteltyja, ts. niiden arvot

eiwdt riipu jadnnosluokkien edustajien valinnasta.
Todistus. Olkoot a =@ jab=1V. Nyt a=a' (m)jab=1b (m), joten Lauseen 2.12

kohtien (1) ja (2) nojalla a+b =a'+b (m) jaab=a't) (m). Tatena+b=a+b=
ad+b=ad+bjaa-b=ab=albl=a V.

O

Seuraavassa naemme, ettd jaannosluokkien yhteenlasku toteuttaa samoja lasku-

lakeja kuin esimerkiksi reaalilukujen yhteenlasku tai matriisien yhteenlasku:

(1) Assosiatiivisuus: (@ +b) +¢ = (a+b) +¢ = (a+b)+c=a+(b+c) =
a+(b+c)=a+ (b+¢),Va,b,cc Z,.
(2) On olemassa neutraalialkio 0: 0+ a=0+a=a, jaa+0=a Va € Z,
(3) Jokaisella alkiolla a € Z,, on olemassa kéénteisalkio (vasta-alkio) —a: vali-
taan —a = —a, jolloin @ + (—a) = a+ —a =a — a = 0. Samoin —a +a = 0.
Néiden lisdksi patee viela kommutatiivisuus jonka perustelu jatetaan harjoitustehta-
vaksi:
a+b=0b+a Va,b€e Z,.

Seuraavaksi abstrahoidaan: otetaan ndma reaalilukujen, matriisien ja jaannosluok-
kien yhteenlaskun ominaisuudet aksioomiksi ja katsotaan mita voidaan paatella puh-
taasti talta pohjalta. Nain saamme tuloksia, jotka koskevat samanaikaisesti kaikkia
edelld mainittuja algebrallisia systeemeja, ja yleisemmin kaikkia sellaisia algebral-

lisia systeemeja joissa nama aksioomat toteutuvat.

Maaritelma 3.2. Olkoon G epatyhja joukko jossa on maaritelty bindarinen ope-
raatio o, ts. kuvaus o : G x G — G. Pari (G, o) on ryhmd jos seuraavat kolme ehtoa
ovat volmassa.

(1) Assosiatiivisuus: (aob)oc=ao (boc) Va,b,c € G,

(2) Neutraalialkion olemassaolo: (de € G)(Va € G) ace =eoa = a,

(3) Kéénteisalkion olemassaolo: (Va € G)(3a' € G) aod =d' oa =e.
Ryhmé (G, o) on Abelin ryhmd, jos kaikille a, b € G pétee

(4) kommutatiivisuus: aob = bo a.
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Maaritelma 3.3. Ehdon (2) tayttdvd alkio e on ryhmén (G, o) neutraalialkio.

Ehdon (3) tayttéva alkio o’ on alkion a kddnteisalkio (tai vasta-alkio).

Huomautus. Jatkossa ryhméstd (G, o) kdytetddn usein myos ilmaisua ryhma G
operaation o suhteen. Kaytamme usein myos tulomerkintda ab merkinnédn a o b

asemesta.

Esimerkki 3.3. Tuttuja ryhmia: (R,+), (R\ {0},-), (Mat(n,R),+) eli reaaliset
n X n-matriisit, (GL(n,R),-) eli kddntyvat n x n-matriisit, (C|0, 1], +) eli vélilla [0, 1]
maaritellyt jatkuvat reaalifunktiot, operaationa funktioiden arvojen yhteenlasku.
Néistd Abelin ryhmié ovat kaikki muut paitsi (GL(n,R), -).

Esimerkki 3.4. Olkoon X epatyhja joukko ja Sx kaikkien joukon X permutaa-
tioiden eli bijektiivisten kuvausten X — X muodostama joukko. Nyt (Sx,o) on
ryhma kun operaationa o on kuvausten yhdistaminen, neutraalialkiona identiteet-
tikuvaus idy, ja alkion f kidnteisalkiona kidnteiskuvaus f~'. (Perustelu: harjoi-

tustehtavd). (Sx, o) on joukon X permutaatioryhma.

Esimerkki 3.5. (Z,,, +) on ryhmé. Téama néhtiin juuri ennen ryhmén méaaritelméaa.

Ryhméa (Z,,,+) sanotaan additiiviseksi jaanndsluokkaryhmdaksi modulo m.

Esimerkki 3.6. Etsitdan joukosta 7Z,, mahdollisimman suuri osajoukko, joka on
ryhmé jaannosluokkien kertolaskun suhteen. Koska 1-a = a = a - 1 kaikilla a # 0,
niin luonnollinen valinta neutralialkioksi on 1. Milld Z,,:n alkioilla on kainteisalkio?

Vastauksen antaa Lemma 2.3 (1): yhtalo
a-r=1

on ratkeava joukossa Z,, jos ja vain jos syt(a,m) = 1. Koska jaénnosluokkien
kertolasku on kommutatiivista, niin kaanteisalkio on olemassa tasmalleen niilla
jaannosluokilla a joilla syt(a, m) = 1.
Merkitaan
Z;, ={a € Zy, | syt(a,m) = 1},

ja osoitetaan, etta (Z*,-) on ryhmé kun neutraalialkiona e = 1.

(0) Operaatio - on bindérinen operaatio joukossa Z :

a,b € 7k, = syt(a,m) = syt(bym) = 1 = syt(abym) =1=a-b=ab € Z7,.
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(1) Assosiatiivisuus: harjoitustehtava.

(2) 1 toteuttaa neutraalialkioechdon (perustelu: harjoitustehtava).

(3) Kéaanteisalkio: olkoon a € ZF . Koska syt(a,m) = 1, niin kongruenssi ax = 1
(

m) on ratkeava Lemman 2.3 (1) nojalla. Olkoon a’ sen ratkaisu. Nyt

=da=1=ad =a- @,

d,

Ql

ja néin ollen @’ on alkion a kdanteisalkio. Siispd (ZF,,-) on ryhmé, vieldpd Abelin
ryhma.
Ryhmaéé (Z . -) sanotaan multiplikatiiviseksi jadnndsluokkaryhmdksi modulo m ja

sen alkioita alkuluokiksi modulo m.

Maaritelma 3.4. Fulerin o-funktio on kuvaus ¢ : N — N, p(m) = |Z;,|.

Esimerkki 3.8. Muodostetaan ryhmien (Zy, +) ja (Z3, ) ryhmdataulut.

+10 12 3
00 12 3
11230
202301
30301 2

Néemme, ettd kummassakin ryhmaéataulussa jokainen ryhmén alkio esiintyy tasmal-
leen kerran jokaisella rivilla ja sarakkeella. Tama ei ole sattumaa silla on voimassa

seuraava tulos.

Lause 3.3. Olkoon (G, o) ryhmd ja olkoot a,b € G. Silloin yhtdldilld
aoxr=1b yoa=>
on yksikasitteiset ratkaisut; nimittdin x = a~'ob jay = boa™'. Erityisesti, kuvaukset

r+—aox jay— yoa ovat joukon G permutaatioita.

Todistus. Olkoon xy ensimmaéisen yhtalon mika tahansa ratkaisu. Nyt b = a o z,
joten
atob=a"to(aoxg) =(a"toa)oxy=eoxy =z

Toinen yhtalo kasitellaan samoin. 0

Seuraus. Ryhman neutraalialkio on yksikasitteinen; samoin kunkin alkion kadanteisal-

kio.
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Todistus. Jos e ja € ovat ryhmén neutraalialkioita, niin ne ovat yhtdlon ex = e
ratkaisuja. Taten e = ¢’.

Jos b ja c ovat alkion a kaanteisalkioita, niin ne ovat yhtalon ax = e ratkaisuja.
Taten b = c. OJ

3.2. Aliryhma ja syklinen ryhma.

Maaritelma 3.5. Olkoon (G, o) ryhmé ja H C G. Jos (H, o) on ryhmé, niin se on
ryhmén (G, o) aliryhmd. Merkitddn (H,o) < (G, o) tai lyhyemmin H < G.

Esimerkki 3.9. (Z,+) < (R, +), (Z},,") £ (Zp,+).
Huomautus. Ryhmélld G on ainakin triviaalit aliryhmat: {e} ja G.

Seuraavaa lemmaa kéaytetaan jatkossa toistuvasti viittamatta siihen eksplisiittis-

esti.

Lemma 3.1. Olkoon H < (.

(1) Olkoot eg ja ey ryhmien G ja H neutraalialkiot. Silloin eq = ey.

(2) Olkoon a € H ja olkoot a&l ja ay' alkion a kidnteisalkiot ryhmissd G ja H.
Silloin ag' = ay'.

a H:ssa

:s58, .
€g = €g€g, nln €g = €g.

Todistus. (1) Koska egey =
(2) Koska aay' = ey = aj'a ja eq = ey, niin kiéinteisalkion yksikisitteisyyden

(G:ssid) nojalla az' = aj;. O

Lause 3.4 (Aliryhmékriteeri). Olkoon G ryhmd ja olkoon H C G. Silloin H on
G:n aliryhmd jos ja vain jos seuraavat kaksi ehtoa pdatevat

(i) H #0,

(ii) ab™! € H Va,b.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd H < G. Ryhmin maaritelmin nojalla H # (.
Olkoot a,b € H. Nyt b= € H jalleen ryhmin méiiritelmin nojalla. Koska - on
bindirinen operaatio H:ssa, niin ab™! € H.
Oletetaan sitten, ettd ehdot (i) ja (ii) patevét. Nyt
(1) assossiatiivisuus pétee koko G:ssé siis myos H:ssa.
(2) Osoitetaan, ettd G:n neutraalialkio e on neutraalialkio H:ssa. Ehdon (i)

nojalla H:ssa on alkio h. Sovelletaan ehtoa (ii) alkioihin a = h ja b = h,
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jolloin saamme e = hh™! € H. Koska H C G, niin eh = h = he kaikilla
heH.
(3) Kéénteisalkio: olkoon h € H. Sovelletaan ehtoa (ii) alkioihin a = e ja b = h,
jolloin h™! = ab™! € H.
Liséksi o on bindarinen operaatio H:ssa: jos k', h € H, niin kohdan (3) nojalla h~! €
H. Sovelletaan nyt ehtoa (ii) alkioihin @ = k' ja b= h™'. Koska b~' = (h™1)~! = h,
niin ”’h =ab~! € H.
0

Esimerkki 3.10. Merkitdén SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det(A) = 1}. Osoite-
taan, ettd (SL(n,R),:) < (GL(n,R),-). Ensinndkin SL(n,R) on epatyhja silla 1,
kuuluu siihen. Olkoot sitten A, B € SL(n,R). Nyt

det(AB™') = det(A) det(B™!) = det(A)det(B) ' =1-1=1,
joten AB~! € SL(n,R). Siispa (SL(n,R),-) < (GL(n,R),-).
Esimerkki 3.11. Olkoon m € Z. Merkitaan mZ = {mk | k € Z}. Osoitetaan,
ettd (mZ,+) < (Z,+). Olkoot a,b € mZ (# ). Nyt a = mk ja b = mt joillakin
k.t € Z, ja titen a — b =m(k —t) € mZ. Siispa (mZ,~+) < (Z,+).

Aliryhmé& mZ on esimerkki nk. syklisestd ryhmastéa: se koostuu yhden alkion

(= m) monikerroista. Tdm& havainto antaa aiheen seuraavaan abstrahointiin.

Olkoon G ryhmi ja a € G. Merkitiin < a >:= {a* | k € Z}, missi alkion a

potenssit (tai monikerrat) méaritellddn néin:

a =e,
a"=a-a---a jos k>0,
—_—
k kertaa

a* = (a)*jos k <0.

Lemma 3.2. Olkoon G ryhma ja a € G. Silloin
(1) (a*)! =a* Vk,l € Z,
(2) afa! = o Vk,l € Z.

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Lause 3.5. Olkoon G ryhma ja a € G. Silloin < a > on ryhman G aliryhma.
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Todistus. Ensinnikin < a > on epatyhji, silli e = a® €< a >. Olkoot a*,a' €< a >.
Nyt a*(a)~! = afa™' = a* 1 €< a >. O

Maaritelma 3.6. Ryhmén G aliryhmé < a > on syklinen, ja a on sen (erés)

generoija. Jos G =< a >, niin G on syklinen ryhma.

Esimerkki 3.12. (Z,+) on syklinen ryhmé silld Z =< 1 >= {k-1 | k € Z}. Samoin
Zy, on syklinen: Z,, = {0,1-1,2-1,...,(m—1)-1} C< 1 >C Z,,. Sen sijaan (R, +)
ei ole syklinen ryhma.

Esimerkki 3.13. Osoitetaan, ettd Zf =< 2 >. Koska 2° = 1, 2! = 2,
23 = 3, niin 7y C< 2 >C Zk.

22 =14

Y

Maaritelma 3.7. Olkoon G ryhmé. Alkion a € G kertaluku ord(a) on syklisen
ryhman < a > kertaluku.

Lause 3.6. Olkoon G =< a > syklinen ryhmd.
(1) Jos |G| = n, niin
G={ea,...,a" '},
ja n on pienin ehdon a™ = e tayttavista posititvista luvuista.

(2) Jos G on ddreton ryhmd, niin
G=1{d"|kez},

ja sen alkiot a* ovat pareittain erisuuria.

Todistus. (1) Koska G on &érellinen, niin kaikki potenssit a*, k > 0, eivit voi olla

sS—m

erisuuria. Siispa a® = a™ joillakin 0 < m < s. Nyt a =ejas—m > 0. Olkoon n

pienin positiivinen kokonaisluku jolla a™ = e. Siséltyminen {e,a,...,a" '} C<a >

on triviaali. Olkoon a* €< a >. Nyt jakoalgoritmin nojalla k = ng+1r, 0 <r <n,
joten a* = (a")%" = a” € {e,a,...,a" '}

(2) Jos a* = a', joillakin k # ¢, niin piaadymme #irelliseen ryhméin kuten edelli.

O

Seuraus. Olkoon G ddrellinen ryhmd jo a € G. Silloin ord(a) on pienin ehdon
a” = e tayttavista posititvisista kokonaisluvuista n.

Esimerkki 3.14. Muodostetaan ryhmin Zg aliryhmi < 2 >: 0-2 =10, 1-2 = 2,
2:2=4,(3-2=0). Siispd < 2 >= {0,2,4} ja ord(2) = 3.
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3.3. Sivuluokat ja Lagrangen lause.

Esimerkki 3.15. Tarkastellaan jélleen syklista ryhmaa m#Z. Maaritelladn nyt re-

laatio R joukossa Z seuraavasti:
aRb<=ac€b+mZ:={b+mk|keZ}

Selvasti R on ekvivalenssirelaatio, jos m = 0. Jos taas m # 0, niin aRb joss a = b
(|m]). Taten R on ekvivalenssirelaatio kaikilla m € Z. Jos siis m # 0, niin R:n
ekvivalenssiluokat ovat jadnnosluokat modulo |m| eli {0+ mk | k € Z}, {1 + mk |
keZ},--- {(m—1)+mk|keZ}.

Tama konstruktio yleistetdan seuraavassa lauseessa.

Lause 3.7. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmda. Maaritellaan relaatiot L ja R

joukossa G seuraavasti:

alb< a € bH :={bh|he H},

aRb<a€ Hb:={hb|h e H},
Silloin L ja R ovat ekvivalenssirelaatioita. Alkion a € G ekvivalenssiluokat relaa-
tioiden L ja R suhteen ovat aH ja Ha.

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Maaritelma 3.8. Relaation L (vast. R) ekvivalenssiluokat ovat ryhmén H vasem-
mat (vast. oikeat) sivuluokat G:ssd. Aliryhmén H kaikkien vasempien (vast. oikei-
den) sivuluokkien joukko on G:n vasen (vast. oikea) tekijijoukko aliryhmdn H suh-
teen, merkitdan G/Hy, (vast. G/Hp).

Esimerkki 3.16. Tarkastellaan kaikkia joukon X := {1,2,3} permutaatioita eli

permutaatioryhméé (Sx, o). Sen alkiot ovat seuraavat kuvaukset

/123y (123 (123
€=\1 23)" {1 32/ \21 3)
(123 /123y (123
“=\23 1) " \3 12" \32 1)
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missé esimerkiksi e on kuvaus e(1) = 1,e(2) = 2 ja e(3) = 3; ts. se on ryhmén Sy
neutraalialkio. Olkoon nyt H =< y >= {e,y}. Nyt H:n vasemmat sivuluokat ovat
H = {e,y},
xH ={z,x oy} ={x,u},
zH ={z,zoy} ={z,v},
ja oikeat sivuluokat ovat
H = {e,y},
Hx ={z,yox} ={x, 2},
Hu={u,you}={u,v}.
Siispa
Sx/HL:{H,Z'H,ZH}, Sx/HRI{H,H.%',HU}
Huomaa, ettd ®H # Hz ja zH # Hz (=Hzx). Permutaatioryhmid ei késitelld

tarkemmin talld kurssilla vaan kurssilla Algbebra II.

Huomautus. Jatkossa kasitelladan lahinna vasempia sivuluokkia silla oikeat sivu-
luokat kayttaytyvat samoin. Jos G on Abelin ryhmé, niin aH = Ha kaikilla
a € G joten puhutaan lyhyesti sivuluokista ja tekijajoukosta aliryhmdan H suhteen,
merkitddn G/H.

Esimerkki 3.17. Jos m € N, niin Z/mZ = Z,.

Maaritelma 3.9. Ryhmén G aliryhman H vasempien sivuluokkien lukumaara
G:ssi on H:n indeksi G:ssd, merkitdan [G : H].

Esimerkki 3.18. [Z : mZ] = m.

Esimerkki 3.19. Tarkastellaan ryhmiéd (R, +) ja (C,+). Alkion zy = zg +iyo € C

maarama R:n sivuluokka on
2+ R={xo+iyo+z|zeR} ={x+iy | r € R},

jonka geomerinen vastine tasossa R? on pisteen (0, o) kautta kulkeva z-akselin suun-

tainen suora. Nyt
C/R=|J{z+iy|zeR},

yeR
ja titen [C: R] = oo.
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Seuraavan lemman nojalla jokaisessa sivuluokassa on ”yhta monta” alkiota.

Lemma 3.3. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmda. Olkoon a € G, silloin kuvaus
f:H —aH, f(h)=ah
on bijektio.

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Lause 3.8 (Lagrange). Jos G on ddrellinen ryhmd ja H sen aliryhmd, niin
G|
G: H]= .
| H|
Erityisesti siits adrellisen ryhman G aliryhman kertaluku on G:n kertaluvun tekija.
Todistus. Koska H:n sivuluokat H,aoH,...,a H, k = [G : H|, muodostavat G:n
partition joillakin as,...,a; € G, niin |G| = |H| + |agH| + -+ + |axH|. Koska

jokaisessa sivuluokassa on yhtd monta alkiota, niin |G| = k|H|. O

Seuraus. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja a € G. Silloin ord(a) on G:n kertaluvun
|G| tekija.

Todistus. Koska ord(a) =|< a >|, niin véite seuraa vélittoméasti Lagrangen lauseesta.
UJ

Esimerkki 3.20. Osoitetaan, ettid Zj, =< 2 >. Koska ¢(19) = 18 = 2 - 3?, niin
ord(2) = 1,2,3,6,9 tai 18. Nyt 2! # 1,22 #£ 1 ja 23 # 1. Lisiksi 26 =7 # 1 ja
29=120.23=7.8="56=18 # 1. Taten ord(2) = 18.

Lause 3.9. Olkoon G adrellinen ryhmd jonka kertaluku on m. Silloin

a"=e Vac€d.

Todistus. Olkoon a € G ja merkitddn n = ord(a). Lauseen 3.6 Seurauksen nojalla

m

a" = e. Toisaalta Lagrangen lauseen Seurauksen nojalla n | m. Nyt ™ = (a™)» =
€. U

Seuraus (Euler). Olkoon m € N ja a € Z. Silloin pdtee
syt(a,m) =1 =a?™ =1 (m).

Todistus. Jos syt(a,m) = 1, niin @ € Z*. Nyt Lauseen 3.9 nojalla a®*™ = T;

ekvivalentisti a®™ =1 (m). O
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Huomautus. Jos m = p € P, niin ¢(m) = p — 1, ja saamme Fermat’'n pienen

lauseen:
a=a (p) VYa€eZ.

Huomautus. Eulerin lause voidaan todistaa helposti myos ilman ryhmateoriaa: jos
a1, ay, . .., aym) on jokin alkuluokkien modulo m edustajisto, niin myos aai, aas, aas,

<e ., QG on sitd mikali syt(a,m) = 1. Nyt
a?™aiay - - CQp(m) = A1 - QG2+ Alg(m) = G102 -~ Qp(m)  (M).
Koska syt(a; - - - agp@m), m) = 1, niin nyt Lauseen 2.12 (3) nojalla
a?™ =1 (m).

Ilman ryhmateoriaa Eulerin lause olisi kuitenkin jaanyt vain lukuteoreettiseksi

kuriositeetiksi ilman selitysta sille miks: Eulerin lause patee.

31203

Esimerkki 3.21. Lasketaan luvun —2 jakojaannos jaettaessa luvulla 13. Koska

©(13) = 12 ja 1203 = 12 - 100 + 3, niin
31203 9 —(312)10033 _2=1.27-2=25=12 (13).

Sovellus: RSA-salakirjoitus. RSA-salakirjoitus on esimerkki julkisen avaimen
salausjarjestelmasta: tietoverkon kayttdja A voi paljastaa muille verkon kayttajille
oman salausavaimensa, jonka jéilkeen téta avainta kdyttden voidaan ldhettada A:lle
salattuja viesteja. Henkilo A pitda tulkinta-avaimen visusti omana tietonaan ja sen
maaraminen salausavaimen nojalla on aarimmaisen hidasta ellei mahdotonta.

RSA-salauksessa henkilon A salausavain on pari (e, m) € N? missia m = pq ja p, q
ovat alkulukuja ~ 10°° (low risk application) tai jopa ~ 101 (high risk applica-
tion). Lisdksi e > 1 ja syt(e,¢(m)) =1 (nyt ¢(m) = (p—1)(¢ —1)). Tulkinta-avain
on pari (d, m) missd d on kongruenssin ex = 1 (¢(m)) vilille [0, p(m) — 1] kuuluva

ratkaisu.

SALAUS (eli kryptaus): Koodataan lahetettiava viesti jollain standardimenetelmélla
kokonaisluvuksi < m. Jos p,q ~ 10°°, niin voidaan kiyttaa esim. 20-numeroisia
256-jarjestelméan lukuja vastaamaan 20 merkin merkkijonoja missa kukin numero

on vastaavan merkin ASCII-arvo. Esimerkiksi viestia hei he: vastaa luku z =
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104-25619 4101256 +105- 25617 +32-256'6 + 104 - 2565 + 101 - 2564 + 105 - 2563 =
59599657324855574295082244897183469353225418752.

Salattu viesti on jakojaannos y = ¢ mod m ja lahetetaan y tietoverkkoon henkilol-
le A.

TULKINTA (eli dekryptaus): Nyt y = x° mod m on henkilén A vastaanot-
tama viesti. Lasketaan jakojainnos r := y¢ mod m. Seuraavassa niytetiin, etti
lahetetty viesti x = r.

Koska de = 1 + kp(m), niin

yd = l’ed _ l,l-l—k:sO(m) _ l.(l,go(m))k; (m)

(1) Jos syt(z,m) = 1, niin Eulerin lauseen nojalla 2#™ =1 (m), joten y¢ = x (m)
ja niin ollen ¥ mod m = x, joka on lihetetty viesti koodattuna.

(2) Jos syt(xz,m) = p, niin Fermat'n pienen lauseen nojalla

xcp(m) _ x(P—l)(q_l) = (xq_l)p_l =1'=1 (Q)a

E— k

z (p), joten pg | w(a#™)F—
reli z(z#M)F =2 (pg)eliy? = z (m). Téssikin tapauksessa saamme siis lihetetyn

joten z(z#(™)* = 2 (q). Liséksi triviaalisti z(2#(™)

viestin. Jos koodaus suoritettiin kayttamalla 256-jarjestelman lukuja, voidaan se nyt

purkaa esittamaélla x 256-jarjestelman lukuna.

Miksi RSA-salaus on turvallinen? Tulkinta-avain (d,m) voidaan periaatteessa
laskea salausavaimen (e,m) avulla: d on kongruenssin ez = 1 (p(m)) ratkaisu.
Mutta ¢(m):n laskeminen on hankalaa m:n avulla. Se voidaan tehdé, jos m onnis-

tutaan hajoittamaan tekijoihin m = pqg. Silloin ¢(m) = (p—1)(¢ —1). Mutta kuten

Sovellus: Elektroninen allekirjoitus. Elektronisella allekirjoituksella tarkoitetaan

menetelmaa jolla voidaan varmistaa tietoverkkoon lahetetyn viestin lahettaja.

MENETELMA: Verkon kiyttéjit julkaisevat tulkinta-avaimensa (d,m) mutta
pitévit salausavaimen (e,m) omana tietonaan. Jos henkilé A haluaa lahettda vi-

estin z, niin han lahettaa verkkoon viestin ¢ mod m. Nyt kuka tahansa verkon
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kayttdja voi varmistaa, ettd ko. viestin on todellakin ldhettéanyt henkilo A: laske-
taan (2¢)¢ mod m ja jos koodauksen purkamisen jilkeen saadaan jiarkevii tekstii,

on viestin lahettaja todellakin ollut henkilo A.

Sovellus: Salaus ja elektroninen allekirjoitus. Kukin verkon kayttaja generoi nelja
suurta alkulukua p, ¢, p’, ¢’, muodostaa luvut m = pq ja m’ = p/q/, valitsee luvut e ja

1 mod ¢(m)

¢ joille syt(e, o(m)) =1 = syt(e’, p(m’)), laskee kdanteisalkiot d = e~
jad =e" mod p(m'), ja julkaisee parit (e,m) ja (d',m’).

Jos henkil6 A haluaa ldhettdd viestin x henkilolle B, hén (esimerkiksi) ensin
allekirjoittaa sen avaimellaan €'y: y = % mod m’, ja sitten salaa sen henkilon B
avaimella eg: z = y*2 mod mp.

Henkilé B tulkitsee saamansa viestin laskemalla ensin 242 mod mp = ¥ ja sitten

/
y% mod m/y = z.

Huomautus. Mikili m/; > mp, niin informaatiota saattaa kadota jakojédannoksen
modulo mp laskemisessa. Taman vuoksi sovitaan etta jokaisen kayttdjan salaus-
modulit m ovat esimerkiksi valilla 105t < m < 1052 ja allekirjoitusmodulit m’ valilla
10 < m’ < 10°.

3.4. Isomorfismi ja homomorfismi. Tarkastellaan ryhmien Z, ja Z; ryhmatauluja

+]0 1 2 3 |1 2 3 4
0/0 1 2 3 111 2 3 4
111230 212 41 3
212 301 313 1 4 2
313 01 2 414 3 2 1

Ensi silméyksella tauluissa on melko vahan yhtélaisyytta. Nimetaanpa kummas-

sakin taulussa alkiot uudelleen:

Zyssa: 0 e, 1< a,2< b 3 c,

Zissa: 1 e, 2 a,3 ¢, 40

Nimetaan viela kummankin ryhman operaatiot uudelleen: + < o ja - «<» o. Nyt

molemmilla ryhmilla on ryhméataulu
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> Q 0|0
> OO
0O QR
oo oo
SIS o)

clec e a b
Ryhmaéteoriassa aarellisia ryhmia, joilla on alkioiden permutointia ja uudelleen

nimedmista vaille samat ryhmataulut, pidetdan olennaisesti samanlaisina eli iso-
morfisina. Seuraavaksi tdsmennetaén tama késite. Olkoot (G, o) ja (G', @) adrellisia

ryhmié ja olkoon f: G — G’ bijektio. Muodostetaan ndiden ryhmétaulut:

° | eq g1 e 9n * eq f(g1) e f(gn)
eclec g1 -+ O ear | eq f(g) : f(gn)
g1 |1 g1 91991 ... Gi°gn f(gl) f(gl) f(gl) b f(gl) e f(gl) L f(gn)

ool g0 Gnogs - geoge  Flon) | Fg)) Fla) e flg) - Flga) Flon)

Nyt naemme, etta ryhmilla on alkioiden uudelleen nimeamista vaille samat ryhmataulut
jos f toteuttaa seuraavat kaksi ehtoa

(1) e = f(ec)

(2) f(gi) @ f(g;) = f(giogy), Vi,j=1,....n
Naista ehdoista ensimmainen seuraa jalkimmaisesta:

(2) = flec) = fleg o ea) = flea) » fleq) "4 er = f(ea).

Maaritelma 3.10. Olkoot (G, o) ja (G',e) ryhmid. Jos on olemassa bijektio f :
G — G’ jolle péatee

flaob) = f(a)e f(b) Va,bed,
niin kuvaus f on isomorfsmi ja ryhmét (G, o) ja (G, ®) ovat isomorfiset, merkitéén
G~
Esimerkki 3.22. Z, ~ Z?. Isomorfismina esimerkiksi kuvaus:

[:Z4— 75 f(n-1)=2"Vn e Z.
Esimerkki 3.23. (R +) ~ (R., -); nimittéin eksponenttifunktio

R — Ry, f(z) =€

on tunnetusti bijektio, ja f(z 4+ y) = eV = ee¥ = f(z)f(y).

[somorfisimin kasitetta voidaan yleistaa luopumalla bijektiivisyys-vaatimuksesta.
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Maaritelma 3.11. Olkoot (G, o) ja (G’,e) ryhmid. Jos on olemassa kuvaus f :
G — G’ jolle péatee
flaob) = f(a)e f(b) Va,beQG,

niin kuvaus f on homomorfismi.

Huomautus. Isomorfismin yleistaminen homomorfismin kasitteeksi ei ole mitenkaan
keinotekoinen: jatkossa ndemme, etta jokaiseen homomorfismiin voidaan liittéaa iso-
morfismi. Homomorfismit osoittautuvat myos kateviksi tyokaluiksi tutkittaessa ab-
straktien ryhmien rakennetta: niiden avulla abstrakteja ryhmia voidaan usein ver-

rata joihinkin hyvin tunnettuihin ryhmiin.

Jatkossa kaytdmme ryhmén G operaatiolle multiplikatiivista merkintatapaa ts.

merkitdan ab merkinnan a o b asemesta.

Maaritelma 3.12. Homomorfismin f : G — G ydin on G':n neutraalialkion

alkukuva kuvauksessa f Ts.
Ker(f)=f"(ea) ={a € G| f(a) = exr}.
Lemma 3.4. Olkoon f : G — G' homomorfismi. Silloin

(1) eq € Ker(f),
(2) fla)™' = fla™!) Ya e G.

Todistus. (1) f(eq) = f(egeq) = fleq)f(eq) = ecr = f(eq). (Deja vu?)
() cor & Jlee) = f(aa™) = f(a) (™). O
Lause 3.10. Ker(f) <G.

Todistus. Vaite seuraa lahes valittomasti edellisesta Lemmasta ja aliryhméakriteerista:

Ker(f) on epatyhja, jajosa,b € Ker(f), niin f(ab™') = f(a)f(b7') = f(a)f(b)' =
eqreqr = eqr. Titen ab™! € Ker(f). O

Homomorfismin ydin on kunkin alkion alkukuvien lukuméaéarian mittari:

Lause 3.11. Olkoot f : G — G' homomorfismi ja a € G. Merkitdin b = f(a).
Silloin

[70) = afcer(f).
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Todistus. Olkoon a’ € G. Silloin
fld) = fla) & f(da™) = fld)f(a) " =eq & da' € Ker(f) & d € aKer(f).
Téten a’ on alkion b alkukuva jos ja vain jos a’ € aKer(f). O
Seuraus. Homomorfismi f : G — H on injektio jos ja vain jos sen ydin on {eg}.

Todistus. Jos f on injektio, niin jokaisella alkiolla b € f(G) on tdsmélleen yksi
alkukuva a € G. Taten sivuluokassa aKer(f) on vain yksi alkio (= a) ja néin
ollen Ker(f) ={eqg}. Jos taas Ker(f) = {ec}, niin jokaisessa sen sivuluokassa on

tasmalleen yksi alkio. OJ

Seuraavaksi tarkastelemme jaannosluokkaryhman konstruktion yleistamista. Ol-
koon G — G’ homomorfismi ja a € G. Merkitddn a = aKer(f) ja maaritelladn

tekijdjoukossa G /Ker(f) bindérinen operaatio - :
a-b=ab.
Pian ndemme etta operaatio on hyvin maaritelty. Tama seuraa olennaisesti seu-

raavasta lemmasta.
Lemma 3.5. aKer(f) = Ker(f)a kaikilla a € G.

Todistus. Jos a' € aKer(f), niin ' = ab jollakin b € Ker(f). Nyt a’ = (aba™1)a ja
koska f(aba™') = f(a)f(b)f(a™t) = f(a)eg f(a)~!, niin aba™' € Ker(f).

Kaanteinen sisdltyminen osoitetaan samoin. 0
Lause 3.12. (G/Ker(f),-) on ryhmd.

Todistus. Operaatio on hyvin maéiritelty: jos @ = @’ ja b = ¥, niin a = d’'h; ja
b = b'hy joillakin hy, hey € Ker(f). Nyt ab = a’hib'hy ja Lemma 3.5 sovellettuna
alkioon O’ antaa hib' = 'l jollakin h' € Ker(f). Siispd ab = a'b’h'hy € o' Ker(f).
Titena-b=ab=a't/ =a - .

Ryhmaéaksioomien tarkistaminen jatetddn harjoitustehtédvaksi (vihje: neutraali-

alkio on é¢ ja kidnteisalkio a=' = a~1). O

Huomautus. Olkoon G ryhma ja H sen aliryhma. Naimme edelld, ettd ehto
aH = Ha kaikilla a € G, on riittava sille, ettad operaatio aH - bH = abH on hyvin
maédritelty tekijdjoukossa G/H. Helposti ndhdaén, ettd se on myos vélttdméaton.

Abstrahoidaan tdma aliryvhmén ominaisuus:
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Maaritelma 3.13. Olkoon G ryhma ja H sen aliryhma jolle patee
aH = Ha Va € G.

Silloin H on normaalt G:ssa ja merkitaan H < G.

Lause 3.12°. Jos H < G, niin (G/H,-) on ryhmd.

Huomautus. Jos G on Abelin ryhmé, niin sen jokainen aliryhma on normaali ja
téaten tekijiryhmé G/H on olemassa kaikilla H < G.

Huomautus. Jokaisella ryhmalla on ainakin kaksi normaalia aliryhmaa nimittain
sen triviaalit aliryhmat. Jos ryhmalla ei ole muita normaaleja aliryhmia, on se

yksinkertainen. Yksinkertaisista ryhmista lisda kurssilla Algebra II.

Esimerkki 3.24. Koska ZZ on Abelin ryhma, niin voidaan muodostaa esimerkiksi

tekijaryhmé Z%/ < 6 >. Aliryhmén < 6 > sivuluokat ovat
I1=<6>={1,6}, 2=2<6>=1{25}, 3=3<6>={34},

ja tekijairyhmén Z%/ < 6 > ryhmétaulu on

2
2
3
1

DI =11 QI QoI

Osoitetaan seuraavaksi, etta jokainen homomorfisimi voidaan hajoittaa tekijoihin:
surjektiiviseen ja injektiiviseen tekijaan, joista kumpikin on homomorfismi. Ensin

pieni aputulos:

Lemma 3.6. Olkoon f : G — G’ homomorfismi.
(1) Jos H < G, niin f(H) < G'.
(2) Jos H <G, niin f71(H') <G.

Todistus. Harjoitustehtava. (Vihje: aliryhmékriteeri) O

Olkoon f : G — G’ homomorfismi. Maaritelladn kuvaukset 7 ja F' seuraavasti

7:G— G/Ker(f),n(a) = a,
F:G/Ker(f) — G' F(a) = f(a).
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Lause 3.13. 7 on surjektiivinen homomorfismi, F' on injektiivinen homomorfismi
ja f=Fom.

Todistus. Selvisti m on surjektio. Se on my6s homomorfismi: 7(ab) = ab=a-b =
m(a) - w(b).
F on hyvin médritelty: jos @ = b, niin @ = bh jollakin b € Ker(f). Nyt f(a) =

f(bh) = f(b)f(h) = f(b), joten F(a) = F(b). Injektiivisyys: Koska
Fa)=ew & fla) =ew & a € Ker(f) & a=eg,
niin Lauseen 3.11 seurauksen nojalla F' on injektio. Se on myos homomorfismi:

F(a-b) = F(ab) = f(ab) = f(a) f(b) = F(@)F (D).
Olkoon a € G. Nyt (Fom)(a) = F(w(a)) = F(a) = f(a). Téten Fom = f.

Seuraus (Ensimmaéinen isomorfialause). G/Ker(f) ~ f(G).

Todistus. Lemman 3.6 (1) ja Lauseen 3.13 nojalla F' : G/Ker(f) — Im(F) on
bijektiivinen homomorfismi. Mutta Im(F) = Im(f). O

Esimerkki 3.25. Olkoon f : C* — R* f(z) = |z|. Nyt f(zw) = |zw| = |2||w| =
f(2)f(w), joten f on homomorfismi. Selvésti f(C*) = R.y. Ydin Ker(f) = {z €
C* | |z| = 1} on kompleksitason yksikkoympyra St ja C*/S' ~ R.,.

3.5. Syklisten ryhmien peruslause ja vastaavuuslause. Olkoon < a > sykli-

nen ryhma. Tarkastellaan kuvausta
f:Z —<a>, f(k)=ad"

Nyt f(k+m) = a**™ = aka™ = f(k)f(m), joten f on homomorfismi. Selvisti f on
surjektio. Maarataan sen ydin: jos Ker(f) = {0}, niin f on injektio ja Z ~< a >.
Oletetaan, ettd Ker(f) # {0}. Jos k € Ker(f), niin myos —k € Ker(f). Olkoon
n pienin positiivinen luku joka kuuluu ytimeen ja olkoon k € Ker(f). Jakoalgorit-
min nojalla k = ng +r, 0 <r < n, janiin ollen e = f(k) = f(ng+r) = (a")%a" =
ea” = a”. Siispad r € Ker(f). Mutta 0 < r < n, joten n:n minimaalisuuden nojalla
r = 0. Siispad Ker(f) = nZ ja néin ollen Z/nZ ~< a >. Niin saimme Lauseen 3.6

tasmennyksen:

Lause 3.14. Olkoon G syklinen ryhmda. Talloin joko G ~ Z tai G ~ Z,, jollakin
n € N.
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Etsitaan seuraavaksi kaikki ryhmien Z ja Z, aliryhmat.
Olkoon 7 : Z — Z,,w(a) = a ja H < Z,. Lemman 3.6 nojalla H := 7 '(H’) on
Z:m aliryhmd. Selvasti 7(H) C H’ ja koska m on surjektio, niin n(H) = H'. Nyt

Lemman 3.6 nojalla
V:{H|H<Z}—{H |H <Z,},2V(H)=n(H)

on surjektio. Rajoitetaan nyt kuvauksen W maarittelyjoukkoa siten, ettd saamme
bijektion W'.

Jos W(H) = ¥(S), niin 7(H) = 7(S). Jos nyt 7~ '(w(H)) = H kaikilla H €
M3 (¥), niin ¥ on injektio. Selvasti H C m'(n(H)). Tutkitaan milla ehdolla patee
kaanteinen sisaltyminen.

Jos a € 7Y (n(H)), niin 7(a) € n(H) eli n(a) = (k) jollakin h € H. Nyt

m(a) =m(h) & n(a—h)=0&a—he€ Ker(n) < a € h+ Ker(m).

Téten a € H jos Ker(mw) C H.
Lause 3.15. Kuvaus

UV {H|H<Zjoa HDnZ} — {H'| H <Z,},V(H) = H/nZ,
missd H/nZ = {h+nk | h € H,k € Z}, on bijektio.

Todistus. Koska H/nZ = w(H) ja Ker(w) = nZ, niin ¥ on injektio kuten juuri
todettiin. Se on myd6s surjektio silla ¥ on surjektio ja =Y H') = n~1(H') 2 Ker(m).
U

Etsitddn nyt ehdon nZ C H tayttavit (Z,+):n aliryhmét H.

Lemma 3.7. Ryhmdn (Z,+) aliryhmdt ovat tismdlleen sykliset ryhmdt < m >=
mZ, missa m € Lsg. Lisiksi < m >#< s>, josm # s > 0.

Todistus. Ensinnakin jokainen Z:n aliryhméa H on syklinen: H =< b >, missa b on

H:n pienin positiivinen alkio, tai H =< 0 >. Tama nahdaan kuten Lauseen 3.14

todistuksessa.
Jos < b >=< ¢ >#< 0 >, niin b = ¢t = bkt, joillakin k,t € Z. Siispa kt = 1 ja
b= +c. O

Koska nZ C mZ jos ja vain jos m | n, niin on voimassa
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Lemma 3.8. Jdaannosluokkaryhman Z,, aliryhmdat ovat tasmdalleen sykliset ryhmat

missa m on mikd tahansa luvun n tekija.

Lause 3.16 (Syklisten ryhmien peruslause). Olkoon G =< a > syklinen ryhmd.

(1) Jos G on ddreton, niin G:n aliryhmdt ovat tismdlleen sykliset ryhmdt
<a™ >, missam=0,1,.... Lisiksi < a™ >#< a® > jos m # s > 0.

(2) Jos |G| = n, niin G:lli on jokaista luvun n tekijid k kohti tdasmdlleen yksi
aliryhmda jonka kertaluku on k, nimittain

<a™>={e,a™ a® ... a*Vm}

missd k = n/m. Ryhmdlld G ei ole muita aliryhmid.

Todistus. Vaitteet seuraavat valittoméasti Lauseesta 3.14 seka Lemmoista 3.7 ja 3.8.

O

Esimerkki 3.26. Etsitddn kaikki ryhmén Z% aliryhmét. Koska |Z%] = 6 = 2 - 3,

niin ryhmalla Z% on tasmalleen 4 aliryhmaa ja niiden kertaluvut ovat 1,2,3 ja 6.
Koska 3? = 2 ja 3* = 6, niin ord(3) = 6 ts. Z: =< 3 >. Taten ryhmén Z%

aliryhmit ovat < 1>, <3 >, <32 >=<2>ja <33 >=<6 >.

Huomautus. Syklisten ryhmien peruslause voidaan todistaa myo6s ilman vertailua

Z:n aliryhmiin. Kayttamamme vertailu ryhmien Z ja Z, valilla kuitenkin yleistyy

valittomasti nk. vastaavuuslauseeks: joka on tehokas tyokalu ryhmaéteoriassa.

Lause 3.17 (Vastaavuuslause). Olkoon H < G. Silloin kuvaus
V. {S|S<GjaSDOH}— {55 <G/H},¥(S)=S/H
on bijektio.

Todistus. Katso Lauseen 3.15 todistus. ]

3.6. Suora tulo ja ryhmén Z!, rakenne. Vektoriavaruus (R? +) on ryhmé kun
operaationa on R:n yhteenlasku komponenteittain ts. (a,b)+ (a’,0') = (a+a’,b+b")

kaikilla (a,b), (a’,V') € R?. Tarkastellaan tdman konstruktion yleistamista.
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Olkoot (Gy,0) ja (Gg,e) ryhmid. Madritellddn karteesisessa tulossa G X Go

bindarinen operaatio - seuraavasti:
(a,b) - (') =(aod,bel) V (a,b),(d,lV)e G xGs.
Lause 3.18. (G; x Ga,-) on ryhmd.

Todistus. Neutraalialkio: (eg,,eq,); kaanteisalkio: (a,b)™' = (a™',b71) kaikilla
(a,b) € G7 x Gg; assoatiivisuus palautuu ryhmien G; ja Go assosiatiivisuuteen.
Yksityiskohdat harjoitustehtavana. 0

Maaritelma 3.14. Ryhma (G X Gy, -) on ryhmien Gy ja Gy suora tulo. Jos Gy ja

Go ovat Abelin ryhmié, niin kdytetdan myos termié (ulkoinen) suora summa.

Esimerkki 3.27. Muodostetaan suoran tulon Z} x Zy = {(1,0), (2,0), (1,1),(2,1)}
ryhmétaulu. Merkitdan e = (1,0), a = (2,0),b= (1,1) jac = (2,1).

(_7 Nyt esimerkiksi
1

a-b=02-1,0+1)=c,a-c=(2-2,0+1)=b,b-c=(1-2, 1) = a, ja saamme
ryhmataulun

ole a b ¢

ele a b c

ala e c b

blb c e a

cle b a e

Naemme, etta jokaisen alkion kertaluku on 2. Kysessé on siis ei-syklinen ker-
talukua 4 oleva ryhma, nk. Kleinin neliryhma K. Taten olemme 16ytaneet kaksi
epaisomorfista kertalukua 4 olevaa ryhmaa: Z, ja K4. Helposti ndhdaan, etta
jokainen kertalukua 4 oleva ryhmd G ~ Z, tai ~ Ky jos G = {e,x,y, z}, niin

taulu

ISHRS
< |
N | N

e K8 |0
e R o0

voidaan taydentaa ryhméatauluksi vain kahdella olennaisesti eri tavalla.

Huomautus. Suora tulo voidaan valittomasti yleistaa useammalle kuin kahdelle

ryhmalle.
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Olkoon m € Z. Seuraavassa hajoitamme ryhmat Z,, ja Z;, "tekijoihin”. Olkoon

m = pi'py? - - - py* luvun m kanoninen alkutekijahajoitelma.

Lause 3.19.
(1) Loy =2 Loz X ==+ X Lo,
(2) 7, ~ Z;‘fl X e X Z;?t.
Todistus. Osoitetaan, ettd kuvaus
Gt Ly — Ly X - X Lye, §(@) = (@, ..., Q)

on isomorfismi. Se on hyvin méiritelty, silli jos @ = b € Z,,, niin a = b (m). Téten
a=b (p{) kaikillai = 1,...,t, ja ndin ollen a = b € Zyi kaikilla i =1,...,t.
Osoitetaan, ettd ¢ on surjektio. Olkoon (ay,...,a;) € szln X o+ X Zp?t. Nyt

kiinalaisen jaannoslauseen nojalla kongruenssiryhmalla

r=a (pi")

r=a (p})

on ratkaisu = a (m). Koska a = a; (p}") kaikilla ¢ = 1,... ¢, niin @ = a; € Zx
kaikilla ¢ = 1,...,t ja néin ollen ¢(a) = (a,...,a) = (a,...,a).

Koska ¢ on surjektio ja [Z,| = m = p{'p5* - - pj* = |Zys X Lz X -+ + X Lyae|, niin
¢ on myos injektio.

Kuvaus ¢ on my6s homomorfismi:

pla+b)=¢(a+b)=(a+b,....a+b)=(@+b,....a+b =(a,...,a)+(b,...,0)
= ¢(a) + ¢(b).

Néin todistettu isomorfia (1).

[somorfian (2) todistamiseksi ndytetdan ensin, ettd kuvauksen ¢ rajoittuma ¢’
alkuluokille on surjektio joukkoon Z}*),lll X - X Z;?t.

Jos (ay,...,a;) € Zz*)i” X+ X Z;?t jax =a (m) on ylldolevan kongruenssiryhmén
ratkaisu, niin a = a; (py*) kaikillai¢ = 1,...,t. Koska syt(p;, a;) = 1, niin syt(p;, a) =
1 kaikilla ¢ = 1,...,¢. Téten a € Z¥, ja ¢’ on surjektio.
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Kuvaus ¢’ on my0s injektio silla ¢ on sitd. Homomorfisuuden
¢'(a-b) =¢'(a) - ¢'(b)
todistaminen jatetaan harjoitustehtavaksi. 0

Seuraus. Fulerin p-funktiolle pdtee

p(m) =pi~H(pr = Dps? (p2 — 1) - pf (o — 1),
jos m = pi'ps* - - pyt on luvun m kanoninen alkutekijihajoitelma.
Todistus. Lauseen 3.19 nojalla p(m) = |Zf | = |Z;a1\ L] = (i) - e(ptt),
1 t

joten riittid osoittaa, ettd p(pi*) = p&~ (p; — 1).

Luvuista 1,2,...,p% ovat p;:1ld jaollisia luvut p;, 2p;, . .., p% 'p;. Siispé |Z;{1i| =
a; a;—1 a;—1 t
pit —pT =P (o= 1)

0

Esimerkki 3.28. |Z%,x0| = 0(12250) = (2-5%72) = (2—1)52(5—1)7(7—1) = 4200.

Ryhmén Z;, rakenteen selvittamiseksi on selvitettava ryhmien Z, rakenteet kun
peP.

Lause 3.20. Josp =2 jal > 3, nun Z;l ei ole syklinen ja Z;l ~< —1>x <5 >,
1,5 ¢ L. Muulloin Z3, on syklinen.

Emme todista tata lausetta.

Lause 3.21. Z;, on syklinen jos ja vain jos m = 2,4,p* tai 2p®, missa p > 2 on

mika tahansa alkuluku ja a on mikd tahansa luonnollinen luku.

Todistus. Todistetaan ensin pieni aputulos:

Lemma 3.9. Olkoot Gy ja Go syklisia ryhmia. Silloin G1 X G on syklinen jos ja
vain jos syt(my, mq) = 1, missi m; = |G,|.

Lemman todistus. Olkoon G := G; x Gy =< (a,b) >, jolloin siis ord((a, b)) = mima.
Jos d := syt(mq,ms) > 1 ja k = mymsy/d, niin (a,b)* = (a*,b*) = eg mikd on
mahdotonta silla ord((a, b)) > k.

Oletetaan, ettd d = 1. Olkoot a ja b ryhmien G, ja G5 generoijat. Nyt

eq = (a,b)" = (a",0") & a" =eq, jab" = eq, ®m1|njam2|nd§>lm1m2|n.
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Téten pienin positiivinen luku n jolla (a, b)” = eg on myma, ja néin ollen ord((a, b)) =

myme. Siispa < (a,b) >= G.

Lauseen todistus. Lauseen 3.20 nojalla voidaan olettaa, etti m # 2,1 > 3. Jos
nyt m ei ole viitteen muotoa, niin m = wwv, missd u,v > 2 ja syt(u,v) = 1. Nyt
Ly, =~ Ly X Ly ja edelleen ZF, ~ 77 x Z% (ks. Lauseen 3.19 todistus). Koska 2 on
tekijand kertaluvuissa |Z}| ja |Z;| Lauseen 3.19 Seurauksen nojalla, niin Lemman 3.9
nojalla Z; ei ole syklinen.

Jos m = 2,4 tai p?, niin Lauseen 3.20 nojalla Z;, on syklinen. Jos m = 2p®, niin
Ly, == Ly X Lya ~= Zya on syklinen. O

Seuraava tulos on valiton seuraus Lauseista 3.19 ja 3.20.
Lause 3.22. Z on isomorfinen syklisten ryhmien suoran tulon kanssa.

Huomautus. Taté tulosta voidaan tdsmentad seuraavasti. Olkoon m = 2%p3? - - - pi*,
kanoninen alkutekijahajoitelma jossa a > 0. Lauseen 3.20 nojalla

zs = {Zz X Ziga-z, josa >3,

a—1 B ja Z*ai ~ Z
Y/ josa=1,2, Pi

e(p;*)
Hajoitetaan nyt kukin tekija Lauseen 3.19 hajoitelmassa (2) hajoitelman (1) mukaiseksi
esitykseksi. Jarjestamalla sitten tekijat uudelleen saamme hajoitelman
Ly, >~ Gy % -+ X G,
missa luvut qq, . .., ¢s ovat kertaluvun |Z | erisuuret alkutekijit ja kukin tekija
qu:qul X "'Xqu“ 1< <--- < by,

by+++by

missa g, on korkein luvun ¢; potenssi joka on tekijané kertaluvussa |Z,|.

Tama yleistyy nk. darellisten Abelin ryhmien peruslauseeksi, jonka mukaan jokainen
kertalukua n oleva Abelin ryhmé G on isomorfinen syklisten ryhmien suoran tulon

kanssa. Tarkemmin: olkoon n = ¢7* - - - ¢%* kanoninen alkutekijéhajoitelma. Silloin
GZqu X"‘XGqs,
missa kukin tekija

Gy =~ qul VTR, Zq‘.’l’ 1<b <---<b ja C]Zl-)lJr"'erl = "

Jokaisen aarellisen Abelin ryhmén ”alkutekijat” ovat siis muotoa Z,., p € P,a € N,

olevat sykliset ryhmat.
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Esimerkki 3.29. |Zj;| =2°-3 ja
Z;SZZEXZ;ZZ@XZGQZ@XZQXZ32Z2XZ4XZ;},.
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LuTteE A. KERTAUSTA JOUKKO-OPISTA JA LOGIIKASTA

A.1. Joukko-oppia. Joukko-opin peruskasitteita ovat joukko ja alkio sekéd niiden

valilla vallitseva suhde: alkion kuuluminen joukkoon.

Tarkastelemme nk. naivia joukko-oppia eli emme maarittele joukkoa aksiomaat-
tisesti, sen sijaan luonnehdimme joukon olevan kokoelma toisistaan erotettavissa

olevia objekteja. Naita olioita kutsumme kyseisen joukon alkioiksi.

Jos A on joukko ja a sen alkio merkitdén a € A (a kuuluu joukkoon A). Jos a ei

ole joukon A alkio merkitsemme a ¢ A (a ei kuulu joukkoon A).

Joukkoja tarkastellessamme rajoitumme tietyn tyyppisiin alkioihin; ne muodosta-

vat perusjoukon E ja joukko A muodostuu E:n alkioista.

Esitdmme usein joukot muodossa {x | P(z)}, joka on joukko, jonka alkioina ovat
kaikki ne perusjoukon E alkiot x jotka toteuttavat ehdon P(x). Toinen yleinen tapa

esittaa joukko on sen alkioiden luetteloiminen aaltosulkeiden valissa.

Esimerkki A.1. £ = {z | z on Suomen kaupunki} ja A = {x | € F ja x:n vékiluku <
60000}. Erds joukon A alkio on Vaasa.

Eraita perusjoukkoja

e N={1,2,...} on luonnollisten lukujen joukko

e 7 =1{0,£1,£2,...} on kokonaislukujen joukko

e Q=1{p/q|p,q €7Z,q+# 0} on rationaalilukujen joukko

e R = {z | = on rationaalinen tai irrationaalinen} on reaalilukujen joukko eli

kaikkien desimaalilukujen joukko

Maaritelma A.1. Joukko A on joukon B osajoukko jos jokainen joukon A alkio on
joukon B alkio. Talloin merkitdan A C B.

Esimerkki A.2. Parilliset luvut 2Z := {2m | m € Z} C Z C Q C R. Parittomat
luvut 2Z+1 := {2m+1 | m € Z} C Z. Z ei ole joukon 27 osajoukko sill& esimerkiksi
1 € Z mutta 1 & 27Z
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Huomautus. Tyhja joukko (, eli joukko jossa ei ole yhtaan alkiota, on osajoukkona

jokaisessa joukossa.

Maaritelma A.2. Joukot A ja B ovat yhtdsuuret jos A C B ja B C A. Talloin

merkitaan A = B.

Esimerkki A.3. Olkoon A ={n+3|n € Z} ja B = Z. Osoitetaan, ettd A = B.
On siis naytettava, etta jokainen joukon A alkio on joukon B alkio, ja etta jokainen
joukon B alkio on joukon A alkio.

(1) Olkoon a miké tahansa joukon A alkio jolloin siis a = n + 3, missé n on jokin
kokonaisluku. Téaten a on kokonaisluku ja niinpa a € B. Taten jokainen jokainen
joukon A alkio on joukon B alkio eli A C B.

(2) Olkoon b mika tahansa joukon B alkio. Valitsemalla n = b — 3 € Z, saadaan
b=n+3¢€ A. Taten B C A.

Siispa joukkojen yhtdsuuruuden maéritelman mukaan A = B.

Maaritelma A.3. Joukon A C E komplementti perusjoukon E suhteen on joukko
A°={zx |z & A}
Joukkojen A ja B leikkaus on joukko
ANB={z |z € Ajax e B}
Joukkojen A ja B yhdiste (unioni) on joukko
AUB={z|x € Ataiz € B}
Joukkojen A ja B erotus on joukko
A\B={z|ze€Ajazx ¢ B}
A.2. Avoin lause, kvanttorit. Logiikan erds peruskésite on lause. Se on ilmaisu
jolla on totuusarvo: lause on joko tosi tai epatosi muttei kumpaakin yhtaaikaa. Es-

imerkiksi lause p : 2+ 1 = 3 on tosi ja lause ¢ : 2+ 1 = 4 on epatosi. Merkinnalla

2 4+ 1 el ole totuusarvoa. Se ei ole lause vaan lauseke.

Lauseke p(x) : x < 3,2 € N on avoin lause eli predikaatti, jonka mddrittelyjoukko
M; on N. Siitd saadaan lause sijoitettiinpa muuttujan z paikalle mika tahansa

maééarittelyjoukon alkio. Esim. muuttujan arvoa x = 4 vastaa epétosi lause p(4) :
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4 < 3. Avoimen lauseen p(z) ratkaisujoukko R;(p) koostuu kaikista niistd muuttujan

x arvoista a € M, joilla p(a) on tosi. Siispa R;(p) = {1, 2}.

Maaritelma A.4. Olkoon ¢(x) miké tahansa avoin lause. Lauseen ¢(x) mdadrittelyjoukko
on muuttujan z saamien arvojen perusjoukko E. Lauseen ¢(x) ratkaisujoukko on
tasmélleen niiden muuttujan x saamien arvojen a € FE joukko joilla g(x) on tosi.
Siispa

R;(q) = {a € E | q(a) on tosi}
Jos R;(q) = E on q(z) identtisesti tosi joukossa E. Jos taas R;(q) = 0 on ¢(x)

identtisesti epdatosi joukossa F.

Esimerkki A.4. Avoin lause sin? z + cos?z = 1,2 € R on identtisesti tosi joukossa

R. Avoin lause sin? z + cos?z = 2,2 € R on identtisesti epitosi joukossa R.

Jos avoimen lauseen ¢(z) ratkaisujoukko R;(q) # 0, niin on olemassa ainakin yksi

x:n arvo jolla g(x) toteutuu. Tama ilmaistaan olemassaolo-kvanttorin 3 avulla:
dv € E: q(x),

joka luetaan: on olemassa x:n arvo jolla g(z) on tosi.

Jos R;(q) = E, eli ¢q(z) on identtisesti tosi E:ssé, niin tdmé ilmaistaan kaikki-

kvanttorin ¥V avulla
Ve e E:q(z),

joka luetaan: ¢(z) on tosi kaikilla z:n arvoilla.

Kvanttorien avulla avoimista lauseista saadaan lauseita, kun niiden totuusarvot

maadritellaan seuraavasti:

e lause dx € E : ¢(z) on tosi tasmélleen silloin kun R;(q) # 0
e lause Vo € E : ¢(x) on tosi tdsmélleen silloin kun R;(q) = £

Esimerkki A.5. Avoimesta lauseesta ¢(z) : 2o + 1 > 0,2 € Z saamme lauseen
dJr € Z : 2z +1 > 0 joka on tosi silla sen ratkaisujoukko on epatyhja: esim.
1 € Rj(q). Sen sijaan lause Vo € Z : 2z + 1 > 0 on epétosi, silld esim. —1 € Z
mutta 2(—1) + 1 < 0, joten R;(q) # Z.
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Maaritelma A.5. Olkoot p(z) ja ¢(x) avoimia lauseita, joiden madrittelyjoukko on
E. Silloin

e p(x):m negaatio ~ p(x) on avoin lause jonka maarittelyjoukko on E ja ratkaisu-
joukko on E'\ R;(p).

e p(z):n ja g(x):n konjunktio p(x) Agq(x) on avoin lause jonka méarittelyjoukko

(p) N R;(q).

e p(x)m ja q(x)m disjunktio p(x)V q(x) on avoin lause jonka maarittelyjoukko

on I ja ratkaisujoukko on R; R
on E ja ratkaisujoukko on R;(p) U R;(q).

Huomautus. Edellisen maaritelméan nojalla saamme kaikilla muuttujan = arvoilla
a € E seuraavat totuustaulut konnektiiveille ~, A ja V (perustelu jatetdén harjoi-
tustehtavéksi):

p(a) | q(a) | p(a) A gq(a) p(a) | q(a) | p(a) V q(a)
p(a) | ~ p(a) F F F F F F
F T F | T F F | T T
T F T | F F T | F T

T | T T T | T T

missa F' on epatosi ja T on tosi.

Esimerkki A.6. Olkoot p(z) : x > 1,2 € R ja q(x) : 2 < 3,2 € R. Silloin lauseen
p(x) A g(x) ratkaisujoukko R;(p) N R;(q) = (1,00) N (—00,3) = (1, 3).

Avoimessa lauseessa voi olla my6s kaksi tai useampia muuttujia. Olkoon p(z,y)
avoin lause misséd muuttujan z maéarittelyjoukko on A ja muuttujan y maarittelyjoukko
on B. Jotta saisimme tasta lauseen, on jokaiselle muuttujalle annettava arvo. Usein

vastaantulevat tapaukset:

Madrittelemme lauseen Va3y : p(z,y) olevan tosi tasmélleen silloin kun jokaista
a € A kohti voidaan valita b € B siten, ettd p(a,b) on tosi.
Miéérittelemme lauseen JxVy : p(x,y) olevan tosi tdsmélleen silloin jos joukosta

A voidaan valita sellainen alkio a, ettd p(a, b) on tosi jokaisella b € B.

Esimerkki A.7. Avoimesta lauseesta p(x,y) : * = y*, x € R,y € R saadaan es-
imerkiksi lause Vz € R>¢3y € R : x = y?, missd R> on ei-negatiivisten reaalilukujen

joukko. Tamaé luetaan nain: jokaista ei-negatiivista reaalilukua x kohti on olemassa
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reaaliluku ¥ jolle patee x = y?. Lause on tosi, silli annettua z:44 kohti alkioksi ¥
voidaan valita /7. Lause 3r € R>oVy € R : z = y? on epitosi silld esim. 12 # 22,

ja nain ollen lauseessa esiintyvaa x:aa ei ole olemassa.
A.3. Implikaatio ja ekvivalenssi.

Maaritelma A.6. Olkoot p(x) ja g(x) joukossa E maéériteltyjd avoimia lauseita.
Niiden
e implikaatio p(x) = q(z) on avoin lause jonka ratkaisujoukko koostuu tdsmélleen
niistd muuttujan z arvoista a joille patee: seké p(a) ettd g(a) ovat tosia tai
p(a) on epétosi,
o chkuivalenssip(x) < q(x) on avoin lause jonka ratkaisujoukko koostuu tédsméalleen
niistd muuttujan x arvoista a joille pétee: p(a) on tosi ja g(a) on tosi, tai

p(a) on epétosi ja ¢(a) on epétosi.

Huomautus. Edellisen méaaritelmén nojalla saamme kaikilla muuttujan = arvoilla

a € F seuraavat totuustaulut konnektiiveille = ja <

p(a) | g(a) | p(a) = q(a) p(a) | 9(a) | p(a) & q(a)
F | F T F | F T
F | T T F | T F
T | F F T [ F F
T [T T T [T T

Lause A.1. Implikaatio p(x) = q(z) on tosi tasmdlleen silloin kun R;(p) C R;(q)
ja ekvivalenssi p(z) < q(x) on tosi tismdlleen silloin kun R;(p) = R;(q).

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Seuraus. FEkvivalenssi p(x) < q(x) on tosi tasmdlleen silloin kun sekd implikaatio
p(z) = q(x) etti q(x) = p(x) on tosi.
Todistus. Harjoitustehtava. 0

Huomautus. Jos implikaatiossa p(z) = ¢(x) avoin lause p(z) on identtisesti epétosi,

niin implikaatio on identtisesti tosi silla tyhja joukko on jokaisen joukon osajoukko.

Esimerkki A.8. Olkoot p(x) : z < 2,z € R ja ¢q(z) : 2 < 4, € R. Nyt
R;(p) = (—o0,2) ja Rj(q) = (—2,2). Téten implikaatio p(x) = ¢(x) on epétosi ja

implikaatio ¢(x) = p(x) on tosi. Téten myods ekvivalenssi p(z) < ¢(z) on epétosi.
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A.4. Todistusmenetelmista. Matemaattisen teorian peruskdasitteet ovat kasitteita
joita ei voida maaritella ”yksinkertaisempien” kasitteiden avulla. Peruskasitteita
ja niiden valisia suhteita luonnehtivat peruslauseet eli aksioomat. Nama lauseet
oletetaan tosiksi. Matemaattinen teoria rakentuu peruskéasitteiden ja aksioomien

varaan ja niihin nojautuen

e madaritellaan uusia kasitteita

e todistetaan lauseita eli teoreemoja

Todistamisella tarkoitetaan seuraavaa prosessia: on olemassa joukko padttelysaan-
toja, joiden avulla voimme johtaa maaritelmien, aksioomien seké aikaisemmin todis-
tettujen teoreemojen avulla johtopdatoksia. Paattelysaannot valitaan niin, etta jo-
htopaatokset ovat identtisesti tosia.

Tarkastellaan seuraavassa muotoa p = ¢ olevien lauseiden todistamista. Téassa

lause p on oletus ja q on vditos.

(1) Suora todistus (modus ponens). Nojautuen lauseisiin pi,po, ..., px, jotka
voivat olla maaritelmia, aksioomia tai aikaisemmin todistettuja teoreemoja,
osoitamme etta vaitos ¢ on tosi kaikilla niilla muuttujien arvoilla joilla oletus

p on tosi, ja teemme johtopaatoksen ettd p = ¢ on identtisesti tosi.

Esimerkki A.9. Todistetaan, ettd kahden parittoman kokonaisluvun tulo
on pariton. Olkoot a ja b mitka tahansa kaksi paritonta lukua. On siis
osoitettava, ettd lause p = ¢ on tosi, missa p : a pariton ja b pariton ja
q : ab pariton. Koska oletus on tosi, niin parittoman luvun maaritelman
nojalla a = 2m + 1 ja b = 2n + 1 joillakin m,n € Z. Nyt osittelulakien
nojalla ab = (2m+1)(2n+1) =4dmn+2(m+n)+1=22mn+m+n) + 1.
Koska mn +m 4+ n € Z, niin parittoman luvun maéaritelman nojalla ab on

pariton. Siispé ¢ on tosi ja olemme todistaneet lauseen p = q.

(2) Epdsuora todistus (kontrapositio). Tarkastelemme lauseen p = ¢ asemesta
sen kanssa yhtépitavad (eli loogisesti ekvivalenttia) lausetta ~ ¢ =~ p.

Tama lause todistetaan oikeaksi esim. suoraa todistusta kayttaen.

Esimerkki A.10. Kolmen kokonaisluvun summa = 10. Todistetaan, etta
ainakin yksi summattavista on suurempi kuin 3. Olkoot a,b,c € Z. Nyt
p:a+b+c=10jaq: (a>3)V(b>3)V(c > 3). Oletetaan, etta viitteen q
negaatio ~ q: (a <3)A(b<3)A(c<3)ontosi. Nyt a+b+c <3+3+3=
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9 £ 10, joten ~ p on tosi. Taten lause ~ ¢ =~ p on identtisesti tosi, joten

my0s sen kanssa yhtapitava lause p = ¢ on identtisesti tosi.

(3) Todistus ristiriidan avulla (reduktio ad absurdum). Oletamme todeksi vaitteen
negaation ~ ¢ ja johdamme epatoden lauseen eli ristiriidan. Talloin paattelemme,

etta ~ ¢ on epatosi ja edelleen, ettd ¢ on tosi.

Esimerkki A.11. Todistetaan, etta \/2 on irrationaalinen. Oletetaan viiteen
negaatio ~ ¢ : V2 ei ole irrationaalinen todeksi. Koska jokainen reaaliluku
on joko rationaalinen tai irrationaalinen ja /2 ei ole irrationaalinen on sen
oltava rationaalinen. Titen v/2 = a/b joillakin a,b € Z, b # 0, missi joko

2

a tai b on pariton. Nyt a? = 2b%, joten a? on parillinen. T&lloin myds a on

parillinen eli @ = 2n jollakin n € Z. Nyt 4n? = 2b* joten b* = 2n?. Siispa b
on parillinen ja taten myos b on parillinen. Nyt paadyimme ristiriitaan sen

kanssa, ettd joko a tai b on pariton. Siispa vaitteen ¢ on oltava tosi.

Kerrataan vield miten kvanttoreita tai implikaation sisaltavan lauseen negaatio

muodostetaan

~ ((Vz)P(z)) & (3x) ~ P(x)
~ ((Fz)P(x)) & (Vx) ~ P(x)
~ (P(z) = Q(z)) & P(x)A ~ Q(x)

(V)
(3z)

Esimerkki A.12. Olkoon f reaalifunktio. Maaritelman mukaan f on jatkuva pis-

teessa a € R jos
(Ve >0)(30 >0)(Vx €eR) : |[x —a| <d=|f(x) — fla)] <e
Taten f on epajatkuva pisteessa a jos

(Fe>0)(V6>0)(Fr €R): | —a| < A |f(z) — fa)] > e
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