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DISKREETTI MATEMATIIKKA 3
1. RELAATIO JA FUNKTIO

1.1. Karteesinen tulo.

Sellaista kahden alkion a,b joukkoa, jossa alkioiden jérjestys on méadratty sano-
taan jarjestetyksi pariksi. Merkitdén (a,b). Jérjestettyjen parien yhtdsuuruus siis
madritellddn niin:

(a,b) = (c,d) & (a=c) A (b=d).

Yleisesti, jos alkiot aq,as,...,a, muodostavat joukon jossa alkioiden jarjestys on
médritty, sanotaan téllaista joukkoa jarjestetyksi n-jonoksi, merkitdén (aq, ..., a,).
Maaritelma 1.1. Joukkojen Ay, ..., A, karteesinen tulo

Arxcx Ay ={(ar,. . ap) [ar € Ay, a, € Ag)

Sopimus: Merkitsemme karteesista tuloa A x --- x A = A"
—_——

n kertaa

Esimerkki 1.1. Olkoot A = {z}, B = {1,2}. Nyt A x B = {(z,1),(z,2)} ja
BxA={(1,z),(2,2)}. Taten A x B # B x A.

Esimerkki 1.2. R" = {(z1,...,2,) | 21,...,2, € R}.
1.2. Relaatio ja funktio.

MaA&ritelma 1.2. Binddrinen relaatio joukosta A joukkoon B on karteesisen tulon

A x B osajoukko R. Jos A = B sanotaan, ettd R on relaatio joukossa A.

Esimerkki 1.3. Olkoon A = {1,3,5,7} ja B = {2,4,6}. Relaatio R = {(x,y) |
r +y = 9} A:sta B:hen muodostuu jirjestetyistd pareista (3,6), (5,4),(7,2). Siis
R ={(3,6),(5,4),(7,2)}.

Esimerkki 1.4. Relaatio {(z,y) € R?* | 22 + y* = 1} joukossa R? koostuu kaikista
reaalisen yksikkOympyréin pisteista.

Sopimus: Merkitdén lyhyesti aRb jos (a,b) € R.

Maaritelma 1.3. Olkoon R relaatio joukosta A joukkoon B. Relaation R kddnteis-

relaatio on relaatio

R '={(b,a) | (a,b) € R}.
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Olkooon lisidksi S relaatio joukosta B joukkoon C'. Relaatioiden R ja S yhdistetty

relaatio on relaatio
SoR={(a,c) | (a€ A ceC)A ((aRb) A (bSc) jollakin b € B)},

joukosta A joukkoon C.

Huomautus 1.1. So R muodostetaan siis seuraavasti: valitaan jokaista relaation R
paria (a, b) kohti kaikki relaation .S muotoa (b, ¢) olevat parit. Nyt So R on kaikkien

tallaisten parien (a,c) muodostama joukko.

Esimerkki 1.5. Olkoot A, B ja R = {(3,6),(5,4),(7,2)} kuten esimerkissd 1.3.
Olkoon C' = {a,b,c} ja S = {(2,a),(2,b),(6,c)} relaatio B:std C:hen. Nyt S~ =
{(@,2),(6,2), (,6)} ja S o R = {(3,0), (7,a), (7,b)}.

Esimerkki 1.6. Relaation A = {(z,y) € R? | z2+y? = 1} kilénteisrelaatio on A itse.
Olkoon B = {(z,y) € R?* |# > 0}. Nyt Bo A= {(z,y) e R* | 2> +y?> = 1,2 > 0}.

Maaritelma 1.4. Funktio (tai kuvaus) f joukolta A joukkoon B on sellainen relaatio
joukosta A joukkoon B, jossa jokainen joukon A alkio on relaatiossa tdsmélleen

yhden joukon B alkion kanssa. Merkitédén f: A — B. Jos (z,y) € f, niin merkitdin
y=f(=).

Esimerkki 1.7. Relaatio {(1,1),(2,1),(3,1)} joukossa A := {1,2,3} on funktio
joukolta A joukkoon A. Relaatiot {(1,1),(2,2)} ja {(1,1),(2,2),(2,3)} eivit ole
funktioita joukolta A joukkoon A.

Esimerkki 1.8. Relaatio {(z,y) | € R,y = z*} joukossa R? on funktio. Relaatio
{(z,y) |y € R,x = y?} ei ole funktio, silld esim. (1,1) ja (1, —1) kuuluvat siihen.

Kertauksena funktioihin liittyvaa terminologiaa:

Mééritelma 1.5. Olkoon f: A — B. f(a) on alkion a kuva kuvauksessa f (tai fn
arvo pisteessi a). A on funktion f mddrittelyjoukko ja B on funktion f maalijoukko.
Joukko

f(A):={f(a)lac A} C B

on funktion f kuvajoukko (tai arvojoukko). Sitd merkitdén myos symbolilla I'm f.
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Mééritelmd 1.6. Olkoot f: A — Bja A’ C A,/ B C B. Joukon A" kuva (kuvauk-

sessa f) on joukko
fA) ={f(a) |a € A}.

Joukon B’ alkukuva (kuvauksessa f) on joukko
f7U(B) ={a€A| fla) € B}

Huomautus 1.2. Yhden alkion joukon {b} alkukuvaa merkitdén tavallisesti sym-
bolilla f~1(b), ja kutakin joukon f~!(b) alkiota sanotaan alkion b alkukuvaksi (ku-

vauksessa f).

Esimerkki 1.9. Tarkastellaan funktiota ¢ = {(a,1),(b,1),(c,3)} joukolta A =
{a,b,c} joukkoon B = {1,2,3}. Nyt a:n kuva g(a) = 1, g:n kuvajoukko g(A) =
{1, 3}, joukon {1, 2} alkukuva ¢~*({1,2}) = {a, b}, alkion 1 alkukuvat ovat a ja b ja
g1 (1) = {a, b} ja alkion 2 alkukuvien joukko g~*(2) = 0.

MaA&ritelmi 1.7. Funktio f : A — B on injektio, jos jokaisella joukon B alkiolla
on korkeintaan yksi alkukuva kuvauksessa f. Se on surjektio, jos jokaisella joukon
B alkiolla on vihintadn yksi alkukuva. Se on bijektio, jos se on sekid injektio ettd

surjektio ts. jokaisella joukon B alkiolla on tdsmaélleen yksi alkukuva.

Esimerkki 1.10. Tarkastellaan funktiota f : R — R, f(x) = 42+ 2. Olkoon y € R.
Yhtalolld y = 4z + 3 on tésmilleen yksi ratkaisu, nimittiin z = (y — 3)/4. Téten f
on bijektio.

Lause 1.1. Olkoon f : A — B. Funktio f on injektio jos ja vain jos kaikille joukon
A alkioille a,a’ pitee f(a) = f(d') = a=1d'.

Todistus. Oletetaan, ettd f on injektio. Oletetaan, ettd joillakin a,a’ € A viitteen
implikaatio ei pade. Silloin f(a) = f(a') ja a # o'. Nyt alkiolla f(a) on kaksi
alkukuvaa, miki on vastoin injektiivisyyden méaaritelmaé. Siispd implikaatio on tosi.

Oletetaan, ettd viitteen implikaatio patee. Téll6in patee myos sen kontrapositio
a # d = f(a) # f(d'). Téten jokaisella joukon B alkiolla on korkeintaan yksi
alkukuva. 0
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Esimerkki 1.11. Tarkastellaan funktiota f : R — R, f(z) = 2>+ 2+ 1. Osoitetaan,
ettd f on injektio. Oletetaan, ettd f(a) = f(b). Nyt

A+a+1=0+b+1 &
- =b—a &
(a—b)(a®>+ab+b*)=b—a =

(a—b)(a®+ab+b* +1) = 0.
Titen a — b = 0 tai a® + ab + b*> + 1 = 0. Néisti jalkimmadiselld yhtalolld ei ole
ratkaisua a silli, silld sen diskriminantti a:n suhteen = —3b% — 4 < 0. Téiten a = b
ja f on injektio. Funktio f on myds surjektio, silld jos a € R, niin f(z) —a < 0
riittdvin pienelld z:n arvolla ja f(z) — a > 0 riittédvén suurella z:n arvolla, ja koska

f on jatkuva, niin f(z¢) = a jollakin xy € R. Siispd f on bijektio.

Seuraavaksi annetaan funktioiden yhdistdmiseen perustuvat riitdvat ehdot sur-
jektiivisuuden ja injektiivisyyden toteamiseksi. Funktioiden yhdistdminen tapah-
tuu seuraavasti: olkoot f : A — B ja g : B — C. Silloin g o f on funktio
A = C/(go f)(z) = g(f(z)). Tadméi seuraa suoraan yhdistetyn relaation mééri-

telméasta.

Lause 1.2. Olkoot f : A — B, g: B — A funktioita. Silloin pdtevdt

(1) Jos go f =ids niin f on injektio,

(2) Jos fog=1idg niin f on surjektio,
missd ida on A:n identiteettifunktio A — A ida(x) = x ja idg on B:n identiteetti-
funktio.

Todistus. (1) f(a) = f(a) = g(f(@)) = g(f()) =" a = a’.
(2) Olkoon b € B. Nyt f(a) = b, kun valitaan a = ¢(b), silld f o g = idp. O

Esimerkki 1.12. Olkoot f ja g funktioita Z>y — Z>o,

fn)=n+1,

0 josn =0,
g(n) = {

n—1 josn > 1.

Nyt g(f(n)) = g(n+1) =n, silli n + 1 > 1. Néin ollen g o f = idy_, ja siispd f on

injektio ja g on surjektio.
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Miiritelmé 1.8. Olkoon f : A — B. Jos kiifinteisrelaatio f~! joukosta B joukkoon

A on funktio on se f:n kddnteisfunktio.

Lause 1.3. Funktiolla f on kddnteisfunktio silloin ja vain silloin kun f on bijektio.

Todistus. Olkoon f = {(a,b) | (a € A)A(b= f(a))}ja f~1={(b,a)]| (a € A)A(b=
f(a))}. Nyt f~! on funktio joss jokaista b € B vastaa tésmilleen yksi a € A jolle
f(a) =0 joss f on bijektio. O

Esimerkki 1.13. Esimerkin 1.10 kid#inteisfunktio f~! : R — R, f~1(2) = (2 —
3)/4. Esimerkin 1.11 funktiolla on kdénteisfunktio f~!, mutta sen laskeminen on

hankalanpaa. Seuraavaan lauseeseen perustuen voidaan kuitenkin osoittaa, etté
~6+ {/2(27(y — 1) + /108 + 720(y — 1)?)?
39/4(27(y — 1) + /108 + 729(y — 1)?)

Lause 1.4. Olkoon f: A — B and g : B — A. Silloin g on funktion f kddnteis-
funktio jos ja vain jos go f =ids ja fog=1idpg.

YRR, () =

Huomautus 1.3. Tarvitsemme todistuksessa seuraavaa pienti havaintoa: funktion
f jasen kédnteisrelaation g = {(f(x),x) | x € A} yhdistetty relaatio go f = {(z,2’) |
r e Ajar € f71(f(x))} ja yhdistetty relaatio fog = {(f(z), f(x)) | x € A}.

Todistus. Oletetaan, ettd g on fmn kiddnteisfunktio. Nyt f = {(z, f(x)) | x € A} ja
g={(f(z),z) | = € A}. Koska f on injektio lauseen 1.3 nojalla niin f~!(f(z)) =
{z}, joten go f ={(x,z) | x € A} = id4. Koska f on surjektio lauseen 1.3 nojalla,
niin f o g = {(f(z), f(2)) |z € AT " {(y,y) |y € B} = idp.

Oletetaan nyt, etti go f = idy ja f o g = idg ja osoitetaan etti g = f~!
eli ettd {(y,9(y)) | vy € B} = {(f(z),z) | = € A}. Olkoon (y,¢(y)) € g. Koska
fog=idp, niiny = f(g(y)). Téten (y,9(y)) = (f(9(¥)),9(y)) = (f(x),x) € f~.
Olkoon (f(x),z) € f~'. Koska go f = ida, niin z = g(f(z)). Taten (f(z),z) =
(f (@), 9(f(2))) = (v, 9(y)) € 9- O

Esimerkki 1.14. Olkoon g : R\ {1} — R, g(z) = Ll Helposti ndhdéén, ettd
x J—
g(R\ {1}) =R\ {1}. Tédten f ei ole surjektio eiki silld ole kidnteisfunkiota. Olkoon
nyt f:R\ {1} = R\ {1}, f(x) = Ll Koska
l‘ p—

(f o f)z) = == =z
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niin f~! = f.

Esimerkki 1.15. Ndimme ettd esimerkin 1.12 funkftioille f ja g pitee go f = idz_,.
Nyt kuitenkin f o g # idz.,, silli f(g(0)) = f(0) = 1 # 0. Téten funktiot f ja g

eivit ole toistensa kdanteisfunktioita.
Lopuksi darellisten joukkojen vélisia kuvauksia koskeva tulos:

Lause 1.5. Olkoon f : A — B ja |A| = |B| < .
(1) Jos f on injektio, niin se on bijektio.

(2) Jos f on surjektio, niin se on bijektio.

Todistus. (1) Jos f on injektio, niin |f(A)| = |A| = |B|. Téaten f on myos surjektio.

(2) Oletetaan, ettd f on surjektio. Koska A = (J,c f(b), missd f~1(b)nf~1(V) =
0 aina kun b # ¥/, niin [A] = Y, 5|71 (b)|. Koska f on surjektio, niin |f~1(b)| > 1
kaikilla b € B. Mutta |A| = |B| joten |f~(b)] = 1 kaikilla b € B. Téten f on
injektio. 0

2. KOMBINATORIIKKAA

Talla kursilla kombinatoriikalla tarkoitetaan lukumaarien laskemista darellisissé

joukoissa. Sovellusalueita:

algoritmien analysointi

todennékéisyyslaskenta

tilastotiede

virheitd korjaavien koodien teoria
e laadunvalvonta

e perinnollisyystiede

Seuraavaksi muutama valmistava esimerkki:

Esimerkki 2.1. Matti ja Teppo pelaavat tenniksessi ottelusarjan jonka voitaa se,
joka ensiksi voittaa kaksi perdkkiistd ottelua tai kolme ottelua. Montako erilaista

ottelusarjaa on olemassa?

Ratkaisu: Liitetddn pelattuun otteluun symboli 1 jos Matti voitti, ja 0 jos Teppo
voitti. Havainto: ottelusarja voi olla korkeintaan viiden ottelun mittainen. Otte-
lusarjat joissa Teppo voittaa ensimmaéisen pelin: 00,011,0100,01010,01011. Téaten

mahdollisia ottelusarjoja on 10 kpl.
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Esimerkki 2.2. n tenniksen pelaajaa pelaa ottelusarjan, jossa kullakin kierroksella
arvotaan pelaavat parit, ja seuraavalle kierrokselle padsevit parien voittajat. Jos
jollakin kierroksella on pariton maird pelaajia, pddsee arvonnassa paritta jaanyt
suoraan seuraavalle kierrokselle. Montako ottelua on pelattava, jotta 16ydetddn ot-

telusarjan voittaja?

Ratkaisu: Kun ottelusarja on pelattu, on yksi pelaaja jaljella, nimittdin voittaja.
Téaten n—1 kpl pelaajaa on pudonnut ottelusarjan kuluessa. Siispé peleji on pelattu
n — 1 kpl.

2.1. Tulo- ja summaperiaate.

Esimerkki 2.3.

(1) Montako 3-pituista merkkijonoa voidaan muodostaa kirjaimista a, b, ¢, d?

(2) Entédpé jos kukin merkki saa esiintyé vain kerran?

Ratkaisu:

(1) Ensimméinen merkki voidaan valita neljélla tavalla. Jokaista téllaista merk-
kid kohti toinen merkki voidaan valita neljilld tavalla. Siis 2-pituisia merk-
kijonoja on 4 - 4 kpl. Jokaista tallaista merkkijonoa kohti kolmas merkki
voidaan valita neljalld tavalla. Siis 3-pituisia merkkijonoja on 4 -4 -4 = 64
kpl.

(2) Jélleen ensimméinen merkki voidaan valita neljalld tavalla, mutta toinen
merkki vain kolmella ja kolmas merkki kahdella tavalla. Vastaus: 4-3-2 = 24
kpl.

Edellisen esimerkin yleistyksend saadaan:

Tuloperiaate: Oletetaan ettd valintatehtivi voidaan jakaa m:din toisistaan riippu-
mattomaan vaiheeseen ja 1. vaiheessa valinta voidaan suorittaa k; tavalla, 2. vai-
heessa ko tavalla, ..., n. vaiheessa k,, tavalla. Silloin valintatehtéivi voidaan suorittaa
kiks - - - k,, tavalla.

Esimerkki 2.4. Merkitddn Fy = {0, 1}. Kuinka monta jirjestettyd n-jonoa kuuluu

joukkoon 37
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Ratkaisu: Tuloperiaatteen nojalla jonoja on 2-2---2 = 2" kpl.
—

n kertaa

Maaritelm3 2.1. Olkoon A joukko jossa on n alkiota, ja olkoon k € Z, 1 < k < n.
Joukon A k-permutaatio on sellainen k-jono (aq,as, ..., ay), jossa a; # a; aina kun

1 # j. Jos k = n, niin k-permutaatiota sanotaan permutaatioksi.

Lause 2.1. n-alkioisen joukon k-permutaatioden lukumddard

n!
Pn,k) = ——.
(n,k) (n—k)!
Erityisesti, permutaatioiden lukumddrd
P(n,n) =nl.
Todistus. Jonossa (ai,...,a;) ensimméinen komponentti voidaan valita n, toinen
komponentti n — 1, ..., ja k:s komponentti n — k + 1 tavalla. Tuloperiaate:
n!
Pin,k)=nn—-1)---(n—k+1) = —
(n,K) = n(n —1) )=

Esimerkki 2.5. Montako osajoukkoa on n-alkioisella joukolla?

Ratkaisu: Kahden alkion joukon {a, b} osajoukot ovat 0, {a}, {b}, {a,b}; niita va-
staavat 2-pituiset bittivektorit (0, 0), (1,0), (0, 1), (1, 1). Kolmen alkion joukon {a, b, ¢}
osajoukot ovat (), {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}; néita vastaavat 3-pituiset
bittivektorit (0,0,0), (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),

(1,1,1).

Vastaavasti n-alkioisen joukon A osajoukkojen ja n-pituisten bittivektorien vélille
saadaa bijektiivinen vastaavuus: kuvataan kukin k:n alkion osajoukko {a;,, a;y, ..., a; }
bittivektoriksi jossa on ykkonen tdsmaélleen niissd paikoissa joiden indeksit ovat
11,99, -« Uk

Siispd Esimerkin 2.4 nojalla n-alkioisen joukon osajoukkojen lukuméira on 2".

Esimerkki 2.6. Olkoon A m-alkioinen ja B n-alkioinen joukko. Montako

(1) relaatiota on joukosta A joukkoon B?
(2) funktioita on joukolta A joukkoon B?
(3) injektiota on joukolta A joukkoon B?
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Ratkaisu:
(1) Karteesisessa tulossa A x B = {(a,b) | a € A,b € B} on tuloperiaatteen

nojalla mn alkiota. Nyt Esimerkin 2.5 nojalla joukolla A x B on 2™" osa-
joukkoa. Taten relatioita joukosta A joukkoon B on 2™" kpl.

(2) Olkoon A = {ay,...,a,}. Funktioita f = {(ai, f(a1)),..., (am, f(am))} on
sama méaira kuin vektoreita (f(a1), ..., f(a,)). Kukin arvoista f(a;) voidaan
valita n tavalla, joten tuloperiaatteen nojalla funktioita joukolta A joukkoon
Bonn-n---n=n"kpl

m kpl
(3) Jos f on injektio, niin m = | f(A)| < n. Siispé:

(a) Jos m > n niin ei ole olemassa injektiota A — B.

(b) Jos m < n, niin jono (f(a1), f(a2),..., f(am)) voidaan valita n - (n —
1)---(n—=m+1) = P(n,m) tavalla eli injektioita on tapauksessa m < n
P(n,m) kpl.

Summaperiaatteeseen johdutaan seuraavan esimerkin kautta.

Esimerkki 2.7. Tietokoneen salasanassa on 6-10 merkkia aakkostosta
A={a,A,b,B,...,2,7,0,1,23,4,5,6,7,8,9}.

(1) Montako téllaista salasanaa voidaan muodostaa?
(2) Montako sellaista salasanaa voidaan muodostaa, jossa yksikddn merkki ei
toistu?

(3) Montako sellaista salasanaa voidaan muodostaa, jossa jokin merkki toistuu?

Ratkaisu:

(1) Tuloperiaatteen nojalla k-pituisia merkkijonoja on 62* kappaletta. Titen 6-
10 pituisia salasanoja on 62° + 627 + 628 + 62° 4 6210 = 62°(62° — 1) /61 =
85305837093503046 ~ 8.53 x 107 kpl.

(2) Sellaisten k-pituisten salasanojen lukumééré jossa yksikddn merkki ei toistu
on P(62,k). Téten sellaisia 6-10 pituisia salasanoja joissa yksikdan merkki
ei toistu on

P(62,6)+ P(62,7)+P(62,8)+ P(62,9)+ P(62, 10) = 397665153770704560
~ 3.98 x 10'7 kpl.
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(3) Vastaus: 853058370935030464—397665153770704560 = 455393217164325904 ~
4.55 x 10% kpl.

Summaperiaate: Olkoon A pareittain erillisten joukkojen yhdiste ts.
A=A1U---UA,
missd A; N A; = () aina kun ¢ # j. Silloin A:sta voidaan valita alkio |A;| + - + | Ag|

tavalla.

2.2. Kombinaatiot ja toistokombinaatiot.
Tarkastellaan seuraavaksi valintatehtavii, joissa valittujen objektien keskindiselld

jarjestykselld ei ole merkitysta.

Esimerkki 2.8. Monellako tavalla kymmenen ihmisen joukosta voidaan valita kol-

men hengen tyoryhma?

Ratkaisu: Olkoon kysytty lukuméirid x. Jokaisesta valitusta tyoryhmaéstd saadaan

3-permutaatioita 3! = 6 kpl. Toisaalta, ndin saadaan kaikki ko. ihmisjoukon 3-

permutaatiot. Siispd 6x = P(10, 3) eli kolmen hengen tyoryhmé voidaan valita
P(10,3) 10!

3l (10— 3)!3!
tavalla.

Maéaritelmi 2.2. Olkoon A joukko jossa on n alkiota. Jokainen A:n k-alkioinen

osajoukko on sen k-kombinaatio.
Edellinen esimerkki yleistyy vilittomasti seuraavaksi lauseeksi:

Lause 2.2. Jokaisesta n:n alkion joukosta voidaan valita k-kombinaatio tismdalleen
n\ n!
k)" (n—k)k!

Lukuja (Z) sanotaan binomikertoimiksi.

tavalla.

Esimerkki 2.9.

(1) Montako ehdon 1 < a < b < ¢ < 10 toteuttavaa kokonaislukukolmikkoa

(a,b, c) voidaan muodostaa?
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(2) Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja k& ehdon 1 < k < n toteuttava koko-

naisluku. Montako ehdon 1 < 77 < iy < --- < 4. < n toteuttavaa k-jonoa
(11,19, . ..,1) voidaan muodostaa?
Ratkaisu:

(1) Ehdon 1 < a < b < ¢ < 10 toteuttavat kolmikot (a,b,c) ovat bijektiivises-
sé vastaavuudessa 3-kombinatioiden {a,b,c} kanssa. Téten kyseessd olevia
kolmikoita on () kpl.

(2) Kyseessd olevia k-jonoja on tésmélleen sama méérd kuin n-alkioisen joukon
k-kombinaatioita eli (Z) kpl.

Esimerkki 2.10.

(1) Monessako 6-pituisessa bittijonossa ei ole kahta peréttéista nollaa?
(2) Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Monessako n-pituisessa bittijonossa ei

ole kahta perattédistd nollaa?

Ratkaisu:

(1) Kysyttyja jonoja joissa ei ole yhtakiddn nollaa on 1 kpl ja jonoja joissa on
vksi nolla on 6 kpl. Entdpé ko. jonoja joissa on kaksi nollaa? Talloin siis
ykkosid kdytetddn 4 kpl ja nyt kaksi nollaa nollaa voidaan sijoittaa merkin

osoittamiin paikkoihin jonossa 1 1 1 1 . Eli ko. jonoja joissa on kaksi

nollaa on (g) = (6_3“) kpl. Vastaavasti ne ko. jonot joissa on kolme nollaa (ja

siis kolme ykkosté) saadaan sijoittamalla ne merkin _ osoittamiin paikkoihin

) = (75"

bittijonossa on enemmén kuin kolme nollaa, on siiné valttamétta (vahintaén)

jonossa 1 1 1 . Tallaisia jonoja on ( ) kpl. Jos 6-pituisessa

kaksi peridttiista nollaa.
Téaten kysyttyjd jonoja on
Co+ I+ () =1+6+10+4 =21 kpl.

(2) Samalla padttelylld saadaan, ettd kysyttyja jonoja on

[(n+1)/2] .
il
Y (” T > kpl.
1

1=0
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Esimerkki 2.11. Valitaan uudet paé-, ulko-, valtiovarain-, opetus- ja sisdministeri.
Virkoihin on tarjolla viisi naista joista padministeriksi voidaan valita kaksi, ja nelji
miestd joista padministeriksi voidaan valita yksi. Monellako tavalla valinta voidaan

tehd&, jos ministereistd kolmen on oltava nainen?

Ratkaisu: Oletetaan ensin ettd padministeriksi valitaan nainen. Nyt paadministeri
voidaan valita kahdella tavalla. Muut kaksi naisten ministerin salkkua voidaan valita
joukosta {ulko,valtiovarain,opetus, sisi} (;1) = 6 tavalla, ja naihin virkoihin voidaan
valita nainen 4 - 3 = 12 tavalla. Jaljelld oleviin virkoihin valitaan mies 4 - 3 = 12
tavalla. Tuloperiaate: Sellaisia valintoja joissa padministeriksi valitaan nainen on
2-6-12-12=1728 kpl.

Oletetaan sitten, ettd padministeriksi valitaan mies. Nyt padaministeri voidaan
valita yhdella tavalla. Kolme naisten ministerin salkkua voidaan valita (ﬁ) =4
tavalla, ja néihin virkoihin voidaan valita nainen 5-4-3 = 60 tavalla. Jéiljelld olevaan
virkaan voidaan valita mies kolmella tavalla. Tuloperiaate: Sellaisia valintoja joissa
paaministeriksi valitaan mies on 1-4-60 -3 = 720 kpl.

Summaperiaate: valinta jossa kolme ministereistd on naisia voidaan tehda 1728 +
720 = 2448 tavalla.

Binomikertoimien ominaisuuksias:

Lause 2.3.
@ ) =G
2) (o) =) =1

(
3) (1) =0(")=n
(

4) Pascalin kolmio: (’;) — (Zj) + (n;l)

Todistus.

(1) Jokaista k:n alkion osajoukkoa kohti on tésmélleen yksi (n — k):n alkion
osajoukko.

(2) Tyhja joukko on ainoa 0-alkioinen osajoukko.

(3) Yksi alkio n:std mahdollisesta voidaan valita n tavalla.

(4) Olkoon A n-alkioinen joukko ja a jokin sen alkio. Olkoon A’ miki tahansa
A:n k-alkioinen osajoukko. On kaksi mahdollisuutta: joko a € A’ tai a ¢ A'.
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Sellaisia osajoukkoja A’ joihin a kuuluu on tdsmaélleen (Zj) kpl (miksi?), ja
sellaisia osajoukkoja A’ joihin a ei kuulu on tismélleen (”;1) kpl (miksi?).

Nyt summaperiaatteen nojalla A:n k-alkioisten osajoukkojen lukumééra on
n—1 n—1
o) + ()
OJ

Huomautus 2.1. Pascalin kolmio nimitys tulee siit, ettd se voidaan esittdd muo-

dossa

GBI Lo
., ?) , ¢) , ©) ., I
I - Ty 146 41

Lause 2.4 (Newtonin binomilause). Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja z,y € C.

Silloin .
n n i, N—1
(x+y) :Z (Z>xy :
=0
Todistus. Ensinndkin
(@+y)" =@+y)(@+y) - (@+y)= Y ay'y.
=
Koska tulo z’ voidaan muodostaa valitsemalla tulossa (z+y)(z+y) - - - (z+y) n:sté
mahdollisesta x:stéd i kpl, ja timin jilkeen tulo ¢’ voidaan muodostaa valitsemalla

(n — 4):std mahdollisesta y:std j kpl, niin
n\(n-—:1
Qi = | . . .
7] Z j
n\(n—1i\ n! _onl n! _(n
i i ) ililn—(G+g)! dl dln—a) i)’

n ny\ i ~ (n i m—i

(z +y) :Z()ﬂty]:Z(,)xy :
im0 \! i—0 \'
i+j=n

Koska

niin

Sopimus: 0° = 1.
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Esimerkki 2.12. Newtonin binomilauseen ja Pascalin kolmion nojalla
(z +1)° = 2° + baty + 1023y* + 102%y> + 5ay* + 15

Newtonin binomilause yleistyy vélittomasti multinomilauseeksi.

Lause 2.5 (Multinomilause). Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja x1,xs, ..., Ty €
C. Silloin
n __ n ni _.no ng
($1+x2+“‘+$k> — :leZ...xk,
-0 ny,...,Ng
Ny N>
ni+--+np=n
missa
n n!
Ny, .e., N nylng! - mg!
Todistus. Ks. binomilauseen todistus. Ol

Lukuja (n1 " nk) sanotaan multinomikertoimiksi.

Esimerkki 2.13. Lasketaan (a + b + ¢)?. Seuraavassa taulukossa on luetteloitu
kaikki yhtdlon ¢ + 57 + k = 2 ei-negatiiviset kokonaislukuratkaisut sekd vastaavat

multinomikertoimet ja monomit:

1 gk (”2 k) a'tl
2 00 1 a®
0 20 1 b?
0 0 2 1 c?
110 2 ab
1 01 2 ac
01 1 2 be

Nyt multinomilauseen nojalla
(a+b+c)> =a*+b>+ ¢ +2(ab+ ac + be)

Huomautus 2.2. Multinomilause (ja téiten erityisesti binomilause) pétee myos sil-

loin kun C korvataan milld tahansa kommutatiivisella renkaalla.
Yleisesti johdumme multinomikertoimiin seuraavan tyyppisissé tehtévissa:

Lause 2.6. Olkoot ni,no, ..., ny ei-negatitvisia kokonaislukuja jan =ny+-- -+ ny.
Silloin n-alkioinen joukko A woidaan jokaa pareittain erillisten n;-alkioisten osa-
joukkojen A; yhdisteeksi

A=A U---UA;

tasmalleen (m " nk) tavalla.
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Todistus. Ay voidaan valita (:1) tavalla. TAméan jalkeen A, voidaan valita (";;“)

tavalla jne. Tuloperiaatteen nojalla koko valintatehtiva voidaan suorittaa

n\ [/n—n n—(ni+-+np1)\ n!
n N2 o Nk B nilng! -+ ny!

tavalla. ]

Esimerkki 2.14. Kalevan kisojen 200 metrin juoksuun osallistuu 23 kilpailijaa,
jotka jaetaan kolmeen alkuerdédn: 1. ja 2. erdédn 8 juoksijaa, ja 3. erddn 7 juoksijaa.

Monellako tavalla jako voidaan tehdd?

Ratkaisu: 23 alkion joukko voidaan jakaa pareittain erisuurien 8-,8- ja 7-alkioisen

osajoukon yhdisteeksi tdsmaélleen (82837) = % = 3155170590 tavalla.

Esimerkki 2.15.
(1) Montako erilaista sanaa saadaan sanasta MISSISSIPPI kirjainten jarjestysta

vaihtamalla?

(2) Montako sellaista sanaa saadaan joissa ei esiinny perédkkaisid I-kirjaimia?

Ratkaisu:

(1) Tehtavani on siis kirjaimien M,I,S;S,I,S,S T,P,PI sijoittaminen 11 paikkaan.
Naméi paikat muodostavat 11-alkioisen A joukon jonka jaamme neljan pa-
reittain erisuuren osajoukkon Ay, Ar, Ag ja Ap yhdisteeksi, missé |Ay/| = 1,
|A;| =4, |[As| =4 ja |Ap| = 2. Tdm4 jako voidaan tehdd

11 11!
(1,4,4, 2) = T~ 1050

tavalla. Vastaus: 34650 sanaa.

7
1,4,2

on M S S S P P S | jossal-kirjain voidaan sijoittaa merkin _ osoit-

(2) Sanoja joissa I-kirjainta ei esiinny saadaan ( ) kpl. Erds téillainen sana
tamiin paikkoihin. Téten nelja I:td voidaan sijoittaa (i) paikkaan ja niinpé

sellaisia sanoja joissa ei ole perdkkaisia [-kirjaimia on (1 Z 2) (i) = 1050 kpl

2.2.1. Toistokombinaatiot.
Lauseen 2.1 nojalla n-alkioisesta joukosta voidaan valita k£ alkiota (Z) tavalla.
Tarkastellaan seuraavassa vastaavaa valintatehtivé; kun valittu alkio palautetaan

aina takaisin joukkoon.
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Esimerkki 2.16. Laatikossa on punainen (P), sininen (S) ja valkoinen (V) pal-
lo. Suoritetaan kaksi nostoa ja palautetaan aina nostettu pallo takaisin laatikkoon.

Montako nostojakaumaa on olemassa?

Ratkaisu: Mahdolliset jakaumat on luetteloitu alla olevassa taulukossa, missa esim.

neljés rivi tarkoittaa jakaumaa "yksi punainen pallo ja yksi sininen pallo":

P SV

2 0 0

0 2 0

0 0 2

1 1 0

1 0 1

0 1 1
Téaten kysyttyja jakaumia on 6 kpl.
Maaritelmi 2.3. n-alkioisen joukon {ay, ..., a,} k-toistokombinaatio (tai k-jakauma)
on joukko {(mq, ay), (ma, az), ..., (my,a,)}, missi m; € Zsg, jamy + ma+---+m, =

k.

Huomautus 2.3. Miédritelmésti seuraa etta n-alkioisen joukon k-toistokombinaatiot
ovat bijektiivisessé vastaavuudessa sellaisten n-monikkojen (x1, ..., z,) kanssa, mis-

séxy+ro+ -+ x, =kjax € Zso kaikillai=1,...,n.

Montako k-toistokombinaatiota on n-alkioisella joukolla? Tahén kysymykseen

vastataan kohta. Todistetaan ensin pieni aputulos:

Lemma 2.1. Olkoot k jan ei-negatiivisia kokonaislukuja. Aakkostosta {o,|} voidaan

.. .. -1
muodostaa tdismdlleen (":ﬁl ) muotoa
|oo---oloo---0|...[00---0]
—— ——
x1 kpl zo kpl xn kpl

olevaa merkkijonoa, missi x1 + xo + - -+ x, = k.

Todistus. Ko. merkkijonoja varten tarvitaan k paikkaa symbolille o ja n+ 1 paikkaa

symbolille |. Koska ensimmiisen ja viimeisen |:n paikat ovat kiinnitetyt, niin lopuille
n+k—1

n—1

n — 1 symbolille | voidaan valita paikka ( ) tavalla, ja loput paikat taytetdsinkin

sitten symboleilla o. 0J

Seuraus 2.1. Yhtdlélld x1 + --- + x, = k on tismdlleen (":ﬁ;l) = ("+Z_1) ei-

negatiivista kokonaislukuratkaisua (z1, ..., x,) (ts. v; € L>o kaikillai=1,...,n.)
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n-l-k—l) _

Lause 2.7. n-alkioisen joukon k-toistokombinaatioiden lukumddrd on ( M

n+k—1
(")
Todistus. Yhtalolla x1+---+x, = kon ("ﬁ;l) ei-negatiivista kokonaislukuratkaisua

Seurauksen 2.1 nojalla. Viite seuraa nyt Huomautuksesta 2.3. O

Esimerkki 2.17.

(1) Monellako tavalla voidaan jakaa seitsemén omenaa ja kaksi banaania neljélle
lapselle?

(2) Entépé jos asetetaan lisdehto, etti jokaisen lapsen on saatava viahintéén yksi

omena?
Ratkaisu:
(1) Yhtalolla xy + 29 + 23+ 24 = 7 on (4+;_1) = 120 ei-negatiivista kokonaislu-
kuratkaisua. Tdten omenat voidaan jakaa 120 tavalla. Vastaavasti banaanit

4+2—-1
2

naanit voidaan jakaa lapsille 120 - 10 = 1200 tavalla.

voidaan jakaa ( ) = 10 tavalla. Tuloperiaatteen nojalla omenat ja ba-
(2) Nyt etsimme yhtdlon z1+xo+x3+24 = 7 kokonaislukuratkaisujen (z1, o, 3, 24)
lukumaarad missd kukin x; > 1. Muuttujien vaihto y; = x; — 1 johtaa ekvi-

valenttiin yhtaloon vy, + yo + ys +ys = 7 — 4, y; > 0. Seurauksen 2.1 nojalla

4+7-4-1

4 ) = 20 tavalla, ja tdten omenat ja banaanit

omenat voidaan jakaa (
20 - 10 = 200 tavalla.

Esimerkki 2.18. Tietoliikenneviesti koostuu 12 eri symbolista. Se ldhetetdin ka-
navaan siten, ettd kahden perdkkiisen symbolin vilissd on vdhintdin 3 blankoa.
Monellako tavalla viesti voidaan ldhettdd kanavaan, jos yhteensd 45 blankoa kiyte-

tadn?

Ratkaisu: Merkitain viestissi niitd paikkoja joihin tulee blanko symbolilla o, ja
niitd paikkoja joihin tulee viestisymboli symbolilla |. Nyt tarkasteltavat merkijonot

ovat muotoa

|oo---0]|oo---0]...|00---0]
S——— ——
z1 kpl g kpl z11 kpl

missid 1 + -+ - + x1; = 45 ja x; > 3. Muuttujien vaihdolla y; = x; — 3 pdddymme
ekvivalenttiin yhtiloon y; + --- +y;1 = 45— 11-3 = 12, y; > 0. Seurauksen 2.1
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11+1122*1) = (fg) ratkaisua, ja tdten ko. merkkijonoja on

(f;) kpl. Taten annettu tietoliikenneviesti voidaan ldhettaa (fg

nojalla talla yhtalolla on (

) tavalla.

Esimerkki 2.19. (Vertaa Esimerkkiin 2.9)

(1) Montako ehdon 1 < a < b < ¢ < 10 toteuttavaa kokonaislukukolmikkoa
(a, b, c) voidaan muodostaa?

(2) Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja k ehdon 1 < k < n toteuttava koko-

naisluku. Montako ehdon 1 < iy < iy < --- < 7 < n toteuttavaa k-jonoa
(11,19, ...,1) voidaan muodostaa?
Ratkaisu:

(1) Esimerkiksi kolmikkoa (a, a, c) vastaa joukon {1,2,...,10} toistokombinaa-
tio {(2,a),(0,0), (1,c)}. Néiin saadaan bijektiivinen vastaavuus kolmikkojen
ko. (a,b,c) ja joukon {1,2,..., 10} 3-toistokombinaatioiden vélille. Siispa ko.
kolmikoita on ('**)7") = 240 kpl.

(2) Kyseessé olevia k-jonoja on tésmélleen sama méérd kuin n-alkioisen joukon

k-toistokombinaatioita eli ("+,]:_1) kpl (Lause 2.7).

Esimerkki 2.20. Montako kertaa seuraava ohjelma tulostaa sanan VY.

for i:=1 to 100 do
for j:=1 to i do
for k:=1 to j do
Print ("VY")

Ratkaisu: Sana VY tulostetaan tdsmaéalleen niin monta kertaa kuin on kolmikoita
1 <k <y <4< 1000 Esimerkin 2.19 nojalla sana VY tulostetaan siis (10[”3371) =
171700 kertaa.

Esimerkki 2.21. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Lasketaan summa
S
t=1

Kolmikoita 1 < k < j<i<mnon ("+§_1) =n(n+1)(n+2)/3 kpl. Olkoon ¢ ehdon

1 <t < n tiayttdva kiinnitetty kokonaisluku. Kolmikoita 1 < k < 7 <4 =1 on
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(t+371) = t(t +1)/2 kpl. Siispa

()2

eli
nn+1)(n+2) 1 2 1 nn—l—l)
; —Egt(t—i— Zt 5
ja taten
th nn+1)(n+2)—3n(n+1) nm+1)2n+1)
6 N 6 ‘

2.3. Lokeroperiaate.

Seuravaalla havainnolla on yllattavin paljon epitriviaaleja sovelluksia:

Lokeroperiaate: Jos m esinetté sijoitetaan n:dian lokeroon ja m > n, niin johonkin

lokeroon tulee vahintaan kaksi esinetta.

Esimerkki 2.22. Sokealla miehelld on laatikossa 10 harmaata ja 10 mustaa suk-
kaa. Kuinka monta sukkaa hinen taytyy ottaa laatikosta, jotta niiden joukossa olisi

varmasti kelvollinen pari?

Ratkaisu: Lokerot: harmaa ja musta, esineet: nostetut sukat. Lokeroperiaatteen

mukaan riittdd nostaa kolme sukkaa.

Esimerkki 2.23. Onko Helsingissé kaksi ihmisté joilla on tarkalleen yhtd monta

hiusta padssian.

Ratkaisu: Ihmiselld on korkeintaan 60000 hiusta. Lokerot: eri hiuslukumééarit, esi-
neet: helsinkildiset. Koska esineitd on enemmén kuin lokeroita, niin lokeroperiaatteen

nojalla vastaus on kylla.

Lokeroperiaattetta voidaan hivenen yleistia:

Yieistetty lokeroperiaate: Olkoon A = A; U---U Ay ja A; N A; = 0 aina kun ¢ # j.
Jos |A| > kn + 1, niin ainakin yhdelle osajoukolle pétee |A;| > n + 1.
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Todistus. Jos |A;| < n kaikilla i = 1,... &, niin |A| < kn. O

Esimerkki 2.24. Sokean miehen sukkalaatikossa on nyt sukkia viittd eri varia.

Kuinka monta sukkaa on otettava, jotta saataisiin varmasti jotakin viria kaksi paria?

Ratkaisu: Lokerot: A;, Ay, As, A4, As (sukkien virit), esineet: nostetut sukat.
Jossakin joukoista A; on oltava vihintddn 4 = n + 1 sukkaa. Riittdd siis nostaa
5:(4—1)+ 1= 16 sukkaa.

Esimerkki 2.25. Osoita ettd kuuden ihmisen joukossa on aina sellainen kolmikko,

jossa joko kaikki ovat keskendin ystavid tai kukaan ei ole kenenkddn ystava.

Ratkaisu: Otetaan henkil6 A erilleen muista. Kaksi lokeroa: A:n ystivit, A:mn ei-
ystivit; esineet muut viisi henkil6a. Yleistetyn lokeroperiaatteen nojalla jommassa
kummassa lokerossa on vahintdin kolme henkil6é.

Oletetaan ensin ettd tdma lokero on A:n ystavien lokero. Jos ko. lokerossa olevista
yksikdan pari ei ole keskenddn ystdvid, olemme l0ytineet ei-ystavikolmikon. Jos
jokin pari C, D on muodostuu ystivyksistd, niin olemme 16ytidneet ystévikolmikon
A B,C.

Tapaus jossa kolme henkil6d kuuluu A:n ei-ystivien lokeroon, kisitelladin ldhes
samoin: jos ko. lokerossa kaikki ovat keskenddn ystavid olemme loytaneet ystava-
kolmikon. Jos taas jokin pari C, D muodostuu ei-ystivistd, niin olemme loytineet
ei-ystaviakolmikon A, B, C.

2.4. Seulaperiaate.

Esimerkki 2.26. Yliopistossa on 1543 opiskelijaa, joista 35 pelaa jalkapalloa, 15
pelaa koripalloa ja 30 pelaa jadkiekkoa. Edelleen 4 pelaa seké jalka- etté koripalloa, 8
seka jalkapalloa ettd jadkiekkoa, 7 sekd koripalloa etta jadkiekkoa ja 1 pelaa kaikkia

kolmea.

(1) Kuinka moni pelaa ainakin jotakin?

(2) Moniko ei pelaa mitaan?

Ratkaisu: Seuraava kuva havainnollistaa tilannetta:
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AB

C

(1) Vastaus: 35 +154+30—-4—-8—-7+1 =62
(2) Vastaus: 1543 — 62 = 1481

Seulaperiaate kahdelle ja kolmelle ddrelliselle joukolle:

|AUB| = |A|+|B| - |ANn B|
|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBNC|

Yleisesti:

Lause 2.8. Olkoot Ay, ..., A, ddrellisid joukkoja. Silloin

AT U= UA =) A= > JANAl+ > [AnA;NA

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

_+...+(_1)"—1|A1m...m14n|‘

Todistus. Olkoon v € A := A; U---U A, ja olkoon s niiden osajoukkojen A; lu-
kumaara joihin x kuuluu. Nyt kukin téllainen z tulee lasketuksi mukaan s — (;) +
(5) =4+ (=1)*71 (%) kertaa viitteen oikeassa puolessa. Koska Newtonin binomi-
kaavan nojalla

£ QJor-ions (-

niin kukin = € A lasketaan mukaan véitteen oikeassa puolessa tdsmaélleen kerran. [

Esimerkki 2.27. n opiskelijaa menee Diskreetin Matematiikan tenttiin ja jattaa
takkinsa naulakkoon. Lahtiessddn tentistd opiskelijat ovat sen verran pokerryksissa,
ettd kukin ottaa umpiméahkdian yhden takin. Milld todenndkdisyydelld ainakin yksi

opiskelija saa oman takkinsa?
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Ratkaisu: Olkoon a sellaisten takkien jakojen lukumaéira jossa ainakin yksi takki
osuu oikealle henkil6lle, ja olkoon b kaikkien mahdollisten jakojen lukumé&ird. On
siis laskettava suhde a/b.

Mahdollisia jakoja vastaavat kaikki joukon {1,...,n} permutaatiot (ji,...,Jn),
joten b = n!.

Olkoon A; niiden permutaatioiden joukko joissa 7:s takki on omalla paikallaan, ts.
Ji = 1. Nyt a = |[A1U- - -UA,| ja laskemme a:n kiyttien seulaperiaatetta. Ensinnékin
|A;| = (n — 1)! silld nyt i:s takki on paikallaan ja muut n — 1 voivat olla missi
tahansa jérjestyksessd. Toiseksi |4; N A;| = (n — 2)! eli ¢ :s ja j:s takki paikallaan,
muut sekaisin, ja téllaisia termejd on summassa >, .;_;, [4; N A;| Esimerkin 2.9
nojalla (g) kpl.

Yleisesti: [A;, N---NA; | = (n — k)! ja summassa

> JAnn- AL

1<i1 <. ip<n

on (Z) termid, jilleen Esimerkin 2.9 nojalla. Nyt seulaperiaatteen nojalla

= (T)(n— 1 — (Z)(n—Z)!—i— (g)(n—i’))! — (—1)71—1(2) (n —n)!

n! n! B ey M

= - - — =2+ - !
T AR e} A el et e 1
1 1 1 1
o= - = ()
g-gtg D)
Téaten kysytty todennikoisyys
N ) Ry
i=1 i=0
Kun n ldhestyy &iretontd, niin a/b ldhestyy arvoa 1 — > %/ (_Z})i =1—-1/e ~

0.632. Huomaa, ettd jo 9 henkilon tapauksessa a/b ~ 1 — 1/e kuuden desimaalin
tarkkuudella.

Esimerkki 2.28. Monellako tavalla voidaan 24 samanlaista tehtiavaé jakaa neljille

tietokoneelle, jos kullekin koneelle on tultava 3 — 8 tehtavai?

Ratkaisu: Etsimme siis yht&lon z1+zo+x3+24 = 2dehdon 3 < x; <8 (i =1,...,4)

tayttavien kokonaislukuratkaisujen lukuméaérdd n. Muuttujanvaihto y; = x; —3 (i =
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1,...,4) antaa yhtdlon y; +yo +ys +y4 = 24 —4-3 = 12, missda 0 < y; < 5
(i=1,...,4).

Olkoon A tdmaén yhtalon kaikkien ei-negatiivisten ratkaisujen joukko ja olkoon A;
niiden ratkaisujen joukko, joilla y; > 5. Nyt n = |A| — |A; U Ay U A3 U Ay|. Téssi
Al = (*3) = 455.

Muuttujanvaihto u = y; — 6 antaa yhtilon u+ys +y3+ys = 12— 6 = 6, ja tdméan
ei-negatiivisten kokonaislukuratkaisujen lkm on (°*3~). Siispé [A4;| = (**;7") = 84.
Samoin nihdén, ettd [4;] = (*F; ") kun i = 2,3,4.

Lasketaan |A; N Ay|. Nyt muuttujanvaihto u = y; — 6, v = yo — 6 antaa yhtélon
u+v4+ys+ys=12—-2.6 = 0, ja tidllda on tidsmaélleen yksi ei-negatiivinen koko-
naislukuratkaisu. Samoin ndhddén, ettd |A4; N A;| = 1 kaikilla pareilla (7, 7) miss
1<i<j<d

Nyt on selvid ettd |A;, N A, N---NA; | =0jos k> 2, ja titen seulaperiaatteen
nojalla n = 455 — 4 -84 + (3) - 1 = 125.

2.5. Partitiot.

2.5.1. Joukon partitio. Tarkastellaan seuraavaaksi kysymystd monellako tavalla n-
alkioinen joukko voidaan partitioida k:n epdtyhjin osajoukon yhdisteeksi eli etsimme
esityksii A = A; U--- U Ay, missd kukin A; on epityhjd ja A; N A; = () aina kun
1 # j. Lisdksi yhdisteeseen kuuluvien osajoukkojen keskindiselld jarjestyksella ei ole

merkitysta.

Esimerkki 2.29. Joukon A = {a,b,c,d} partitiot kahden epéityhjan osajoukon
vhdisteeksi ovat {a} U{b,c,d}, {b} U{a,c,d}, {c} U{a,b,d}, {d} U{a,b,c}, {a,b}U
{c,d}, {a,c} U{b,d}, {a,d} U{b,c}.

Esimerkki 2.30. Montako sellaista 2 x 4 bittimatriisia on olemassa, joissa kullakin
rivilld on vahintddn yksi ykkonen, ja jonka jokaisella sarakkeella on tdsmélleen yksi

ykkonen.

Ratkaisu: Liitetaéin kuhunkin joukon A = {a,b, ¢, d} osajoukkoon 4-pituinen bitti-
vektori Esimerkin 2.5 mukaisesti. Nyt kutakin joukon A partitiota kahden epétyhjén
joukon yhdisteeksi vastaa rivien permutaatioiden lukumé&éréin (eli 2!) verran ko. ma-
triiseja: ehto "kullakin rivilld ykkonen” tarkoittaa sité, ettd vastaavat osajoukot ovat

epatyhjid, ja ehto “kullakin sarakkeella tdsmélleen yksi ykkonen” sité, ettd kukin A:n
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alkio kuuluu tésmaélleen yhteen osajoukkoon. Esimerkiksi partitiota {a,c} U {b,d}

1 010 0101
010 1)’\1 010/

Taten Esimerkin 2.29 nojalla ko. matriiseja on 14 kpl.

vastaa matriisit

Lemma 2.2. Sellaisten k x n-bittimatriisien, jossa kukin rivi sisdltdda vihintddan
yhden ykkdsen ja kukin sarake tismdlleen yhden ykkosen, lukumddrd on

k
S0 (4) -y
j=0 J

Todistus. Olkoon B; sellaisten k x n-bittimatriisien joukko, jossa kunkin matriisin
kullakin sarakkeella on tdsmalleen yksi ykkonen ja i:s rivi koostuu nollista, ja olkoon
B niiden k x n-bittimatriisien joukko jossa kunkin matriisin kullakin sarakkeella on
tdsmaélleen yksi ykkonen. Nyt By U- - -U By muodostuu niistd matriiseista joissa jokin

vaakarivi on nollarivi, ja taten viitteen muotoa olevia matriiseja on
|IB| — |B1U---UBy| =k"—|ByU---U By|
kpl. Lasketaan |B; U - - - U By| kiiyttien seulaperiaatetta.
Nyt |B;| = (k — 1)" silld a:s rivi koostuu nollista ja tdten kullekin sarakkeelle
voidaan sijoittaa ykkonen tdsmilleen k£ — 1 tavalla.
Vastaavasti | B;NB;| = (k—2)", |BiNB;NB;| = (k—3)™ jne. Nyt seulaperiaatteen

nojalla:

|IBiU---UBy| = (T)(k—l)"— (];)(k_z)nJr—"'+(—1)k‘1(l]z>(k—k)”

=S (Du-on

j=1
ja taten
k

L R i (R Sy (Y-

J=1 J=0

O

Lause 2.9. n-alkioinen joukko voidaan partitioida k:n epdtyhjin osajoukon yhdi-

—%Z () iy

steekst tdsmalleen
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tavalla.

Todistus. Jokaista partitiota A = A; U---U Ay, missa kukin A; # (), kohti saadaan
k! sellaista k x n matriisia jossa kullakin rivilld on vdhintdin yksi ykkonen, ja jonka
jokaisella sarakkeella on tdsmaélleen yksi ykkonen (ks. Esimerkki 2.30). Lemman 2.2
nojalla téllaisia matriiseja on Z?ZO(—l)j (];)(k — 7)™ kpl. O

Lukuja S(n, k) sanotaan Stirlingin toisen lajin luvuiksi.

Lause 2.10. Olkoon 2 < k <n — 1. Silloin
(1) S(n,1) = Sn,n) = 1,
(2) Stirlingin kolmio: S(n,k) = S(n— 1,k — 1)+ kS(n — 1,k).

Todistus. Selvasti S(n, 1) = 1. Koska n alkioinen joukko voidaan partitioida n epé-
tyhjddn osaan tdasmilleen yhdelld tavalla (kuhunkin osajoukkoon yksi alkio), niin
S(n,n) = 1.

Todistetaan lopuksi (2) (vertaa Pascalin kolmion todistukseen): olkoon A n-alkioinen
joukko a jokin sen alkio. Partitioita, joissa {a} on yksi yhdisteeseen kuuluvista osa-
joukoista on tasmiélleen S(n—1,k— 1) kpl. Muunlaiset partitiot voidaan muodostaa
siten ettd partitioidaan joukko A\ {a} k:n epétyhjan osajoukon yhdisteeksi ja li-
sdtddn a johonkin ndistd osajoukoista. Tuloperiaate: niin saadaan kS(n — 1,k).
Siispé partitioita on yhteensid S(n — 1,k — 1) + kS(n — 1, k) kpl. O

Huomautus 2.4. Stirlingin kolmio voidaan esittdd muodossa:

1 1
S(1,1) ) 5 )
5(2,1) 5(2,2)
1 7 6 1
5(3,1) 5(3,2) 5(3,3) ) . o5 10 |

Esimerkki 2.31. Monellako tavalla n erilaista palloa voidaan sijoittaa k:hon sam-
anlaiseen lokeroon, jos pallojen jarjestykselld yksittdisessa lokerossa ei ole merkitysta
ja

(1) jokaiseen lokeroon on tultava vihintdén yksi pallo?

(2) jos lokeroita voi jaada tyhjéksi?

Ratkaisu:
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(1) Kun n palloa sijoitetaan k:hon lokeroon, niin lopputulos vastaa n-alkioisen
joukon partitoita k:n epédtyhjén osajoukon yhdisteeksi, koska lokeroiden kes-
kindiselld jarjestykselld ei ole merkitystd. Vastaus: S(n, k).

(2) Havaitsemme, ettd sellaisia jakoja joissa tésmélleen i lokeroa on tyhjid on
S(n,k — i) kpl, silla nyt kyseessd on kohdan (1) ongelma, kun k:n paikalla
on k — ¢. Taten summaperiaatteen nojalla on

k— k

> S,k —i)=>)_S(n,i)

=0 i=1

[asy

tapaa jakaa pallot lokeroihin.

Esimerkki 2.32. Koyha mies kuoli. Hanelta jai puukko, reppu, sadeviitta, kamiina,
avain ja pullo. Kolme perillistd riitaantui ja sovittiin, ettd pesénhoitaja jakaa pe-
sidn kolmeen osaan, jotka sitten arvotaan. Monellako tavalla pesidnhoitaja voi tehda

tehtavansa?

Ratkaisu: Nyt kuusi erilaista esinetti sijoitetaan kolmeen samanlaiseen lokeroon
(=osat). Siispé jako voidaan tehdd S(6,3) = 90 tavalla (ks. Stirlingin kolmio).

Esimerkki 2.33. Olkoon A m-alkioinen ja B n-alkioinen joukko. Montako surjek-
tiota on joukolta A joukkoon B?

Ratkaisu: Jos n > m, niin surjektioita ei ole yhtdkidn. Oletetaan, ettd m > n.
Jokaista surjektioita f joukolta A joukkoon B vastaa erds joukon A partitio n:n
epétyhjan osajoukon yhdisteeksi: | J,c 5 f ' (b). Toisaalta jokaista A:n partitioita A =
A1U---UA,, kohti saadaan tdsmaélleen n! surjektiota: kukin joukon A; alkio kuvataan
alkiolle by ja b; voidaan valita n tavalla; kukin joukon A, alkio kuvataan alkiolle by
ja by voidaan valita n — 1 tavalla jne. Siispé surjektioita joukolta A joukkoon B on
nlS(m,n) kpl.

Esimerkki 2.34. Montako sellaista 6-pituista merkkijonoa voidaan muodostaa aak-

kostosta {a, b, c}, missd kukin merkki esiintyy ainakin kerran?

Ratkaisu: Olkoon A = {1,2,3,4,5,6} ja B = {a,b,c}. Esimerkiksi merkkijonoa
abacca vastaa surjektio f: A — B, missi f'(a) = {1,3,6}, f71(0) = 2, f(c) =
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{4,5}. Néin saadaan bijektiivinen vastaavuus surjektioiden f : A — B ja kysyttyjen
merkkijonojen vilille. Siispd ko. merkkijonoja on 3!5(6,3) = 6 - 90 = 540.

Esimerkki 2.35. Myyntipaéllikolld on sihteeri (henkilo ) seké kolme muuta alaista
(henkil6t y, z, v) jotka toimivat laskutuksessa. Monellako tavalla myyntipaéllikko voi
jakaa seitsemén laskua alaistensa késiteltdviksi, jos jokaiselle on tultava ainakin yksi

lasku ja sihteerille kaikkein kiirellisin lasku?

Ratkaisu: Olkoot A = {1,2,3,4,5,6,7} ja B = {x,y,z,v}. Laskettavana on siis
ehdon f(1) = x tayttavien surjektioiden f: A — B lukumééra.

Olkoon A = A; U Ay U A3 U Ay jokin A:n 4-partitio. Nyt 1 kuuluu esim. Aj:een,
joten f(A;) = x. Siispa tdtd partitiota kohti saadaan 3! ehdon f(1) = z tdyttavaa
surjektiota ja néin ollen ehdon f(1) = z téyttavien surjektioiden lukuméiri on
31S(7,4) = 6 - 350 = 2100.

2.5.2. Luvun partitio. Tarkastellaan seuraavaksi luonnollisen luvun n partitiota k:hon
osaan ts. etsimme sellaisia positiivisia kokonaislukuja nq, ..., ng, ettd n = ny +no +

-« 4+ ny. Téssd myoskddn lukujen n; jarjestykselld ei ole merkitysta.

Méaritelmi 2.4. Olkoot k,n € Z,. Luvun n k-partitio (tai partitio k:hon osaan)
on mika tahansa ehdot

(a) 1 + 2o+ -+ -+ a1 =1,

(b) 1<z <x9 <--- < 1y,
tayttava kokonaislukumonikko (x1, o, ..., zx). Kaikkien luvun n k-partitioiden lu-

kumadrad merkitddn symbolilla p(n, k).

Esimerkki 2.36. Luvun 8 partitiot neljadn osaan:
1+1+1+45
1+14+2+4
I1+1+3+3
1+2+2+3
2424242

Téten p(8,4) = 5.

Lemma 2.3. Olkoot k,n € Z,.. Sillon p(n,k) on yhtilin

Y1+ 2y +3ys + -+ kyr =1
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ehdot

(a) Y1,Y2, - Yk—1 € ZZO?
(b) Yk € Z-‘m

tayttavien kokonaislukumonikkojen lukumddra.

Todistus. Tarkastellaan yhtalod x1+xo+---+xp =nmissd 1 <z < 29 < -+ - < 1.
Muuttujanvaihto z; = xy, 20 = x9 — ¥y, 23 = T3 — To,..., 2 = T — Tr_1 johtaa

yhtaloon zp + 2259 +32p_3+-- -+ kzy =n, missa 2, 2x_1,...,20 > 0jaz >1. [0

Lause 2.11. Olkoot k,n € Z>,. Silloin

(a) p(n,1) =p(n—1,n) =p(n,n) =1,
(b) p(n,k) =0, jos k > n,
(¢) p(n,k) =pn—1,k—1)+pn—k, k), jos k < n.

Todistus. (a) ja (b) seuraavat helposti luvun p(n, k) mééritelméstd. Kohdan (c) to-
distamiseksi tarkastellaan yhtédlon x; 4+ 2z + - -+ + (K — 1)xg—1 + kzp = n niitd
ei-negatiivisia kokonaislukuratkaisuja joissa xj > 1.

Sellaisia ratkaisuja joissa xp > 1, on yhtd monta kuin yhtalolld z, + 225 + -+ - +
(k—Daxp_1 +k(y+1) =nmissi y =z, — 1 (> 1), siis p(n — k, k) kpl.

Sellaisia ratkaisuja joissa x; = 1, on yhtd monta kuin yhtalolla xq + 229 + -+ - +
(k—1)zg_1+ (k—1)+1=neli yhtalolld zq + 220+ -+ (k—1)(xp_1+1) =n—1.
Nyt ;1 + 1 > 1, joten téllaisia ratkaisuja on p(k — 1,n — 1).

Taten p(n, k) =p(n — 1,k — 1) + p(n — k, k). O

Huomautus 2.5. Luvut p(n, k), voidaan esittda kolmiona:

p(1,1)
p(27 1) p(272)
p(3,1) p(3,2) p(3,3)
p(4’ 1) p(47 2) p(47 3) p(4> 4)
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missd keskimmaéisen sarakkeen vasemmalla puolella olevat ykkosesta eroavat luvut
lasketaan kaavalla p(n, k) = p(n — 1,k — 1) + p(n — k, k) ja muut kaavalla p(n, k) =
pn—1,k—1) (n,k>1).

Esimerkki 2.37. (a) Monellako tavalla kahdeksan samanlaista palloa voidaan si-
joittaa neljaan samanlaiseen lokeroon, jos jokaiseen lokeroon on on tultava vihintaan
yksi pallo?

(b) Entépa jos lokeroita voi jadda tyhjaksi?

Ratkaisu: (a) 8 samanlaista palloa voidaan sijoittaa neljain samanlaiseen lokeroon
yhtd monella tavalla kuin luku 8 voidaan partitioida neljaian nollasta eroavaan osaan
eli p(8,4) =5 tavalla.

(b) Sellaisia sijoitteluja joissa tdsmélleen i lokeroa jaé tyhjiksi on p(8,4 — i) kpl,
missd 0 < ¢ < 3. Siispa sellaisia sijoitteluja joissa lokeroita voi jaada tyhjiksi on
p(8,1) +p(8,2)+p(8,3)+p(8,4)=1+4+5+5=15 kpl

Edellisen esimerkin kohta (b) antaa aiheen seuraavaan mééritelméaén:

Maéritelma 2.5. Olkoot k € Zy ja n € Z>y. Luvun n partitio korkeintaan k:hon
osaan on mikd tahansa ehdot

(a) o1+ 29+ - + 2 = n,

(b) 0<x <awp <-+- <y,
tayttava kokonaislukumonikko (xq, o, ..., zx). Kaikkien téllaisten partitioiden lu-

kuméadrad merkitdén symbolilla T'(n, k).

Lause 2.12. Olkoot k € Zy ja n € Z>y.
(a) T'(n, k) on yhtdlon xi + 2xe + 3x3 + - - - + kxy, = n ei-negatiivisten kokonais-

lukuratkaisujen lukumdard.

(b) T(n, k) = p(n+k, k) = S5 p(n, i),

Todistus. (a) Ks. Lemman 2.3 todistus. (b) Nyt siis yhtalolld x; + 2xo + 3x3 +
-+« + kxp = n on T(n,k) ei-negatiivista kokonaislukuratkaisua. Muuttujanvaihto
xr =y — 1, missd y > 1, antaa yhtilon xy + 225 + 323 + - - - + ky = n + k. Talla
on p(n + k, k) ratkaisua. Siispi T(n, k) = p(n + k, k). Yht&ls T(n, k) = 3¢ p(n, i)

seuraa suoraan p(n, k)m ja T'(n, k):n madritelmésti. O
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Esimerkki 2.38. Mainostaja haluaa ostaa mainosaikaa yhden, kolmen tai neljan
minuutin paloissa. Monellako tavalla 20 minuuttia mainosaikaa voidaan jakaa néiden

palojen kesken?

Ratkaisu: Tehtavini on siis laskea yhtalon
1+ 31’3 + 4$4 =20

ei-negatiivisten kokonaislukuratkaisujen lukuméaré d.

Yhtalon xy + 229 4+ 3x3 + 44 = 20 ei-negatiivisten kokonaislukuratkaisujen lkm
on T'(20,4). Sellaisia ratkaisuja joissa x5 > 1, on T'(20 — 2,4) kpl (muuttujanvaihto
xo =y +1). Téten d = T(20,4) — T(18,4) = p(24,4) — p(22,4) = 108 — 84 = 24.

2.6. Yhteenveto (pallot ja laatikot). Tarkastellaan yhteenvetona n:n pallon si-
joittamista k:hon laatikkoon. Vaihtoehtojen lukuméira riippuu siita (a) ovatko pal-

lot samalaisia (b) ovatko laatikot samanlaisia (c) voiko laatikoita jaada tyhjaksi:

pallot pareittain erilaisia | laatikot pareittain erilaisia | laatikoita voi jadd& tyhjéaksi lkm
+ + + k™
+ + - klS(n, k)
pallot pareittain erilaisia | laatikot samanlaisia | laatikoita voi jaddd tyhjiksi lkm
¥ ¥ + S, S(n,i)
+ + - S(n, k)
pallot samanlaisia | laatikot pareittain erilaisia | laatikoita voi jaddd tyhjiksi lkm
+ + + )
—T
+ + - (as)
pallot samanlaisia | laatikot samanlaisia | laatikoita voi jadd& tyhjéksi lkm
- - + T(n, k)
+ + - p(n, k)
2.7. Generoivat funktiot. Tarkastellaan reaalilukujonoa ag, ai,as,.... Sen gene-

roiva funktio on formaalinen potenssisarja ZZO:O anx” = ag + a1 T + asx® + - -.
Formaalista potenssisarjaa voi ajatella vain vaihtoehtoisena esitystapana jonolle
agp, a1, as, . ... Jonon esittdmisessé formaalina potenssisarjana on kuitenkin se etu,
ettd formaalit potenssisarjat toteuttavat samat identiteetit kuin suppenevat potens-
sisarjat, ja ettd niilla voi laskea kuten polynomeilla. Erityisesti, niitd voidaan laskea

yvhteen ja kertoa kuten polynomeja, ja myos derivoida termeittén.
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Esimerkki 2.39. Jonon 1,1,1,1,... generoiva funktio on geometrinen sarja:

1
1l—2z

Zx”:1+x+x2+x3+--~=
n=0
Esimerkki 2.40. Derivoimalla edellinen yhtilé saadaan

1

0+1+2 3 —
+ 1+ 22+ 32 +- (1—a7)2’

ja téten jonon 1,2,3,4,... generoiva funktio on 1/(1 — x).
Kertomalla edellinen yhtédlo puolittain x:114 saadaan

T

0+JI+2ZL‘ —|—3I+ m,

ja téten jonon 0,1,2,3,... generoiva funktio on z/(1 — x)%.
Derivoidaan jélleen:

r+1

ICIE

ja téten jonon 1,2% 33 4% ... generoiva funktio on (z +1)/(1 — z)3.

1+ 222 + 3222 + 4%2% + -

Huomautus 2.6. Ylldesitetyt identiteetit ovat voimassa formaalien potenssisarjo-

jen muodostaman renkaan osamédrakunnassa.

Esimerkki 2.41. Olkoon k ei-negatiivinen kokonaisluku. Minka jonon ag, ai,as . ..

generoiva funktio on f(x) = m?

Ratkaisu: Nyt

o0

1 1 1 ol
SIS Y gt

i1=0i2=0 =0
oo
=: g anx”
n=0

missi a,, on yhtalon ¢;+is+- - -+ix = n ei-negatiivisten ratkaisujen lukuméara. Siispa

f(z) on k-alkioisen joukon n-toistokombinaatioiden lukumédrit generoiva funktio,
ts. a, = ("), n=0,1,2,....

n
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Esimerkki 2.42. Ratkaistaan Esimerkki 2.28 uudelleen, nyt generoivien funktioiden
avulla: monellako tavalla voidaan 24 samanlaista tehtivai jakaa neljille tietokone-

elle, jos kullekin koneelle on tultava 3 — 8 tehtavaa?

Ratkaisu: Olkoon a,, niiden tapojen lukuméira joilla neljille koneelle voidaan jakaa
n tehtdvdd. Nyt siis a, on ehdon 3 < y; < 8 (i = 1,...,4) toteuttavien yhtélon
Y1 + Y2 + ys + ys = n kokonaislukuratkaisujen (y1,y2, ys, y4) lukumé&éra.

Mika on jonon a, generoiva funktio? Havainto: kun sulkeet poistetaan tulossa
T = (2 + 2% +2° + 2% + 2" + 2%)*,
niin paddytdin muotoa x¥'x¥2x¥sx¥s = g¥1T¥21TU¥sTY glevien monomien summaan,
misséd kukin 3 < y; < 8. Siispé
a, on monomin x" kerroin tulossa T'.

Siispé alkuperiiseen ongelman ratkaisemiseksi riittii laskea monomin z?* kerroin

tulossa 7. Ensinnéakin

1—a8\*
<x3_’___.+x8)4:x12(1+x+‘__+x5)421;12(1 ZL’) ’
— X

joten on siis laskettava termin x'? kerroin tulossa

(1—a29*1 —2)™*

:(1_ (‘DQH (;l)x——i—) x

LTSI (2 L (1240
1 v 9 v 12 v ’
joka on

12+4—-1 4\ (6 +4—1 4 15 9
1- — 1= —4 -1 =125.
()06 ()= () () ror -
Siispé tehtdvit voidaan jakaa koneille 125 tavalla.

Esimerkki 2.43. Olkoon k € Z,. Lasketaan jonon T'(1,k),T(2,k),... generoiva
funktio f(z), missd T'(n, k) on luvun n partitioiden lukumé&érd korkeintaan k:hon

OSaall.
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Lauseen 2.12 nojalla T'(n,k) on yhtalon x; + 2x9 + 323 + -+ + kxp = n ei-

negatiivisten kokonaislukuratkaisujen lukumaééri. Koska

QI4+z+2?+23+- VA4 +2' +a25 ) A28+ 24 2% 4.0
S 3) DU BETEASTE preyr
11=0172=0 i, =0 n=0
niin
f(a) 1
xTr) = .
1—2)1—23)(1—23)--- (1 b

Esimerkki 2.44. Olkoon k € Z.. Lasketaan jonon p(1,k),p(2,k),... generoiva

funktio g(x), missd p(n, k) on luvun n partitioiden lukuméira k:hon osaan.
Lauseen 2.11 nojalla p(n, k) = 0, jos n < k, ja Lauseen 2.12 nojalla p(n + k, k) =
T(n, k), joten

v Fg() =27 “p(n, k)2 = p(n, k)" F = p(n+ k, k)2"
n=k n=k n=0

=> T(n k)" = f(z).

=0

3

Siispé




