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1. JOHDANTO

Opintojaksossa SATE.2010 Dynaaminen kenttateorsitdlan sahkdomagneettisten
aaltojen kayttaytymista dynaamisessa eli ajan mukaauttuvassa tilanteessa. Opinto-
jakson valttAmattomina esitietoina on opintojakgolr5.1060 Staattinen kenttateoria,

jossa sahko- ja magneettikenttia on tarkasteltattsdassa eli ajan mukaan muuttumat-

tomassa tilanteessa.



2. AJAN MUKAAN MUUTTUVAT KENTAT JA MAXWELLIN YHTALO T

2.1. Johdanto

Opintojaksossa SATE.1050 Staattinen kenttateoriglotettu ja tarkasteltu Maxwellin

yhtal6ita staattisille sahko ja magneettikentille.

Sahkostaattisessa tilanteessa sahkokenttien lasdsmisahkokentan voimakkuudeén

ja sahkévuontiheydeD maarittdmisessa kaytettavat differentiaaliyhtahit

OxE =0 ja (2-1)
OD=p. (2-2)

Liséksi lineaarisessa ja isotrooppisessa (ei va#ittmhomogeenisessa) véliaineessa

sahkokentan voimakkuuden ja séhkdvuontiheyden&alii voimassa valiaineyhtalo

D=¢E. (2-3)

Magnetostaattisessa tilanteessa magneettikendsemnnassa magneettikentdn voimak-
kuudenH ja magneettivuontineyde® maarittamisessa kaytettavat differentiaaliyhtalot

ovat

Om=0 ja (2-4)

OxH=J. (2-5)
Liséksi lineaarisessa ja isotrooppisessa valiairesssgneettikentdn voimakkuuden ja
magneettivuontiheyden valilla on voimassa valiaiméio

U

Yhtaloista 2-1 ... 2-6 voidaan havaita ja todet& sthattisessa (ei ajan mukaan muut-
tuvassa) tilanteessa sahkokentan vekt&ifa(D) ja magneettikentan vektoriH(ja B)

ovat muodostavat erilliset ja toisistaan riippurmiatat yhtalot.



2.2. Faradayn laki ja sahkémagneettinen induktio

Faradayn laki

Oxg=-28 (2-7)
ot

kuvaa indusoituneen sahkémotorisen voirgaja magneettivuontiheydd® muutoksen
valistd yhteytta. Yhtalé on voimassa jokaisesskatteluavaruuden pisteessa (ja riip-
pumaton tarkasteluavaruuden materiaalista). Tatekog@ntan voimakkuutt& ei voi
esittdd skalaaripotentiaali gradienttina alueessa, jossa on muuttuva magvieetii-

heysB.

Ottamalla pintaintegraali yhtalon 2-7 molemmilteopla ja soveltamalla Stokesin teo-

reemaa yhtalé saadaan muotoon

__[9B )
SBCEEHI— jatms. (2-8)

S

2.2.1. Ajan mukaan muuttuvassa magneettikentassa tilkkumaton piiri
Jos piiri pysyy paikallaan alueesSavoidaan yhtalo 2-8 kirjoittaa muotoon
d
gﬁEmﬂ:——ijs. (2-9)
c dt ¢
Maaritellaan aariviivall&C olevaan piiriin indusoitunut sdhkémotorinen voilhg,,

U =¢_Efl [V] ja (2-10)

alueenSlapi kulkeva magneettivu@
@ = [BdS [Wh]. (2-11)
S

Talloin kaava 2-8 voidaan kirjoittaa muotoon



__do _
Usmv - dt [V] ’ (2 12)

jonka mukaan paikallaan olevaan suljettuun piinidusoituva sdhkdmotorinen voima
on yhta suuri kuin ko. suljetun piirin [&pi kulkevanagneettivuon kasvu negatiivisena.
-> Lenzin laki: suljettuun piiriin indusoituu sdhkdtorinen voima, joka aiheuttaa sil-

mukan lapi kulkevan magneettivuon muutokselle Jadstsen magneettivuon (Kuva 1).

Kuva 1. Suljettuun silmukkaan indusoituva sahkdmoem voimaUsm,.



2.2.2. Staattisessa magneettikentassa liikkuvarnohd

Kun johdin liikkuu nopeudella staattisessa (ajan mukaan muuttumattomassa) ntagnee

tikentassa, niin voima

F =quxB (2-13)

aiheuttaa sen, ettd johtimessa vapaasti liikkulaitt®nit siirtyvat johtimen toiseen
paahan (Kuva 2: B), jattden johtimen toisen paéaitiposesti varautuneeksi (Kuva 2:
A). Tama positiivisten ja negatiivisten varaustekaetuminen aiheuttaa Coulombian
vetovoiman. Varausten erkautuminen jatkuu, kunridk@set ja magneettiset voimat
tasapainottavat toisensa. Tasapainotilassa, jokausgtaan erittain nopeasti, vapaitten

varausten nettovoima lilkkkuvassa johtimessa oranoll

Kuva 2. Liikkuva johdin staattisessa magneettikeséa

Jos liikkuva johdin on osa suljettua piic piiriin muodostuu sahkémotorinen voima

U =¢_(vxB)dl [V], (2-14)

smv

jota kutsutaan vuon leikkaavaksi sahkomotoriseksmaksi tai liikkeesta johtuvaksi

sahkoémotoriseksi voimaksi.
2.2.3. Liikkuva johdin ajan mukaan muuttuvassa neagfiikentassa

Kun varaugq liikkuu nopeudellar alueessa, jossa on olemassa sekd sahkoke et

magneettikentt®, varaukseenq vaikuttaa Lorenzin yhtalon mukaisesti voima



F =q(E+vxB). (2-15)

Jos ajatellaan havainnoitsijan liikkuvan samallpewalella samaan suuntaan varauksen
g kanssa, ei ole olemassa néenndisté liikettd, reukaeery vaikuttava voima voidaan

tulkita aiheutuvan sdahkokentasa
E'=E+vxB tai (2-16)

E=E'-vxB. (2-17)

Jos johtava piirlC ja pinta-alaS liikkuvat nopeudellar kentassag’, B) piiriin muodos-

tuvaksi kokonaissahkomotoriseksi voimaksi saadaavdéjen 2-8 ja 2-17 avulla
¢ E'm|=—ja—8ms+g5 (vxB)H [V]. (2-18)
C S at C

Yhtalo 2-18 on Faradayn lain yleinen muoto ajan mnankenuuttuvassa magneettiken-

tassa liikkuvalle piirille.
Esimerkki 1.

Suorakaiteen muotoinen (korkebsleveysw) johdinsilmukka on sijoitettu (Kuva 3)

muuttuvaan magneettikenttadh= B;sinat e, . Silmukan muodostamalle tasolle koh-

tisuora normaale, muodostaa kulmawmr y-akselin suuntaisen yksikkovektorep kans-
sa. Maarita silmukkaan indusoitunut sdéhkdmotorvm@ma, a) kun silmukka on levossa

ja b) kun silmukka pyorix-akselin ympéri kulmanopeudelia
Ratkaisu:

a) Kun silmukka on levossa, silmukan lapi kulkevagneettivuo® voidaan ratkaista
yhtalélla 2-11

@ =|BLS

Ot—= N

h
j B, sinat e, Lixdye,
0

= B,hwsinwt cosr .



A
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V
/N
w

€n Y,

A

VY\/ -

>

Kuva 3. Suorakaiteen muotoinen pydriva silmukka nuuassa magneettikentassa.

b)

Tallin silmukkaan indusoituva sahkdémotorinen voioma

Uy = _o:j_ttp =-B,Swcoswt cosr (2-19)

missd S = hw on silmukan pinta-ala. Esimerkki tilanteessa (KuBj)asilmukan
paassa 1 on matalampi potentiaali kuin silmukarss@d, eli jos silmukka on kyt-

ketty ulkoiseen kuormaan, virta tulee kiertamaémwkassa "vastapaivaan”.

Kun silmukka pyoriix-akselin ympari, silmukkaan muodostuva s&dhkomogorin
voima lasketaan yhtalélla (2-18). Muuttuvasta ketitéaaiheutuva sahkémotorinen
voima on maadritetty a-kohdassa ja pyorimisliikkeheuttama sahkdmotorisen

voiman muutos saadaan laskettua yhtalolla

bsmv

:j(("z"wenj[@Bosinwtey)JEdeeX) +jj[(—izvcuenjﬁﬁ B Simey)J[@ de,)

2

U =_ (v B) [l

= Z(VEva)BO sinat sinaj h.
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Silmukan sivuihin 2->3 ja 4->1 ei indusoidu sahkdonsta voimaa, koska sivuil-

la ei oleg, suuntaista komponenttia. Jos kulaa 0 ajanhetkelld = 0, niina =

a ja
U, = BgSsinwtsinwt. (2-20)

bsmv

Silmukkaan muodostuva kokonais sdhkdmotorinen vokoastuu muuttuvan

magneettikentén () ja silmukan liikkeen () yhteigusuksesta

U, = —BOSaJ(co§ wt- sirf a)t) =-B Qv cos@ t (2-21)

Silmukkaan muodostuva kokonais séhkdmotorinen vaiaidaan maarittaa myos
suoraan maarittdmalla ensin silmukan lapi kunajanfeetkena kulkeva kokonais-

vuo

@(t)=B(t)fiSe,(1)]= B Ssinw tcowr

ja sen jalkeen sahkémotorinen voima

y o do_

amv ———E(—lBOSsinzutjz—BbS‘wcosZ)t
dt a2

2.3. Maxwellin yhtalot

Sahkdmagneettista induktiota tarkastellessa vditigteta, etta ajan mukaan muuttuva
magneettikenttd aiheuttaa muutoksen sahkokentfssatama huomioidaan, saadaan

staattisen tilanteessa tarkastellut Maxwellin ydtté&huotoon

OxE = —a—B, (2-22a)
ot

OxH =J, (2-22b)

O0d=pja (2-22¢)

Om=0. (2-22d)
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Liséksi on huomioitava varausten haviamattomyyads, ljoka voidaan esittad mate-

maattisella yhtalolla

bm=-22. (2-23)
ot

Jos ylla olevan yhtalén 2-22b vasemmasta puoldstaan divergenssi ja verrataan sita

edella esitettyyn yhtaloon

ﬁ[@ﬁxH)somm:—‘;—f, (2-24)

voidaan todeta, kun viela huomioidaan yhtalé 2-22§ ajan mukaan muuttuvassa ti-

lanteessa staattisen tilan yhtalo 2-22b muuttuutommn

OxH=J +6—D, (2-25)
ot

eli ajan mukaan muuttuva sahkodkentta aiheuttaa oksah magneettikentéssa, vaikka

tarkasteltavassa alueessa ei esiintyisi lainkadaavi
Eli Maxvellin yhtalét dynaamisessa tilanteessa ovat

0B

ﬁ xXE=——, (2-268)
ot
OxH =g+ (2-26D)
ot
O =pja (2-26¢)
dm=0. (2-26d)
2.3.1. Maxwellin yhtaléiden integraalimuodot

Edella yhtéldissa 2-26 a, b, ¢ ja d esitettyjaaddhtiaaliyhtaloitd voidaan kayttaa kai-
kissa tarkasteluavaruuden pisteissa. TarkastettagdkOmagneettisia ilmidita fyysisis-
sa ymparistoissa, on tutkittavat kohteet tietyn toista ja niilla on tietyt rajapinnat.

Taman vuoksi on usein kayttokelpoisempaa kaytta&awaHdin yhtaldiden integraali-
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muotoja. Ottamalla yhtéldiden 2-26a ja 2-26b moleltanpuolilta pinta-integraali ja

soveltamalla Stokesin lausetta, saadaan ko. yhtélétoon

(0B ..

9SC E [al -‘LEH’S ja (2-27a)

g Hm =] [J +‘9_Djuu5, (2-27b)
C S at

Ottamalla tilavuusintegraalit yhtaldiden 2-26¢ @& molemmilta puolilta ja kaytta-

malla divergenssiteoreemaa, yhtalét saavat muodot
983 D[S = jv oV ja (2-27¢)

Sﬁs B @S = 0. (2-27d)

Taulukossa 1 on yhteenveto Maxwellin yhtéldistaeni differentiaali- ja integraali-
muodoissaan. Esityksessa on huomioitu, ettd ptetgiaali virrantiheydestd vastaa

virtaal ja etta tilavuusintegraali tilavuusvaraustiheydgstastaa kokonaisvarausta

Taulukko 1. Yhteenveto Maxwellin yhtaldista.

Differentiaalimuoto Integraalimuoto Nimitys
OxE = _oB C_[) E [l = _do Faradayn laki
ot c dt
ﬁxH:JJ,a_D gf)HEiI=I+[a—Dms Amperen laki
ot c s ot
0= = Gaussin laki
OD=p . DS =Q
Om=0 cﬁ BL@S=0 Magn.kentta lahteetdn
S

2.4. Sahkomagneetiikan rajapintaehdot

Sahkdmagnetiikan rajapintaehdot voidaan johtaa Mélkwyhtaléiden integraalimuo-

doista, joiden oletetaan olevan péatevia aluealksg valiaine muuttuu.
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Soveltamalla roottoriyhtéldiden integraalimuotojauella suljetulla reitilla véliaineiden
rajapinnassa, saadaan johdettua sahkokentan- jaemitigentan voimakkuuksien tan-
gentiaalisten komponenttien véliset yhteydet rajaan eri puolella olevissa véaliaineis-

sa.

E,=E, [V/Im] ja (2-28)
e, *(H,—H,)=Js [A/m]. (2-29)

Soveltamalla divergenssiyhtaldiden integraalimunigjliaineiden rajapinnassa olevaan
ohueen sylinteriputkeen, saadaan johdettua salskdrggneettivoidentiheyksien nor-
maalin suuntaisten komponenttien valiset yhteydgpinnan eri puolella olevissa vali-

aineissa:

e,{D,-D,)=ps [CIn?] ja (2-30)
B, =B, [T]. (2-31)

Edella yhtalon muodossa esitetyt sdhkdmagneettistattien rajapintaehdot voidaan

esittad sanallisesti seuraavasti:

1. Sahkokentan voimakkuuden tangentiaalinen kompttinen jatkuva valiaineiden
rajapinnassa.

2. Magneettikentan voimakkuuden tangentiaalinen gamentti on epdajatkuva raja-
pinnassa, jossa esiintyy pintavirtoja.

3. Sahkoévuontiheyden normaali komponentti on egéyat rajapinnassa, jossa esiin-
tyy pintavarauksia.

4. Magneettivuontiheyden normaalikomponentti okyaa valiaineiden rajapinnassa.
2.4.1. Kahden haviéttéman lineaarisen valiainegapnata

Havioton @ = 0) lineaarinen valiaine voidaan maaritella pdtimisyyden & ja per-
meabiliteeting kautta. Kahden haviottoman valiaineen rajapinn&ssae yleenséa va-

paita varauksia tai pintavirtoja. Talloin voidaasetiaa varaustiheyg = 0 ja pintavir-
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ran tiheysls = 0. Tall6in rajapintaehdot voidaan esittda taugen2 olevien yhtéldiden

avulla.

Taulukko 2. Rajapintaehdot kahden haviottoman hniean valiaineen rajapinnassa.

D, & (2-32)

E.=E; - D_tl =—

t2 2
_ By _ 4 (2-33)

H,=H, - B_tl ==+

t2 /'12
Du =Dy, - &E=€E,, (2-34)
By=B, - uH =uH,, (2-35)

2.4.2. Eristeen ja taydellisen johteen valinenpiajza

Taydellisella johteella oletetaan olevan &darettorséari johtavuus. Kaytanndssa on
olemassa "hyvia johteita” kuten hopea, kulta jandlni, joiden johtavuus on suuruus-
luokaltaan 16 S/m. Rajapintaehtojen kannalta hyvia johteita uiseisitellaan taydelli-

siné johteina.

Maxwellin yhtaloista todettavan sdhko- ja magnkettitien valisen yhteyden perusteel-
la voidaan todeta, etté koska sahkokeritd)) johteen siséalla on nolla, myds magneet-
tikenttd @, B) on johteen sisélla nolla. Eristeen puolella s&iekddn voimakkuuden

tangentiaalinen komponentti ja magneettivuon tileeydormaalikomponentti ovat nol-

lia. SAhkovuon tiheyden normaalikomponentin suummusajapinnassa olevan tasova-
rauksen suuruinen ja suunta maaraytyy rajapinnagsden varausten etumerkista
(Kuva 4) ja magneettikentan tangentiaalinen komptinen suuruudeltaan rajapinnalla
olevan pintavirran suuruinen ja suunta maaraytyyguirran suunnan ja pinnalle olevan

normaalin ristitulon perusteella.
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Kuva 4. Taydellisen johteen ja eristeen rajapinta.

Alla olevassa taulukossa 3 on esitetty yhteenwtddllisen johteen ja eristeaineen va-

lisista rajapintaehdoista.

Taulukko 3. Rajapintaehdot taydellisen johteernrisieaineen valilla.

Johteen puolella Eristeaineen puolella

E,=0 E, = (2-36)
H,=0 e, xH,=Jg (2-37)
D,=0 e, D, = pg (2-38)
B, =0 B, = (2-39)

2.5. Aaltoyhtalot lahteettomassa alueessa

Lahteettomassa alueesga=0 jaJ = 0), jossa on yksinkertainen (lineaarinen, isgbro

pinen ja homogeeninen) ei-johtava € 0) vdliaine, jonka ominaisuuksia kuvataan

permittiivisyydene ja permeabiliteetip/ avulla, Maxwellin yhtélot voidaan esittda

— oH
OXE =—y—,
Kot
OxH :ga—E,
ot
OCE =0ja

OH =0.

(2-40a)

(2-40D)

(2-40¢)

(2-40d)
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Yhtalot 2-40 ovat kahden muuttujan (sdhkdkentana&kuusE ja magneettikentan-
voimakkuusH) ensimmaisen asteen differentiaaliyhtal6ita, jotkédaan yhdistaa joko
sahkokentanvoimakkuuddn tai magneettikentanvoimakkuudéh toisen asteen yhtéa-

|6ksi:
Otetaan roottori yhtalon 2-40a molemmilta puolilta
OxOxE :—,ui(ﬁxH)
ot

ja sijoitetaan yhtalossa 2-40b esitetty magneettike roottorin ja sdhkdkentan muutok-

sen valinen yhteystieto edellisen yhtalén oikepllelelle

= = 0( OE 0°E
DXDXE:_ﬂE(thj:_ﬂf atz .

Vektorimatematiikassa on todistettu etta
- = — = —2
OxOxE :D(DEE)—D E.

Ottamalla huomioon, ettd kysymyksessa on lahteatta eli yhtalo 2-40c, edellinen

yhtal6é saadaan muotoon
OxOxE =-0E
ja kasiteltava yhtalo saa muodon

0°E
ot?

—2
OE-pue——=0 (2-41)

tai, kun otetaan huomioon, et\lr‘ci:i muodon

N

2
0°E _v_lz(ZatE =0. (2-42)

Vastaavasti voidaan johtaa magneettikentanvoimatkileH yhtalo
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OH- = 0. (2-43)

2.6. Aikaharmoniset kentét

Edellisissa kappaleissa johdetut Maxwellin yhtglatevat kaikissa aikariippuvuustilan-
teissa. Sahkotekniikassa esiintyvat yleisimmat rajqauvuudet ovat sinimuotoisia.
Seuraavassa tarkastellaan lahemmin jatkuvan tikimgotoisesti ajan mukaan vaihte-

levia aikaharmonisia kenttia.
2.6.1. Jatkuvan tilan sinimuotoinen vaihtosahkdaialyysissa

Sinimuotoinen suure esitetddn kolmen eri muutt@anlla: amplitudi (eli suuruus tai

huippuarvo), taajuus ja vaihekulma. Esimerkiks&yissa

i(t)=1cos{at +¢) (2-44)

T kuvaa virran huippuarvoay kulmataajuutta (rad/s) ja vaihekulmaa. Kulmataajuuden

w ja taajuuderf valilla on yhteysw=2xnf ja cos- ja sin-funktioiden valilla yhteys

i(t) =T cos{at +¢) =1 sir{wt +¢+g].

Cos- ja sin-funktioiden integroiminen ja derivoiremon suhteellisen ty6lasta. Esimer-

kiksi, jos halutaan ratkaista sinimuotoisesti ajankaan muuttuvaan jannitelahteeseen

e(t)= écoswt kytketyssdRLGC-sarjakytkentapiirissa kulkeva virta, saadaan natka

vaksi yhtalo

di . 1e
LE+R|+EJ'|dt—e(t). (2-45)

Kun yhtaloon sijoitetaan virraift) yhtalo 2-44, se saa muodon

T(—a)Lsin(ax +¢)+Rcoqwt+¢) +£ sifat+ ¢)j = & coat, (2-46)
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jota on suhteellisen hankala ratkaista matemastiise

Ko. tilannetta on huomattavasti helpompi kasitetldtemaattisesti, kun esimerkkitilan-

teessa siirrytaan kayttamaan eksponentiaalimuétuatiesta

o) = écoswt= Re( &8) &} = Reg'¢] (2-47)
ja virrasta
it) =1 cos{at +¢) = Re{(T ¢) ié“} = R@, 4}, (2-48)
missaRe{ é“‘} tarkoittaa kompleksiluvun
€ = cosut + jsinut
reaaliosaa.
Edellisissa yhtaloissa 2-47 ja 2-48
&=¢&"=¢ja (2-49a)
i =1e (2-49Db)

S

ovat (skalaari-) osoittimia, jotka sisaltavat tiadsuuruudesta ja vaihekulmasta, mutta

ovat riippumattomia ajasta.

Nyt

i d(i.e“ .
%:Re{ (';t )}= R{ 1, ¢} ja (2-50)

. i T,
id=Reg |7.e” ¢t = Re—= & ;. 2-51
Sijoittamalla yhtaloissa 2-47 ... 2-51 esitetyt tiegbtaloon 2-45 saadaan ratkaistava

yhtalé muotoon
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{Rﬂ(wL—%ﬂg =a, (2-52)

josta virran osoitiris voidaan helposti ratkaista. Taman jalkeen palaamiakaisin ai-

katasoon (Si(t)) tapahtuu yksinkertaisesti kertomalla ratkaittie' :ll4 ja ottamalla

saadusta kompleksiluvusta reaaliosa.

Jos jannite on annettu muodossd) = ésinwt, ratkaisu etenee muuten samoin, mutta

siirryttaessa aikatasosta taajuustasoon otetaagiriaariosa kompleksiluvusi .
2.6.2. Aikaharmoniset sdhkdmagneettiset kentat

Kenttavektorit, joiden suuruus riippuu paikkakoowhtista ja jotka ovat sinimuotoisesti
ajasta riippuvaisia, voidaan esittaa vektorioswitta, joiden suuruus on paikasta riip-
puvainen, mutta ei ajasta. Esimerkiksi cos-funktiobudattava aikaharmoninen sahko-

kenttaE voidaan kirjoittaa muodossa

E(x,y,z,t):Re{E(x,y,z)é‘”‘}, (2-53)

miss&a E (X, y, z) on vektoriosoitin, joka siséltda tiedon suunnastajruudesta ja vai-

hekulmasta. Yhtal6jen 2-53, 2-48, 2-50 ja 2-51 ptmyella voidaan todeta, etta

0E(x, Y,z 1
ot

[E(xy.z0dt=R{[[E(xy.3 €] d= RW j@}.

Nain ollen aikaharmoniset Maxwellin yhtalot voidaesittdd yksinkertaiselle (lineaari-

=Re{%[E(x,y,z) é“‘]}: R(% GE(x,y,2 E*‘}ja

selle, isotrooppiselle ja homogeeniselle) valialleekenttavektoriosoittimienH, H) ja

lahdeosoittimieng, J) avulla

OxE =—jauH , (2-54a)

OxH =J+jweE, (2-54b)
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OE =~ ja (2-54c)
£
O =0. (2-54d)
2.6.3. Lahteeton kentta yksinkertaisessa véliasaees

Aikaharmoniset Maxwellin yhtélot saavat lahteettési#p = 0 jaJ = 0) ei-johtavassa

(o= 0) valiaineessa muodot

OxE =—jauH , (2-55a)
OxH =jaweE, (2-55b)
OE =0ja (2-55c)
OH =0, (2-55d)

Ko. yhtaldiden yhdistdminen johtaa homogeenikiin jaH:n vektoriaaltoyhtal6ihin

OE YT =0 ja (2-56)

O°H —V—lza;;' =0, joissa (2-57)

v :ﬁ on aallon etenemisnopeus valiaineessa. (2-58)
Yhtalot 2-56 ja 2-57 voidaan esittda homogeenibiaholtzin vektoriyhtaldina

O°E+K’E =0 ja (2-59)

0°H +k?H =0, joissa (2-60)

k= @ w\/ﬁ aaltoluku. (2-61)
v



