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Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SATE.1060
STAATTINEN KENTTATEORIA

1. VEKTORIANALYYSI

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektori ja skalaari

+ vektorilla A on seka pituus (magnitude) etta
suunta (direction)

+ skalaarillaA on vain pituus

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 2/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Yksikkovektori

Yksikkdvektorine, (unit vector) pituus on 1.

Vektorin A suuntainen yksikkovektos, :

A
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 3/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektori karteesisessa koordinaatistoss

Karteesisessa koordinaatistossay( 2):

+ akselien suuntaiset yksikkovektorite, , ey, €

+ mielivaltainen vektori:
A=Aeg +Ae t Ag,

+ vektorinA pituus:

A=n= KK A

J7

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 4144




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorin pituus

Olkoon vektoriC = & + & X y z -koordinaatistogs

y
G B
,,,,,,,,,, A 5@ X
z
Pythagoraan lauseen mukaisel@j’ = A? + B
nyt:A=C_ jaB=C,
=|c|=,/C2+C? =+/52+3*=/34= 5,83
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 5/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorin pituus

Olkoon vektoriC = & + &+ & Xy z -koordinaatist@y

C.=\C+C

lc|=yci+c; = (Jci+ cﬁ)2 + 2

X
C, =|c[=yCi+Cy+C;

Pythagoraan lauseen mukaisesti:
|C|=/C2+C2+C? =/52+ 32+ 22=1/38= 6,1

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 6/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Yksikkovektori

Olkoon vektoriA= 2, + & — 4 .
= Vektorin A suuntainen yksikkdvektor
e = A 2 +3g—4¢
= =
A2 (-

2 3 4
= e + -
720 J29 J29°

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorien yhteen- ja vdhennyslasku

A+B
=(Ae.+ Ae+ Ae)t(Ber Byer B,g
=(AtB)e,+(AxB)e+( Az B)e,

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 8/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Liitdnta-, osittelu- ja vaihdantalaki:

A+(B+C)=(A+B)+C
k(A+B)=kA+ kB

(k +k,) A= KA+ kA
A+B=B+A

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 9/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorien yhteenlasku

Olkoon vektoritA= 4 +¢, jaB= g+ X

C:A+B=(4ex+e\y)+(<;+2(;)=5§+3§
C:B+A:(ex+2q/)+(4q+ e;)=5§+3§

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 10/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorien vahennyslasku

Olkoon vektoritA= 4 +g, jaB= g+ 2

YA

.

(.

C=A-B =A+(-B)=(4e,+¢)+(-q-2¢)=3¢ ¢

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 11/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Skalaari- eli pistetulo

AB=AB+AB+ AB,
A[B = ABcos?

gon vektorienA ja B valinen pienempi kulma

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 12/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Skalaari- eli pistetulo

Skalaari- eli pistetulolle patee osittelulaki ja
skalaarien kertolaskusaannot:

A{B+C)=AB+ALC
ATKB = k(AB)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 13/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Skalaari- eli pistetulot = A = ABcoss,,

Olkoon vektorit:
a)A=8&, jaB= 4 + 4%

B )
Ong i A o |B|=B=\/Bf+By2=\/42+42=\/?2= 4\/—2
BcoG,g " B _ 4 _1
 E— cosf,,. =—2X=——=——
S - S ¥ B 42 2

C=ADB=(8ex)[ﬁ4g+4ej)=(8*4)+(o*4)= 32
C = ABcos, = 8*4\/_2*% =32

Eli: "vektorin A pituus" kertaa "vektoriB projision pituus vektorillé "

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 14/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Skalaari- eli pistetuloc = A = ABcoss,,

Olkoon vektorit:
b)A=8, jaB=-4g + g,

"B
| 6 A= A= /A =" =8
| AB
i A o ) o
Beosh, > |B|‘B‘\/§2+55- (—‘11)2+42—J?2- a2
‘ - -
'A .......... co 'AB =E =4—\/§ =ﬁ

C=AB =(8e,)f-4¢ + 4¢) = -32

-1
C = ABcosf,. = 8*4/ 2% = =-32

AB (2
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 15/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektori- eli ristitulo

Ax B =(ABsind)e,

= Gon vektorienA ja B valinen pienempi kulma

= €, 0n vektorienA ja B maarittaman tason (kun
ko. vektorit on piirretty samasta pisteesta)
normaalin suuntainen yksikkovektori

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 16/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Oikean kaden -saanto

Tason normaali valitaan oikean kaden
korkkiruuvisaannon mukaisesti:

e,

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 17/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektoritulo komponenttimuodossa

AxB

:(AAeX+A/ey+ Azez)x( Bx%-l- Byq;'- BZ%

=(AB,-AB)e+(AB- ABJe+( AB- ABe
e € §

AXB=|A A A
B, B, B

A

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 18/44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektori- eli ristitulo: € = AxB=|ABsing,e,

Olkoon vektorit:
A=3¢ jaB=¢g+ 3¢

|A|:A:\/E:\/?:3
== B + B =i+ = T0
B 3

Sinfg=—L=—
AB B 10
_ 3
C =|ABsing, e =|3*/10*——| e =9
| AB| \/R)‘ €=9¢
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 19/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektori- eli ristitulo

Olkoon vektorit:
A=3e jaB=¢g + 3¢

B & & § |& §
< y C=AxB=|A A A/=[3 0 0=%,
B, B, B/ |1 3 0

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 20/ 44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Koordinaatistot

Suorakulmainen (karteesinen) koordinaatisto:
P(x Y, 2

/ r=xe +ye +zg

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 211744

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Koordinaatistot

Sylinterikoordinaatisto:P (o, ¢, 2)

X r=pe,+zg

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 22144
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Koordinaatistot

Pallokoordinaatisto: P(r,8,¢)
z

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 23/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Koordinaatistot

Vektorit komponenttimuodossa:
¢+ karteesinen: A=Age +Ag,+ Ag,
¢ sylinterik.:  A=Ae,+Ag+Ag

+ pallok.: A=Ae +Ag+As

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 24144
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Koordinaatistot

"Suunta’vektorit noudattavat oikean kaden —saantod:

¢ karteesinen & * & = §
e * & = §
e X e = Qj
¢ gsylinterik. € * § = §
& X & = §
e X ep = %
+ pallok. e X § = g
€& * § = €
& * & = §
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 25/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Karteesinen -> sylinterik.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 26/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Karteesinen -> sylinterik.

e
“P(Xy, Z
X _ o2, 2 y (x.y.2)
P=XtY .
g=arctar.
X X
z=2
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 27144

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sylinterik. -> karteesinen

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 28/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sylinterik. -> karteesinen

X = pcosp R
y = psing X
=7
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 29/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Karteesinen -> pallok.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 30/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Karteesinen -> pallok.

PEAX+Y

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 31/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Karteesinen -> pallok.

X Py, 2

L. iﬁxy—taso

PEAX+Y

X* +
0= arctang = arcta y
v4 z

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 32/44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pallok -> karteesinen

Z=rcosd
p=rsind
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 33/44
Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka
Pallok -> karteesinen
p=rsind

X=pCOSp =r Sind co®
y = psing =r sind sinp

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

34/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pituusalkiot

Karteesinen koordinaatisi
dl = dx+dy+dz

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 35/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pituusalkiot

Sylinterikoordinaatistc
d =do+,d¢ +dz pdg dg

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 36/44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pituusalkiot
Pallokoordinaatistc z
dl =dr +rd@+rsinfdg
b rsinddg
rsing 2
r e dr
B"der
¢:“"~:@\/\d¢ Y
) :
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 37144
Pinta-alkiot
Karteesinen koordinaatisto:
dS, =dydz
dSy = dxdz
dS, = dxdy
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 38/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pinta-alkiot

Sylinterikoordinaatisto:

dS, =(,0dg) dz= pdp dz
dS, = dodz

dS, = do(pdg) = pdo df

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

39/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pinta-alkiot

Pallokoordinaatisto:

dS =(rdd)(rsinddp) =r* sird & ¢

dS, =dr(rsinddp) =r sird d @
dS, =dr(rdg)=rd &

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

40/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Tilavuusalkiot

Karteesinen koordinaatisi
dV = dxdydz

Sylinterikoordinaatisto:
dV =do(pdg) z=pp &b &z

Pallokoordinaatisto:
dV =dr (rdd)(r sind dp)
=r°sindd & dp

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

41/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Tilavuusalkiot

Animaatiosivu pinta- ja tilavuusalkioista:

http://www.uwasa.fi/I~mave/SAH105animl1.html

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

42/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Esim. 5: Kahden pisteen vélinen etaisyys
sylinterikoordinaatistossa (1/2)

PisteiderPl( 43% )) j@z( 5/2 ,jo vélinen etéis

Maaritetdan ensin vektont fa kartesessa
koordinaatistossa:

X, = 4*(;0353%; -0 X, = 5*cos§%£ =0
T 5

3n -4 Y, =5*sin

*
y, =4*sin 5 2
=0 2, =10
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 43/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Esim. 5: Kahden pisteen vélinen etaisyys
sylinterikoordinaatistossa (2/2)

Jotenr, =- &, ja,= § + 16,

Ja pisteiden valinen etéisy

_‘—ge + 10eJ

Ir|=|r,- 2\—‘ %, - (5, +10e,)

=/(-9)" +1¢ =/181= 13,

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 44144
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Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

2. COULOMBIN VOIMAT
JA
SAHKOKENTAN VOIMAKKUUS

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Coulombin laki

Kahden varauksen valilla vaikuttaa voifmdN], joka
on suoraan verrannollinen varauksié€y ja Q, [C])
suuruuteen ja kaantaen verrannollinen etaisyyden
[m]) nelioon:

F = Q. e
4Aned?

(valiaineen permittiivisyyse= ge¢, ; tyhjon permittiivisyys:g = 8,854*10% F/m
& = suhteellinen permittiivisyys

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 46/ 44

23



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Coulombin laki: kaksi pistevarausta

F — QlQZ — Q1Q2 R
1 2 217 3 21
AneR, dneR;,
F, on varauksenQ, aiheuttaa voima varaukseén

e,, on yksikkdvektori, jonka suunta on varauk€gn
(olinpaikka)pisteesté, varaukserQ, pisteeseen,

R,.= R,;,&,; on vektori, joka pisteest3 pisteeseen,

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 47144

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Coulombin laki: useita pistevarauksig

_Q vQ
I:1 1Z;ekl

4re k=2 1

F, on varauksie, ... Q, yhteensa aiheuttama voima
varauksee,

ot

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 48/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Coulombin laki: varaukselle

Eristetyn varaukse® ymparilla voimakentta
on pallosymmetrinen (varaus pallokoord.
origossa)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 49/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkokentan voimakkuus

Sahkokentan voimakkuds [V/m tai N/C] on
maaritelty Coulombin lain avulla:

e=t =9,

Q " 4uer?

F. on varaukse® aiheuttama voima etaisyydeli@levaan
pieneen testivaraukse€h (Q, << Q)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 50/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Derivointikaavoja 1/2

Seuraavissa kaavoisgga v ovatx:n funktioita;A ja n ovat
vakioita

d d _ dv,6 du
1) —A=0 4) —uv=U—+ vV—
dx dx dx  dx
du/ —yav
Vv u
2) 9 ax= A 59U o1V o
dx dx v V
d o
3) — AX' = nAX
dx
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 51/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Derivointikaavoja 2/2

Seuraavissa kaavoisgga v ovatx:n funktioita; A ja n ovat
vakioita

G)ESinu:% cosl 8)£Inu:EE
dx dx dx u dx
d du
7)100&:—% Siru 9)—éJ:—éJ
dx dx dx  dx

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 52/ 44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Integrointikaavoja 1/3

Seuraavissa kaavoisgga v ovatx:n funktioita;A ja n ovat
vakioita

1) [ Adx= Ax

2) [Af(x) dx= A f( % d>x

SXXUiWLQckzjuwﬁjvdﬁ..

4)Iudv:uv—jvdu

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 53/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Integrointikaavoja 2/3

Seuraavissa kaavoisgga v ovatx:n funktioita; A ja n ovat
vakioita

n+l

u

5) |u"du= n#-1
)I n+1
. Inu,u>0
6)-1ch:
‘u —-lnu,u<0
N([edi=d
. euInA Au
8) A“du:jé““AcU: = A> 0,A%
. INnA InA

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 54744




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Integrointikaavoja 3/3

Seuraavissa kaavoisgga v ovatx:n funktioita;A ja n ovat
vakioita

9) .'sinu du=- cox 13)[9AX & = e
10): coxl di= simu 14)'[Inx ox= xInx— X
11) : SinAX k= - COSAX
12) .' coshx ck=SMAX
12.01.2009 SATE 106001 / mv 5544

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pistevarauksen aikaansaama sahkokentan

voimakkuus
y4 Z
5 i
P(r,6,9) P(X2 Y2, )
re R:(XZ'Xl)ex+(y2'y1)ey+ (zrz)e,
Q y y
Q
P(Xy, Y1, 2)
X
_ Q
Aner 4neR
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 56/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: tilavuusvaraus

Tilavuusvaraug, [C/m3]:
:d—Q dQ =g, dV
A~y =R=4

Sahkodkentan voimakkuus:

dE = dQ >
4AneR

_ A
E= J'V =y e.dVv

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 57144

€r

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: tasovaraus

Tasovaraugg [C/nY]: dE

dQ /

Ps :E = dQ = p.dS

Sahkokentan voimakkuus:

dE=—99 o .
AneR 8 S pg

E = Ps _ eRdS L
sdneR

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 58/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: viivavaraus

Viivavarausg [C/m]:

_ 1Y
E = e_dl
| dneR? R

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 59/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: pistevaraus

£ B
P(r,6,9) Q
re E = e
Aner?
Q y
X
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 60/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: aareton viivavaraus

dQ pdz
dE = e =
AneR? T 4neR
pdz Pe, * 28

dE, =
47:8( /pz_l_zz)2 PP+ 72
dE, = pdz i Bt
, =

Koska jokaiselle paikasseolevalle
varaukselle @ on olemassa paikassa
varaus @ => z-komponentti katoaa

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

47:5( ok +(—z)2)2 a +(-2)°

61/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: aareton viivavaraus

E= * IOIIOdZ o ) T+°°
e e
E = ’0“0 f dz ye
4ne (,02 + 22) A .
< E
J. o = x | T \E\
(X2 * AZ)% PR+ R
E:plp_/ : 2z e, -
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 62144
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: aareton viivavaraus

p (o] — 00 'q T too
E = I 2 2% 2\ & |1
dnep (p + )}/ (p2+(—oo) )}/ |
_ P [o - L
= - e L J E
Adnep { 0 ) } L \E\
E = pl e ~_ |
2nep ” | -oo
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 63/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumat: aareton tasovaraus

A4

dE :d—Q2 = 'OSdS &
dneR Ane R dEl\/‘ dE,
g = Pspdpdp  —pe,tze 4P
1 2 2 Rl —00
47]:5( (—,0)2 + Zz) ‘/(—p) +72 R, ,
Xg, + y§, o
dE, : pe, = A
1-P 0 \/XZTyZ o o D +o<¥
—-Xe, Yy dQ=pdodg
dE, : pe, = = 5 X/+oo
(=) +(-y)
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 64 /44
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Varausjakaumat: aareton tasovaraus
Koska jokaiselle paikassa, ) olevalle varaukselle@on
olemassa paikassa(-y) varaus @ => p-komponentti katoaa

= [ [_PsPzdpdg e,
00 47t£(,02 + 22)/2 ‘ dEl\/sEz
2n 00
_ PsZ pdp R -
E=——|dg¢|—————-¢, R, 1 ©
47%‘! Io( 2+22)% ZBK///
J~ xdx _ -1 : P — AR
(x2 + Az)% NS —o T, o +o<¥
// 7 dQ=ppdpd
X +00
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 65/44

Vaasan yliopisto / Séhkdtekniikka

Varausjakaumat: aareton tasovaraus

A4

2n  © —_
Py -

—€

Qe 0 o /,02'*‘22 ‘

E = 5Zxo {ll—_—l}ez e
dne w0 Z ~

E =

p —00 e 'e'n' + 00
— Ms Ps
E=—e
n
28 / & 1
+00 I
E
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 66 /44
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Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

3. SAHKOVUO
JA
GAUSSIN LAKI

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Kokonaisvaraus)

Kokonaisvaraug) saadaan integroimalla varaustihey
o ko. viivan, pinta-alan tai tilavuuden "yli":

Viivavaraus: dQ=pd=0Q= I,q d
|
Tasovaraus: dQ = p.dS= Q= _[ pdS
S

Tilavuusvaraus: dQ=p,dV = Q= _[ o, dVv
\Y%

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 68/ 44

)
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkoévuo¥

Sahkovuo¥ [C] lahtee positiivisesta varauksesi@ +
ja paattyy negatiiviseen varaukseén -

(tai &arettomyyteen)

e =
+Q [ ) [ ] Q
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 69/44

w=Q

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkovuon tihey®

Jos pisteei |&heisyydessa vuoviivat ovat yksikkdvektogn
suuntaisia
ja jos vuo d¥ kulkee alan 8 (ko. tason normaaé,) lapi,

niin sdhkoévuon tihey® [C/m?] pisteess#®: w

/i

=97 P
€ o

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 70/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Differentiaalinen sahkévuo$@

Alan dSlapaiseva diff. sahkovuo:

d¥

= DdScos/
= D [dSe,

= DS

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 71144

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin laki

Kuvaa suljetun pinnan sisélla olevien lahteide
ja pinnan lapi kulkevan vektorivuon valista
yhteytta:

$DES=Q,,

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 72144
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin laki: pistevaraus

N
)
2

=D j r?singdédg
0

21
=Dr?[singdg | dp
0 X

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 73144

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin laki: pistevaraus

Q= DrzjsianHT ap
0 0

2
=Dr é( cosf) /¢
=Dr?(1+1)*2n

=D (4nr?)
X

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 74144
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pistevarauksen aikaansaama sahkdvuon tiheysi|j

sahkodkentan voimakkuus

_Q _ Q
D= 2 € = 2 &
47ty 4mr
E= Q > €
4uer
= D=¢E
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 75144

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin "pinta”

Vaatimukset:

+ Pinnan on oltava suljettu

+ Jokaisessa pinnan pisteessa sahkowion
oltava suunnaltaan ko. pinnalle normaali tai
tangentiaalinen

+ D on paikallisesti vakio osissa, joisBaon
suunnaltaan normaali ko. pinnalle

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 76144
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin "pinta”

Q=¢Dms

= [D@S+| DIES, + | DIES,
S S, S

---------------

IDmsl=IDep|]jSlg=0 ........ .
S S s, e

s, = [De, s (-¢)=0

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 77144

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin "pinta”

ID@SZ=IDeijSZ%
S S

=[Dds, =D|ds,
S S
=D

O e ™

[ g
= D,o_L[dzT d¢ -

= Q=D(2npL)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 78144




Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

4. DIVERGENSSI
JA
DIVERGENSS|I TEOREEMA

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Divergenssi

Jos vektorikentan divergenssi on positiivinen,
ko. alueella on olemassa lahteita Q).

Jos vektorikentan divergenssi on negatiivinen,
ko. alueella on olemassa nieluja ().

Jos vektorikentan divergenssi on nolla, ko.
alueella ei ole lahteita eika nieluja.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 80/ 44

40



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi

VektorikentanA divergenssi pistees$t

| — $Am@s
divA=Ilim - ———-
AN .\V/
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 81/44
Vektorikentan divergenssi
karteesi koordinaati
VektorikenttdA pisteess®: 2
—_ A
A_A<ex+AX/ey+ Azez pl 1l Ay
A
A
\ !
X
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 82/44
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Vektorlkentan divergenssi

kartegsisessa koordinaatistossa

[ Amis=-A (x)Ayrz

vasen

[ Ams= AX(X+AX)A3AZ=[AK(X)+%AX}A)AZ

oikea

Z
veI[enA ms ' o‘i[(eaAmS M _AX(X + AX),
aA‘ —= AxAyAz p’ X
[3)4
X
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 83/ 44

Vektorlkentan divergenssi

kartegsisessa koordinaatistossa

¢ Ards = (ap& A, aA‘ijAyAz
ox o9y 0z

_ _ $Ams
div A= lim
av-o AV

divA:aA‘ +a'Ay + A
ox 09y 0z

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 84/44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi
sylinterikoordinaati

VektorikenttdA pisteess®: 2 ™~
A:Apep+’6)fe¢+pﬁg mf

A,O

K

X

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 85/44

Vektorlkentan divergenssi

sylinterikoordinaatistossa

Afp+Dp)

j ATIS=-A (p) pAgAz

vasen

P

j AldS= A (p+Ap)(p+0p)AgAz

oikea GA
= {Ap (0) +a—p”Ap}(p+Ap)A¢Az

0A
=A (,o),oA¢Az+{ A(p) +pa—;}ApA¢A z

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 86 /44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi
sylinterikoordinaatistossa

Afp+Dp)

[ AmEIS+ j AUS

vasen oikea

u

oA
A, (p)+ pa—p”}ApA¢Az P

=90 ( , ) D0AgAZ %(pAp) -% A»(p)w% A

1o

; % pA,)Av AV = pAOAGAZ

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 87144

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi
sylinterikoordinaatistossa

A¢(¢+A¢)
[ AmiS=-A(g)0002 \
j ATUS = A, (¢ +Ag) ApAz " \AM
oikea
:{&(¢)+%A¢}A¢z

44



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi

sylinterikoordinaatistossa

Ay +A9)
[ Ads+ [ Am@s .
vasen oikea
P \A(®)
a
A” A¢A,0Az
1 aAﬁ
=——2Av AV = pAPAPAZ
p 09
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 89/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi

sylinterikoordinaatistossa

A2+ D2)
| AmiS=-A (2) prong
[ AS=A (z+A2 prong P ]Az(z)
oikea
9
={Az(z)+a—§Az}pApA¢

45



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi

sylinterikoordinaatistossa

Afz+ 02)
[ Ams+ [ Ards
vasen oikea
= 2% pzpnong P It
oA,
=—2Av =
o7 AV = pNOAPAZ
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 91/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi

sylinterikoordinaatistossa

CﬁAmS a(pA) ia'A}”+6AZ Av
p 0p pog oz

_ _ $A@s
dIVA=A|\I/mO X
) I
10(pA,) 10A, 0A  mry
divA== Ply — 74 Y
p 0p pogp 0z A

46



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektorikentan divergenssi

pallokoordinaatistossa

10(r*A) 1 a(asing), 1 oA
r’ or rsind 06 r sind 0¢

divA=

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 93/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkodvuon tiheyden divergenssi

Gaussin laista: Cﬁ D @S

:Qenc
AV AV
D [dS
=divD = Iimcﬁ—: lim %:p

V-0 AV avV-0 AV

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 94/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Maxwellin 1. yhtalo staattisille

— kentille:
Josconvakio: divD =p
div E =P

£

Joscei ole vakio : div €E =p

E ja D-kenttien divergenssi on nolla kaikissa

Isotrooppisissa varauksettomissa kentissa.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 95/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Nabla V

Nabla karteesisessa
koordinaatis(ossa:

0
O0=—7
16)4

o(), ,9()

e + +
<oy Y ez ¢

Nabla (yksindan) kuvaa osittaisderivaatan
ottamista jokaisesta yksikkovektorista
erikseen.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 96/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

divA=V-A

Karteesisessa
koordinaatistossa:

0 0 0
OA=| —e +—e +— A e+A e+ A

(axx oy OZQJ[q ST Zé

0
:ap&+ '%+6A‘:divA
ox dy 0z

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Divergenssiteoreema

Gaussin Iaista.(jS DS = j,q,dV = Qune

Toisaalta: p=0[D

=> (Gaussin) divergenssiteoreema:
¢ DS = [(DD) v

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 98/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

5. SAHKOSTAATTINEN KENTTA:
TYO, ENERGIA
JA POTENTIAALI

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

VarausQ sahkokentassa

+Q

Fa‘_.—PF ] E

Varaukseen vaikuttaa sdhkokentasgavoimaF:
F=QE
Jotta varau§) pysyisi "paikallaan”, on siihen
vaikutettava "ulkoinen” voimé# :
F.=-QE

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 100/ 44

50



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Tyo W ja differentiaalinen tyo\d/

dwW =F, @ =-CE O

Jos varau§) on positiivinen ja don E:n suuntaan
= dW< 0, eli "sahkdkentta tekee tyota”.

Jos > 0, "tehdaan tyota sahkokenttaa vastaan”.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 101/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Differentiaaliset etaisyysvektorit

Karteesinen koordinaatisto:
dl = dxe, + dye, + dze,

Sylinterikoordinaatisto:
dl =dee, + pdge, + zg

Pallokoordinaatisto:
dl =dre, +rdfe, +r sind db g

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 102/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Konservatiivisuus

Staattisessa sdhkokentassa tehty tyo (siirrettaessa
pistevaraus kohdasBakohtaanA) on riippumaton
kaytetysta "reitista”.

A
j Eldl =- j E [l 1
1 2
eli
<ﬁ Ell =0 2
B
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 103/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pisteiden valinen potentiaall

PisteerA potentiaali pisteesedhverrattuna = tyo,
joka tehdaan siirrettaessa positiivinen yksikkbuara
Q, pisteestd pisteeseer

(JICtai V)

AB

W
Q,

m'—.>

Huom: Referenssipiste on viivaintegraalin alarajana

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 104/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pistevaraukse@ potentiaall

Pistevaraukse aikaansaama sahkokenBan radiaalinen.

VAB :_JA-E ml = _f Erer mre = _f Erdr = _&rAﬂ
B B B

4ne ;1
__Qu1_Qf1_1
dnersr  Ame\r, Iy
Referenssipistee ollessa aarettomyydessa:
1 1
v, =1 1) y-_Q
dne(r, o 4mer
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 105/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varausjakaumap, potentiaali

Differentiaalisen varauksen aikaansaama diff. paah
pisteess®:

av =49
47C£R av
Kokonaispotentiaali pisteesBa R
V=l e ﬂ
VaneR ~ ) aneR
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 106/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Pisteiden 1 ja N) valinen etaisyys:

M(X, Y, 2)
.}A, N(x+dx, y+dy, z+dz)
.
r+dadr
"y
X
dr = dxe, + dye, + dze,
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 107/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Skalaarifunktiov

FunktionV muutos & siirryttaessa pisteesk
pisteeseeiN:

dv :a_VdX+6_V dy+a—V dz
[0)4 oy 0z

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 108/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

GradienttilL 1V

V,, =
DV_av avey+%v . X ¥,2 =¢,
V4

av

()4

Gradientti esittdd skalaarifunktion
muutosnopeutta avaruudessa (vrt.
derivaatta)

Gradientin suunta:

) "y
funktion VV max kasvusuunta
= dV =0V [dr X
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 109/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

GradienttiL 1V

Potentiaalifunktion gradientti on vektorikenttékgoon
kohtisuorassa vakiopotentiaalipintaa vastaan

ov oV 6V

v = a— +— ey + (karteesinen koor#
X

6V av oV i i

Vv = e +— sylinterikoord
EATA M )
v ov oV

OV =—=e + + allokoord
o & 196 % rsinaog 8 (P )

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 110/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkokentan voimakkuuddénja
potentiaalinV valinen vhtevs

v:—jEml = dvV=-E[
Toisaalta: & =0V Ud

Koskad=d = E =-10V

Séahkokentame suunta on korkeammasta alempaan
potentiaaliin.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 111/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Staattisessa sahkokentassa oleva enévgia

Tuotaessa varaud, paikkaan 1, on tarvittava tyo nolla.

Tuotaessa varaug@, paikkaan 2, tarvittava tyo
on verrannollinen varauksen 2 suuruuteen ja
varauksen 1 potentiaaliin.

Kokonaistyo:
We =W+ W+ W [y @S
=0+(QV,,) +(QVas+ Q)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 112/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Staattiseen sahkdkentaan varastoitunut

enerqiaWV,
19 1
E_EZ:;Qan WE_EJ-:OVVdV
1
We =2 [DEdV
2
WEzlngzdv w. =1 [2lav
2 2) ¢
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 113/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

6. VIRTA,
VIRTATIHEYS
JA
JOHTEET

S7



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkovirtal

= tietyn pisteen tai tietyn pinta-alan lapi kulkava
sahkovarauksen maara aikayksikossa

Yksikkd A = Cls

VirtatiheysJ (A/m?)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 115/ 44
Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka
VarausQ tyhjossa
+tQe—— U E

Tyhjossa olevassa sahkokentadSsarauksee
vaikuttava voimd = QE saa aikaan
vakiokiihtyvyyden

=> Varaus liikkuuE:n suuntaan kiihtyvalla
nopeudelldJ.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 116/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

VarausQ nesteessa / kaasussa

Nesteessa tai kaasussa vai@Quérmailee véliaineen hiukkasiin
= suunta vaihtuu satunnaisesti.

Vakio kentass& ja
homogeenisessa
valiaineessa on
keskimaarainen kentan
suuntainen nopeus

(= kentt&dnopeus)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 117/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Liikkkuvuus u

Kenttdnopeu$) on suoraan verrannollinen
kentanvoimakkuuteeB.

U=uE

i = liikkuvuus (n#/Vs)
« vaihtelee lampdtilan ja kappaleen kiderakenteekaan

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 118/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

VirtatiheysJ

Tilavuusvaraustihentymg, liikkuu oikealle kenttanopeudella.
Tihentyman kulkiessa pinta-al&iavitse,

se aikaan saa konvektiovirran,
jonka virtatiheys on

J=pU U
S
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 119/ 44
Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka
Johdinvirtatiheys)
Aiheutuu johtimen sisélla olevasta sdhkokentasta:
J=pU jauU =uE
= J =0E
E
o = p,M (= johtavuus S/m
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 120/ 44

60



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Johtavuusr nesteessa / kaasussa

Aiheuttajina positiiviset ja negatiiviset ionit:

L+
J 2,
E O
O
O=p U *P.HU,
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 121/ 44
Johtavuusr johteissa

Aiheuttajina valenssielektronit:

@ =6
’ o B
- e ©
g O
O = Pl
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 122/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Johtavuusr puolijohteissa

Aiheuttajina elektroni-aukko -parit:

’ ® ©
E e o
o= 10 elu e + 10 Hu h
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 123/44
Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka
Virta |

Jos virrantiheyd kulkee pinta-alarslavitse

dl =J @S
:>|:jmis
S

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 124/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Kokonaisvirtal johtimessa

Kun vakiopoikkipintaisee pituudeltaari olevan
johtimen paiden valilla on jannite-ekd niin

E:Llj_ JaJ :Oiu_

olettaen, etta virta on
tasaisesti jakautunut pintg
alalleA.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 125/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Johtimen resistansBivirtatiheyden
ollessa vakio

Em. tilanteessa kokonaisvirta:

|:JA:U|ﬂ

Ohmin lain mukaisesti:

U=Rl = R=— (Q)
oA

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 126/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Johtimen resistansBivirtatiheyden
ollessa ei-vakio

Ohmin lain mukaisesti:
U U U

| :ijS :jaEms

Jos vain sahkodkentan voimakkuus on tiedossa:

jEml
R=-<
jaEmS

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 127/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Virtatason virtatihey

Kun kokonaisvirtd kulkee suuntaan
sylinterinmuotoista (sade) tasoa, niin
jokaisessa ko. tason pisteessa

I
K=—o=,
2mr
Yleisessa muodossa integroiddan K
normaalikomponenttia:
I =[K.d
2 \/
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 1281744
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Virran jatkuvuusehto

) ) dQ 0
Suljetulla pinnallapJ @WS=1 =——= =-— dv

jetfiap $ e 1
Jaetaan molemmat puolksY

¢ads 5 [pav
AV  dt AV
KunAV - 0, niin OOJ :—aﬂ
ot
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Johteen ja eristeen valiset

rajapintaehdot

Sahkokentta on konservatiivinen =>

SBEEHI :fEml +TEBHI +fEm| +J1.EE1I =0
1 2 3 4

% *2 Eriste
4 *3 Johde
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 130/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkokentta ja vuontiheys johteess3

Staattisessa tilanteessa kaikki varaukset ovaineint
ulkopinnalla

= Johtlmen S|salla,0— O:>D— O=E=
:JE@I—O:jEml+jEm+IEEd—O

Annetaan etaisyyksien2 3ja4 1 lahestigdaa:

Z‘TEBMZJ%EHZI =0 DTEEﬂ:O
2 4 1

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 131/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Séahkodkentan ja vuontiheyden
tangentiaalinen komponentti rajapinnassa

Sahkokentt& onvalillal 2 eristeenmatia
tangentiaalinen:

:J%EmI:fE[DHI:

Joten: sédhkokentan voimakkuuden ja s&lki-
tiheyden tangentiaalinen komponenttieén ja
eristeen rajapinnassaonnolles E, =D, = O

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 132/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin lain sovellus rajapinnassa

qSDms: j Dms+j Dml8+j DES=Q,,

ylap. alap. sivu
Séahkdvuon tiheyden tangentiaalinen komponentti on O

= [DmES=0 = [ DS+ | DES=Q,,

sivu ylap. alap.

Eriste

alap:

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 133/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Gaussin lain sovellus rajapinnassa

Sahkdvuon tiheys johteessa on 0
= [ DES=0= [ DES=Q,,
alap. ylap.

Sahkdvuon tiheyden suunta ylalaipassa on tasorajbénn
normaali:

[ pris= | D,ds=¢psdS

ylap. ylap. A
_ _ Ps
=D, =p; =>E_,=
&
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 134/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

7. KAPASITANSSI
JA
ERISTEAINEET

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Atomin polarisoituminen

Sahkovuon tiheyB on eristeaineessa suurempi kuin
tyhjossa E:n ollessa sama)

=> eristeaine polarisoituu sédhkokentassa

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 136/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Séahkdinen dipolimomentfi

Positiivisen ja negatiiviisen varausalueen siirtyem
vastakkaisiin suuntiin

=> Sahkoinen dipolimomenti= Qd

O——0O¢°

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 137/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Polarisaatid? eristeessa

Polarisoituneella eristealuee/ on N kappaletta
dipolimomenttejg

=> Polarisaatid?

P = fim 1P (C/mz)

AV -0 A\

Talloin oletetaan, etta dipolimomentit noudattavat
jatkuvaa jakaumaa ko. tilavuudessa, mika ei pida
paikkaansa.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 138/44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Polarisaatid® makrotasolla

Makroskooppisella tasolla:
D=¢gE+P

E:n jaP:n suunnat voivat erota toisistaan (tietyt
kristalliset eristeaineet).

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 139/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Polarisaatid® isotrooppisessa aineess;

Isotrooppisilla, lineaarisilla materiaaleiltaja P ovat
samansuuntaiset kaikissa pisteissa:

P=x.&E,
missdy, = sahkoinen suskeptibilite
= D=¢,(1+ x,)E =¢&,,E,
missas, = ¥ x, suhteellinen permittiivisy

. _ &
= D =¢E, missés, =—
80

A

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 140/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

KapasitanssC

Kahden johtavan alueen,
joiden valissa on tyhjo tai W
eristeainetta, valilla on

kapasitanssi: (/ \
C

2
== F)
v AN RN
Kapasitanssin suuruus riippuu vain jarjestelman
geometriasta ja eristeen ominaisuuksista.
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Rinnankytketyt kapasitanssit

et

Kaksi kapasitanssiltaan erilaista eristeainetta on
rinnakkain: C = E,E.,A jac, = ELE, A,
tood ° d

:>Ckok = C:i+ C2 :%(grlAl+£r2A§)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 142/ 44

71



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sarjaankytketyt kapasitanssit

A ¢, d ]

di | &é& =V I =V
C, T

d, | &éo J

Kaksi kapasitanssiltaan erilaista eristeainetta on

perakkain: g8 A E£ LA

jaC, =
Sy ©d,
1 1.1 _ &0, t+€.d,

Ckok (:1 C2 gogrlgr 2 A
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkokenttaan varastoitunut energig

Sahkokenttaan varastoitunut energia (integrointi
johteiden vélisessa tilavuudessa, hajavuota ei
huomioida): 1

W =2 [DIE dv

D =¢,E

=W, :%J'eogr E°dV

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 144/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Kapasitanssiin varastoitunut energia

Kapasitanssiin varastoitunut energia (integrointi
johteiden vélisessa tilavuudessa, hajavuota ei
huomioida):

W, =Lcv?
2
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Levykondensaattori vakio jannitteeseen
kytkettyna

=> Levyjen valissa vaki&

Vv EN
E, =48 = D, :EOEO:OTe

Kun levyjen valissa
olevan eristeen
permittiivisyyseé;:

E=E,
D=¢D,
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 146/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Levykondensaattorin levyilla vakio varaus

=> Levyjen valissa vaki®

1

D, :gen = E,=—D, :ien
A & EA

Kun levyjen valissa

olevan eristeen -

permittiivisyyseé,:

D =D,
1
E=—F,
£’I'
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 147/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Rajapintaehdot kahden eristeaineen
rajapinnalla

E:n tangentiaalinen komponentti on jatkuva eristeide

rajapinnassa:
—_ Dtl — Dt2
E,=E, > —=—=
81 £r2
D:n normaalikomponentti on z

ko. rajapinnassa epdajatkuva
(lol:n suuruuden verran): | &

Dnl - Dn2 = _105
__bBs
grlEnl - gr ZEW 2= T
80
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 148/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Rajapintaehdot kahden eristeaineen
rajapinnalla

Tavallisesti eristeaineiden valisessa rajapinnassa
ole varauksia, joten rajapintaehdot tulevat olemaan

D D
Etl:EIZ = —H=—"

grl Er 2

Dnl = Dn2 = grlEnl = £r 2En 2

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 149/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

8. LAPLACEN
YHTALO

75



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Johdanto

Sahkokentan voimakkuuden maarittaminen on vaike

* integroimalla varausjakaumia tai Gaussin lain
perusteella, koska yleensa varausjakaumaa ei tnng

* potentiaalifunktion gradientin kautta, koska yls&n

potentiaalifunktiota ei tiedetd koko alueella

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

151/44

aa

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Poissonin yhtalo

D =p

D=¢ckE =0OLKE=p
-OV=E=0&(-0V)=p

Homogeenisessa valiainees

nomv=-£ —pv=-£
E E

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

152/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Laplacen yhtald

Homogeenisessa varauksettomassa vakasee

AV =0

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 153/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Laplacen yhtalo karteesisessa
koordinaatistossa

GVe +6V +6V

ox oy % 0z &

CaOA OA oA

ox 0y 0z

OV 0V WV

= + + =
ox* oy* 97

1V =

— O 0

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 154/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Laplacen yhtalo sylinterikoordinaatistossa|

qy oV, L0V v

0p ”© pa¢¢ T
)
na=19(pa)+ 1% A

pap pog 0z
2 2
:DZ\/:EG pav+1av 0°V _
pop\" 0p) p°ag> 0z°

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Laplacen yhtalo pallokoordinaatistossa

ov 1oV 1 oV
OV=—e+-—g+——— ¢
or r og r sind 0¢

DEA:r—lzi(rzAr)— = i(%sin9)+ L %A

or r sind o6 r sind 0¢
2
= 0% :izi( Za—vj+2—%i(sin96—vj+2—_la—\é =0
r’or\ o ) r?sin6ad 00 ) r?sif8ag
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 156/ 44

78



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

"Ainoalaatuisuus”

Séahkostaattisella probleemalla on vain yksi

ratkaisu
it [ 2
\VZIOOV
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 157/ 44
Keskiarvoteoreema

Varauksettomassa alueessa:

Ympyran tai pallon keskipisteessa potentigadin
keskiarvo kaikista ko. alueella olevista arvoista

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 158 /44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Maksimiarvoteoreema

Varauksettomassa alueessa:

PotentiaalillaV ei voi olla maksimi- tai minimiarvoa
ko. alueessa.

=> PotentiaalirV maksimiarvo on alueen rajapinnass

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 159/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Yksi muuttuja karteesisessa
koordinaati

Levyjen vélissa oleva tila on varaukseton.
2
Dz\/:az\g+az\2/+av:0 [z
x> ay* 07 v=100v

Hajavuota ei huomioida.

Potentiaali on vaiz:n

funktio. N < Nveov
0 / =0
0z

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 160/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Integroinnit

Integroidaan kahteen kertaan:

02\/ 1. integr. §\/
=0 = —=A
0z 0z
aV 2. integr.
—=A = V=Az+ E
0z
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 161/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Rajaehdot

Kaytetaan apuna yhtalon kertoimien ratkaisussa
rajaehtoja:

V=0, kunz=0 = B=0

V =100, kunz=d = :1?00

—V :1oo(§) (V)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 162 /44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Sahkokentan voimakkuus

oy
ov 0 Z 100 \
Nyt E=-|"—e |=-—|100Z|e,=-—¢ |—
% (az Z) az( djez d ez(m]

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 163 /44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Varaustiheys johdelevyilla

=D _+£100( c)
=D =+ C

" d m?

z=d=>+jaz=0= -
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Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

9. AMPEREN LAKI
JA
MAGNEETTIKENTTA

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Staattinen magneettikentta

Staattisen magneettikentan saa aikaiseksi

1. vakiovirta

2. kestomagneetti

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 166/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Magneettivuon tiheyB

+ yksikko [T—\nﬂ

» kuvaa avaruuteen jakautunutta magneettista voin
joka saa sahkdvirran muutamaan suuntaansa

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 167 /44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Magneettikentan voimakkuu$

« yksikko [5}
m

H =— =B =puH (lineaariselle @liaineelle’
[ - :

L= Ui, = permeabiliteetti

tyhjon permeabiliteetii,, = 4n*107 H/m

» voidaan kasittaa matemaattiseksi apusuureeksi

« E:njaH:n valilla symmetria (dualismi)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 168 /44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

VektorikentanA roottori

mittaa vektorifunktion pyorteisyytta

1. vektorifunktion muuttuminen omaa suuntaansa
vastaan kohtisuorassa suunnassa =

2. suunnan kaartuminen Al A
N
A
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 169/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Roottori yleisessa muodossa

he, hg he
Oxpa=_+ |9 90 9
hhh|lox dy o0z
hA hA hA
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 170/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Roottori karteesisessa koordinaatistos

€
Ox A= i
07

> Qlow

> 2|0
>

=(‘;i—"ﬂ]ex+(‘”&—‘“&jey+[%-"’*jez
y 0z 0z O0X odx 0y

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv

Sa

171/ 44

Roottori sylinterikoordinaatistossa
e, P& €
DXA:ii i i
plop 09 0z
A, pPA A
0A, _0A 0A, 9A ), 1[0 _9%
(pagb azj” (az 0p e“’+,0 6,0( A‘”) ¢ @
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 1721744
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Roottori pallokoordinaatistossa

e rg rsinfg
1 |0 0 0

(Ox A= 5 - —
resindlor 06 0¢
A A, TSinA,
1 on) 1 1A o
rsine(ae(p‘”smg) a¢j (sineaqﬁ ar(m‘”)jeﬁ
1 oA
T (ar (h) - aej
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 1731744

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Roottorin ominaisuuksia

1. Kaikille vektorikentilleA: Roottorin divergenssi
on nolla (skalaari)

OfOxA)=0

2. Kaikille skalaarifunktioillef: Gradientin roottori on
nolla (vektori)

Ox(0Of)=0

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 174/ 44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Biot'n ja Savartin laki

Suoran pitkan virtajohtimen magneettikentan laki:

1. Kentan suunta saadaan oikeankaden saannon
mukaisesti

2. Kentan voimakkuus on verrannollinen virtdaa
kaantaen verrannollinen etaisyyteen

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 175/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Biot'n ja Savartin laki

Yleisessa muodossa:

dH

_Idi xe, i,
_—471;R2 [A/m] C/ml “\? .

Idl xe
=9 (A

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 176/ 44




Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Amperen laki

Kahden samansuuntaisen suoran virtajohtimen véligen

voiman laki:

Iq
1. Yhden suuntaiset suorat A ,\IZ |

virtajohtimet vetavat <“‘F\~ez ey H
toisiaan, jos virrat ovat >< F

samansuuntaiset i
Yol

2. Johtimen osaan vaikuttava voifman verrannollinen
osan pituuteeh ja kumpaankin virtaah, ja |, seka kaantaen
verrannollinen johdinten véalimatka&h

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 177/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Amperen laki

alue

<_[>Hm1|:|

Suljettu viivaintegraali magneettikentan voimakkenod
tangentiaalisesta komponentista

kokonaisvirta ko. viivaintegraalin sisaan jaavassa
alueessa

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 178/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Amperen lain sovelluksen ehdot

1. Kunkin pisteen suljetulla reitill&l tulee olla joko
tangentiaalinen tai normaali reitille

2. Hon yhta suuri jokaisessa reitin pisteessa, ntks
on tangentiaalinen

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 179/ 44

5

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Amperen lain mukaisesti:

(OxH)E@, = lim Loy =dy

(

12.01.2009

| |
(OxH)E, = lim ——=] -4,
X (@ =

Magneettikentdn voimakkuudehroottori

maz-0AyAz X dS

,= =0OxH=J
Mzﬂ0A>|<Az &S
OxH)@,= lim —2—=J,=—*=

may-0 AXAy * dS

SATE.1060.01 / mv

180/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Magneettivuo® (Wb)

cp:ijs
S

Gaussin laki magneettivuolle:
Suljetun pinnan lapi ulos tuleva magneettivuo olano

@ =0

Magneettivuo on jatkuva.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 181/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Magneettikentan vektoripotentiaal
A (Wb/m)

Staattinen magneettikentta on aina roottorikentta:

On olemassa vektorikentég jonka pydrteisyys on
kentan magneettivuon tineiss

[IxA=B

Jos vektoripotentiaali halutaan méaarittaa alueella
olevan virran perusteella, tarvitaan lis&ehto:

A =0

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 182/ 44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Vektoripotentiaalit perusvirtajakaumille

Virtalanka: A = SBM
4R
Virtataso:A = '[ nKdS
< 4R
Virtatiheys:A=I”JdV
v 4R

R on etdisyys virtaelementista pisteeseen, jossa
vektoripotentiaalia ollaan maarittamassa.

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 183/44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Stokesin lause

Suljetulla reitillaC olevat vektorikentair
tangentiaaliset komponentit

= alueenSlapi kulkevat vektorikentai roottorin
normaalikomponentit

gSF mlzj(DxF)ms

OxF
S
Magneettikentille
$AM =B ES = 2
S
12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 1841744
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Vaasan yliopisto / Sahkdtekniikka

SAH105
STAATTINEN KENTTATEORIA

10. MAGNEETTIKENTASSA
VAIKUTTAVAT

VOIMAT JA VAANTOMOMENTIT

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Lorenzin voimalaki

Maarittaa sahkoiseen liikkuvaan varaukseen
kohdistuvan sahkoéisen ja magneettisen voiman:

F =Q(E +U xB)

Kun kyseessa on jatkuva sadhkovirta, saadaan pelka
magneettiseksi voimalaiksi:

F=JxB

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 186/ 44

93



Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Magneettisen voiman riippuvuus

virran suunnasta

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 187 /44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

TyO

Magneettikenttd aiheuttaa virralliseen johtimeenelnzin
lain mukaisen voimakf. . N
jaort][a virrallinen jOh(%n pysyy paikallaan, on siihe
vaikutettava em. voimalle vastakkainen voifa

Tyo0, joka joudutaan tekemaan liikutettaessa vistll
johdinta magneettikentassa:

loppu

w= [ F,

alku

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 188 /44
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

vaantomomenttl (N/m)

Tietyssa pisteessa vaikuttava vadntomomentti saddaa
pisteesta lahtevan voiman varren ja voiman ristita:

T =rxF

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 189/ 44

Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Virtasilmukka esimerkki: voima

9Ikoon ksiki rroksilnen kela ta
ain +y-suuntaan oleva vir

F. .=l (IeyxBex)

vasen

Foiea = | (I (—ey) xB ex)

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 190/ 44

lzolta= 0. ) .
a alkaansaa voimavaikutuksen:
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Virtasilmukka esimerkki:

vaantémomentt

T :VEV(—eX)xBII (—el)+12V exBll g

ZZBIIVEV(—ey) =BIA(-¢,)
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Vaasan yliopisto / Sahkotekniikka

Magneettimomenttm

Magneettimpmm@gi virtasilmukalle:

jossa yksikkonormaalivektog, saadaan oikean kaden —
sdannon mukaisesti .

=T=mxB

Eli: Alueessa, jossa vaikuttaa magneettikeBttan
olemassa vaantomomenitti joka pyrkii kaantamaan
virtasilmukkaa sellaiseen asentoon, jossa B ovat
samaan suuntaan (jolloin vaantdomomentti meneeksijla

12.01.2009 SATE.1060.01 / mv 192/ 44




