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1 JOHDANTO

’Ch:johdanto‘

1.1 Opintojakson “Lineaarialgebra” kuvaus 2014

’SEC:ojkuvaus‘

Koodi ja laajuus: MATH.1040, Sop.
Edellytykset: Lahtotasotestin hyviksytty suoritus.

Osaamistavoitteet: opintojakson jdlkeen opiskelija osaa ratkaista minké tahansa line-
aarisen yhtidloryhmaén ja osaa tulkita myos kaikki mahdolliset erikoistapaukset, opiske-
lija osaa ratkaista matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit, tutkia neliomuodon defi-
niittisyyden, opiskelija osaa tutkia matriisin sddnnollisyysasteen, opiskelija osaa kéyt-
tada Cramerin kaavoja, opiskelija osaa méadrittdd kolmiulotteisen vektoriavaruuden suo-
ran ja tason yhtélot, opiskelija osaa laskea ristitulon ja skalaaritulon ja tuntee niiden ta-
vallisimmat kéyttotavat fysiikan laskuissa, opiskelija tuntee tavallisimmat matriisihajo-
telmat, opiskelija osaa médrittdd lineaarisen selitysmallin kertoimet PNS-menetelmalld,
opiskelija osaa selittdd lineaariavaruuden, lineaarisen aliavaruuden, lineaarikuvauksen,
kannan ja dimension kisitteet.

Sisilto: vektorit, lineaarinen vektoriavaruus, lineaarikuvaus, lineaarinen yhtaléryhmi,
matriisi, determinantti, ominaisarvo, Singulaariarvo-hajotelma, sisdtulo, normi, approk-
simointi normin mielessi, vektoritulo, suora, taso, Kalman-suodin, pseudoinverssi, PNS-
menetelmi, tietokone-ohjeman kéytto vektori- ja matriisilaskuissa. (kdytetty ohjelmoin-
tikieli ilmoitetaan kurssin alussa; Octave, Python, Java tai C.)

Oppimateriaali ja Kirjallisuus:

1. luentomoniste:

2. Kreyszig, E: Advanced Engineering Mathematics, John Wiley & Sons,
luvut 6, 7, 8.1-8.3

3. S. K. Kiveld: matriisilasku ja lineaarialgebra, luvut 2, 3, 4 ja 7

Toteutustavat: Luennot 44 h, harjoitukset 20 h.

Suoritustavat:

a) hyviksytty osallistuminen harjoituksiin ja vilikokeet (hyviksytyn osallistumisen kri-
teeri ilmoitetaan ensimmadiselld luennolla ja opintojakson verkkosivuilla) tai

b) tentti.

Opetus- ja suorituskieli: suomi

Arvostelu: Asteikolla 1-5 tai hyltty, laskuharjoituksista saa lisdpisteitd.
Vastuuhenkilo: Matti Laaksonen

Opettaja: Matti Laaksonen

Vastuuorganisaatio: Matemaattisten tieteiden yksikko

Liséitietoja: kurssin materiaali www.uva.fi/~mla/math1040/
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1.2 Ohjeita kurssin suorittajalle

Sec:ohjeita‘

Kurssi on Vaasan yliopiston teknillisen tiedekunnan opiskelijoille yksi ensimmaéisisté
kurssesta. Kurssimateriaalia ldpikdydessési kiinnitd huomiota seuraaviin seikkoihin:

Luvuista olioihin: Koulumatematiikkasi on keskittynyt luvuilla laskemiseen. Jonkin
verran olet laskenut myos kirjaimilla. Nyt opimme laskemaan vektoreilla ja mat-
riiseilla. On térkedtd oppia ajatelemaan uusilla olioilla. Aluksi tdmi voi tuntua
oudolta, mutta nyt on tarkoitus valloittaa timé uusi abstraktiotaso.

Algoritmit: Kurssin alussa opetellaan ratkaisemaan yhtdléryhmid. Koulussa on kési-
telty yhtéloparit ja kolmen yhtdlon ryhmit. Nyt opimme uuden algoritmin (rat-
kaisumenettelyn). Ensimmaéinen reaktiosi saattaa olla, ettd tdmi on turhaa! Al-
goritmi on mekaaninen ja se soveltuu kaikkiin tapauksiin. On hyodyllistd osata
tdma algoritmi. Opinnoissasi tulet kohtaamaan monia algoritmeja. Nyt opimme
kohtaamaan algoritmeja! Kurssin kuluessa on moni asia ilmaistu algoritmimuo-
dossa, ja ne on tarkoitettu opeteltaviksi.

Kisitteet: Kurssin aikana opitaan useita kisitteitd, jotka ovat paljon kédytossi (esimer-

kiksi lineaarisuus). Kédytinnon kokemus on osoittanut, ettd vaikka sanat tunne-
taankin, niin usein niiden todellista merkitysti ei tiedetd. Aina, kun ajatelussa
kiytetddn késitteitd, joiden tdsmillistd merkitystd ei tunneta, ollaan vaarallisilla
vesilld. Johtopditokset voivat mennd rankasti pieleen.
Kun materiaalissa on annettu kisitteelle numeroitu méaritelma, niin tatd mairi-
telmédd voidaan kysyé tentissd. Tenttitehtavit eivit ole pelkistddn laskuja, vaan
tehtivistd ainakin yksi on sanallinen ja tyypillisesti siind kysytidin jonkin termin
méadritelmaa.

Todistukset: Kurssimateriaali sisdltdd melko paljon todistuksia. Todistukset ovat aina
sellaisia, ettd ne on mahdollista ymmartda aikaisemman avulla. Jos todistus on
kohtuuttoman mutkikas, niin toteamme vain, ettd: "on mahdollista todistaa, ettd
Jos pystyt seuraamaan todistukseen liittyvin ajatuksenjuoksun, niin kdy se ldpi
huolellisesti ja iloitse. Jos todistus jdd sinulta ymmaértdmittd, niin 414 missdin
tapauksessa opettele sitd ulkoa. Todistusten opetteleminen ulkoa on hyodytonta
itsensd uuvuttamista.

Kun my6hemmin tydeldméssd joudut ottamaan selville asioita, joudut peruste-
lemaan asioita itsellesi ja tyotovereillesi. Silloin olet vahvemmilla, jos olet talla
kurssilla kidynyt todistukset ldpi ja tajunnut niiden tyypilliset ajatuskuviot.

Jos haluat varmistaa ylimmén arvosana, niin kily myos todistukset lipi kokeeseen
valmistautuessasi. Toisaalta suurin osa koetehtdvistd on suoria laskutehtédvid, jo-
ten kurssi on mahdollista suorittaa osaamatta todistuksia. Nyt on kysymys siitd,
ettd tunnistat omat lahjasi ja kehitit niiti..



Sec:EnsOhjelma‘

Code:es01
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Kaavat: Kaavoja ei tarvitse opetella ulkoa. Jos lasket viikkoharjoituksia ahkerasti, niin

tarkeimmat kaavat muistat joka tapauksessa. Monisteen lopussa oleva kaavako-
koelma saa olla tentissd mukana.

Oppimistavoitteet: Kurssin jilkeen opiskelijan tulee osata tietyt asiat. Osattavien asioi-

den lista on sen verran pitkd, ettd se on sijoitettu liitteend monisteen loppuun.
Listaa kannattaa seurata kurssin kuluessa.

Tietokoneen kiiytto: Tietokoneen kiytto on asetettu tiedekunnan tasolla tirkedksi op-

pimisaiheeksi. Jo ensimmaisten kurssien aikana kidytdmme tietokonetta kurssiin
liittyvien esimerkkien ratkaisemiseen. Kéytetyt ohjelmat, ympéristot ja tyokalut
ovat jatkuvan kokeilu- ja kehittelytyon alla. Siksi kannattaa tarkistaa viimeiset
ohjeet kurssin verkkosivulta (www.uva.fi/~mla/math1040/) ennen kuin

asentaa mitdén ohjelmia omalle tietokoneelle.

1.3 Ensimmadiset Octave-ohjelmat

Nyt teemme ensimmadiset kaksi yksinkertaista ohjelmaa. Téssd kappaleessa ohjelmat
. N WlaCOdes o . . . .
toteutetaan Octavella. Liitteessd (77) on useimmille monisteen esimerkki-ongelmille

esitetty myos Python-, Java-, ja C-kieliset toteutukset.

Ohjelma-esimerkki 1 7ee ohjelma joka tuottaa Fahrenhei/Celsius -muunnostaulukon.
Jos tp on ldmpdotila Farenheit asteissa ja tc on vastaava ldmpotila Celsius asteissa, niin

5
Ic = §(IF —32).

(Jotta tuloste ei ole liian pitkd, teemme taulukosta melko karkean. Voit itse muuttaa

ohjelmaa siten, ettd se tekee tarkemman muunnostaulukon.)

Ohjelma tiedostossa: "1aEsO1.m”

# file: "lakEsO0l.m"

printf ("Fahrenheit, Celsius\n");

for n=1:10
tf = 10%*n;
tc = 5/9%x (t£-32);

printf ("t_F = %6.2f, t_C = %6.2f \n",
endfor

tf,

tc);

Huomautuksia koodiin:
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1. Ristikkomerkki # ensimmaéisen rivin alussa aloittaa kommentin, jonka tulkki si-
vuuttaa. Kaikki ristikko-merkin jilkeen rivilld oleva teksti tulkitaan kommentik-
si.

Kommentit ovat useimmiten tarkoitettu ohjelmalistausta lukevalle ihmiselle. Tis-
sd tapauksessa kommentti kertoo, minkd nimiseen tiedostoon koodi on talletettu.
Joskus kommenteilla ohjataan kiéntdjin toimintaa, mutta sellaisia kommentteja
on tidssd materiaalissa vain muutama.

Huomaa, etté ristikkomerkki (risuaita) on eri asia, kuin "hashtag’. Vasta kun ris-
tikkomerkkiin yhdistetifin avainsana, syntyy tunniste, eli "hashtag’. Esimerkiksi
“#linnanjuhlat’ on hashtag.

kayttod Suom. | Engl. (USA) | out of USA | esim.
Yleisnimitys ristikko | number sign

Numeron edessd | numero number #2
Puhelimessa ristikko pound hash

Ristikkomerkki # on my®0s eri asia kuin sharp f, joka on alunperin nuoteissa esiin-
tyvé “ylennysmerkki”. Microsoftin ”’C sharp”-ohjelmointikielen logo C# (lue: si:
sha:p) toteutetaan yleensi ristikkomerkin avulla.

2. thﬂ&’printf("Fahrenheit, Celsiusn"); | komentoprintf ("...");

on funktio, joka tulostaa konsolille argumenttinsa, joka on merkkijono. Merkki-
jono paittyy télld kertaa rivinvaihtoon \n.

3. |[for n=1:10 ... endfor|on toistorakenne, jossa samoja komentoja toiste-

taan kymmenen kertaa n:n arvoilla 1, ..., 10.

4. Rivi: [tf = 10«n; | pddttyy puolipisteeseen, kuten moni komento Octavessa.

Kyseessi on sijoituskomento, joka laskee lausekkeen 10 +n arvon ja sijoittaa sen
muuttujan t £ arvoksi. Jos komennon perissd ei ole puolipistettd, kddntdja kir-
joittaa konsolille muuttujan t £ nimen ja sen saaman uuden arvon. Jos puolipiste
on komennon perissi, niin tulkki ei kirjoita konsolille mitidin. Ohjelman voisi
siis kdytdnnossi toteuttaa seuraavasti:

for n=1:10

tf = 10%n

tc = 5/9% (t£-32)
endfor

mutta tuloste on hieman sekava. (Kokeile!)



Vaasan yliopiston julkaisuja 10

5. Toinen print f funktio tulostaa taas rivin tekstid kuitenkin niin, ettd ensimmai-
nen ’%$6.2f’° korvataan kuudella merkilld, joihin tulee muuttujan t £ arvo kah-
della desimaalilla ja toinen *$6.2f’ korvataan kuudella merkilld, joihin tulee
muuttujan t c arvo kahdella desimaalilla. Kirjain £ kertoo tulkille, ettd tulostet-
tavan muuttujan arvo on desimaaliluku (engl. f1oat).

Ajo:
octave:1> laEsO1l
Fahrenheit, Celsius
t F = 10.00, t_C = -12.22
t. F = 20.00, t_C= -6.67
t. F = 30.00, t_C= -1.11
t_ F = 40.00, t_C = 4.44
t_ F = 50.00, t_C = 10.00
t.F = 60.00, t_C = 15.56
t_ F = 70.00, t_C 21.11
t_F = 80.00, t_C = 26.67
t_ F = 90.00, t_C = 32.22
t_F = 100.00, t_C = 37.78
octave:2>

Ohjelma-esimerkki 2 Piirrd funktion f(x) = x> — 2x kuvaaja vililli 0 < x < 3. Teem-
me kuvasta hiukan karkean. Voit parantaa kuvaa.

Ohjelma tiedostossa: "1aEs02 .m”

# file: "laEs02.m"
x = [0 0.5 1 1.5 2 2.5 3]
for k=1:7
y(k) = x(k)"2-2xx(k);
endfor
plot(x, vy, "b-")

; . . Fig:Code:es02
Ohjelman ajosta syntyvi graafi on kuvassa|l]

Ohjelman "1aEsim02 .m” viimeiselld rivilld olevan plot-komennon kolmas argu-
mentti on merkkijono joka ohjaa Piirrett‘eiv'an kdyrdn ominaisuuksia. Jos merkkijonosta
. table:EnsimmainenOhjelmall = . .
16ytyy alla olevan taulukon [I mukaisia merkkejd, niin piirrettdvin murtoviivan omi-

naisuudet muuttuvat vastaavasti. Esimerkiksi piirtokomento plot (x, y, 'r:o’)

tuottaa murtoviivan, joka on piirretty punaisella vérilld, viivat ovat katkoviivoja ja pis-
teet merkitty pienilld palloilla.



Fig:Code:e$62|
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Taulukko 1. Octaven plot-komennon viivan ominaisuudet.
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’Ch:Trings‘

’Sec:TrigFunk‘

Vaasan yliopiston julkaisuja 12

2 TRIGONOMETRIAA JA FYSIIKAN VEKTOREITA

2.1 Trigonometriset funktiot

2.1.1 Kulmayksikoisti

Aste, 1° (engl. degree) Kun kellon viisari kiertyy yhden kierroksen, sanomme, et-
td se kddntyy 360° (360 astetta). Ajatus tdyden kierroksen jakamisesta 360 asteeseen,
juontaa kaldealaiseen astrologiaan. Yhdessd vuorokaudessa aurinko siirtyy noin yhden
asteen tihtikuvioiden joukossa. Oikeastaan tédysi kierros tulisi jakaa 365 osaan, mutta
sekddn ei karkausvuosien takia anna tdysin oikeata jakoa. 360 jako-osien méérani on
kdytannollinen, koska se on helppo jakaa pienempiin osiin. Yksi aste jaetaan 60 kulma-
minuuttiin (1° = 60) ja yksi kulmaminuutti jaetaan 60 kulmasekuntiin (1’ = 60”). Siis
aurinko kiertdd yhden kulmaminuutin kulman 24 minuutissa, ja yhden kulmasekunnin
kulman 24 sekunnissa.

Gradiaani, grad, eli gooni (engl. grad, ransk grade, saks. gon, ruots. gon) on 1/400
tdydestd kierroksesta.

grad, grade [1], gradian, or gon (1€ or gr or grd) is a unit of angle measu-
rement equal to 1/400 circle, 0.01 right angle, 0.9°, or 54°. This unit was
introduced in France, where it is called the grade, in the early years of
the metric system. The grad is the English version, apparently introduced
by engineers around 1900. The name gon is used for this unit in German,
Swedish, and other northern European languages in which the word grad
means degree. Although many calculators will display angle measurements
in grads as well as degrees or radians, it is difficult to find actual applica-
tions of the grad today.F_-I

Radiaani, rad, on kulman ympyristi erottaman kaaren pituuden suhde ympyrin si-
teeseen (kun ympyrin keskipiste on kulman kérjessi). Tdysi kierros on silloin 27 radi-
aania. Suorakulma on %rad.

Ihttp://www.unc.edu/~rowlett/units/dictG.html
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Piiru, Kompassipiiru on 1/32 tdydesti kierroksesta. Siis 1 piiru = 11,25°. Kompassi-
piiru nékyy edelleen merenkulun sdadoksissi.

Tykiston piiru on karkeasti se kulma, jossa metrin kokoinen esine nikyy kilometrin
paistd katsottuna. Siis tdysi kierros on noin 1000 - 27 piirua ~ 6283, 2 piirua. Eri armei-
jat jakavat tdyden kierroksen piiruiksi hiukan eri tavoin. Tdysi kierros on 6000 piirua
(vendjd), 6300 piirua (Ruotsi) tai 6400 piirua (Nato). Suomessa ollaan siirtyméssi ve-
nildisestd piirusta nato-piiruun.

360° = 400 grad = 2xwrrad = 6400 piirua

Kun tieddmme, mité tdysi kierros on valitussa kulma-asteikossa, niin
oikokulma on 1/2 tiydesti kierroksesta (180° = 200 grad = mrad = 3200 piirua), ja
suorakulma on 1/4 tiydesti kierroksesta (90° = 100 grad = % rad = 1600 piirua).

R 180°/7[™ ™ 45°
L 3600

(a) (b) (c) (d)

Kuva 2. (a) tiysi kierros 27, (b) oikokulma 7, (c) suora kulma 7 /2, (d) suoran kulman
puolikas /4.

Kulma o on terdvd, jos 0° < a0 < 90° (0 < o < 7/2). Kulma & on tylppd, jos 90° <
o < 180° (n/2 < a < m).

Radiaani-kulmayksikko “rad” kirjoitetaan nikyviin, jos halutaan lukijan varmasti tieta-
vin missd yksikoissd kulma on ilmaistu. Jos kiytetty yksikko on asiayhteydesti selvé,
niin silloin “rad” jatetddn pois. Tdmai ei ole virhe, silld kulma radiaaneissa on kaaren
pituus jaettuna siteen pituudella, ja tdmi laskutoimitus antaa tulokseksi paljaan luvun.

Télld kurssilla kédytetddn kulmayksikkoné joko astetta tai radiaania. (Piiru voi jossa-
kin erikoistilanteessa esiintyd, mutta gradia emme kdytid koskaan. Opettele omassa las-
kimessasi tarkistamaan laskimen kulmayksikko-asetus ja tarvittaessa muuttamaan se.
Kokeessa ei nyt viidrdn vastauksen selitykseksi kelpaa, ettd ”Tein kylld kaiken oikein,
mutta laskimessa olikin grad-asetus paalld.”)
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Kuva 3. Tdyden kierroksen kahdeksas osa radiaaneina.

2.1.2 Suorakulmainen kolmio

Suorakulmainen kolmio on koulusta tuttu kolmio, jonka yksi kulma on suora (90°, tai
7/2 rad). Kdytimme seuraavassa melko laajasti vakiintuneita merkintéperiaatteita:

e Kolmion kulmia merkitsemme kreikkalaisin kirjaimin ¢, 3, ¥, jne. Suoraa kul-
maa ei aina merkitd kirjaimella, vaan se merkitiin kuvaan pienelléd neliolla.

e Kolmion sivuja ja sivujen pituuksia merkitsemme tavallisin kirjaimin a, b, c, jne.

e Ensimmiisessd kuvassa kulmaa o vastassa on sivu a, kulmaa 3 vastassa on sivu b
jne. Kun ensimmadisti kuvaa analysoidaan jakamalla kolmioita pienempiin osiin,
joudutaan tistd periaatteesta yleensid luopumaan.

e Suoran kulman kyljet ovat kateetit a ja b, ja suoraa kulmaa vastassa on hypote-
nuusa c.

a+pB = 90°
A = a+
sinae = afc
a cosae = b/c
tana = a/b
cotaw = b/a
-

b

"ig:lasKkolmio Kuva 4. Suorakulmainen kolmio.

Suorakulmaisen kolmion terdville kulmalle méiritellddn seuraavat trigonometriset funk-
Fig:laSKkolmio

tiot (ks kuva @)):
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- . . ) a
Sini = vastainen kateetti jaettuna hypotenuusalla|sina = —
c

.. L . b
Kosini = viereinen kateetti jaettuna hypotenuusalla|cosa = —

. . . D . a
Tangentti = vastainen kateetti jaettuna viereiselld kateetilla | tan o0 = b

Kotangentti = viereinen kateetti jaettuna vastaisella kateetilla | coto = —
a

Funktioiden arvot eivit riipu kolmion suuruudesta. Pienessd ja suuressa suhteet ovat
samat.

Lause 1 (Pythagoran lause) Suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusan pituuden ne-
lio on kateettien pituuksien nelividen summa.

?=a’+ 1

Seuraavassa lauseessa ja tisti eteenpiin muutenkin merkinnilld sin® o tarkoitetaan
lauseketta (sin o)2. Merkintitapa on aiemmin ollut vilttimiton, kun on kisitelty pitki
trigonometrisia sarjakehitelmid. Muussa yhteydessd merkintd tuntuu aluksi epiloogi-
selta, mutta siihen tottuu nopeasti, ja sitd on syytd osata kdyttaa.

Lause 2 (Seuraus Pythagoran lauseesta) Jos Q on terdvdi kulma, niin

2

sin2a+cos o=1.

Perustelu: Tarkastellaan mitd tahansa suorakulmaista kolmiota, jossa kulma o on te-
rdavind kulmana. Nimetdin kolmion sivut ja muut kulmat tavalliseen tapaan. Silloin
a=c-sinx ja b = c-cos o ja Pythagoran lauseen mukaan

a4+ = &

& (c-sina)? +(c-cosa)® = c?
ssin®atcosa = 1. O
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2.1.3 Kolmiolauseet

Tisséd kappaleessa kolmion ei tarvitse olla suorakulmainen, ellei erikseen niin sanota.
Koska kolmiossa voi olla tylppd kulma, sovimme tylpdn kulman sinille ja kosinille
seuraavat sopimukset:

jos w/2 <o < m, niin  sin(o) = sin(7 — ), (2.1)
josm/2<a<m niin cos(t) =—cos(T— ). (2.2)

Lause 3 Kolmion kulmien summa on 7 (eli 180°).

’a+ﬁ+7=w

Perustelu: Kuvan mukaisesti kolmion huipun kautta piirretdin kannan suuntainen suo-
ra. Kun nyt kolmion vasen kylki leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa, ovat syntyvét
ristikulmat yhtidsuuret. Kolmion kantakulmaa o vastaava ristikulma on myds suuruu-
deltaan . Vastaavasti kantakulmaa 8 vastaava ristikulma on my6s suuruudeltaan f3.
Huipun kohdalle syntyvé kolmen kulman summa on oikokulma.

Lause 4 (Seuraus edellisestd) Jos kolmiossa on tylppd kulma (> 1 /2), niin muut kaksi
kulmaa ovat terdviii (< 1 /2).

Lause S Kolmion ala on puolet kahden sivun pituuksien ja niiden vdilisen kulman sinin

| .
Th:kolmionala\ tulosta. (Kaavana: A= 5-b-c-sina.)

h hob A:%bcsina

Perustelu: Kuvan mukaisesti kolmion huipun kautta piirretddn kannan suuntainen suo-
ra. Piirretyn suoran ja kannan vilinen etdisyys on kolmion korkeus 4. Olkoon o kannan
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¢ jakyljen b vilinen kulma. Silloin kolmion korkeus on 4 = bsin(¢t). Kolmion pinta-ala
on puolet kannan ja korkeuden tulosta, eli

1 1
A= ECI’Z = EbCSin(X.

Lause 6 Sinilause:
a b c

sin o smﬁ siny’

ITh:kolmionala
Perustelu: Lauseen |g| mukaan kolmion kaksinkertainen pinta-ala voidaan laskea seu-

raavilla tavoilla: bcsino = acsinf3 = absiny. Viite seuraa, kun lausekkeet jaetaan
abc:1la ja siirrytiddn kidnteislausekkeisiin. 0

Lause 7 Kosinilause:
¢ = a? +b*—2abcosy.

Perustelu:

hoa §
S\7
b
Tapaus: " Terava ~” Tapaus: " Tylppa v”
b—u=acosy 5§ = —acosvy

Y114 olevien kuvien merkinnoin:

Jos ¥ on terdvi, niin

2 = h2+u2
= a*—(b—u)*+u?
= a*—b*+2bu

a>+b* —2b(b—u)
= a’+b*—2abcosy

Jos 7 on tylppd, niin

= K+ (b+s)?
a? — s>+ (b+5)?
= a*+b*+2bs
= a2+b2—2abcosy
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2.1.4 Trigonometriset funktiot

Edelld kulma « oli suorakulmaisen kolmion terdvé kulma, joten tihidn mennessi sin o,
cos o, tan & ja cot & on médritelty vain, kun 0 < o < /2. Seuraavaksi méirittelemme,
mité sin(x), cos(x), tan(x) ja cot(x) ovat, kun x on miki tahansa reaaliluku (x € R). Ti-
min kappaleen merkinnit (x ja sulut sen ympirilld) korostavat trigonometristen funk-
tioiden funktio-luonnetta. Myohemmin x korvautuu taas muilla kirjaimilla ja sulut jda-
vit pois.

SINL() fevereeeeeeess :F(Cm, 5z) = (cos(x),sin(z))
cos.(a,;) ¢

Kuva 5. Kulman x kehiépisteen koordinaatit.

Piirretddn (c,s)-koordinaatisto ja sen paille origokeskinen yksikkoympyrd. c-akseli
osoittaa vaakasuoraan oikealle ja s-akseli osoittaa ylospdin. (Kdytimme nyt c- ja s-
akseleita, koska muuttuja x on varattu kulmalle.) Piirretddn koordinaatistoon yksik-
koympyri ¢ + s> = 1 ja piirretizn koordinaatistoon 0-kulma niin, etti kulman kirki on
origossa ja kulman kumpikin kylki on positiivisella c-akselilla. Avataan kulmaa kéén-
tamalld vasenta kylked niin, ettd vasemman kyljen ja ympyrén kehén leikkauspiste, eli
kehépiste, litkkuu kehéa pitkin positiiviseen suuntaan matkan x. Silloin kulman suuruus
on x radiaania.

Kulman vasen kylki leikkaa yksikkdympyrin kehidn kehd-pisteessi (cy,sy). Kehépis-
teen s-koordinaattia sanomme kulman x siniksi, ja kdytdmme sille merkintdi

sinx,

ja kehdpisteen c-koordinaattia sanomme kulman x kosiniksi, ja kdytimme sille mer-
kintidd
COSX.

Sinin arvo, eli kehipisteen s-koordinaatti, ja kosinin arvo, eli kehédpisteen c-koordinaatti,
riippuvat kulman suuruudesta x. Ndin saamme funktiot

x+—sin(x), ja x> cos(x).



laFig:SinCos
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Funktioiden sin(x) ja cos(x) arvot on nyt midritelty kahdella erilaisella tavalla: (1)
kiyttden suorakulmaista kolmiota ja (2) kédyttaen yksikkoympyrdd. Kun kulma x on te-
rivi, eli 0 <x < 7/2, niin kumpikin médritelmé antaa saman arvon sinille, ja kumpikin
maiiritelmi antaa saman arvon kosinille.

Yksikkdympyrin avulla sinille ja kosinille saadaan arvot my®os silloin, kun x on suu-
rempi kuin suora kulma. Silloin kehépiste kulkee kehilld enemmin kuin neljinnes-
kierroksen. Kulma x voi olla miten suuri tahansa. Tarvittaessa kehipiste kiertdd kehédn
vaikka useampaan kertaan kulkiessaan matkan x. Kulma x voi myds olla negatiivinen.
Silloin kehipiste ldhtee liikkeelle pdinvastaiseen suuntaan, myotapaivain.

Nyt voimme sanoa, etti sini- ja kosinifunktiot on mééritelty kaikilla x:n reaaliarvoilla.
llaFig:SinCos

Kuvassa |6]on Tunktioiden kuvaajat. Samoin voimme médritelld tangentti- ja kotangent-
tifunktioiden arvot

tan(x) =

sin(x)/ cos(x),
(x)/ sin(x),

Tangantln ja kotengentm arvoja emme siis méirittele kaikilla x:n reaaliarvoilla. Kuvas-
a 19 anCot

sa[/[on ndiden Tunktioiden kuvaajat.

kunx #7m/2+n- 7, ja

cot(x) = cos kunx #n- 7.

sin(z)

Kuva 6. Sini- ja kosini-funktioiden kuvaajat.

Kun kulmaa kasvatetaan arvosta x arvoon x + 27, kulmaa vastaava kehépiste kiertda
yhden tidyden kierroksen ja lopussa kehipiste on samassa paikassa, josta se ldhti. Siis

sin(x+2m) =sin(x), ja cos(x+27m) = cos(x). (2.3)

Sanomme, ettd sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, perusjaksona 27z. My0s perusjak-
son kokonaislukumonikerrat ovat jaksoja (sin(x+n - 27) = sin(x)). Tangentti ja kotan-
gentti ovat jaksollisia perusjaksona 7.
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tan(z) cot(x)

laFig:TanCot Kuva 7. tangentti- ja kotangentti-funktioiden kuvaajat.

Yksikkdympyrin avulla on helppo nihdé, ettd myos seuraavat kaavat ovat tosia kaikilla
x:n arvoilla:

—1 <sin(x) <1, ja —1<cos(x) <1, (2.4)
( ) ja  cos(—x) = cos(x), (2.5)
sin(7 — x) = sin(x), ja cos(mr—x)=—cos(x). (2.6)
(/2 —x)=cos(x), ja cos(m/2—x)=sin(x). .7)

i gEq03 . .. . . . . . .
Kaavan @%(_ociﬁalla sanomme usein, ettd sinifunktio on parltonE] ja kosinifunktio on

inTyl
parllhneng I%aava merkitsee samaa, kuin aiemmin tekemidmme sopimukset (E‘i )
os

ja (2.2). Sopimukset olivat siis viisaasti valitut (ainoat jarkevit). Usein tarvitsemme

summakulman sinin ja kosinin kaavoja:

sin(x£ty) = sin(x)cos(y)=+cos(x)sin(y) (2.8)
cos(x+y) = cos(x)cos(y)Fsin(x)sin(y) (2.9)

Trigonometrisille funktioille voidaan keksid paljon kaavoja, joita emme nyt ryhdy luet-
£ . . . . \Sepc:%atS*ea:t:Kgﬁifgat.Triq yrynay
telemaan. Kaavat 10ytyvit kaava-liitteestd 77 sivu 1777.

2.1.5 Arcus-funktiot

Sini- ja kosinifunktiot ovat jatkuvia, mutta eivdt monotonisia. Siksi niilld ei ole kidédn-
teisfunktiota (yleisessd merkityksessd). Kun sinifunktion méérittelyjoukko rajoitetaan

ZParittomalle funktiolle on voimassa f(—x) = — f(x). Tdmi on tyypillisti parittomalle potenssifunk-
tiolle, kuten f(x) = x°.

3Parilliselle funktiolle on voimassa f(—x) = f(x). Tidmé on tyypillisti parilliselle potenssifunktiolle,
kuten f(x) = x%.



A Fig:SinArcsin
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viliksi [, = [-7/2+n-w,w/2+ n- x], niin sinin kddnteisfunktio 16ytyy. Kun kosi-
nifunktion méirittelyjoukko rajoitetaan véliksi J, = [0+ n- 7,7 + n - 7], niin kosinin
kadnteisfunktio 16ytyy.

Tangenttifunktio on ep#jatkuva kohdissa x = /2 + n- 7, mutta se on monotoninen
(kasvava) vileilld [,,. Kotangenttifunktio on epéjatkuva kohdissa x = n - 7, mutta se on
monotoninen (vahenevi) vileilld J,,.

Mairitelma 8 Tdissd luentosarjassa mddrittelemme funktiot arcsin, arccos, arctan ja
arccot vdleille I = [—%,%] ja Jo = [0,n] rajoitettujen trigonometristen funktioiden
kddnteisfunktioina seuraavasti:

funktio kddnteisfunktio

sin: [-7,%] = [-1,1] | arcsin: [-1,1] = [-7,7]
cos: [0,m] — [—1,1] | arccos:[—1,1] — [0, 7]

tan : [—7,—] —R arctan : R — [-7, 7]
cot: [0, 7] — arccot : R — [0, 7]

Usein kirjoissa kdytetddn arcus-funktioiden paikalla kdédnteisfunktio-merkintii (arcsin ~
sin~!). Tami on oikein ja perusteltua, jos kirjassa on trigonometriset funktiot méri-
telty kompleksimuuttujan kompleksiarvoisina funktioina. Silloin funktioteorian ja Rie-
mannin pintojen avulla kiinteisfunktio voidaan mééritelld hyvin. Tdssd kurssissa ei ki-
sitelld Riemannin pintoja joten sovimme, ettd tissd materiaalissa arcsin ja arctan saavat
arvon vililtd [—7, 7] ja arccos ja arccot saavat arvon vililti [0, 7r].

a = arcsin(y)

Kuva 8. Sini- ja arcus-sini -funktioiden kuvaajat.

Esimerkki 9 Laske pisteiden Py = (2,1), P, = (—1,2), Py = (—2,—1) paikkavektorei-
den ja x-akselin vdliset kulmat.



Fig:

CosArccos

Fig:

TanArctan
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y = cos(a) a = arccos(y)

Kuva 9. Kosini- ja arcus-kosini -funktioiden kuvaajat.

Y

Periaatteessa tehtdvi on helppo, silld

tan oy, = Yk = oy, = arctan ()ﬁ) +n-T.

Xk Xk

Nyt tulee laskijan kuitenkin muistaa, ettd laskin antaa arctan-funktion arvon aina vdilil-
ti —m/2 < o < /2, joten laskijan tulee lisdtd laskimen antamaan kulmaan @ laskies-
saan kulmia oy ja oz mutta ei tule lisdtd laskimen antamaan arvoon mitddn laskiessaan
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a = arccot(y)

KotanArckotan Kuva 11. Kotangentti- ja arcus-kotangentti -funktioiden kuvaajat.

kulmaa oy. Siis

1
0 = arctan <§)

2
oy = arctan <—) + 7 =2.03444(rad) = 116.565°

0.46365(rad) = 26.565°

oy = arctan (— + 7w = 3.60524(rad) = 206.565°

Johtopdidtos esimerkin perusteella

[ arctan(y/x), kun x > 0,
| arctan(y/x)+m, kunx<O.

2.2 Pisteet ja vektorit suorakulmaisissa koordinaatistoissa

Sec:SKKoordSys‘

Opiskelija on jo koulussa késitellyt tason ja avaruuden koordinaatistoja, mutta koulussa
asia yleensd yksinkertaistetaan ddrimmilleen niin, ettd syntyy mielikuva siité, ettd on
olemassa vain yksi koordinaatisto.

Tavallinen tason (x,y)-koordinaatisto

Koordinaatisto asetetaan siten, ettd x-akseli on vaakasuora, asteikko kasvaa oikealle, ja
y-akseli on pystysuora, asteikko kasvaa ylospdin. Akselit ovat siis kohtisuorassa. Ak-
selit leikkaavat asteikkojen nollakohdissa. akselien leikkauspistettd sanomme origoksi.

Jos tason pisteen P kautta piirretty pystysuora leikka x-akselin kohdassa xp, ja pisteen
P kautta piirretty vaakasuora leikka y-akselin korkeudella yp niin sanomme, ettéd pis-
te on kohdassa xp korkeudella yp ja merkitsemme P = (xp,yp). Janaa, joka yhdistda
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Y
P = (IP7yP)
yp |----- -
‘ Tp x

Kuva 12. Pisteen koordinaatit tasossa.

pisteet P ja Q merkitsemme kirjainparilla, jonka pilld on viiva, PQ. Kun janalle anne-
taan suunta (P:std Q:hun), saamme suuntajanan PQ). Tarkasti tulkittuna suuntajalla on
pituus, suunta ja paikka.

Vektorilla on pituus ja suunta. Kun piirrdimme vektorin, niin piirrimme suuntajanan,
jolla on sama pituus ja suunta kuin vektorilla. Sanomme, ettd miki tahansa suuntajana,
jolla on sama pituus ja suunta kuin vektorilla, edustaa vektoria. On tapana sopia nimet
koordinaattiakselien suuntaisille yksikkdvektoreille:

vektori pituus suunta
1 x-akselin suunta

i
j 1 y-akselin suunta

Suuntajanan pituus ja suunta on helppo esittidd yksikkbvektoreiden? jaj avulla:

"a oikealle jab ylos” = a-i+b-j

Kuva 13. ”Kolme oikealle ja kaksi ylos”.

Kun tieddmme suuntajanan piitepisteiden koordinaatit, niin suuntajanan pituus ja suun-
ta saadaan samalla tavalla

—

1@ = (xg—xp)-1+ (o —yp)-]



1:CosGammaTaso
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T

-

P@ = (xQ — $P>T+ (yQ —Yp)]

Kuva 14. Suuntajanan pituus ja suunta.

Pisteen P = (xp,yp) paikkavektoria 7p edustaa suuntajana origosta O pisteeseen P, eli
7o = OP = xpi + ypi.

Kahden vektorin, d ja b, summa G+ b konstruoidaan piirtden siten, ettd ensin piirretddn
jokin vektoria d edustava suuntajana Fé, sitten piirretdin pisteestd Q alkava vektorin b
edustaja QR. Nyt suuntajana P7>€ edustaa summavektoria @ + b.

PR=PQ+QR

Lause 10 Tuson vektorin d = ai + ay]' pituus |d| voidaan laskea lausekkeesta
jd| = \/az +a3.

Perustelu: Kun piirramme vektorille @ origosta alkavan edustajan, syntyy luonnollisel-
la tavalla suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusan pituus on sama kuin vektorin
pituus ja kateettien pituudet ovat |a,| ja |a,|. Viite seuraa nyt Pythagoran lauseesta. [

Lause 11 Kaksi tasovektoria @ = a,i+ ayj ja b=bi+ byj ja niiden vdlinen kulma y
toteuttavat yhtdlon
axbyx +ayb,

cosy = —
jal |b]
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Perustelu: Piirretdén vektoreille origosta alkavat edustajat. Olkoon edustajien loppu-
pisteitd yhdistdvén janan pituus c. Kosinilauseen mukaan:

)
b . A = a®>+b* —2abcosy
b a (az —by)* + (a, —b,)* = a2+ az + b2 + b2 — 2abcos vy
a —2a,b, — 2a,b, = —2|a||b|cosy
| T 0

Lause 12 (a) Jos tasovektoria G = a,i + ayj kierretddn origon ympdri positiiviseen
kiertosuuntaan kulman o verran, niin kierretty vektori on

H b

Gror = (cos(a) - ax —sin(et) - ay)i+ (sin(ar) - ax +cos(a) - ay)].

(b) Jos tasovektoria G = ayi+ayj kierretddin origon ympdri positiiviseen kiertosuuntaan
kulman /2 verran, niin kierretty vektori on

drot = —dyl+ay].

Perustelu: (a) Olkoon vektorin @ pituus r ja vektorin ja x-akselin vilinen kulma ¢,
jolloin a, = rcos @ ja a, = rsin @. Nyt kierretty vektori on

=
Arot

drot = 71 cOs(a+ @) i4r sin(a + go)f
= r(cosacosyp — sinasin p)i
+r(sin av cos ¢ + cos asin ) j

= (cosa-a, —sina-a,)i+ (sina-a, +cosa-ay)]

(b) Seuraa suoraan a-kohdasta, kun o0 = 7 /2. ]

Konkreettisen tason (x,y)-koordinaatisto

Jatkossa monen esimerkin ratkaisu alkaa silld, ettd asetetaan koordinaatisto, jossa las-
kut ja analyysit tehdddn. Koordinaatisto siis valitaan tehtdviin sopivalla tavalla. Edel-
lisessd kappaleessa koordinaattiakselien suunnat olivat “oikealle” ja “’ylos”. Télld va-
linnalla saatiin aikaan se, ettd kun ensimmaisen koordinaattiakselin suuntaista vektoria
k#dnnetidn positiiviseen kiertosuuntaan (vastapiividn) kulman 7 /2 verran, niin kéin-
netty vektori on toisen koordinaattiakselin suuntainen.

Kun varustamme tason suorakulmaisella koordinaatistolla, valitsemme neljd ominai-
suutta
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1. Origo. Piste, jossa koordinaattiakselit leikkaavat.
2. x-akseli.

3. y-akseli, joka on kohtisuorassa x-akselia vastaan ja saadaan x-akselista kiertimal-
14 kulman /2 verran positiiviseen kiertosuuntaan.

4. Akselien asteikko. Akseleilla tulee olla samat asteikot. Asteikkojen nollakohdat
ovat origossa.

Edelld kohta 3 sisiltdd aidon valinnan, silld suunnistus riippuu siitd, miltd puolelta kat-
somme tasoa. Jos avaruusaseman kaksi astronauttia ovat korjaamassa aurinkopaneelia,
ja ovat eri puolilla paneelia, niin he ovat perustellusti eri mieltd suunnistuksesta. Suun-
nistus riippuu siitd, miten valitsemme tason yli- ja ala-puolen.

Tavallinen avaruuden (x,Yy, z)-koordinaatisto

Aloitetaan koordinaatiston konstruointi siten, ettd katsoja on kyykyssé ja origo on kat-
sojan edessd. x-akseli on vaakasuora katsojaan piin, y-akseli on vaakasuora oikealle
(kohtisuorassa x-akselia vastaan), ja z-akseli osoittaa ylospdin (kohtisuorassa seki x-
akselia ettd y-akselia vastaan). Tamin jilkeen katsoja nousee seisomaan ja ottaa aske-
len oikealle, ja piirtdd kuvan nidkemdstidin. Se, ettd katsoja muutti hieman asentoaan,
saa x-akselinkin nikymé&in kuvassa hyvin.

z

Zp.

yp

Kuva 15. (x,y, z)-koordinaatisto.

Samoin kuin edelld mééritelldin koordinaattiakselien suuntaiset yksikkovektorit

Lisai esi-
merkki



Vaasan yliopiston julkaisuja 28

vektori pituus suunta

1 1 x-akselin suunta
j 1 y-akselin suunta
k 1 z-akselin suunta

Olkoon P avaruuden miké tahansa piste. Piirretddn pisteen P kautta pystysuora (vek-
torin K suuntainen suora), joka leikkaa (x,y)-tason pisteessi Py, = (xp,yp,0). Piste Py
on pisteen P kohtisuora projektio (x,y)-tasoon. z-koordinaatti kertoo, miten korkealla
P on (x,y)-tasosta. zp on plus-merkkinen, jos P on (x,y)-tason yldpuolella, ja miinus-
merkkinen, jos P on (x,y)-tason alapuolella. Nyt on selvii, ettd

— —
OP —zpk = OPy

@W)—ZPE = xPT+ij
@ﬁ = XPT+YP3)+ZPE

Z z
OP=3-T+4-J+5-k 0
i+ P = (3,4,5) P__~
k
k
_,fr E Y Y
AN PO = PO+ 0Q
A I I = TQ—1Tp
T Xz

Kun piirrdmme pisteestd P vaakasuoran janan z-akselille, niin janan akselin puoleinen
padtepiste P, = (0,0,zp) on pisteen P projektio z-akselille.

Edelld sanoimme (x,y)-tasoa vaakasuoraksi ja z-akselia pystysuoraksi. Tdméi helpot-
taa kuvion ndkemistd, mutta ei ole mitenkddn valttimitontda. Akselit ovat tdysin tasa-
arvoiset. Samalla tavalla kuin edelli piste projisoitiin (x,y)-tasoon ja z-akselille, piste
voidaan my®s projisoida (y,z)-tasoon ja x-akselille, tai (z,x)-tasoon ja y-akselille.

Edelld konstruoitu koordinaatisto on esimerkki positiivisesti suunnistetusta koordinaa-
tistosta. Suunnistuksen positiivisuuden voi testata ns. “oikean kiden sddannolla”:

Aseta oikean kidden peukalo, etusomi ja keskisormi likimain kohtisuoraan
toisiinsa nidhden. Jos nyt pystyt kidintaméin kétesi niin, ettd peukalo on
x-akselin suuntainen, etusormi on y-akselin suuntainen, ja keskisormi on
z-akselin suuntainen, niin koordinaatisto on positiivisesti suunnistettu.
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Jos koordinaatisto on positiivisesti suunnistettu, niin kahden koordinaattiakselin méa-
rddmin tason suunnistus saadaan myos oikean kiden avulla:

Olkoon (x,y,z)-koordinaatisto positiivisesti suunnistettu. Jos asetat oikean
kidden sormet ’peukutus-asentoon” ja asetat peukalon z-akselin suuntaisek-
si, niin muut sormet niyttivit (x,y)-tason positiivisen kiertosuunnan. Jos
asetat peukalon x-akselin suuntaiseksi, niin muut sormet ndyttévit (y,z)-
tason positiivisen kiertosuunnan. Jos asetat peukalon y-akselin suuntaisek-
si, niin muut sormet néyttivit (z,x)-tason positiivisen kiertosuunnan.

Lause 13 (1) Vektorin d = ad+ aﬁ—l— ay} pituus saadaan lausekkeesta

|d| = \/ a3+ a3 +a2.

(2) Olkoon P = (xp,yp,zp) ja Q = (x0,Y0,20) kaksi pistettd. Pisteiden P ja Q etdiisyys,

eli janan PQ pituus, eli suuntajanan I@ pituus saadaan lausekkeesta

[PQ| = \/(XQ —xp)>+ (yo —yp)* + (20 — 27)*.

Perustelu: (1)

z
a= @ = axf—l— aJ—i— aZE
P = (ay,ay,a,) P
a.k
) v 0 P,
— P, = (az, ay,0)
ay]

Vektori OPy, on vaakasuora ja vektori Py, P on pystysuora. Ne ovat siis kohtisuorassa.
Kun kopioimme kolmion AOP,,P kuvatasoon, syntyy suorakulmainen kolmio, jolle
Pythagoran lauseen nojalla on voimassa

5P 4 (PP
|0?|2 = |OPy* +|PyPP
& la? = (a)zc—f—ai)—kag.

(2) Seuraa kohdasta (1). U]
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Lause 14 Kaksi avaruusvektoria d = a{f—I— ayJ7+ aZE ja b= b;f—# bﬁ—l— bZE Jja niiden
vdlinen kulma 7y toteuttavat yhtdlon

axby +ayby +a;b,

cosy = ——
jal|b]

Perustelu: Piirretdén vektoreille origosta alkavat edustajat. Olkoon edustajien loppu-
pisteitd yhdistdvén janan pituus c. Kosinilauseen mukaan:

¢t = a®+b*—2abcosy
(ax—bx)*+ (ay—by)*+ (a; —b;)* = ai+aj+a;+b;+b;+b>—2abcosy
—2ayby —2ayby —2a:b—z = —2|d |b| cosy

OJ

Avaruusvektorin kiertiminen yleisesti kisitelldin myohemmin, kun olemme ensin saa-
neet sopivia tyOkaluja kdyttoon. Jos voimme valita yhden koordinaattiakselin kiertoak-
selin suuntaiseksi, niin tehtdvi helpottuu ja osaamme kuvata kierron helposti

Lause 15 (a) Jos avaruusvektoria d = a1+ a,j + a:k kierretdcdn z-akselin ympdiri po-
sitiiviseen kiertosuuntaan kulman Q verran, niin kierretty vektori on

dror = (cos(t) - ay —sin(et) - ay)i+ (sin() - ay +cos(a) - ay)j + azk.
(b) Jos tasovektoria d = a,i+ ayj + a;K kierretddin z-akselin ympdri positiiviseen kier-
tosuuntaan kulman w /2 verran, niin kierretty vektori on

Gror = —ayi+axj+azk.

Konkreettisen avaruuden (x,y, 7)-koordinaatisto

Fysiikan laskuissa usein suunnat ”vaakasuora” ja ”pystysuora” ovat luonnollisia ja on-
gelmattomia. Aina ndin ei kuitenkaan ole ja joskus laskut helpottuvat, kun akselien
suunnat valitaan tilanteeseen sopivasti. jatkossa kuitenkin odotamme aina, ettd valitut
akselit ovat keskendédn kohtisuorassa ja muodostavat positiivisesti sunnistetun koordi-
naatiston.

Kun varustamme tilan suorakulmaisella koordinaatistolla, valitsemme taas neljd omi-
naisuutta
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1. Origo. Piste, jossa koordinaattiakselit leikkaavat.
2. x-akseli.

3. y-akseli, joka on kohtisuorassa x-akselia vastaan. z-akseli middrdytyy nyt siiti,
ettd se on kohtisuorassa sekid x- akselia ettd yakselia vastaan, ja kaikki akselit
yhdessd muodostavat positiivisesti suunnistetun koordinaatiston. (Kun siis x- ja
y-akselit on valittu, niin z-akseli madrdytyy niistd, eikd sen suhteen enii ole va-
linnan mahdollisuuksia).

4. Akselien asteikko. Akseleilla tulee olla samat asteikot. Asteikkojen nollakohdat
ovat origossa.

Edelld kohta 3 sisdltdd enemmaén vaihtoehtoja kuin tason tapauksessa. Lisidi esi-
merkKki.

2.3 Fysiikan voima-vektori

Sec:ForceVec\

Voiman vaikutus massapisteiden liiketilaan ja kiinteiden rakenteiden jinnityksiin, on
luonnon ilmid, jota opitaan kdsitteleméén fysiikan kursseilla. Tdssd materiaalissa voi-
maa kisitelldsin vain siind médrin kuin se on tarpeen vektorilaskujen temiseksi sovel-
lusesimerkeissa.

Voimalla on kolme ominaisuutta

1. Voimalla on suuruus f joka mitataan Newtoneissa.
2. Voimalla on suunta, joka on helpointa ilmaista yksikkovektorilla €.

3. Voimalla on vaikutuspiste.

Tavallisesti vaikutuspiste tiedetdin ja laskuissa tarvitaan voiman suuruutta ja suuntaa,
joka esitetddn voima-vektorina

F=f-é
Kun voimavektori F tiedetdén, niin voiman suuruus on f = |F| ja voiman suunta on
¢ = f~'F, mutta vaikutuspiste ei sisilly merkintizn.

Esimerkki 16 Huoneen pohjoisseindidn kiinnitetddn kiinnitysrengas 1,85m luoteis-
nurkasta ja 2,13 m lattiasta. Toinen kiinnitysrengas kiinnitetdicin linsiseindidn 2,52 m
luoteisnurkasta ja 1,05m lattiasta. Renkaisiin kiinnitetddn vaijeri, joka kiristetddn
niin, ettd kiristysvoima on 135,0N. Arvioidaan, ettd vaijerin pdditepiste on 8 mm seindn
tasosta. Mddiritd ldnsiseindidn vaikuttavan voiman vektori.
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Ratkaisu: Asetetaan koordinaatiston origo lattian luoteisnurkkaan, x-akseli ldnsisei-
nén lattialistaa pitkin, y-akseli pohjoisseindn lattialistaa pitkin, z-akseli ylospédin pitkin
nurkkaa.

Vaijerin péitepisteiden koordinaatit ovat

P = (2.520; 0.008; 1.050),
Q = (0.008; 1.850; 2.130).

-

@ _ (xg—xp)i+(vo—yp)i+(zo—2zr)k

Z = —
POl V/io—x) + (o —yp) 2+ (20— 2p)?
_ —2.512i+1.842j+ 1.080k
V/(—2.512)2 + 1.8422 1 1.0802
= —0.761931+0.55871] + 0.32758k
F = 135.0N-(—0.76193i +0.55871j +0.32758Kk)

= —102.9N-1+7543N-j+44.22N -k

Esimerkin laskut voidaan tehdd Octavella seuraavasti:

octave:1> P [2.520; 0.008; 1.050];
octave:2> Q [0.008; 1.850; 2.130];
octave:3> PQ = Q-P

PQ =

-2.5120
1.8420
1.0800

octave:4> e = PQ/norm (PQ)
e:
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-0.76193
0.55871
0.32758

octave:5> F = 135.0x*e
F:

-102.860
75.426
44.223

Esimerkki 17 Tarkastellaan kappaletta, jonka massa on 7,50kg. kappale on vaaka-
suoralla alustalla. Kappaleen ja alustan vilinen tdysin kehittyneen lepokitkan kitka-
kerroin on 0,6 (kumi—mdrkd asfaltti). Kappaleeseen vaikuttaa voima F = Fe, Jjonka
suunta muodostaa 20° kulman vaakatason kanssa. Miten suuri tulee voiman olla, jotta
kappale lihtee liikkeelle.

Q2

Kuva 16. Kappale vaakasuoralla tasolla.

Kuvaan (ﬁ%}/ kappaleeseen vaikuttavia voimia: G kappaleen paino, T alus-
tan tukivoima, F kappaleeseen vaikuttava ulkoinen voima, ﬁu kappaleen liikettd vastus-
tava kitkavoima. Koska muut voimat ovat joko pystysuoria tai vaakasuoria, kannattaa
my0Os voima F jakaa vaakasuoraan ja pystysuoraan komponenttiin.

F = Fcos20°-1+Fsin20° -k.
:ﬁx :ﬁz
Paino on

- m - -
G=9.81 57,50k (k) = ~73,575N -k

Pystysuorien voimien summa on nolla, joten

T+G+F, = 0
sT = —G—Fsin20°-k
& T = (73,575N—Fsin20°)k
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Lepokitka-voiman suuruus on enintédén 0.6 - |T’|, joten kappale ldhtee liikkeelle, jos

|F| > 0.6-|T|
< Fcos20° > 0.6-(73,575N — Fsin20°)
< F(c0s20°+0.6-sin20°) > 0.6-73,575N
eF > 0.6-73,575N —38,6N.

c0s20° +0.6-sin20°

Vastaus: Koska kitkakerroin tiedetdéin melko epétarkasti, niin tdsméllistd raja-arvoa ei
voida ilmoittaa. Annettujen arvojen perusteella voidaan sanoa, ettd voiman tulee olla
noin 39 N, jotta kappale lidhtee liikkeelle. [

Edelld voiman jakaminen vaakasuoraan ja pystysuoraan osaan oli oleellista ja myos
helppoa. Jatkossa joudumme jakamaan voiman tason suuntaiseen ja tasoa vastaan koh-
tisuoraan komponenttiin, kun taso ei ole vaakasuora. Tdhin on olemassa helpot tyoka-
lut, joita ryhdymme seuraavaksi opettelemaan.

2.4 Pistetulo ja ristitulo

Téssd kappaleessa médrittelemme kaksi vektoreille méériteltyd tuloa; pistetulo ja risti-
tulo.

Miiritelmit ja erilaiset tulojen ominaisuudet saattavat tuntua, sekavalta kokonaisuu-
delta. Koko timin kappaleen ajan pidi kirkkaana mielessé se ero, ettd kahden vektorin
pistetulon arvo on luku, ja kahden vektorin ristitulon arvo on vektori.

Esimerkki 18 Olkoon @ =21+ 3] — 4K, ja b =1+2]j+ 3K. Silloin
a-b = —4, (2.10)
= 17i—10j+k. 2.11)

S YRS
I

a x

Pian opimme laskemaan pistetulon ja ristitulon. Sitten voit palata tdhidn esimerkkiin
ja tarkistaa laskut. Nyt on tirkeintd ymmartad, ettd tulot antavat tiysin eri tyyppiset
tulokset.

Viimeistidin tdssd vaiheessa tulee mairitelld, mitid tarkoitamme kahden avaruusvektorin
viliselld kulmalla. Olkoon & ja b kaksi avaruusvektoria. Piirrimme vektoreita edusta-
vat origosta alkavat suuntajanat d = 54> jab= 0? Piirrdimme vield origosta alkavan ja
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S04A

Kuva 17. Kahden avaruusvektorin vilinen kulma.

pisteen A kautta kulkevan puolisuoran spy4 ja origosta alkavan ja pisteen B kautta kulke-
van puolisuoran spp. Puolisuorat leikkaavat r-séteisen origo-keskisen pallon pisteissd
A’ ja B'. Leikkaamme kuvion tasolla, joka kulkee pisteiden O, A’, ja B’ kautta.

HLaFig:VecAngle . . . L. . .
Kuvassa [I'7[on piirretty syntyvi leikkauskuvio. Merkitéin b:11d pisteitd A’ ja B’ yhdis-

tavin lyhyemmin kaaren pituutta. Leikkauskuvaan syntyvi kulma

y=/A'OB' = ZAOB = [Z(rad)
r

on vektoreiden vilinen kulma. Konstruktiosta seuraa, ettd 0 < vy < 7. Jos ¥ = 0, niin
vektorit ovat samansuuntaiset. Jos ¥ = 7, niin vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.

Monessa sovellustilanteessa vektorin avulla ilmaistaan suoran suunta. Siksi on tapana
sanoa, ettd jos pisteiden O ja A kautta piirretty suora, ja pisteiden O ja B kautta piirretty
suora ovat yhdensuuntaiset, niin myos vektorit ovat yhdensuuntaiset. Tdma tarkoittaa
sitd, ettd vektorit ovat yhdensuuntaiset, jos ne ovat saman- tai vastakkaissuuntaiset.

Kiaytdmme jatkossa seuraavia merkintoja:

artt B, jos vektorit ovat samansuuntaiset,
atl B, jos vektorit ovat vastakkaissuuntaiset,
@| b, jos vektorit ovat yhdensuuntaiset,

ZiJ_B, jos vektorit ovat kohtisuorassa.

Mairitelmi 19 Olkoon d ja b kaksi tason (tai avaruuden) vektoria ja olkoon y =
£(@,b) niiden viilinen kulma. Vektoreiden @ ja b pistetulo @- b on reaaliluku

a-b=1al|b| cosy.
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Kaksi vektoria ovat siis kohtisuorassa, jos niiden vilinen kulma on 7/2 (90°) tai ai-

nakin toinen vektoreista on nollavektori. Pistetulon arvo voidaan
perusteelle seuraavasti:

laskea koordinaattien

Lause 20 (/) Olkoon d = a{f—k ayj ja b= b,;f—# by} kaksi tasovektoria. Silloin

-

a-b=acb;+ayb,.

(2) Olkoon @ = axi+ ayj'—l— aZE ja b=b,i+ bﬁ—l— bZE kaksi avaruusvektoria. Silloin

d-b=ayb,+ ayby +azb,.

ITh:CosG

fimaCPasmmmaTaglh : CosGammaAvart

Pemstelu (1%
(sivu lj_])

ammaAvaruus

Octavessa on pistetulon laskemiseen funktio dot (vecl, vec2
ensin esitelldédn vektorit, ja sitten lasketaan vektoreilla. Esimerkin
Octavella seuraavalla tavalla:

Suora seuraus miéritelmistd ja lauseesta |T1] (sivu [23)) ja Tauseesta |14

0J

} Pglgzliate on se, etti
pistetulo lasketaan

octave:1> a= [2; 3; -471;
octave:2> b = [1; 2; 371;
octave:3> ptulo = dot (a,b)

ptulo -4

Pistetulo on siis helppo laskea koordinaattien avulla, vaikka emme tietdisikdédn vekto-
reiden vilistd kulmaa. Kaksi pistetulon ominaisuutta tulee esiin varsin usein:

1. Kaksi vektoria, d ja b ovat kohtisuorassa jos ja vain, jos niiden pistetulo on nolla.

Glbed-b=0.

2. Vektorin pituuden nelid on sen pistetulo itsenséd kanssa.

| -

a|2

U

=a-

-

Miaéritelmi 21 Olkoon d ja b kaksi avaruuden vektoria Jja olkoon y = /(d,b) niiden

villinen kulma. Vektoreiden d ja b ristitulo @ x b on vektori, jonka pituus on

@ x b| = [dl|B] siny,

Jja suunta mddrdytyy seuraavasta kolmesta ehdosta

1. vektorit d ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
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2. vektorit b ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,

—

3. vektorit a, b ja d x b (tdssd jirjestyksessd!) muodostavat positiivisesti suunniste-
tun systeemin. EI

Mairitelméssd siis viitataan vektoreiden pituuksiin ja niiden viliseen kulmaan. Jos
voimme valita koordinaatiston sopivasti, niin ristitulo voidaan rakentaa kuin lankkuai-
ta. Aina ei ole jiarkevid kiyttdd montaa koordinaatistoa samassa laskussa, ja seuraava
konstruktio jddkin siksi erikoisuudeksi, jota vihédn kdytetddn. Sen avulla on kuitenkin
helppo osoittaa ettd ristitulo noudattaa osittelulakia, mika edelleen avaa meille kaavat,
joilla ristitulon lasku voidaan tehdé vektoreiden koordinaattien avulla helposti.

Lause 22 Olkoon d ja b kaksi avaruuden vektoria Jja olkoon y = Z(d, l;) niiden vdli-
nen kulma. Asetetaan koordinaatisto siten, ettd z-akseli on vektorin d suuntainen. x- ja
y-akselit voidaan valita vapaasti, kuitenkin siten ettd syntyvd koordinaatisto on suora-
kulmainen ja positiivisesti suunnistettu. Olkoon vektoreiden esitykset tdissd koordinaa-
tistossa

= ldlk,

= byi+byj+b.K=0P.

Sl

Ristitulo @ x b voidaan nyt konstruoida kolmella askelella seuraavasti:

1. Projisoidaan P koordinaatiston (x,y)-tasoon. Projektiopiste on Py, = (by,by,0)

Jja suuntajanan OPyy pituus on |b|siny.

2. Kierretdiidin suuntajanaa OPyy, kulman /2 verran positiiviseen kiertosuuntaan
(x,y)-tasossa. Kierretty suuntajana on

> e Kt
OPyy ror = —byi+byj.
3. Ristitulovektori saadaan nyt kertomalla edelld saatu vektori vektorin d pituudel-

la:
47 I d o7 o7
d X b = |d| OPyy, yor = —by|d|1+ by|d]].

4Ehdot 1-3 merkitsevit sitd, etti ristitulovektori on kohtisuorassa @:n ja b:n tasoa vastaan ja osoittaa
tdmin tason ylidpuolelle.
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Perustelu: Pisteet O, P ja P, muodostavat d:n ja b:n midraamissi tasossa suorakul-
maisen kolmion, jonka hypotenuusan pituus on ]B |. Vaakasuora kateetti on pituudeltaan
]0—ny>| = |b|siny. Kierretty vektori on yhtii pitki. Lopullisen ristitulovektorin pituus on
|@| |b| siny, kuten pitiikin.

Se, ettd kolmannen askeleen lopussa saatu ristitulovektori on kohtisuorassa vektoreita
aja b vastaan on konstruktion mukaan selvi. Riittidvin hyvilla avaruudellisella hah-
motuskyvylléd varustettu lukija voi todistaa tdméin. Onneksi voimme tarkistaa kohtisuo-
ruuden myos yksinkertaisella laskulla

@xDb)-da = (—byld]i+bild|j+0K)-(—0i+0j+]dk)=0  (2.12)
—sdxbla
(—by|d|i+ by|d@|] +0K) - (bxi+byj+b,k) =0 (2.13)
—axblb

Syl
|

(d@xb)-

Kolmikon @, b, ja d x b positiivinen suunnistus ndhdédin seuraavasti: aseta peukalo,
etusormi ja keskisormi yhdensuuntaisina vektorin & suuntaisesti. Pidd peukalo d:n suun-
taisena, mutta kididnni etu- ja keskisormi b:n suuntaiseksi. Pidé peukalo ja etusormi
paikallaan, mutta jatka keskisormen kiintdmistd samaan suuntaan, kunnes se on xy-
tasossa kohtisuorassa peukaloa vastaan. Lopuksi kdinni keskisormea 7r/2 positiiviseen
kiertosuuntaan xy-tasossa. Nyt peukalo on d:n suuntainen, etusormi on b:n suuntainen
ja keskisormi on ristitulon a x b suuntainen. O

Edellisen lauseen konstruktiota emme tdssd opetusmonisteessa sovella kidytinnossa
kuin kerran. Se tapahtuu seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause 23 Olkoon @, b ja ¢ kolme avaruusvektoria ja olkoon r reaaliluku. Silloin

(1) bxda=—-axb,
(2)  (rd)xb=dx (rb) =r(@axb)
(3) dx(b+&) =dxb+axc
(4)  (@+b)xé=axc+bx¢
Perustelu: (1) Méritelmén mukaan on selvi, etti |@ x b| = |b x d@). Kun haemme

ristitulo-vektorille @ x b suunnan oikean kiden saannolld, asetamme peukalon vektorin
d suuntaiseksi ja etusormen vektorin b suuntaiseksi. Nyt keskisormi osoittaa ristitulon
suunnan. Kun teemme saman ristitulon b x @ osalta, niin peukalo ja etusormi vaihtavat
paikkoja, jolloin keskisormi kédédntyy osoittamaan pédinvastaiseen suuntaan kuin edelld.
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(2) Seuraa suoraan maaritelmast.

(3) Tarkastellaan vektoreita kdyttden suorakulmaista koordinaatistoa, jonka z—ackseli on
:LYOSS

a-vektorin suuntainen. Silloin ristitulot voidaan médrittda kuten lauseessa yt
x(b+3) = —(by+cy)ali+(be+cy)ldl]
= (=byld|i+b,a@|]) + (—cyld|i+c,ld|j) =dxb+adaxe

(4) Periaatteessa voisimme tehdd kuten kohdassa (3), mutta helpommalla pddsemme,
kun vetoamme kohtiin (1) ja (3) seuraavalla tavalla

@+h)xe :—(5xa+zxz)

|
/N
ol
X
—~
QY
+
S
N~—
N——

= dxZ+bx<d

Lause 24 Vektoreiden @ = a,i+ aﬁ—k aZE ja b=bei+ by}+ bZE ristitulo on

axb= (ayb, — azby)T+ (azby — ab,)] + (axby — ayby) K.

Perustelu:

-

Miéiritelmisti seuraa, etti 1 x 1= jx I: kxk=0 ja

- -

j

-

i=
xK = —]

ok

jx1= -k

—-]

k x
1%

jxk
E3

-l

Néma ja osittelulait (lauseen %’i(%rl%%_%z@) ja (4)) antavat seuraavan tuloksen
ixb = (ayi+ay)+aK)x (byi+byj+b.K)
= abdxi+ axbyf xj+ axb; x Kk
—I—aybx} X1+ aybyj X j+ aysz x Kk
+aszE X1+ azbyE X 3+ aZbZE x k
= —}—axbyE — axsz
—aybe + ayb;
+azbj —azbyi
= (ayb,— azby)f+ (azbx — axh.)] + (axby — ayby) k.

O]

:DC1
EsimerkKki 25 Laskemme tarkistuksen vuoksi esimerkinﬁg ristitulon ensin kdsin, sitten
Octavella.
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d = 2i+3j—4K, ja
b = i+2j+3k
=dxb = (ayb, — azby)_i'%— (azby — axb.)] + (axby —ayby) K

—

(3-3—(—4)-2)i+((—4)-1—2-3)j+(2-2=3-1)k
= 17i—10j+k

Octavella
octave:2> a = [2; 3; -471;
octave:3> b = [1; 2; 3];

octave:4> rtulo = cross(a,b)

rtulo =

17
-10
1

40

Edelld todetun perusteella voimme tehdéd seuraavan yhteenvedon yhdensuuntaisuuden

tutkimisesta pistetulon ja ristitulon avulla:

Lause 26 Olkoon d ja b kaksi vektoria ja Y niiden vdlinen kulma. Silloin

(y=0) samansuuntaisuus: attb < a-b=|dl|bl,
(y=n) vastakkaissuuntaisuus: a1l b < da-b=—|a||b,
(y=0,tai y=m) yhdensuuntaisuus: i|b < daxb=0,

(y= g) kohtisuoruus: dlb < d-b=0,

7r —
(vy< §> tercvi kulma: & d-b>0,

7r —
(y> §> tylppdi kulma: < d-b<O.

2.5 Skalaari- ja vektoriprojektiot

. . ,,ﬁ‘a:\fecl. . C .
Edelld esimerkissi [I'/[ voima jaettiin vaakasuoraan ja sitd vastaan kohtisuorassa ole-
vaan pystysuoraan komponenttiin. Jatkossa vaakasuoran” sijassa on jokin muu suun-
ta. Edellisessd kappaleessa esitellyt pistetulo ja ristitulo antavat tydkalut tihdn kompo-

nenttien erotteluun.
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2.5.1 Vektorin projektio vektorin suuntaan

Ssec:VecProj

Tasovektoreiden tapauksessa taman ka O%paleen asiat ovat helpommin p11rrettav1ssa jo-
ten aloitamme siitd. Kuvaan |I |_] on purretty kaksi tasovektoria @ = PQ ja b. Piirretiidn
pisteen P kautta vektorin b suuntainen apusuora, ja piirretdin pisteen Q kautta apusuo-

ra, joka on kohtisuorassa ensin piirrettyd apusuoraa vastaan. Toinen apusuora on myos
kohtisuorassa vektoria b vastaan. Lisdtyt apusuorat leikkaavat toisensa kohtisuorasti
pisteessd R. Merkitdéin

ﬁ = dj ’vektorin b suuntainen a:n komponentti”, ja

@ =dy ”vektoria b vastaan kohtisuora a:n komponentti”.

Nyt d = dj +d | p, ja vektori d on siis jaettu kahteen osaan, joista ensimméinen on b:n
suuntainen ja toinen on b:td vastaan kohtisuora.

S

QL

P P

Kuva 18. Vektorin d komponentit: b:n suuntainen komponentti dj, ja b:td vastaan koh-

Fig:VecOCompl tisuora komponentti a | ;

Avaruusvektoreiden tapauksessa edellinen konstruktio vaatii huolellisuutta toisen apusuo-
ran valinnassa. Emme tee konstruktiosta avaruusversiota, vaan méérittelemme kompo-
nentit helpolla ja yleiselld tavalla:

Miaéritelmi 27 Olkoon d ja b kaksi tasovektoria, tai kaksi avaruusvektoria. Jos d =
dp—+4d | p, missd dp, on vektorin b suuntainen ja d | , on kohtisuorassa vektoria b vastaan,
niin sanomme, ettd

dp, on vektorin b suuntainen vektorin d komponentti,
d | ;, on vektoria b vastaan kohtisuora vektorin d komponentti,

Sanomme myds, ettd dy, on vektorin d vektoriprojektio vektorin b suuntaan.



Th:VecProjl‘

Vaasan yliopiston julkaisuja 42

Vektorin d skalaariprojektio vektorin b suuntaan, on

ay = +ld|, kunﬁbTsz
@), kunaytiB

Vektoriprojektio on siis vektori ja skalaari projektio on luku. Projektioille on olemassa
helpot kaavat pistetulon avulla.

u

B|Z)’ ja olkoon y

Lause 28 Olkoon Zo vektorin b suuntainen vksikkovektori (eli Bo =

vektoreiden d ja b véilinen kulma. Silloin

d, = |d|cosyby
IC PR A
bl bl (b-b)
ap = |5|cosy:ﬁ'30:<a.b): (@-b)

Perustelu: On selvid, ettd lauseen kaavasta saatu komponentti d;, on vektorin b suun-
tainen. On vield osoitettava, ettd (d — dj) Lb. TAmé on suora ldpilasku:

-b) -b)
) )

—
Ql
S

—
QL
S

@G@—dp)-b=(d— b)-b=(d-b— b-b) =0.

—
S
S

—
S
S

0J

Jos b on yksikkdvektori (jonka pituus on siis yksi), niin vektoriprojektion ja skalaari-
projektion kaavat saavat hyvin yksinkertaiset muodot

Lause 29 Jos € on yksikkdovektori, niin

d = (d-é)e,
. = d-é
Perustelu: HT O

:VecProijl . L o . e aene .
Lauseen ﬁlgj kaavat ovat pitevid vain, jos € on yksikkovektori. Jos laskija kdyttdd usein

kyseisid kaavoja, niin on ighimillist'a alkaa ajatella, ettd "niinhédn tim4 aina lasketaan”.
-Vecrro

(Muista: Lauseen aavat eivit ole tosia, jos |é| # 1.)
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2.5.2 Voiman momentti pisteen suhteen tasossa

Esimerkki 30 Tarkastellaan kuvan @%a tilannetta, jossa tanko, jonka pituus
on L = 50 cm on ripustettu yldpddstddn siten, ettd se pddsee kiertymddn ripustuspis-
teensd ympdri. Tankoon vaikuttaa paino G = 20N alaspdin, jonka vaikutuspiste on
tangon keskipiste 25.0 cm ripustuspisteestd. Lisdksi tankoon vaikuttaa tukivoima T ri-
pustuspisteeseen, ja kaksi vaakasuoraa voimaa: Fi = 12.0 N vasemmalle (vaikutuspis-
te r1 = 10.0 cm ripustuspisteestd) ja I, = 6.0N oikealle (vaikutuspiste ri = 30.0 cm
ripustuspisteestd). Ensimmdinen voima pyrkii kiertdmddn tankoa negatiiviseen kierto-
suuntaan (myotdpdivddn), ja toinen voima pyrkii kiertdmdidn tankoa positiiviseen kier-
tosuuntaan (vastapdivddn). Kuvaan ei ole piirretty ripustuspisteeseen vaikuttavaa tu-
kivoimaa, eikd massakeskipisteeseen vaikuttavaa painoa — ne otetaan mukaan seuraa-
vassa esimerkissd. Kumpaan suuntaan tanko alkaa kiertyd?

PNICIPN
r1
Fy T2

Kuva 19. Kilpailevat momentit.

Ratkaisevia ovat nyt voimien momentit (momentti = voima kertaa varsi). Momentit
ovat

M, = —riF;=-0.100m-12.0N = —1.20Nm
M, = +4rF,=+0.300m-6.0N = +1.80Nm

Momenttien merkit méédrdytyvét siitd, mihin kiertosuuntaan momentti pyrkii kierti-
miin kappaletta. Tama vaatii laskijalta harkintaa. Kokonaismomentti on M; + M, =
+0.60 Nm, joten tanko alkaa kiertyd positiiviseen suuntaan.

Merkit saadaan kétevisti ilman erillistd harkintaakin. Upotetaan taso avaruuden x,y-
tasoon, ja korvataan varret vektoreilla kiertopisteestd voiman vaikutuspisteeseen. Mo-
mentti lasketaan kaavalla

M=7xF.
Nyt

M, = 7 xF =-0.100mjx (—12.0Ni) = —1.20Nmk
M, = 7 xF,=-0300mjx6.0Ni=1.80Nmk
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Esimerkki 31 Jatketaan edellisen esimerkin tarkastelua. Tanko kiertyy kulman o ver-
ran. Tukivoimalla ei edelleenkdidn ole momenttia, koska sen varsi on nolla, mutta pai-
nolla on nyt momentti

L
Mg = ) sinxG.

ig:vmP02
(Ks. kuva EZ?} Milld kulman o arvolla kokonaismomentti on nolla?

ry = 0.100m cos «,
ro = 0.300m cos «,
re = 0.250m sinq,
rr = 0.

fig:vmp02 Kuva 20. Momenttien tasapaino.

Tasapainon momenttiehto on nyt

—rki+nrnkh—reG = 0
< —0.100m cos ¢ 12.0N +0.300m cos ¢ 6.0N — 0.250m sin® 20.0N = 0
< 0.600Nmcosax —5.00Nmsinx = 0

Stana = 0.120

< o=0.1194(rad) = 6.84°.

Edelld voimat olivat vaaka- tai pystysuoria, miké aina helpottaa laskemista. Enti jos
minkéédn ei tarvitse olla pystya tai vaakaa?

. ig:vmP03 |
Tarkastellaan seuraavaksi kuvanEi mukaista tilannetta.

Kuvan merkinn6illd on seuraavat tulkinnat:

= vektori kiertopisteestd voiman vaikutuspisteeseen (varsivektori),
= kiertopisteen etdisyys voiman vaikutussuorasta,
voimavektori,
= voiman vartta vastaan kohtisuora komponentti,
= poikkeama kohtisuoruudesta.

Q M

ig:vmP03
Lause 32 Kuvan ‘éi merkinnoilld voiman momentti on

M =

M =

—~

:i:)rFL = (:i:)rLF, ja

x F = MK.

tt
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fig:vmP03 Kuva 21. Voiman momentti tasossa.

1g:vmPO3
Perustelu: Tutkimme nyt vain kuvan éi tilanteen. (Taydellinen perustelu vaatisi tutki-
maan myos kuviot, joissa momentti on negatiivinen ja @ < 0)

(1) M = (£)rF, on momentin perusméiritelmidn mukainen lauseke. (Huomaa, ettid
voiman varren suuntaisella komponentilla ei ole momenttia.)

(2)
M= (£)rF| = (£)rFcosa = (%)(rcosa)F = (£)r F.

3)
Fx F|=rFsin(n/2—a) =rF cosa = |M|.

Merkkien oikeellisuus ndhdidin oikean kidden saannolla.
O

On syyti korostaa, ettd edellisen lauseen kaavat koskevat tilannetta, jossa kaikki vekto-
rit ovat samassa tasossa. Kyse on siis taso-ongelman késittelystd. Erityisesti pyorivien
koneiden yhteydessd kappaleen pyoriminen tapahtuu akselin eikd pisteen ympéri. Ta-
mai tuo laskutehtivdin yhden uuden vektorin (akselin suunta).

. . . . L B . [Ssec:FMBmSpaEMomSpace
Voiman momenttia akselin suhteen kisitelldin myShemmin luvussa 77 (sivu 177).
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3 LINEAARISET YHTALORYHMAT

3.1 Rivioperaatiot

Sovitaan ensin merkintitavoista. Ratkaisemme ensin yksinkertaisen yhtédloparin

x + 2y =3
{—2x + vy = 4 (.1

Lisddmme ensimmadisen yhtédlon kahdella kerrottuna toiseen, jolloin yhtdléryhmi me-
nee muotoon, josta ratkaisu on helppo saada esiin. (Huomaa merkinnit, jotka on tehty
yhtdloryhmén oikealle puolelle.)

W

*2

x 4+ 2y =
{ -2x + y = 4 —+ (-2
x + 2y = 3 (1)
& { 5y = 10 2) (3.3)

Yhtilostd (2) saadaan arvo y = 2 ja sijoittamalla tdmi arvo yhtdloon (1) saadaan

x+2-2 =3

x = —1

Yhtédloryhmin ratkaisu on siis x = —1, y = 2.

Edelld kiytetty rivioperaatio oli rivin lisddminen luvulla kerrottuna toiseen.

Seuraavassa esimerkissd kidytdmme samaa rivioperaatiota toistuvasti. Jokaisessa vali-
muodossa on yksi termi merkitty hakasuluin. Tétd termid sanomme pivot-termiksi. Ri-
vioperaatioiden kertoimet valitaan niin, ettd pivot-termin alapuolella olevat samanmuo-
toiset termit hividvit. Pivot-termin valintaa ja sitd seuraavia rivioperaatioita sanomme
pivotoinniksi.
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— N NN

\STNo  l S}

10
—10

Esimerkki 33
(X + y — z 4+ 2w =
—X + 3z — w =
-y + 2z + 3w =
2 + y + 2z — w =
(x + y — z 4+ 2w =
o bl + 22 + w =
-y + 2z + 3w =
L -y + 4z - Sw =
x +y — z + 2w =
o y + 2z + w =
[4z] + 4w =
L 6z — 4w =
(x + y — z + 2w =
o y + 22 + w
4z + 4w =
L — 10w =
4) — w=1
(3) — 4z+4-1=10 <z=15
(2) — y+2-15+1=8 <y=4
(1) — x+4-15+2-1=2 &x=-25

Jatkossa tulemme kidyttiméaédn seuraavia rivioperaatioita:

*1 *2
o 3.4)
<_ R
x1 *1
- (3.5)
—+
*3/2 (3.6)
<_ —
o
2
3.7
(3) (3.7)
(4)

Rivin lisédéiminen toiseen riviin luvulla kerrottuna. On selvii, ettd tama ri2vsi?geraa—
tio el muuta yhtdloryhmin ratkaisua. Esimerkiksi yhtdloryhméssi
(rivi 1) lisdtdaéan yhdelld kerrottuna riviin 2 ja pivot-rivi vihennetdan kahdella ker-
rottuna rivistd 4. Huomaa, miten pivotoinnissa kdytetyt kertoimet ndhdiéin pivot-
sarakkeen (x-sarake) vastaavan rivin kertoimista. Varmista edellisen esimerkin

avulla, ettid var astiZ}érlngn'arréit rivioperaatiot.
Yhtidloryhmén l&iﬁlj‘as yhtilo syntyy seuraavasti

termi 4&&2:”2 s 132. R%—%.Oth sTa ﬁ&gb slb
(|5.4) (9.4) (lj.D)
x-termi 2x -2 x =
y-termi y —2-y = -y
ztermi | 2z =2 (—z) = 4z
w-termi | —z  —2- 2w = —Sw
RHS 1 -2 2 -3

4) pivot-rivi
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Nyrkkisdéinto: Rivioperaatiota tehtiessd kidydadn 1dpi kaikki sarakkeet, myodskin
RHS.

Rivin kertominen (tai jakaminen) nollasta eroavalla luvulla.

Kahden rivin vaihtaminen.

On selvii, ettd rivioperaatiot eivit muuta yhtdloryhmin ratkaisua. Tavoite onkin nyt
muuttaa yhtdloryhmén muotoa muuttamatta ratkaisua. Pyrimme siihen, ettd muoto saa-
daan sellaiseksi, ettd viimeisessd yhtdldssd on vain yksi muuttuja w, joka saadaan rat-
kaistua tédstd yhtédlostd. Kun toiseksi viimeinen yhtild viedddn muotoon, jossa esiintyy
edellisen muuttujan lisdksi vain yksi muu muuttuja (tdssd w:n lisdksi z), niin sijoitta-
malla w:n arvo yhtdloon saadaan uusi muuttuja z ratkaistua.

Useimmissa tapauksissa tavoittelemamme muoto saadaan helposti suorittamalla perak-
kiiset pivotoinnit seuraavasti. Ensimmadiseksi pivot-termiksi valitaan ensimmaéisen yh-
tdlon x-termi. Toiseen pivotointiin valitsemme pivot-termiksi toisen yhtdlon y-termin.
Kolmanteen pivotointiin valitsemme pivot-termiksi kolmannen yhtilon z-termin. Jne.
Normaali ratkaisu onkin siis valita seuraavaksi pivot-termiksi “seuraava muuttuja —
seuraava rivi”’. Ndin jatkaen yhtdloryhmai saa tavanomaiselle ratkaisulle tyypillisen kol-
miomaisen muodon.

Joskus seuraava muuttuja — seuraava rivi”’ -periaatteen mukaisessa paikassa on tyhji;
haluttu termi puuttuu. Silloin on etsittdvd haluttua muuttujaa siséltdvad yhtidlod alem-
milta riveiltd. Jos tdllainen rivi 10ytyy, vaihdetaan se pivot-rivin paikalle ja jatketaan
normaalisti. Jos muuttujaa ei esiinny milldén jdljelld olevalla rivilld, niin siirrymme seu-
raavaan muuttujaan (sarakkeeseen). Jos jouduimme hyppdidméén pivotoinneissa yhden
sarakkeen yli, on tdmi merkille pantava asia. Pivotoimaton sarake kannattaa merkita
kisin laskettaessa, jotta varmasti muistaa jatkossa huomioida sen oikein. Tdmin kap-
paleen esimerkeissa pivot-termit on merkitty hakasuluin. Pivotoinneissa yli-hypitty sa-
rake erottuu siitd, ettei silld ole viimeisessi esityksessid pivot-merkintid.

Seuraavat esimerkit valaisevat asiaa.



Esimerkki 34

(K + ¥y + oz

—3x — 3y
+ y = 2z
. 2x + 3y + 3z
((x) + y + z +
o 3z +
y — 2z +
L y + z +

2w
Sw
3w

6w

2w

3w
10w
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4

-1
—1

<_
<_

(3.8)

vaihdetaan (3.9)

Uudeksi pivot-termiksi ei nyt voida ottaa toisen yhtdilon y-termid. Koska haluamme

edetd systemaattisesti, vaihdamme toisen ja kolmannen rivin keskendidn ja jatkamme

sen jilkeen systemaattisesti.

((x) + y + z + 2w =
o bl — 2z + 3w
3z + 5w
L y + z + 6w =
((x) + y + z + 2w =
(y) — 2z + 3w =
< 3z] + 5w =
\ 3z + 3w =
((x) + y +  z + 2w
(y) — 2z + 3w
< 32) + 5w
{ [— 2w]
4) = w=(-4)/(-2)=2
(3) = z=(4-5-2)/3=—2
(2) = y=—1+2-(-2)-3.2=—11
(1)

i

x=1—(=11)—(=2)—2-2=10

(3.11)

|
| (3.12)
)

(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)

Saatu ratkaisu kannattaa aina tarkistaa sijoittamalla saadut arvot alkuperdiseen yh-

taloryhmddn:
10 + (—11) +
-3.10 — 3(—11)
+ (=11) —
210 + 3(-11) +

+ 4+ 1+

[\

S W

NS NI NS\

ok
1 ok
1 ok (3.17)
1 ok

Joskus kéy niin, ettd jostakin yhtdlostd havidvat kaikki muuttujat. Jos syntyva yhtdlo on
tyyppid O = 0, niin se on (triviaalisti) tosi. Vaihdetaan tdmi yhtdlé ryhméin viimeiseksi
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ja jatketaan normaalisti.

Jos yhtil6 on tyyppid 0 = a (# 0), niin yhtilo on epétosi ja yhtdloryhmaillé ei voi olla
yhtéén ratkaisua, joten ratkaisun etsiminen voidaan lopettaa.

Jos on syntynyt epitosi yhtilo, tai kaikki pivotoimattomat yhtidlot ovat triviaaleja, pait-
telemme seuraavasti:

(1) Jos on syntynyt epétosi yhtilo,

aixy + apxy + ... + aigxn, = by
anxs + ... + aipxn = b
0 = 5 epitosi — eiratkaisua
* + * + ... + * = %
* + * + ... + * = %

niin lopetamme ratkaisun etsimisen ja ilmoitamme, ettd ratkaisujoukko on tyhji.

(2) Jos ei-triviaaleja yhtdloitd on yhtd monta kuin muuttujaa,

((anx1) + apxs + ... + apx, = b
(azzxZ) + ...+ ayx, = b

(annxn) = by

0 = 0

\

niin ratkaisemme muuttujien arvot palautuvien sijoitusten avulla.

(3) Jos ei-triviaaleja yhtéloitd on m kappaletta ja muuttujia on n kpl ja m < n, niin
siirrdimme RHS:iin muuttujat, joita ei esiinny pivot-termeissd. Pivotoinnissa mukana
olleet muuttujat ratkaistaan perédkkdisilla sijoituksilla.

(ax1) + anx2y + ...+ QwmXm = Ay Fmil oo dnXn + b
(ax2) + ... +  @w¥m = Qupi¥mil .- GpXn + b
(@mmXm) = oma)Xm+1 - QuXn + bp

0 = 0

\

Ratkaisuja on nyt ddreton madri. On kuitenkin oltava huolellinen vastausta kirjoittaes-
sa. Yhtdloryhmai ei ole aina tosi. Periaate on se, ettd muuttujille x,,,11,...,x, voidaan
antaa mitkd tahansa numeroarvot ja tdmin jidlkeen muuttujien xp,...,x,, arvot saadaan
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palautuvilla sijoituksella viimeisestd yhtidloryhmén muodosta.

Seuraavissa esimerkeissd tulevat vastaan kaikki edelld esitetyt tapaukset. Esimerkeissa
yksinkertaistetaan vilimuotoja siirtymélld kerroin-kaavio -esitykseen. Tami merkitsee
sitd, ettd jitimme muuttujat kirjoittamatta. Kertoimen paikka kaaviossa kertoo minka

muuttujan kerroin se on (sarake) ja mihin yhtidloon se kuuluu (rivi).

Esimerkki 35
Kl — vy + z =5
—3x + 3y — 3z = 3
2y — 2z = —1
2x + 3y + 3z = 2
m -1 1 ]5 *3 *2
o -3 3 3|3 —+
0o 2 =-2|-1
2 3 3|2 ——
()y =1 115
o 0O O 018 — epdtosi, ei ratkaisua
0o 2 =2|-1
0 5 1 | -8 Vastaus:ratkaisujoukko on tyhjd.
Esimerkki 36

|

e
<=
+ |
w

= =
|+
w

PPN
[

[\]

)

|

[\)

fa\|

I
AO W

«—+

|

*2

1
) | vaihdetaan

o w |
| =
)

oo o

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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() -1 1 |-1
0 [1] 6 *2
o 2 =210 — —
O 0O 01O
(1) —1 1 —1 (1)
0 (1) 5 6 (2)
0 0 (—12)]—12 (3)
0O O 0 0 (4)
z=1
y=6-5-1=1

x=—l+1-1=-1

Vastaus: x=—1,y=1jaz=1.

Esimerkki 37

Vastaus

Z + 2w =
Z =
2z + 3w = -1
1 *3
1 —+
—1
1
4 | vaihdetaan
1 (_
1
—1
4
= 1 — 2w (1)
= —1 — 3w (2)
= 4 — 6w (3)

(—1=3w-+2(2—3w)) =3 —9w

x + y +
—3x — 3y —
+ Yy -
1] 1 1 2
> -3 -3 -1 0
o 1 -23
(H 11 2
> 0 0 2 6
0O 1 -2 3
() 1 1 2
— 0 (1) -2 3
0 0 [2] 6
X + y + z
~ y — 2z
2z
— z=(4—-6w)/2=2-73w
— y=
— x=

(1-2w—(3—-9w)—(2—3w)) =—4+10w

S N R

—44+ 10w
3—9w
2—73w

w

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
(3.36)
(3.37)
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Esimerkki 38
([ x — 2y — 7z + 2w = 1
—3x + 3y — 5w =
v 4+ 2 1 (3.38)
[ 2x + y + 3z + 6w = 5
] -2 -1 2 3| %2
-3 3 0 =5 — +
YRS 0 | 1 0 | —1 (3.39)
2 1 3 6|5 — -
(1) —2 -1 2] 1
0 -3 -3 1| 4 | vaihdetaan
YRS 0 | L 0l —1 . (3.40)
0O 5 5 2|3
(1) —2 -1 2] 1
0O [1] 1 0f-1 *3 x5
Tl o -3 314 —+ (341)
O 5 5 2|3 — —
() =2 -1 2|1
O (1) 1 0 |—-1
“ 1o o o 4 2 (3-42)
O 0O 0 2138 — —
() =2 -1 2 1
0 (1) 1 0 |—1
< 0 0 0 (1) 4 (3.43)
O O O o0]O0
[((x) — 2y + 2w = 1+z (1)
) = —l-z (2)
R 3.44)
W) = 4 3) (
\ 0 = 0
3) - w=4 (3.45)
2) - y=—-1-z (3.46)
(1) - x=14z4+2(-1-2)—-2-4=-9—¢ (3.47)
Vastaus
x = -9z
y —1—-z
z = Z
w = 4
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3.2 Lineaarikombinaatiot

Yhtiloryhmia ratkaistaessa laskimme kerroinkaavion riveilld. Jatkossa vastaavia ope-
raatioita tehddidn niin paljon, ettd asiaan kannattaa sopia merkinnit ja laskusdaannot.
Sovimme, etti n:sti reaaliluvusta muodostuva yksirivinen kaavio

Zi:(al a az ... an) (3.48)
on rivivektori, ja vastaava yhdestd sarakkeesta muodostuva kaavio

by
by

Sl
I

(3.49)
by
on sarakevektori. Lukuja a; sanotaan vektorin d koordinaateiksi. Sarakevektorille so-

vitaan myOs merkintitapa

T

b=(by by ... by) (3.50)

missd yldindeksi T merkitsee transponointia, missi rivit muutetaan sarakkeiksi ja sa-
rakkeet riveiksi.

Madéritelmi 39 Olkoon d = (ay ay ... ay) ja b= (by by ... by) kaksi n-alkioista
rivivektoria ja r € R reaaliluku. Mddritellddn reaaliluvulla kertominen ja vektoreiden
yhteen- ja vihennyslasku seuraavasti.

r-a = r-(a1 a az ... an)
= (r'al r-a, r-asz ... r~an)

5+5 = (a1 a az ... an)+(b1 by by ... bn)
= (a1+b1 a+by az+by ... an-l—bn)

i—b = (a1 a, as an)—(bl by bj bn)
= (al—bl az—bz a3—b3 an—bn)

Sarake vektoreiden kertominen reaaliluvulla ja sarakevektoreiden summa mddiritellddn
vastaavalla tavalla.

Esimerkki 40
5-(1 -2 0) = (5 —-10 0)

(1 =2 0)+(24 -1) = (32 —-1)
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Maéritelmi 41 Vekrorit d = (ay; ax ... a, ) ja b= (b1 by ... by ) ovat samat
(identtiset), jos niilld niiden koordinaatit ovat samat

ay = by, kaikillak=1,...,n

Mairitelmi 42 Vektoria, jonka kaikki koordinaatit ovat nollia sanomme nollavekto-
riksi ja merkitsemme

(000 ... 0)=0

Niilld merkinnéild voimme nyt tehdd melko tutulta tuntuvaa laskentaa. Vektoreita si-
séltdvien lausekkeiden kisittely muistuttaa hyvin paljon tuttua kirjainlaskentaa. Jos esi-
merkiksi olemme ratkaisemassa vektoria X yhtdlostd d + 3X = X +b — d, niin voimme
siirtdd termeji ja yhdistelld samaa muotoa olevia termejd seuraavasti

i+3% = I+b—a
©3%—X = b—d—d
2% = b—2d
1-
SX = zb—d
2
Miiéritelmi 43 Olkoon d ja uy,i>, . . . ,u, saman mittaisia vektoreita, ja olkoon

€1,C2,...,Cp reaalilukuja. Jos
d = criy +colip + - -+ culiy

niin sanomme, ettd vektori d on edelld lausuttu u-vektoreiden lineaarikombinaationa.
Lukuja cy,cy,...,c, sanomme lineaarikombinaation kertoimiksi. Jos ainakin yksi line-
aarikombinaation kertoimista on nollasta eroava, sanomme lineaarikombinaation ole-
van ei-triviaalin.

Lause 44 Jos nollavektori 0 voidaan lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa vek-
toreista Uy, uy, ..., Uy, niin jokin u-vektoreista voidaan lausua muiden u-vektoreiden
lineaarikombinaationa.

Todistus: Olkoon
cluy +criir+...cpiy, =0

Koska lineaarikombinaatio on ei-triviaali, 10ytyy kertoimien joukosta nollasta eroavia
kertoimia. Olkoon ¢ indeksiltddn pienin nollasta eroava kerroin. Silloin

Up = ——— U] — — Uy — = —lp
Ck Ck Ck
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O

Koska yhtilo voidaan samaistaa kerroinvektorinsa kanssa, voidaan lineaarikombinaatio
miiritelld myos yhtiloille. Edellisesséd kappaleessa késitelty rivioperaatio, jossa yhti-
160n lisdtddn pivot-yhtdlo sopivalla luvulla kerrottuna, antaa tulokseksi yhtélon, joka
on edellisen kaavion samalla rivilld olevan yhtélon ja edellisen kaavion pivot-yhtédlon
lineaarikombinaatio.

Kolme perusrivioperaatiota ovat sellaiset, ettd kun niitd sovelletaan toistuvasti, niin vii-
meisen kaavion jokainen yhtélo on lineaarikombinaatio alkuperdisen yhtaloryhmén yh-
taloistd. Jos viimeisessd kaaviossa on triviaali yhtédlo (0 = 0), niin edellisen lauseen mu-
kaan alkuperdisessd yhtdloryhmissi voidaan jokin yhtélo lausua muiden lineaarikom-
binaation, joten timé yhtélo on turha ja voidaan poistaa. Poistettavan yhtidlon tunnista-
minen ei ole aina helppoa. Seuraavassa kappaleessa teemme yhtdloryhmin ratkaisusta
algoritmin, jonka tarkka toteutus vastaa my0s tdhin kysymykseen.

3.3 Gaussin eliminointikeino

Seuraavaksi muotoilemme algoritmin yhtdloryhmin ratkaisemiseksi. Ratkaistava yhta-
16ryhmé on

apxy + apxy + ... + awxs = b
axy + awmxy + ... + ayx, = b

: ) e (3.51)
amx1 + amxo + ... + auxXn = by

Muuttujia on n kappaletta ja yhtdloitd on m kappaletta. Kerroin @;; on muuttujan x;
kerroin i:nnessd yhtdlossd. Keskitymme algoritmissa kertoimiin, joten esitimme yhté-
l6ryhmén kerroinkaaviona

an aip ... ain b
a ax» ... ay b (3.52)
aml Ama .. Amn bm
Yhtidloryhmén i:nnettd yhtdlod vastaa kaavion i:s rivi
w; = ( a ap ... ap b; ) (3.53)

Algoritmi muokkaa kaaviota kierros kierrokselta ja merkitsemme tarvittaessa kaavion
jarjestysnumeron k = 1,2, ... yldindeksina. (af.‘j on siis muuttujan x; Kerroin k:nnen
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kaavion i:nnessi yhtédlossi.)

Koska lopullinen algoritmi siséltdé lukuisia poikkeustapausten aiheuttamia varmistuk-
sia ja on siksi kummallisen tuntuinen ensi lukemalta, esitimme ensin erikoistapauksen,
jolla saa tuntuman perusratkaisuun.

3.3.1 Algoritmi, Gaussin eliminointi, helppo tapaus.

Seuraava algoritmi olettaa, ettd muuttujia ja yhtiloitd on sama mééra (m = n), ja min-
kddn yhtidlon LHS:ia ei voida lausua muiden yhtéloiden LHS:ien lineaarikombinaatio-
na. Oletus merkitsee, ettd yhtdloryhmilld on yksikésitteinen ratkaisu ja monet yleisen
algoritmin tarkistukset voidaan jittdd pois.

Gaussin algoritmi, versio I helpossa tapauksessa.

(1) Aseta ensimmdiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhmin kertoimet;
(2) fork=1ton-—1

3) % (Etsitddn pivot-alkio)

4) ifa, =0

5 then

(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta riviltd alkio
(7) ak #0,t > k ja vaida rivit w; ja wy.
(8) endif

9) % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(10) forj=1tok

(11) whtl = wh;

(12) endfor

(13) forj=k+1tom

(14) w];-“ = w’J‘- - (a’j‘.k/a’,gk) wh;

(15) endfor

(16) endfor
(17) (% Palautuvat sijoitukset)
(18) for p=ndownto 1

(19) xp = (by =X, db %))/ ()
(20) endfor

Gaussin algoritmi, versio II helpossa tapauksessa.
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(1) Aseta ensimmdiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhmin kertoimet;

(2) fork=1ton-—1

3) % (Etsitddn pivot-alkio)
: k
4) ifay =0
&) then
(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta riviltd alkio
(7 ak #0,t > k ja vaida rivit w; ja wy.
(8) endif
9) % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(10) forj=1tok—1
(11) wl;-“ =w’;— (a’]‘.k/a’,ik) wh;
(12) endfor
(13) Wit = wk;
(14) forj=k+1tom
(15) W];'H =wh— (a];'k/aik) W
(16) endfor

(17) endfor

(18) (% Muuttujien arvot)
(19) forp=1ton
(20) x, =bh Jdb,
(21) endfor

Versio Il:ssa ei tarvita palautuvia sijoituksia. Sen vuoksi moni pitédd toista versiota pa-

rempana. Kuitenkin se on herkempi pyoristysvirheille ja veriota I pidetdén siksi teo-

reettisesti parempana.

Esimerkki 45 Olkoon ratkaistavana yhtdloryhmd

x — 2y + 3z = -3
x — 2y + z = =5
2x + y — 2z = 1

Ratkaistaan yhtdloryhmd kummallakin edelld esitetylld algoritmilla.
Versio I:

1] -2 3 |-3 x1 %2
1 -2 1 |-5 ——
2 1 =2]1 ——
] -2 3 |-3

< 0 0 -2|-2 | vaihdetaan
0O 5 8|7 —

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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0 (=2)|-2
z = (=2)/(=2)=1
(7-(-8)-1)/5=3
= (-3—(-2)-3-3-1)/1=0
Versio 11:

1 -2 3 |-3 *1 *2
1 -2 1 |-5 — —
2 1 -2 1 — —
1 -2 3 |[-3

> 0 0 2| -2 < | vaihdetaan
0O 5 -8| 7 —
(1) =2 3 |-3 —+

> 0 [5] -8] 7 x0.4
0 0o —-2|-2
(1) 0 -02]-02 —

~ 0 (5 -8 7 —
0 0 [-2]| -2 -0.1| -4
(1) 0 0 0

> 0 (5 0 15
0 0 (=2)|-2

x = 0/1=0
y = 15/5=3
= (-2/(-)=1

(3.57)

(3.58)
(3.59)
(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
(3.67)
(3.68)

Edelld esitetyissd algoritmeissa on vield yksi merkittdvd heikkous. Jos ay; on pieni,
mutta nollasta eroava (esim. ay = 1.23 - 10719 niin version I rivilld (4) ehto on tark-
kaan ottaen epétosi, vaikka useimmiten pivot-alkio pitéisi hakea alemmalta rivilta.

Selkein ja helposti ohjelmoitava ratkaisu on hakea itseisarvoltaan suurin kerroin jou-

kosta {aik, d(k11)ks - - - » @nk - JOs itseisarvoltaan suurin kerroin on ay rivilld g, niin vaih-
detaan rivit wy ja w,. Késin laskettaessa tillainen rivinvaihto on usein tarpeetonta, mutta

ohjelmoitaessa algoritmi tietokoneelle, timd rivinvaito on ehdottomasti tehtdvi versio
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III:n mukaisesti.

Gaussin algoritmi, versio III helpossa tapauksessa.

Muuttuneet rivit (verrattuna versioon I) on merkitty tdhdella.

(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhmin kertoimet;

2) fork=1ton—1

(3%) % (Etsitddn pivot-rivi)

(4%) q=k;

(5%) fori=k+1ton

(6%) Lif |ai] > |ag]

(7%) then

(8%) q=i;

(9%) endif

(10%) endfor

(11%) vaihda rivit wy ja wy

(12) 9 (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(13) forj=1tok

(14) Wit = whs

(15) endfor

(16) forj=k+1tom

(17) WIJ§+1 = w’]‘. - (al;k/a’,zk) wk;
(18) endfor

(19) endfor

(20) (% Palautuvat sijoitukset)

(21) for p=ndownto 1

22)  xp=(by— X1 px))/ (ap,)
(23) endfor

Esimerkki 46 Olkoon ratkaistavana yhtdloryhmd

x — 2y + 3z = -3
x — 2y + z = =5
2x + y — 2z = 1

Ratkaistaan yhtdloryhmd muutetulla algoritmilla.

(3.69)
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Versio I11:
1 -2 3 -3 <_\vaihafetaan
1 =2 1 |-5 (3.70)
2 1 =211 |
2] 1 =21 x0.5 | %0.5
YRS 1 -2 3 |-3 — — (3.71)
1 -2 1 |-=5 ——
(2) 1 -2 1
> 0 [-25] 4 |-35 *1 (3.72)
0 -25 2 |-55 — —
(2) 1 -2 1
YRS 0 (=25 4 |-35 (3.73)
0 0 -2 =2
z = (-2)/(-2)=1 (3.74)
y = (=35-4-1)/(-2.5)=3 (3.75)
= (1-1-3+2-1)/2=0 (3.76)

3.3.2 Algoritmi, Gaussin eliminointi, yleinen tapaus.

Seuraavaksi muotoilemme yleisemmin algoritmin, joka toimii kaikissa tilanteissa. Em-
me kirjoita tidydellistd ohjelmaa, vaan tarkoitus on saada luettava esitys, josta ohjel-
mointitaitoinen lukija pystyy kirjoittamaan toimivan koodin.

Oletamme, ettd yhtdloitd on m kappaletta ja muuttujia on n kappaletta. Kun kirjoitamme
algoritmin, varaudumme erityisesti seuraaviin erikoistapahtumiin.

e Pivotointi epdonnistuu jossakin sarakkeessa.
e Yhtilot loppuvat ennen kuin kaikki sarakkeet on pivotoitu.
e Syntyy epétosi yhtilo.
e Syntyy triviaali yhtdlo 0 = 0.
Tulemme algoritmissa joskus vaihtamaan sarakkeiden jarjestysti. Jotta syntyvét kaa-

viot olisivat helpposti luettavissa lisidmme kaavioon otsikko-rivin, jolta kdy ilmi muut-
tuja, jonka kertoimista on kysymys. Tdmaé ei ole oikea-oppista, mutta harjoitteluvai-
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heessa tarpeellista. Erityisesti tulemme siirtiméén kokonaisia sarakkeita RHS:édén. Siir-
ron jilkeen yhtdloryhmin jokaisen yhtdlon oikea puoli ei ole enédd reaaliluku, vaan li-
neaarikombinaatio ykkdsestd ja siirretyista muuttujista. Vastaava kaavion rivin RHS-
vektori on tdmén lineaarikombinaation kerroinvektori. Kdytdmme tistd rivin & RHS-
vektorista merkintdd 7. Seuraava esimerkki valaisee asiaa. Esimerkki on kéyty ldpi
seki yhtdloryhmi- ettd kaaviomuodossa.

Esimerkki 47
Xy z rhs
Xl + 2y — z =6 ~ 1] 2 —-11]6 *2
2x + 6y + 4z = 0 2 6 410 ——
x 'y z rhs
x) + 2y — z = 6 ~ (1) 2 —=1] 6
2y] + 6z = —12 0 [2] 6 |—12
x y rhs z
x) + 2y = 6 + z ~ (H 2] 6 1
(2y) = —12 — 6z 0 (2)|-12 -6 2
x y rhs z
x) + 2y = 6 + z ~ () 2,16 1 — —
(y) = -6 — 3z 0 (I)|]—-6 =3 *2
x y rhs z
(x) = 18 + 7z~ (1) 0|18 7
(y) = -6 — 3z 0 (1)|—6 -3
Vastaus:
x = 1847z
y = —6-3z

Gaussin algoritmi, versio 1V, yleinen tapaus.

(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdaloryhmin kertoimet;
(2) k=1,siirretyt =0

(3) repeat

4) % (Etsitddn pivot-alkio)

5) madriti rivi g siten, ettd alkio azk on itseisarvoltaan
suurin alkioista {aik,a’(‘kﬂ)k, codl )

(6) ifady =0

(7) then

(8) siirrd sarake k RHS:iin

) siirretyt = siirretyt + 1;
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(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
(19)
(20)
1)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
(27)
(28)
(29)
(30)

3D
(32)
(33)
(34)
(35)
(36)
(37)
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else

vaida rivit wg ja wy.
% (Tehdddin uusi kaavio, pivotoidaan)
forj=1tok

endfor
forj=k+1tom
Wl;+1 = wlj‘- - (alj‘.k/a’,ik) -wk;
endfor
k=k+1;

endif
until k> m or k+siirretyt > n
% (Onko jdljelld pivotoimattomia sarakkeita?)
if k+siirretyt <n

siirrd pivotoimattomat LHS:n sarakkeet RHS:iin
% (Onko jdljelld pivotoimattomia rivejd?)

jos jokin pivotoimattomista yhtdloistd on epitosi,

niin yhtidloryhmélli ei ole ratkaisua. (LOPETA)

% (Ratkaise LHS:n muuttujien arvot.)
forg=k—1downtol
Wy = Wq/dqq;
fori=1ltog—1

wW; = WwW; — a,-qwq;

endfor
(38) endfor

(39) Tulkitse tulos.

3.4 Yhtdloryhmain ratkaiseminen Octavella

Jokaiselle tulee joskus eteen tilanne, jossa ei ole aikaa tehdd rivioperaatioita késin,
vaan yhtdloryhma tulee ratkaista nopeasti. Silloin Octave (tai Matlab) on ihanteellinen

tyokalu.

Kun luet titd kappaletta, dld tyydy vilkaisemaan ensimmdistd esimerkkid, vaan lue
kaikki esimerkit ja myos kaikki teksitit. Octave (Matlab) on hyvi ja helppo tyokalu,

mutta sitd helposti kdyttdd viirin, jos ei tiedd sen erikoista tapaa késitelld yhtéaloryh-
mid, jolla ei ole ratkaisua.
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5im: YROctaveOl | Esimerkki 48 Ratkaise yhtdiloryhmd

—x + 2y = 1
x — y =2

Octavella ryhmin voi ratkaista seuraavin komennoin

octave:1> A = [-1 2; 1 -171;
octave:2> b = [1; 2];
octave:3> ratk = A\b
ratk =

5

3

e Huomaa, ettd vastaus on vektori, jonka ensimmaiinen koordinaatti on ensimmdi-
sen muuttujan arvo (x:n arvo) ja toinen koordinaatti on toisen muuttujan arvo
(y:n arvo). Muuttujien jéarjestys miidrdytyy niiden jdrjestyksestd yhtdloryhmés-
sd (ensimmiinen muuttuja ensimmaéisessd sarakkeessa, toinen muuttuja toisessa
sarakkeessa, jne...). Tidlld kertaa vastaus on siis: x =5,y = 3.

e Ensimmiinen komentorivi méiirittelee yhtidloryhmin kerroinkaavion. Kaavion
kertoimet erotetaan vililyonnein ja uuden rivin alkaminen ilmoitetaan puolipis-
teelld. (Kaaviossa on siis kaksi rivid, kummallakin kaksi kerrointa.) Komento
tallettaa kaavion muuttujalle A.

e Toinen komentorivi médrittelee yhtdloryhméan RHS:n (Kaksi rivid, kummassakin
yksi luku.) Komento tallettaa RHS:n muuttujalle b

e Kolmas komentorivi ei ole laskutoimitus vaan méirdd Octaven ratkaisemaan yh-
tdloryhmén, jonka kerroinkaavio on A ja RHS on b. Ratkaisu talletetaan muut-
tujaan ratk. Kahden ensimmiisen komennon lopussa on puolipiste. Tdméa saa
aikaan sen, ettd Octave suorittaa laskun mykkén, eiki kaiuta tulosta konsolille.
Kolmannen komennon lopussa ei ole puolipistettd, siksi Octave kaiuttaa tuloksen
konsolille. Varsinkin alussa on hyvi antaa komennot ilman puolipistettd lopus-
sa. Silloin nékee onko kaavio juuri sellainen kuin halusi. Jos edeltidvit komennot
annetaan ilman puolipisteitd, niin sessio ndyttiid seuraavalta:

octave:4> A = [-1 2; 1 -1]
A =
-1 2
1 -1

octave:5> Db

Il
—
—

~.
N
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octave:6> ratk = A\Db
ratk =

s5im: YROctave02 \ Esimerkki 49 Ratkaise yhtdloryhmd

—x + 2y =1
x — y =2
3x — y =0

On selvii, ettid tillda yhtidloryhmdillad ei ole ratkaisua. Octavella ryhmin ratkaisuyritys
ndyttidd seuraavalta

octave:7> A = [-1 2; 1 -1; 3 -11;
octave:8> b = [1; 2; 0];
octave:9> ratk = A\b
ratk =

0.20000

0.20000

Octave antaa siis vastauksen, joka ei ole yhtdloryhmin ratkaisu. Octaven antama vek-
tori on ns. “Pienimmén NelioSumman” ratkaisu. Pienimmin nelidsumman menetelma
kisitelldin myohemmin kurssin kuluessa.

Nyt on tdrkeinta muistaa, ettd kun ratkaiset yhtdloryhmén Octavella, niin tulos tulee ai-
na tarkistaa. Octave antaa aina parhaan mahdollisen ratkaisun. Jos ratkaisun mukaiset
arvot sijoitetaan yhtdloryhméin muuttujille ja jonkin yhtdlon LHS ja RHS poikkeavat

toisistaan enemmin kuin valittu toleranssa (1071 ...1078), niin ratkaisua ei ole ole- [Tarkista to-
massa. leranssi

Onneksi tarkistamisenkin voi tehdd Octavella. Tarkistus perustuu matriisitulon laske-
miseen. Matriisitulo opetellaan seuraavassa luvussa. Jos A on yhtdléryhmén kerroin-
kaavio, b on yhtidloryhmén RHS, ja ratk on ratkaisuvektori, niin A:n ja ratk:n mat-
riisitulo on b. Kahden edellisen esimerkin yhtidloryhmien ratkaisemiset tarkistuksineen
menevat Octavella siis seuraavasti:



Vaasan yliopiston julkaisuja 66

octave:1> # Ensimmainen esimerkki

octave:2> A = [-1 2; 1 -171;
octave:3> b = [1; 2];
octave:4> ratk = A\b
ratk =

5

3

octave:5> # tarkistus:
octave:5> Axratk
ans =

octave:6> # sama kuin b. OK ratkaisu x = 5, y = 3

OCtaVe:6> # ER e g g b b b b g b g S g S b b b b b g b b S g 2 b b b b i g g g g g g b b b g

octave:6> # Toinen esimerkki

octave:6> A = [-1 2; 1 -1; 3 -11;
octave:7> b = [1; 2; 0];
octave:8> ratk = A\b
ratk =

0.20000

0.20000

octave:9> # tarkistus:
octave: 9> Axratk
ans =

0.20000
0.00000
0.40000

octave:10> # eri kuin b. Ei ratkaisua.

3.5 Homogeeninen yhtdloryhma

Sec:HomogYRl‘

Midéritelmi 50 (/) Yhtdloryhmdn ratkaisu on triviaali, jos kaikkien muuttujien arvot
ovat ratkaisussa nollia.

(2) Ratkaisu on ei-triviaali, jos ainakin yksi muuttuja saa ratkaisussa nollasta eroavan
arvon.
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Mairitelma 51 Yhtdloryhmd on homogeeninen, jos sen jokaisen yhtdlon RHS on nol-
la.

On selvid, ettd homogeenisella yhtdloryhmilld on aina triviaali ratkaisu. Useimmiten
tama triviaali ratkaisu ei kiinnosta laskijaa. Ainakaan sen 10ytamiseksi ei kannata ndhdi
suurta vaivaa. Kdytdnnossé aina, kun tutkimme homogeenista yhtidloryhméé, toivomme
16ytavimme ei-triviaalin ratkaisun.

Lause 52 Jos homogeenisella yhtiloryhmdlld on ei-triviaali ratkaisu, niin jokin yhtd-
loryhmdin kerroinkaavion sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikombi-
naationa.

Perustelu: Koska homogeenisella yhtdloryhmélld on aina triviaali ratkaisu, lauseen

ehto me‘rTl%itsKeeksi,téR, %tlté yhtdloryhmélld on nyt enemmén kuin yksi ratkaisu. Silloin
: a Sl a . . . . . .

lauseen 77" mukaan jokin kerroinkaavion sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden

lineaarikombinaationa. O

Edellisessd lauseessa mainittu yhtdloryhmén ominaisuus: “’jokin kerroinkaavion sara-
ke voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikombinaationa”, opitaan mydhemmin
paljastamaan helpolla determinanttilaskulla.

Jo tissd vaiheessa on hyvi todeta erds ongelma, joka nousee esiin, kun ratkaisemme
yhtdloryhmaén rivioperaatioilla tai laskemme edelld mainitun helpon determinanttilas-
kun. Kummassakin tapauksessa laskimemme tai tietokoneemme tekee suuren méérian
kerto-, yhteen-, ja vihennyslaskuja. Jakolaskua tehddin viahemmén, mutta sitdkdin ei
voi vilttdd. Tamédn seurauksena tulokseen kertyy véistiméttd pyoristysvirheiden vai-
kutus. Jos laskutuloksen pitéisi olla tasan 0, mutta pyoristysvirheiden takia se onkin
1.3-10~!4, niin se ei silloin ole siis tasan nolla! Tissi kurssimateriaalissa palaamme
tdhén pyoristysvirheiden ongelmaan muutaman kerran. Emme kuitenkaan kisittele sitid
kokonaan.

Numeerisen matematiikan kurssilla asiaa pohditaan lisdi. Jos tydssdsi myohemmin jou-
dut ohjelmoimaan ohjelmakoodia, joka ratkaisee yhtdloryhmén niin huomaa, etti pe-
ruskurssin yksinkertaisin algoritmi-versio ei ole professionaalia tasoa.

Seuraavaksi esitimme kolme esimerkkid homogeenisen yhtdloryhmén ratkaisemisesta.
Ensimméinen esimerkki on helppo ja yksinkertainen. Toinen esimerkki tuo esiin tavan
kisitelld yhtdloryhmii niin, ettd voidaan hyodyntid laskinta tai tietokonetta. Kolmas
esimerkki tuo esiin vihdn mutkikkaamman tilanteen, jonka tyylikds ratkaisu onnistuu
parhaiten puhtaalla Gauss-Jordan algoritmin ldpiviennilla.
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Esimerkki 53 Ratkaise yhtdiloryhmd

o

x 4+ 2y + 4z =
-x + 3y + z =
3x + y + 7z = 0

)

Yhtdloryhmé on homogeeninen. On helppo nidhdi, ettd kerroinkaavion kolmas sarake
saadaan, kun toiseen sarakkeeseen lisitddn kahdella kerrottuna ensimmaéinen sarake
(503 - 502 + 2. Ziol-)

Gauss-Jordan algoritmilla

1] 2 410 1 *3
-1 3 110 — 4+
1 710 -
(1) 2 410
N 0 [5] 510 «1]:5
0O -5 =510 +— +
N 2 4]0
- <0>(1>10 {x+2y+4z=0
0 0 0]0 y £ z=20

Muuttujan z sarakkeessa ei pivotoitu, siksi muuttujaa z siséltdvit termit siirretddn RHS:1in.
Tamin jdlkeen z:lle annetaan jokin arvo. Jos annamme z:lle arvon z = 1, niin saamme

yhtidloryhmiélle ei-triviaalin ratkaisun. Jos annamme z:lle arvon z = a, niin saamme ne
kaikki.
{x + 2y = —4z|(1)
y = —z|(2)

Valitaan muuttujalle z arvoksi z = a. Sen jédlkeen x ja y ratkaistaan yhtéloisti tavalliseen
tapaan.

Z = a
PN y = —a
x = —2a

Suoraviivainen ratkaisuyritys Octavella jaa epityydyttidvéksi

octave:1> A = [1 2 4; -1 3 1; 31 7];

octave:2> b = [0 0 01';

octave:3> x = A\b

warning: matrix singular to machine precision, rcond =
9.25186e-18

x =
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Esimerkki 54 Etsi Octaven avulla ainakin yksi ei-triviaali ratkaisu yhtdaloryhmdille

x + 2y + 4z =0
-x + 3y + z = 0.
3x + y + 7z =0

Edellisestd esimerkisti tiedimme, ettd on olemassa ratkaisuja, joissa kaikki muuttujat
saavat nollasta eroavan arvon. Etsimme seuraavassa sen ratkaisun, jossa z saa arvon
z = 1. Siirretdédn yhtdloryhmissi jokainen z-termi oikealle ja sijoitetaan z:n paikalle 1.
Syntyvi yhtdloryhma ei ole homogeeninen ja se voidaan helposti ratkaista Octavella

x + 2y + 47 = 0 x + 2y = —4-1
—-x + 3y + z =0 & —x + 3y = —1-1
3x + y + 72z = 0 x + y = —7-1
octave:2> A = [1 2; -1 3; 3 17;
octave:3> b = [-4; -1; -7];
octave:4> ratk = A\Db
ratk =
-2.0000
-1.0000
octave:5> # tarkistus
octave:5> Axratk
ans =
-4.0000
-1.0000
-7.0000
octave:6> # oikein! OK, siis z =1, x = -2, y = —1.
jomogYR1_esiml | EsimerkkKi S5 Ratkaise yhtdiloryhmdi
x + 2y + z =0
—x — 2y + z — 2w = 0
3x + 6y + 2z + w 0
2x + 4y + z + w =0
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Octavella saamme jonkin ratkaisun, mutta emme kaikkia. Siksi teemme tidydellisen rat-
kaisun Gauss-Jordan -algoritmilla. Toinen sarake on ensimmaéisen lineaarikombinaa-
tio (dex = 2 - de1) ja neljis sarake on ensimmadisen ja kolmannen lineaarikombinaatio

(504 - C_iol - 603)-

1] 2 1 010 1| *3| %2
1 =21 =2]0 ||+
36 2 110 -
2 4 1 110 ——
(1) 2 1 010
0 0 [2] =20 || «1/2|x1/2
~ 0 0 -1 110 ||«~+
0 0 -1 11]0/|«+
(1) 2 1 0]0\|«-
0 0 (1) =110 *1
~ 0 0 0 010
0 0 0 010
(1) 2 0 110
N 0 0 (1) —1]0 (:){x—l—2y + w =0
0 0 0 010 z —w =0
0 0 0 010

Muuttujat, joiden sarakkeissa ei pivotoitu (y ja w) siirretddn RHS:iin ja niille annetaan
jotkin sopivat arvot (esim. y = a ja w = b. Ainakin toinen ei ole nolla.)

o { X = =2y — w
7z = w
X = —2a — b X -2 —1
y=a,w=b y = a Yol =, 1 0
— 7 = b 7 : | ¢ 0 +b 1
w = b w 0 1

Téssd tapauksessa siis homogeenisen yhtdloryhmin kaikki ratkaisut saadaan kahden
ratkaisuvektorin lineaarikombinaatioina. On tapana sanoa, ettéd vektorit ( -2 1 00 )

ja ( -1 0 1 1 )T 'virittdviat’ homogeenisen yhtdloryhmin ratkaisujoukon.
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4  MATRIISIT JA MATRIISILASKUT

4.1

Matriisi ja matriisilaskut

Matriisi on suorakulmainen lukukaavio. Matriiseja ovat esimerkiksi:

(3 0 f) (2) (11 % x3)ja(z Z)

Matriiseihin perehtyminen voidaan perustella useilla jarkisyilla.

1.

Matriisien avulla voidaan suuria lukujoukkoja esittdd mahdollisimman pienelld
vaivalla ja kokonaisille lukukaavioille voidaan antaa nimid A, B, ... jne. Tdma
helpottaa suuresti asioiden esittdmistd. Erdissi tilanteissa matriisi on hyvin on-
nistunut ja havainnollinen tapa esittdd lukuryhmié. Esimerkiksi yhtidloryhmén

2x—5y = -1
3x+7y = 13

oleelliset osat tiivistyvét matriiseihin

2 -5 L (x\ .+ (-1
=(37) =)= ()

. Matriiseille voidaan maddritelld yhteen- ja kertolasku. Matriiseilla voidaan siis

laskea. Ndiden laskutoimitusten avulla on kehitetty menetelmid erdiden matriisi-
en avulla kuvattavien ongelmien ratkaisemiseen. Esimerkkind mainittakoon yh-
tdloryhmin ratkaiseminen.

. Vaikka itse et koskaan harrastaisikaan matriisilaskentaa, niin varmaa on, etti tie-

tokoneesi harrastaa. Jos tietokone esimerkiksi ei 10yda ratkaisua yhtdloryhmiille
se yleensd antaa virheilmoituksen, jossa se kertoo mitd vikaa oli kerroinmatrii-
sissa. Virheilmoituksen ymmirtiminen edellyttdd matriisilaskennan perusteiden
osaamista.

. Matematiikassa tarkastellaan struktuureja, jotka muodostuvat olioista ja niille

madritellyistd laskutoimituksista. Struktuureja luokitellessa on tapana sanoa, et-
td tietyt ehdot tiyttdva struktuuri on ryhmé (tarkemmin luvussa III), tietyt eh-
dot tdyttdvd ryhmi on rengas ja tietyt ehdot tdyttdvi rengas on kunta. Reaalilu-
vut muodostavat kunnan, ja kompleksiluvut muodostavat kunnan. Opiskelija on
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peruskoulussa ja lukiossa harjoitellut laskutoimitusten suorittamista reaaliluku-
kunnassa. Kun sdintond voidaan pitéd, ettd reaalilukuja ja kompleksilukuja lu-
kuunottamatta mikiddn mielenkiintoinen struktuuri ei ole kunta, saatta peruskou-
lussa hankittu sujuva laskutaito aiheuttaa kitkaa tutustuttaessa uusiin matemaatti-
siin struktuureihin. Neliomatriisit muodostavat renkaan mutta eivit kuntaa. Niilla
laskettaessa tulee muistaa, ettd matriisilla ei saa jakaa eikd supistaa (silld kerto-
laskun kiinteisalkiota ei aina ole olemassa) ja kertolasku ei ole vaihdannainen
(AB # BA). Titi kautta matriisilaskenta kehittdd teoreettisessa ajattelussa tarvit-
tavaa tarkkuutta ja joustavuutta.

Mairitelmi 56 Suorakulmainen lukukaavio, jossa on m vaakarivid ja n pystysaraket-
ta on m X n-matriisi. Tyyppid m x 1 oleva matriisi on pystyvektori ja tyyppid 1 X n oleva
matriisi on vaakavektori. Kaaviossa esiintyvid lukuja sanomme matriisialkioiksi.

Merkintidsopimuksia:

(1) Tulemme kirjoittamaan lukukaavion aina isojen sulkeiden sisddn. On myos luval-
lista kédyttdd hakasulkumerkintdd, mutta tissd monisteessa kdytimme systemaattisesti
kaarisulkeita.

(2) Matriisia merkitsemme kirjaimella (iso, vahvennettu ja kursiivi) ja matriisissa ole-
via alkioita merkitsemme samalla kirjaimella (pieni, vahventamaton ja kursiivi) varus-
tettuna alaindeksein, jotka ilmaisevat milld rivilld ja misséd sarakkeessa alkio on. Esi-
merkiksi aq, on matriisin A rivilld 1 sarakkeessa 2 oleva alkio.

al aiz2 - Aip

azy dzp - Ay
A= . .

Aml Am2 - Qmn

(3) Vaakavektoria merkitdin samoin kuin matriisia, mutta usein valitaan pieni kirjain, ja
rivi-indeksi voidaan jéttdd pois. Pystyvektorin tapauksessa sarakeindeksi voidaan jittda
pois.

r:(m rpp - r1n>:(rl rp .- rn), §= . =
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(4) Fysiikassa ja tekniikassa on tapan merkitd vektoreita vahventamattomalla, kursii-
villa vektorilla, jonka péilld on nuoli.

(5) Tulemme kiyttiméddn kumpaakin merkintdd (3 ja 4) vektorille. On tirkeitd, ettd
opiskelija tottuu siihen, ettd eri tilanteissa kdytetdin hieman erilaisia merkintdja.

Médéritelmé 57 Usein kéytdmme matriisille merkintdid A = (a;;). Vastaavasti matriisin
A alkiolle kdytetddn joskus merkintdid (A);;.

Miiritelmi 58 (a) Matriisit A = (a;;) ja B = (b;;) ovat samat (identtiset, engl. equal),
jos ne ovat saman kokoiset ja, a;; = b;j kaikilla i, j. Téilloin merkitiiin A = B.

(b) Kahden m x n-matriisin A = (a;j) ja B = (b;j) summa on matriisi
A+B = (aij+bij)

(c) Reaaliluvun A ja m x n-matriisin A = (a;j) tulo AA on m x n-matriisi (A - a;;).
(Kaikki alkiot kerrotaan A:lla.)

(d) Sovimme lisiksi merkintdtavoista

A-B = A+(—-1)B=A+(-B)

Esimerkki 59
2_0—12_3.1—20 - 0—24_3—60
1 4 0 0O 1 3 o 2 8 0 0O 3 9
- -3 4 4
o 2 5 -9

Samankokoisten matriisien yhteen- ja viahennyslasku ja vihennyslasku ovat melko sel-
viid asioita. Seuraavaksi médrittelemme matriisin kertomisen matriisilla.

Koulussa olet todennzkoisesti oppinut kahden vektorin pistetulon -V = ujvy + upvy +
-+ +u,v,. Kertaamme asian ensin
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Mairitelmé 60 Kahden samanmittaisen vektorin ii = (u;) ja V = (v;) pistetulo on
U-V=upvi +upva+---+upvy

Miiritelmé 61 m x n-matriisin A = (a;;) ja n x p-matriisin B = (b j) matriisitulo AB
on m X p-matriisi

Z alkbk] al. . o]

(Siis: AB:n rivilli i sarakkeessa j oleva luku on A:n i:nnen rivin ja B:n j:nnen sarak-
keen pistetulo.)

Esimerkki 62 Seuraavassa esimerkissd on lisditty sarakkeita ja rivejd erottavat viivat
Jjoihinkin kaavioihin. Tdmd ei ole kovin tavallista, mutta tdssd tapauksessa saattaa hel-
pottaa kaavion lukemista.

% Bl (1-4 o)_
0 3 0 -2 3

(o) (2 —1>~(_i§) (2 -)-(3)
_ 3,) (10)-(:5) (o) (%)

()T )
(

2:-14+(=1)-0{2-(=1)+(=1)-(=2) [2-04+(-1)-3
= 11+00 1-(=1)+0-(-2) 1-0+0-3
0-1+3-0 0-(-=1)+3-(-2) 0-0+3-3
2 0 -3
=1 -1 0
0 -6 9

Huomaa tyyppien yhteensopivuus (3 x 2-matriisi)(2 x 3-matriisi)=(3 x 3-matriisi)/

Edeltdavd méadritelméd ja esimerkki kannattaa tiivistdd seuraavalla tavalla: ”Kun ollaan
laskemassa matriisia C = AB, niin laskettaessa lukua riville i sarakkeeseen j, tarvitaan
ensimmdisestd matriisista i:s rivi ja toisesta matriisista j:s sarake. Rivin ja sarakkeen
pistetulo antaa alkion tulo-kaavion vastaavaan paikkaan.”



c3sltaulul‘
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S1vu
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Alla taulukossa
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on esitetty edeltidvin esimerkin tulokaavion kaikkien al-

kioiden lasku ja erityisesti ’misté luvut tulevat?”’.

. . .. sj_eSi SleSiml . . . . .. . .
Taulukko 2. Esimerkissi sivu askettujen lausekkeiden sisdltimien lukujen

sujainti alkuperdisissd matriiseissa.

mikd = mitd? mistd luvut?
c1] = 2-1+(—1)-0 1 0 ( -1 0)
0 3 0] —2 3
Y (1) 1 0
cn= 2-(-D)+(-1)-(-2) ((1) : (o3 5)
1 —1 [0]
c3= 2-0+(-1)-3 (1) (; (0 5 )
2 -1
L . -1 0
c1= 1-14+0-0 ( @)(@ 5 3
= (1) 40-(-2) o) () E e
22 — 5 3 0 Iﬂl 3
2 -1
1040 1 —1 [0]
c3= 1-04+0-3 ( !F E; ) ( 0 2 II )
2 -1 10
c31= 0-143-0 1 0 ( )
0] 0] —2 3
2 -1
c= 0-(=1)+3-(-2) 10 (1 O)
o] 0 L) 3
2 -1
1 -1 [0]
czz= 0-0+3-3 1 O ( )
| (@ ) 0 2
Esimerkki 63 Seuraavassa vilimuotoja on vihemmdn. Saatko saman tuloksen?
1 -1 0 1 2—140 —140+4+0 1 -1
0 -2 3 1 0 1 0-2+0 0+0+9 | -2 9
1 1 1 0 3 | 24140 14043 | | 3 2
1 0 O 24040 —140+4+0 2 —1

Huomaa taas tyyppien yhteensopivuus (4 x 3-matriisi)(3 x 2-matriisi)=(4 x 2-matriisi)/
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Esimerkki 64 Olkoon
2 0
A= 1 31, B:(O 1)]'aC:<1 4)
10 3 -2 -1 1

Laskemalla tulot ndhdddn, ettd a) tulo AB on hyvin mddritelty ja laskettavissa, mutta
tuloa BA ei voi laskea. b) Tulot BC ja CB voidaan laskea, mutta niistd saadaan eri
tulokset. Siis BC # CB.

Esimerkki 65 Huomaa, ettd vektoreiden

u=(23) ja v:(g)

Matriisitulo ja pistetulo ovat tarkasti tulkittuina eri asiat

w = (2:5+3:6)=(28)
u-v = 2-5+43.-6=28

Esimerkki 66 Luvun alussa esiintyi yhtdloryhmd ja siihen liittyvit matriisit

2x—5y = —1
3x+7y = 13

4=(57) = (5)mo ()

Matriisikertolaskun mddritelmdstd ja matriisien yhtdsuuruuden mddritelmdstd seuraa,
ettd seuraavat kolme rivid sanovat saman asian:

Ax=D>b 4.1)
2 =5 X -1
= (57)0)-(%) w2
2x—5y = —1
{ 3x+7y = 13 “.3)

Mairitelmi 67 Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia. Jos matrii-
sissa on sarakkeita yhti monta kuin rivid, se on neliomatriisi. n x n-neliomatriisin (a;;)
pddlavistdja muodostuu alkioista ay,1 < k < n. Neliomatriisi on diagonaalinen, jos
sen ainoat nollasta eroavat alkiot ovat pddldvistdjdlld. Neliomatriisi I on yksikkomatriisi,

Jonka pddldvistdjdn alkiot ovat ykkosid ja muut alkiot ovat nollia.
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00 0 1 0 - 0

00 0 01 - 0
0= . y I= ;

00 0 0 0 1

Seuraava miiritelmai saattaa tuntua keinotekoiselta, mutta madritelméaissi esitelty Kro-
neckerin delta on paljon kadytossi teknisessa laskennassa. Asia on ulkoa opettelun ar-
voinen.

Mairitelma 68 Kroneckerin delta on

s _ [ 1 iz
Y10, kuni#j

Siis I = (5,1)
Seuraavilla lauseilla on tdsmillinen matemaattiseen kisitteistoon liggv'a rnerkitgfis,, jo- . .

. . ma usa Jesskinml s iGmirdeitsuudet
hon palataan opetuksessa myohemmin. Lauseet Jja uettelevat matriiseille voi-

. . . . .. . . . slesim2:mik\IeC {\"a
massa olevia tavallisesta laskemisesta tuttuja ominaisuuksia. Esimerkki (7)) Kertoo

missd suhteessa matriiseilla laskeminen poikkeaa reaaliluvuilla laskemisesta. (Tadssd

. L . . ) slesim2:mik\IeC {\"a} matlaskussa on outoa
vaiheessa on térkedtd muistaa esimerkin (/1) antama viesti.) Lauseet on Koottu pe-
rikkdin, jotta kaavat olisivat helposti silméiltivissd. Todistukset on esitetty esimerkin

jalkeen. Seuraavassa merkinnéat +,, ja -, tarkoittavat matriisien laskutoimituksia.

1 ominaisuudet | Lause 69 Olkoon A,B ja C m x n-matriiseja ja o, 3 € R reaalilukuja. Silloin

(1) A+(B+C)=(A+B)+C
2) A+0=A

3) A+(-A)=0

(4) A+B=B+A

5) 1.A=A

a(BA) = (aB)A
(a+B)A=aA+BA
0(A+B)=0A+cA

A/~ /N /N
~N O
~— — — —

Kommentteja: (1) +,, on liitdnndinen (eli assosiatiivinen), (2) nollamatriisi on +,,:n
neutraalialkio, (3) —A on A:n kddnteisalkio, (4) +,, on vaihdannainen (eli kommuta-
tiivinen)
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1 ominaisuudet | Lause 70 Olkoon A,B ja C matriiseja ja o, € R reaaliluku. Jos matriisien tyypit ovat

sellaiset, ettd seuraavat tulot ovat olemassa, niin silloin

(1)  (AB)C=A(BC)

(2) A(B+C)=AB+AC

(3) (A+B)C=AC+BC

(4)  o(AB) = (aA)B=A(aB)
(5) IA=AI=A

Kommentteja: (1) -, on liitdnndinen (assosiatiivinen), (2,3) +,, ja -, noudattavat osit-
telulakeja, (5) I on matriisikertolaskun -,, neutraalialkio.

cussa on outoa| EsimerkkKi71 Olkoon A,B ja C matriiseja. Jos matriisien tyypit ovat sellaiset, ettii

seuraavat tulot ovat olemassa, niin on mahdollista, ettd
(1) AB +# BA

(2)  (AC =BC) vaikka A # B
(3)  (AB=0) vaikka (A+ O ja B+ 0)

. mat ;a L &keknino lemskuani smidat suudet . . . Jc3slesim2:mik\Ie
Lauseiden ja Osalta todistamme vain muutaman kKondan ja esimerkin (I/l’

viitteet osoitetaan oikeiksi antamalla esimerkki jokaiseen kohtaan.

lth matplus:vhteenlaskun ominaisuudet

Todistuksia: (Lause (69) vaite (1))

Vi,j: (A+(B+C))ij = aij+(B+C)ij=aij+bij+cij
= (A+B)ij+cij=((A+B)+C);

matkerto:kertolaskun ominaisuudet . . L.
(Lause (H%) vaite (1)) Olkoot A, B ja C tyyppeja m X n, n X p ja p X r olevia matriiseja.
Silloin matriisit (AB)C ja A(BC) ovat kumpikin tyyppid m X r ja
n P

(AB)ij =Y aubijja (BC)y =Y assby
k=1 g=1
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joten

((AB)C);; = i AB)iycqj = i (iatkbkq> Cqj

= (aitb11 +apby1 + -+ ainbp)cy
+(aitb12 +apby + -+ aipbpa)ca;
+...
+(aitbip +apbrp - +aipnbpp)ciy

= aji(bricyj+brpcaj+- - +bipcp))
+apn(barcj+bxncaj+-+bypcy))
+...
+ain(bp1c1j+bpacaj+ -+ bypcpj)

n 4 n
= Z ' (Z bchqj) = Zaik(BC)kJ
k=1 g=1 k=1

ik
= (A(BC))ij

matkerto:kertolaskun ominaisuudet
(Lause vaite

(A(B+C))1J = ZalkB+C Zalk bkj+ckj)
k=1 k=1

= aj(bij+cij)+ap(brj+crj)+ -+ ain(bpj+cnj)
= (anbij+anbyj+ - +ainbnj) + (aircij+apcaj+- - + aincnj)

n n
= Y aubij+ Y apcrj = (AB+AC);;
k=1 i=1

fth matkerto:kertolaskun ominaisuudet e .
(Lause (l/ 0 vaite (5)) Tutkitaan m X n-matriisin A = (a; j), m x m-yksikkomatriisin I =

(8i;) ja n x n-yksikkomatriisin J = (J;;) tuloja.

m

(IA)ij = Y Swarj = Snarj+Spazj+- -+ Simtmj = aij = (A);;
k=1
n

(AJ)i; = Y aubj=anbdij+apbdrj+- - +ainbyj = aij = (A);;
k=1

lc3slesim2:mik\IeC {\"a} matlaskussa on outoa

(Esimerkki (|/ 1)) OIkoon

A= ()= (L )= (g 8) o= ()= ()
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Silloin suora lasku osoittaa, etti:

(1) AB # BA,

(2) AC = BC, vaikka A # B,

(3) DE = 0O, vaikka D # O ja E # O.

4.2 Transponointi

Seuraavassa madriteltdvid transpoosimerkintidd kiytetddn paljon. Vaikka asia on yksin-
kertainen, sen pitdd tulla taydellisen tutuksi.

Miiritelmé 72 m x n-matriisin A = (a;;) transponoitu matriisi eli transpoosi on n x

m-matriisi AT jolle
(A")ij=aj.

(Matriisi AT saadaan siis A:sta vaihtamalla vaakarivit pystysarakkeiksi.)

Esimerkki 73
X1
(023 (2o ) |2 |-tnm ey
- - y . - 1 2 n
5 1 6 36 :
Xn

(:3)-(:3)

(Huomaa: vasen ylidnurkka pysyy paikallaan, ensimmaisesta rivistd tulee ensimmaéinen
sarake, toisesta rivistd tulee toinen sarake, ...)

Lause 74 Jos matriisien A ja B viliset laskutoimitukset ovat mddiriteltyji ja A € R,

(1) @H'=A4

2) (A+B) =A" 1B

(3)  (AA)T =247

(4) (AB)T =BTAT «« TARKEA!



Vaasan yliopiston julkaisuja 81

Todistus: Kohdat (1) - (3) ndhdéén vilittomasti. (4):

((AB)" ) = (AB);; = Zajkbkz = Z(BT)ik(AT)kj = (BTAT)ij
k=1 k=1

12\ .. (56
A:<3 4)’1"3_(7 8)

Lasketaan ensin vditteen (4) mukaiset lausekkeet
(4B — 1 2\/(56\\ (19 2\ /(19 43
- 3 4 7 8 43 50 22 50
5 7 1 3 19 43
TAT _
B'A _(6 8)(2 4)_<22 50)

Seuraavaksi kirjaamme uudelleen samat laskut, mutta nyt merkitsemme erityisesti mis-

Esimerkki 75 Olkoon

td tulevat ne luvut joista laskemme tulosmatriisin rivilld yksi sarakkeessa kaksi olevan

alkion 43.

wr = (3 2) (B0 (52 -(29)

s - (F9)0E)-(25)

Miééiritelmé 76 Neliomatriisi A on symmetrinen, jos AT = A (eli a; = aj;, Vi, j) ja
antisymmetrinen, jos AT=—A (eliajj = —aj;,Vi, j)

Jokainen matriisi voidaan esittdd symmetrisen ja antisymmetrisen matriisin summana

A = AT+A missi

A" = —(A+A") on symmetrinen, ja

N =N —

A~ = —(A—AT) on antisymmetrinen.

Jos esimerkiksi

A (32)

() () )

C () .
o ()12
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4.3 Kaianteismatriisi

Reaalilukujen tapauksessa luvun a kiznteisluku a~! on sellainen luku, etti ¢~ ' -a =

a-a~' =1 (missi 1 = kertolaskun neutraalialkio). Matriisin kiinteismatriisilta vaadi-
taan tdsmilleen sama ominaisuus. Asioita mutkistaa se, ettd kaikilla O:sta poikkeavilla
matriiseilla ei ole kddnteismatriisia.

Midéritelmi 77 Neliomatriisi A on sddnnollinen, jos on olemassa kddnteismatriisi

Al siten, etti A”'A —AA ' =1

Lause 78 Jos neliomatriisi A on sddnndéllinen, niin
(1) kéicinteismatriisi A~" on vksikdisitteinen ja
(2) matriisiyhtilolld AX = b on yksikdsitteinen ratkaisu X = A~ 'b.

Todistus: Todistus perustuu kddnteismatriisin madritelmiin, matriisikertolaskun liitén-

matkerto:kertolaskun ominaisuudet

ndisyyteen ja matriisilaskujen osittelulakeihin (lause (70)(T,2)).
(1) Olkoot V ja W kaksi A:n kiddnteismatriisia. Silloin

V=VI=V(AW)= (VAW =IW =W
2) A b on matriisiyhtdlon AX = b ratkaisu, silld
AA7'D) = (AA b =50

Olkoot v ja w kaksi matriisiyhtdlon AX = b ratkaisua. Silloin

O

Edellisen lauseen viite (2) merkitsee sitd, ettd kun yhtdloryhmissd on yhtd monta yhti-
164 kuin muuttujaa, niin ratkaisu saadaan helposti, jos kerroinmatriisin kifinteismatriisi
on tiedossa. Tulemme seuraavassa kappaleessa esitteleméén keinon, jolla kddnteismat-
riisi saadaan médritettyd. Myohemmin tdssid luvussa esitimme samaan tarkoitukseen
vield toisen keinon.
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Kysymys siitd, milloin neliomatriisi on sdinnollinen saa seuraavissa kapaleissa yksin-
kertaisen vastauksen. Seuraavassa luvussa yleistimme sddnnollisyyden késitteen mat-
riiseille, joilla on rivejd enemmaén kuin sarakkeita. Yleistys auttaa kdsitteleméin yhté-
16ryhmi4, joissa on yhtélditd enemmaén kuin muuttujia.

Kaikesta edelld sanotusta voimme todeta, ettd olemme nyt saavuttaneet erdin tamin
kurssin ydin-asian: “matriisin sad@nnollisyys ja kddnteismatriisin madrittiminen”.

. . . .o c3s3a:kmatr vyksikasitteisyys
Esimerkki 79 Tarkastellaan esimerkkind lauseen vditteseen (2) yhtdloryhmdd

{202 0= (L 00)-0)

Kerroinmatriisi ja sen kddnteismatriisi ovat

(5 1) a=(3B 0

- (R4
e (Y ()

Lauseen mukaan yhtdloryhmdn ratkaisu saadaan kaavalla

()=as= (38 ()=(1)

Sijoittamalla alkuperdisen yhtdloryhmddn huomaa, ettd ratkaisu on oikea.

silld

Seuraavaksi listaamme joukon kédédnteismatriisin ominaisuuksia.

Lause 80 Olkoot A ja B sddnndllisid n x n-matriiseja. Silloin myds Al AT ja AB
ovat sddannollisid ja

(3) (AB)_I —B Al «« TARKEA!
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Todistus:

ANHA)=1

0 { ha ]

) (AAATTAH=1-1"1AA"1 =1

@) { ATATH(AA) =211 247 1A=1

3 (AB)(B~'A™1) :A(BB‘I)A‘I —AA' =1

G) { (B-'A""Y(AB)=B '(A"'A)B=B'B=1
(AT)(A—1 T:<A‘1A> —1

(3) N el
(471) @ah) = (aat) =1

Lause 81 Jos matriisi A on sddnnollinen, niin

(1) (AB=AC)= (B=C)
(2) (BA=CA)= (B=C)
3) (AB=0)= (B=0)
4) (BA=0)= (B=0)

Todistus: (1) B = A'AB=A"'AC =C, (2) vastaavasti ja (3) seuraa (1):std, kun
C = 0. (4) vastaavasti. Il

lc3slesim2|opskesfimp matkN\ddkls smtdmshutssa on outoa
Siis esimerkisséd (/1)) sivulla !/ 8 malmtut ongelmat 2) 12 (3) eivat koske saannollisia

esim2:mik matlaskussa on outoa
neliomatriiseja. Esimerkin (/1)) yhteydessa on tapana sanoa, ettd “mafriisilla ei saa ja-

kaa, mutta kdfinteismatriisilla saa kertoa (jos kididnteismatriisi on olemassa).”

4.4 Matriisit ja vektorit Octavessa (kesken)

Kappale
kesken
Octavea on jo kiytetty lineaaristen yhtdloryhmien ratkaisemisessa. Nyt kdytimme sa-
maa ohjelmaa matriisi- ja vektori-laskujen laskemiseen.
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Matriisi

voidaan esitelld Octavelle kahdella tavalla:

Tapa 1:
octave:2> A = [2 —4; 1 3]
A =
2 -4
1 3

Muuttujalle A sijoitetaan matriisi. Matriisimerkinté alkaa (alku)hakasululla ja paittyy
(loppu)hakasulkuun. Matriisin alkiot luetellaan vélilyonnein (tai pilkuin) erotettuina ja
rivit erotetaan puolipisteelld. Jos komento pééttyy puolipisteeseen, niin Octave ei kaiuta
matriisia ndytolle, ja jos puolipiste puuttuu komennon peristd, niin Octave nielaisee
komenon kaiuttamatta mitddn. (Kokeile.) Kummassakin tapauksessa muuttuja A viittaa
komennon jilkeen siihen edelld sijoitettuun matriisiin.

Tapa 2:
octave:3> A = [2 —4;
> 1 3]
A =
-4
1 3

Toisessa tavassa matriisi kirjoitetaan rivi kerrallaan. Octave-tulkki tulkitsee ensimmai-
sen komentorivin tarkoittavan matriisin méérittelyd, mutta toteaa komennon olevan vie-
14 kesken, ja odottaa seuraavan rivin tiydentdvdan komennon. Riveja voi olla enemmén-
kin kuin kaksi. Komento tulee valmiiksi, kun loppu-hakasulku lopettaa matriisin.

4.5 Esimerkki Markovin ketjusta, "FlyBike’

Esimerkki 82 Suomalainen ’FlyBike’-talli ottaa vuosittain osaa Trans-Silvanian ym-
pdriajoon kymmenelld pyordilijalld. Tallin manageri haluaa arvion tulevien vuosien
tuotoista taloussuunnittelua varten. Manageri luokittelee tallinsa urheilijat kolmeen
ryhmddn ”aloittelijat”, “kokeneet” ja “tihdet”. Talli tekee yhdessd jokaisen urheili-
jan kanssa mainos ja pr-sopimuksen. Keskimddrdiset tallin tuotot eri ryhmissd ovat
seuraavan taulukon mukaiset. Talukossa on myos eri ryhmiin kuuluvien urheilijoiden
lukumdidrdit tdlld kaudella.
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ryhmd tuotto | lkm nyt
(1) aloittelijat r1=3001| n=6
(2) kokeneet rn =2000 | np, =3
(3) tihdet r3 =10000 | n3 =1

Muodostetaan taulukon sarakkeista vektorit 7 = (300,2000,10000)” ja it = (6,3,1)7.
Tallin tdmdéin kauden tuotto on

Ry=17-¥=6-300+3-2000+1-10000 = 17800.

Tallin harjoitusohjelma sekd valmennus- ja huoltotuki takaa sen, ettd urheilijat kehitty-
vdt uransa aikana. Siirtymdtodenndkoisyydet urheilijan siirtymiselle ryhmdistd toiseen

vhden kauden kuluessa ovat seuraavat:

Tee managerille arvio lihikausien tuotoista.

Ratkaisu:

Kaaviossa kirjaimella p;; merkitdin todennikoisyyttd sille, etté télld kaudella ryhmis-
sd j polkeva urheilija, kilpailee seuraavalla kaudella ryhméssi i. Siirtymit (1 — 2) ja
(2 — 3) ovat luonnollisia valmennuksesta seuraavaa urakehitysti. Siirtymit (2 — 1),
(3 —2)ja (3 — 1) ovat joko loukkaantumisesta johtuvia taantumia, tai seurausta siiti,
ettd kokenut urheilija tai tihti lopettaa uransa ja hiinet korvataan kokemattomammalla.

Saattaa tuntua oudolta, ettd siirtymién (1 — 2) liitetdén siirtyméitodenndkoisyys po;.
Tuntuu kuin indeksit olisivat vddrinpdin. Pian huomaat, ettd indeksit kannattaa merkiti
juuri ndin!
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P on todenndkoisyys sille, ettd urheilija joka on nyt ryhmaissi &, jatkaa seuraavankin
kauden samassa ryhmaéssi. Alkeistodennikoisyyksien summa on yksi, joten

piit = 1—py—p31=1-0.60-0.01 =0.39
pn = 1—pip—p3p=1-0.05-0.20=0.75
p33 = 1—pi3—pr3=1-0.10—0.05=0.85

Tieddmme siis urheilijoiden lukumiérit eri ryhmissé nyt (7(0)) seké siirtymitoden-
nikoisyydet. Ndiden avulla voimme laskea odotusarvot urheilijoiden lukuméiirille eri
ryhmissi ensi kaudella (7i(1)) kaavoilla

ni(1) = pnni(0)+ p1an2(0) + p13n3(0)
na(1) = p2ani(0)+ pana(0) + pasnz(0)
n3(1) = pa1ni(0) + p32n2(0) + p33nz(0)
eli
(1) = Pi(0),

missd P on matriisi

P11 P12 P13 0.39 0.05 0.10
P=| pau p» psn | = 060 0.75 0.05
P31 P32 D33 0.01 0.20 0.85

Odotusarvo k:nnen kauden ryhmien suuruuksille on

ii(k) = Pii(k — 1) = PX5i(0).

Teemme pienen python-ohjelman ndhddksemme seuraavan kymmenen kauden odo-
tusarvot. Kirjoitamme seuraavat komentorivit tekstitiedostoon ”1aF1lyBike.py™:

from numpy import =*

P = matrix([[0.39, 0.10, 0.20]

[0.60, 0.75, 0.107,

[0.01, 0.10, 0.85]],float);
[ t)

4

n = matrix([[6],[3],[1]1],floa
#
print ("\n k nl (k) n2 (k) n3(k)")

for k in range(1l1l):
nk = (P*xxk)=*n
print (" {0:3d} {1:5.3f} {2:5.3f} {3:5.3f}".
format ( k,nk[0,0],nk[1,0],nk[2,0]1))

Komento ’ python laFlyBike.py’ tuottaa tulosteen:
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k nl (k) nz (k) n3 (k)
0 6.000 3.000 1.000
1 2.840 5.950 1.210
2 1.945 6.287 1.652
3 1.718 6.048 2.052
4 1.685 5.771 2.366
5 1.708 5.576 2.605
6 1.745 5.467 2.789
7 1.785 5.426 2.935
8 1.826 5.434 3.055
9 1.867 5.477 3.159
10 1.907 5.543 3.251

Pythonilla saamme my®s helposti graafisen esityksen eri ryhmien kokojen kehitykselle.
Tiedostoon "1aFlyBike?2.py” kirjoitamme ohjelman:

from numpy import =
import matplotlib.pyplot as plt
#
P = matrix([[0.39, 0.10, 0.20],
[0.60, 0.75, 0.10],
[0.01, 0.10, 0.85]1,float);
n = matrix ([[6],[3],[1]], float)
#
x = zeros((11,1));
nl = zeros((11,1));
n2 = zeros((11,1));
n3 = zeros((11,1));
for k in range (11)
nk = (P**k) *1;
1[k] = nk[O0];
nz2[k] = nk[1];
n3[k] = nk[2];
[k] =k;
#
plt.plot(x,nl,’k-0o’,x,n2,"k-s’",x,n3,"k-d");
plt.show ()

. e Pc3slfigl
Ohjelman piirtdma graafi on kuvassa

Jos mallin siirtymétodennédkdisyydet on arvioitu oikein ja ne eividt myodskddn muutu
tulevien kausien aikana, niin joukkueen urheilijoista tulee keskiméadrin kokeneempia
ja heidén tulonsakin keskimiirin kasvavat. Tallin tulot ovat siis kasvussa, mutta miten
paljon?

Lisatddn vield samaan kuvaan tallin saama tulo kausittain. Piirramme kaksi erillista
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Kuva 22. Ryhmien koko tulevina kausina.
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koordinaatistoa samaan kuvaan ja lisiimme joitakin otsikkotekstejd. Seuraavassa tie-

dosto ”1aFlyBike3.py” ja sen piirtimd kuva:

from numpy import =
import matplotlib.pyplot as plt
#
P = matrix([[0.39, 0.10, 0.20],[0.60, 0.75, 0.1071,[0.01,
0.10, 0.85]1,float);
r = matrix ([[300,2000,1000011);
n = matrix([[6], [3]1,[1]],float)
#
x = zeros((11,1));
nl = zeros((11,1));
n2 = zeros ((11,1));
n3 = zeros((11,1));
tulo = zeros((11,1));
#
for k in range(11):
nk = (P*x%k)*n;
nl[k] = nk[0];
n2[k] nk[1];
n3[k] = nk[2];
x[k] =k;
tulol[k] = rxnk;
#
fig = plt.figure();
kuval = fig.add_subplot (211);
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kuval.plot (x,nl,"k-0o’,x,n2,"k-s’,x,n3," 'k-d");
kuval.set_xlabel ("kausi’);
kuval.set_ylabel (' 1km’);

kuval.axis ([0,10,0,81);

kuvaz = fig.add_subplot (212);
kuvaz.plot (x,tulo,’k-0");
kuva?2.set_xlabel (' kausi’);
kuvaz.set_ylabel (' tulo’);
kuva?2.axis ([0,10,0,500007]);

plt.show ()

. e c3sl1fig2
Ohjelman piirtdama graafi on kuvassa

Ikm
O O NN W b OO N O

50000 kausi

40000

30000

tulo

20000

10000 g

kausi

LAPC3s1fig2 ‘ Kuva 23. Ryhmien koko ja tallin tulo tulevina kausina.

4.6 Matriisin kdintdminen rivioperaatioilla

InvGaussJordan‘

Seuraavassa esitetty Gaussin algoritmi perustuu tuttuihin rivioperaatioihin. Teoria on
esitetty mahdollisimman lyhyesti ja esimerkit saavat selvittdd asian. Algoritmi esite-
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tddn vasta lopuksi, koska se tiivistdd esimerkit.

Olkoon A seuraavassa n X n-matriisi. Rivioperaatiot voidaan muuntaa matriisilla (rivio-
peraattorilla) kertomiseksi seuraavalla tavalla:

1) kahden rivin vaihto
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)

y epg = eqp=1
Ej = (eij), missd ¢ e = 1, kuni%pjai;«éq :
e;j = 0, muulloin
niin rivit p ja g vaihtavat paikkaa.
Esim:
' 11 12 13 010 11 12 13 21 22 23

Effde| 21 22 23 |=( 1 00 21 22 23 | = 11 12 13

31 32 33 0 01 31 32 33 31 32 33

2) rivin Kertominen luvulla A
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)

epp = A
E];’;Z{":(eij), missi ¢ e; = 1, kuni#p |,
e;j = 0, muulloin
niin rivi p tulee kerrotuksi luvulla A.
Esim:
11 12 13 1 0 O 11 12 13 11 12 13
ng%o 21 22 23 | =1 0 10 O 21 22 23 | =1 210 220 230
31 32 33 0 0 1 31 32 33 31 32 33

3) rivin p lisddminen luvulla A kerrottuna riviin ¢
Kun matriisi A kerrotaan matriisilla (rivioperaattorilla)

y e = 1,\V/i

isaa __ (. S —

g = (eij), missd ¢ egp = A o
e;j = 0, muulloin

niin rivi p tulee lisétyksi luvulla A kerrottuna riviin g.

Esim:
. 11 12 13 1 00 11 12 13 11 12 13
El{fz”‘f’loo 21 22 23 | = 100 1 O 21 22 23 | = 1121 1222 1323
31 32 33 0O 01 31 32 33 31 32 33
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Kaikki edelld esiintyneet rivioperaattorit ovat sdédnnollisid silld helposti nihdéén ettid

vaihto -1 __ pwaihto kerro -1 _ pkerro . lisaa -1 _ plisaa
E E E E a E E
p:q —Fpq > piA —Tpl/A J Pgs A — Fpg—A

Lause 83 Olkoon A sddnnollinen n X n-matriisi. Jos on olemassa n X n-matriisi B,
jolle BA=1, ninA~' =B.

Todistus: AB—=ABAA ! —AIA~! =1 O

Lause 84 Olkoon A sddnnollinen n X n-matriisi. Jos A voidaan muuttaa jonolla rivio-
peraatioita yksikkomatriisiksi I, niin kddnteismatriisi A~ saadaan tekemdillii samat
rivioperaatiot yksikkomatriisille 1.

Todistus: Olkoon E,E,,...,E, jono rivioperaattoreita siten, ettd E, ---E,E(A = 1.
Silloin edellisen lauseen mukaan

A'=E,  .E.E,=E, - -E,E I

Esimerkki 85 Mdidiritetdidiin kdicinteismatriisi matriisille

1 2 =2
A= -1 0 4
-2 -8 1

Kirjoitetaan ensin kaavio (A|l), jolle ryhdymme tekemdicin rivioperaatioita. Tdlld var-
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mistamme, ettd I:hin kohdistuu tidsmdilleen samat rivioperaatiot kuin A:han.

(A[T)
1] 2 2|1 0 0\|+1]+2
~ | =1 0 4]01 0]«
—2 -8 1[0 0 1 -
(1) 2 =21 0 0\]|+«
~ 0 2 211 —1] 42
0 —4 —3(2 0 1 -
(1) 0 —4]0 =1 0 -
0 2 211 1 0|«
0 0 []]4 2 1/)|-2|+4

(
(
a
(
(

1 00| 16 7 4
~ o1 0/-772 -3/2 —1
00 1| 4 2 1
16 7 4
= Al=| —7/2 -3/2 -1
4 2 1
Tarkistus
1 2 =2 16 7 4 100
AA” = [ -1 0 4 —7/2 =3/2 -1 |=| 010
-2 -8 1 4 2 1 001
16 7 4 1 2 =2 100
A7'A = | =72 =3/2 -1 -1 0 4 |=(010
4 2 1 -2 -8 1 001

Esimerkki 86 Mdidiritetdiiin kiicinteismatriisi matriisille

1 -1 -2
A= -1 3 4
2 -1 1

93
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(A[T)
1] =1 =21 0 0\|+1]+2
~ [ =1 3 4]01 0]«
—2 -1 1|00 1 -
(1) =1 =21 0 0\| «
~ 0 [2 2 (110 |[+1/2]+3/2
0 —3 —3(2 0 1 -
(1) 0 —1]3/2 1/2 0
~ 0 2 2|1 1 0
0 0 [0]]7/2 3/2 1

Viimeinen pivotointi epdionnistuu, jonka tulkitsemme merkiksi siitd, ettd matriisilla ei
ole kddinteismatriisia.

Edelld kuvattu menetelmi johtaa helposti hankaliin murtolukulaskuihin, mutta se on
erittdin suoraviivainen ja sellaisena helppo omaksua.

Gaussin algoritmi (kainteismatriisin miérittamiseksi):

(0) Asetak =1, B(1) = (A|).

(1) Otetaan tukialkioksi (pivot element) alkio b(k)y.

(2) Jos tukialkio on 0 ja tukialkion sarakkeessa tukialkion alapuolella on nollasta poik-
keava alkio b(k),t , r > k, vaihdetaan rivit r ja k keskendén. Jos tukialkio on O ja sen
alapuoleltakaan ei 10ydy nollasta poikkeavaa alkiota, lopetetaan ja todetaan ettei kdén-
teismatriisia ole olemassa.

(3) Jaetaan tukialkion rivi tukialkiolla. (Eli tehddén tukialkio 1:ksi.)

(4) Lisdtaan tukialkion rivi muihin riveihin sopivalla luvulla kerrottuna siten, etté tu-
kialkion yli- ja alapuolella olevat alkion muuttuvat nolliksi.

(5) Jos k < n, niin kasvatetaan k:ta yhdelld ja siirrytddn kohtaan (1).

(6) A~ on saadun n x 2n-matriisin B(k) oikea puolikas.
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4.7  Yhtidloryhmin ratkaisun herkkyys

Yhtdloryhmén

2

5

4
301 —1 x 2
s [ 12 1 y =15
4

-2 2 2 Z
- ——— N —
=A :)_C‘l —51
ratkaisu on
X
X = y :Ailbl = 1
Z 2

Jos jonkun yhtdlon RHS muuttuu, niin myds ratkaisu muuttuu.

95

Jos kolmannen yhtdlén RHS kasvaa arvosta 4 arvoon 5, niin yhtidloryhmén ratkaisu

muuttuu. Uusi ratkaisu on

2

5

5
301 —1 x 2
s [ 1 2 1 y|=15
5

Z
N ~~ —— ==
=A :)_C‘Z :Bz
ratkaisu on
X 0.25
=1y |= A_lbz = 2
Z 0.75
Muutos ratkaisussa on
0.25 1 —-0.75 Ax
AX = XH—X¥= 2 — 1 = 1 =\| Ay
0.75 2 —1.25 Az

Kun siis yhdenkin yhtdlon RHS muuttui, niin jokaisen muuttujan arvo ratkaisussa

muuttui!
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Jos pienikin muutos yhtidloryhméan RHS-luvuissa saa aikaan suuria muutoksia muuttu-
jien ratkaisu-arvoihin sanomme, ettd yhtdloryhmai on herkki. Herkkyydelle on olemas-
sa mitta (kerroinmatriisin kuntoluku), mutta emme opettele siti vield nyt.

Toinen esimerkki

Edellisessd esimerkissd muutos RHS:ssé oli melko suuri. Seuraavaksi katsomme vas-
taavan esimerkin, jossa RHS:n muutos on pienempi (realistisempi, koska pienid muu-
toksia on aina).

Olkoon yhtédléryhmiin kertoimet samat kuin edellisessi esimerkissé. Alkutilanteen RHS
on

2
by=1 5
4
ja lopputilanteen RHS olkoon
2 0
by = 5 =b;+ 0
4.1 0.1
2 0 0 2
bi=\| 5|, Ab= 0 =0.1 0|, b3=b+Ab= 5
4 0.1 1 4.1
Laskemme vastaavan muutoksen ratkaisuvektorissa X:
AX = X3—X3 :A7153 —A7151
= A '(b3—b))=A""AD — | AX=A""Ab
-05 1 -0.75 0 —0.075
= 0.1 1 -1 1 0| = 0.1
—-15 2 —-1.25 1 —0.125

Esimerkkien yhteenveto

Yksinkertainen periaate: Tarkastellaan yhtdloryhmidd AX = b. Jos k:nnen yhtdlon
RHS kasvaa yhdelld, niin ratkaisuvektori muuttuu mééralld, joka on kerroinmatriisin
kidnteismatriisin k:nnes sarake.

Merkitiin A:n kisinteismatriisin k:tta saraketta vektorilla ity = (uyg ok .. uni)"

Téasmaéllisempi periaate: Tarkastellaan yhtdloryhmédd AX = b. Jos yhtdléoryhmén RHS
kasvaa mérilld Ab = (Aby Aby ...Ab,)T, niin ratkaisuvektori muuttuu méaaralli

A% = A~ Ab = Abyii| + Abyiiy + . .. Abyii,,
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5 DETERMINANTIT

5.1 Determinantti

97

Tamai kappale jakautuu kolmeen alakappaleeseen. Ensimmaisessé alakappaleessa maa-
rittelemme kaksi- ja kolmiriviset determinantit. Ndma kaavat 16ytyvit taulukkokirjois-

ta. Toisessa alakappaleessa yleistimme determinantin isommille kaavioille ja toteam-

me koko joukon ominaisuuksia determinantille. Ominaisuuksien perustelut 10ytyviit li-

sdmateriaalista.

Tekniikan opiskelussa usein ajatellaan, ettd kaksi- ja kolmiriviset determinantit riitta-

vit. Tamai ei kuitenkaan nyt riitd. Esimerkiksi lineaarisen optimoinnin tarpeita varten

opiskelijan tulee opetella myos kisitteleméédn isojakin lukukaavioita.

5.1.1 Kaksi- ja kolmirivinen determinantti

Maairitelma 87 (Kaksirivinen determinantti, [mddritelmd loytyy taulukkokirjoista]) 2 x

2-matriisin A = (a;;) determinantti on det(A) = ayjax — apaz).

Kaksirivisen matriisin determinantille kdytimme myos merkintid

ar an

det(A) = by

= dapiaz2 —aipzdazy-

kaksirivinen det

(5.1) ‘kaksirivine

Huomaa, ettd merkintd (5.I)) tarkoittaa siis reaalilukua aj1a2; — ajpar; eikéd mitdén lu-

kukaaviota.
Esimerkki 88
1 2
‘3 4 = 1.4-2.3=4—-6=-2
'2 :2 = 3.(—6)—(—4)-5=—-18+20=2

5.2)

(5.3)



def kolme_det ‘
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Huomaa, ettd lausekkeessa 3 - (—6) — (—4) -5 keskimmciinen miinusmerkki tulee mdiciri-
telmdstd ja toiset kaksi miinus-merkkid ovat matriisialkioiden merkkejd. Merkkivirheitd
voi estdid vain olemalla huolellinen.

Esimerkki 89 Tarkastellaan esimerkkind yhtdloparia

{anx + apy = b
ayx + axpy = b

Ratkaistaan yhtdlopari tavalliseen tapaan

(an app b )—azl/an

a1 ay b —

N ap  ap by
Al det(A) ayiby —anr1by

Siis yhtiloryhmdlld on yksikdsitteinen ratkaisu, jos ja vain jos det(A) # 0.

Mairitelmi 90 (Kolmirivinen determinantti, [mddritelmd loytyy taulukkokirjoista])
3 x 3-matriisin A = (a;;) determinantti on

ar a3 any 3 az| a4
det(A) = — +
(A)=an azy asjz a2 az; a a az| asp
Esimerkki 91

1 -2 —1

4 -2 3 =2 3 4

DS 2] E 3

0 1 5 1 5 0 5 01

= 1-(4-5—(=2)-1)+2-(3-5—(=2)-0)—1-(3-1—4-0)
— (2042)+2-(15-0)—(3—0) =49

5.1.2 Isot determinantit

Miiritelmi 92 n x n-matriisin A = (a;;) determinantti on luku
n
detA = Z (—1)1+ka1kDetA1k,
k=1
missd A, on matriisin A alimatriisi, joka saadaan, kun A:n ensimmdinen rivi ja k:s
sarake poistetaan. Kdytdmme determinantille myds merkintdd
ap aip -+ dip
arp ax - dap

detA =

anl dp2 - dpp
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Ensimmaiseksi tarkistamme, ettei uusi madritelma ole ristiriiddassa alemmin antamiem-
me kaksi- ja kolmirivisten determinantin kaavojen kanssa.

Esimerkki 93 (/) Sovelletaan ensin uutta mddritelmdid 3-riviseen kaavioon.

ar a2 a3
azp azy azs
asp aszz asz

a a a a a a
= e g e e e
ayy a3 as| a; axp
= an —ann +ai3
aszy ass asy ass asy as

f kolme det
Uusi mddritelmd antaa siis tdasmdlleen saman lausekkeen kuin aiempi mddritelmd (i@f])

(2) Toiseksi tutkimme kaavaa 2-rivisen kaavion yhteydessd. Sovimme, ettd yksirivinen
determinantti on sama kuin kaavion ainoa alkio. (Siis det(a) = |a| = a. Huomaa, ettdi
merkintd |a| ei nyt tarkoita luvun itseisarvoa, vaan 1 X 1 matriisin (a) determinanttia.)
Kun ndin on sovittu, voidaan uutta mddritelmdd soveltaa myos kaksiriviseen determi-
nanttiin.

apr an

w1 an | (=)™ ana|+ (1) Pana|

= dapax —azdap

Taas oikein. Siis kaksirivisen determinantin tapauksessa saadaan sama lauseke kuin
f kaks ctkaksi _det

mdidiritelmdissd sivulla

Seuraavassa esitellyt determinantin ominaisuudet ovat aiheen ymmaértdmisen kannalta
hyvin tirkedt. Ne tulee ymmaértad hyvin. Siksi niisti esitetdén seké sanallinen (mahdol-
lisimman havainnollinen), ettd kaavanomainen (mahdollisimman tdsmaillinen) muoto.
Ominaisuudet on esitetty lauseen muodossa. Lauseiden todistukset on esitetty lisdéma-
teriaalissa.

Jotta kaavat olisivat helpot muodostaa, sovimme epistandardin, vain tidssd yhteydessi
kaytettdvin merkinnin.

Olkoon tarkasteltavina n x n-matriisi A = (a;;) ja n-alkioinen pystyvektori it = (uj up -+ uy)”.
Sovimme, etti tdssd kappaleessa (ja myohemmin Cramerin kaavojen yhteydessd) mer-
kintd

Alk : i



th_det2
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tarkoittaa matriisia, joka saadaan, kun A:n k:s sarake korvataan pystyvektorilla i. Jos
siis esimerkiksi

2 -1 3 7
A= 1 2 4|, ja u=| 8 |,
5 =31 9
niin
2 7 3
A2:idl=11 8 4
591

Lisidksi kdytimme paljon kiytettyd merkintdd, jossa matriisin A = (a;;) k:tta saraketta
merkitdédn pystyvektorilla

aik
5 Az
Aof = .

Ank

Lause 94 Tarkastellaan n X n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A jonkin sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia,
niin matriisin determinanti on nolla.

(Kaavana:)

dg=0 = det(A)=0

(esimerkki:)

Lause 95 Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A kaksi saraketta vaihtavat paikkaa, niin synty-
vdn matriisin determinantti on alkuperdisen vastaluku.

(Kaavana:)

B=A[j:dyllk:dej] = det(B)=—det(A)
(Esimerkki:)

2 13 1 2 3
50 4|=—|0 —5 4
0 0 7 0 0 7

Lause 96 Tarkastellaan n X n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisissa A on kaksi identtisti saraketta, niin matriisin
determinantti on 0.
(Kaavana:)
JjF#k, ja Ei.j =dey = det(A) =0
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(Esimerkki:)

2 2 3
—5 =5 4|=0
0 0 7

Lause 97 Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Neliomatriisin A determinantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen
lineaarinen operaatio.

(Kaavana:)

det(Ak:i+V]) = det(Alk:i])+det(Alk:V]), ja
det(Alk:A-i]) = A-det(Alk:u))

(Esimerkki:)

2 541 3 2 53 2 1 3
5249 4| = | -5 2 4|+|-5 9 4
0 3-2 7 0 37 0 -2 7
2 100-5 3 2 53

~5 100-2 4| = 100-| =5 2 4

0 100-3 7 0 37

Lause 98 Tarkastellaan n X n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla A ja néiin saatu
sarake lisdtdcdn toiseen A:n sarakkeeseen, niin syntyvin uuden matriisin determinantti
on sama, kuin alkuperdisen matriisin determinantti.
(Kaavana:)

j#k = det(Alk: dug+ Ads;]) = det(A)

(Esimerkki:)

2 13 713
—5 1 4[=[0 1 4 |=detA[l:dy +5-ds))]
0O 0 7 0 0 7

Lause 99 Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua muiden sarak-
keiden lineaarikombinaationa, niin matriisin determinantti on nolla.

(Esimerkki:)

—5 1 =3 [=0, sillidey=de1+2 der
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th_det6b| Lause 100 Turkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Neliomatriisilla A ja sen transpoosilla AT on samat determinantit.
(Kaavana:)

det(AT) = det(A)

(Esimerkki:)

th_det7| Lause 101 Lauseissa
tulokset ovat voimassa mydos matriisin riveille.

th_det8| Lause 102 Tarkastellaan n x n-matriiseja A ja B.
(Sanallinen muoto:) Tulon determinantti on determinanttien tulo.
(Kaavana:)

det(AB) = det(A) det(B)

th_det9| Lause 103 (Sanallinen muoto:) Yksikkomatriisin determinantti on 1.
(Kaavana:)

det(I) =1

th_det10| Lause 104 Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Matriisi on sddnnollinen (eli sille on olemassa kéidinteismatriisi),

jos ja vain jos matriisin determinantti ei ole nolla.
(Kaavana:)
JA7! o det(A)#0

Todistus: [= | (eli A~ = det(A) # 0)

Oletamme nyt, ettd kddnteismatriisi on olemassa. Méadritetdin kddnteismatriisi riviope-
raatioiden avulla Gaussin algoritmilla. Aluksi laadimme kaavion, jonka vasen puoli on
A. Jokaisessa vaiheessa algoritmin aikana kaavion vasemman osan determinantti joko,
sdilyy muuttumattomana, vaihtaa merkkii tai tulee kerrotuksi nollasta eroavalla luvul-
la. Viimeisen kaavion vasemman puolen determinantti on 1. Siis ensimméisen kaavion
vasemman osan determinantti ei voi olla nolla.

(eli AA~! = det(A) =0)

Oletamme nyt, ettd kidnteismatriisia ei ole olemassa. Aloitetaan kddnteismatriisin maa-
ritys kuten edelld. Oletuksen mukaan Gaussin algoritmi ei onnistu, vaan pivotointi epa-
onnistuu jossakin vaiheessa. Tama merkitsee, ettd viimeisessd kaaviossa on rivi, jonka
vasen osa on tdynnd nolli%eSiis jgé{%l% A:n rivi voidaan lausua muiden lineaarikombi-
naationa ja lauseiden ja mukaan determinantti on nolla. [
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th_det11| Lause 105 Jos n x n-matriisia Aon sciciinnéllinen, niin

Sec:DetLasku‘

det <A71) - detl(A)

Edelld oli suuri joukko lauseita. Tehdédén vield yhteenveto:

det detl - . . . . s . . ..
(lause 94{sivu os neliomatriisin A jonkin sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia, niin

matriisin determinanti on nolla.

det det2 .. . . . ..
(lause 95[sivu os neliomatriisin A kaksi saraketta vaihtavat paikkaa, niin synty-

vin matriisin determinantti on alkuperdisen vastaluku.

%_%t det3 | .. . .. . .. .. .
(lause Sivu os neliomatriisissa A on kaksi identtistd saraketta, niin matriisin
determinantti on 0.

det det4
(lause 97[sivu eliomatriisin A determinantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen
lineaarinen operaatio.

det det 5 .. - . . e
(lause ﬁg sivu ii %%I ) Jos neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla A ja niin saatu
sarake lisdtddn toiseen A:n sarakkeeseen, niin syntyvian uuden matriisin determinantti
on sama, kuin alkuperdisen matriisin determinantti.

det det 6
(lause §}§ sivu “ %%I ) Jos jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua muiden sarakkei-
den lineaarikombinaationa, niin matriisin determinantti on nolla.

et6 det eb .. . . T . .
(lause sivu eliomatriisilla A ja sen transpoosilla A” on samat determinantit.
a3l d ¢ ¢

det’7 det7 | Ln
(lause sivu auseissa

koskevat tulokset ovat voimassa myds matriisin riveille.

det8 det8

(lauseii %iz S @Tﬁ%f(AB) = det(A) det(B)
det9 det 9

(lauseiiﬁﬁ S @Tﬁ%f(l) =1

detl detl0.. . e et .. vere e .
(lause Sivu afriisi on sddnnollinen (eli sille on olemassa kadnteismatriisi),

Jjos ja vain jos matriisin determinantti ei ole nolla.

detl detll . e aavqe ..
(lause sivu 0S n X n-matriisia Aon sdinndéllinen, niin

det(47) = det(A)

5.2 Determinantin laskeminen

Tissd kappaleessa opimme kaksi tapaa laskea determinantin arvo. Ensimmadinen tapa,
Gaussin algoritmi, perustuu rivioperaatioihin. Rivioperaatiot osataan jo, joten menet-
tely on varsin helppo omaksua. Toinen tapa perustuu determinantin lausumiseen pie-
nempien alideterminanttien lineaarikombinaationa. Menettely johtaa selviin kaavaan,
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mikd usein koetaan helpotuksena.

Néama kaksi tapaa ndyttivit aluksi hyvin erilaisilta. Kumpikin tapa kuitenkin perustuu
determinantin mééritelméén ja determinantin ominaisuuksiin. Kummallakin tavalla on
my0s jatkossa oma roolinsa, joten kumpikin laskutapa tulee osata.

5.2.1 Determinantin laskeminen rivioperaatioiden avulla

Ensin kisittelemme Gaussin algoritmin, jossa determinantti ensin muutetaan ylidkol-
miomuotoon. Yldkolmiomuoto (alakolmiomuoto) on muoto, jossa piildvistdjin alla
(ylld) on vain nollia. Esimerkiksi determinantit

13 -1 0
23] . |02 7 2
‘01'Ja 00 5 1

00 0 -2

ovat yldkolmiomuodossa.

Lause 106 Jos n x n-matriisi A on yldkolmiomuodossa (tai alakolmiomuodossa) niin
determinantin arvo on piidldvistdjdlld olevien alkioiden tulo, det(A) = ajjaz; - - - any.

Todistus: HT |

Lauseiden @j%}c%tﬂgaan determinantin arvo ei muutu, jos sen riviin lisdtda ska-
laarilla kerrottu toinen rivi. Téllaisten rivioperaatioiden avulla (ja mahdollisesti vaihta-
malla rivejd keskendin) voidaan determinantti aina muuttaa ylidkolmiomuotoon. Ennen
Gaussin algoritmia esitimme muutaman esimerkin.

Esimerkki 107

1] 3 —-1| -1 +2 1 3 -1
1 5 0 | « = |0 2] 1 | —4
-2 2 =3 — 0 8 —-5| «

1 3 -1

= |0 2 1

00 -9
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Esimerkki 108

2] 1 0 —1] -1 -2 +1 2] 1 0 —1
2 11 3 | « |0 0 1 4 | < vahda
4 01 3 — ~ | 0 -2 1 5 | « vaihda
210 5 — 0 2 0 4
2 1 0 —1
_ 0 [-2] 1 5 | +1
= Dy o1
0 2 0 4 | «
2 1 0 -1
0 -2 1 5
= Dy o 1] 4 | -1
0 0 1 9 | «
2 1 0 —1
0 21 5
= Dy 0 1 4
0 0 0 5

= (=1)-2:(=2)-1-5=20

Olkoon A seuraavassa n X n-matriisi. Seuraavan prosessin aikana determinanttikaavion
ulkoasu muutetaan vaiheittain yldkolmiomuotoon siten, etti lausekkeen arvo koko ajan
sdilyy samana. Merkitddn perikkiisid muotoja: |A| = |A(1)| = |A(2)| =|A(3)| = ... =
|yldkolmiomuoto|

Gaussin algoritmi:

(0) Asetak =1, |A(1)| = |A|

(1) Otetaan tukialkioksi (pivot element) alkio a(k)y.

(2) Jos tukialkio on O ja tukialkion sarakkeessa tukialkion alapuolella on nollasta poik-
keava alkio a(k), r > k, vaihdetaan rivit r ja k keskendin ja saatu uusi determinantti
kerrotaan (-1):114.

(3) Lisétéén tukialkion rivin alapuolella oleviin riveihin tukialkion rivi sopivalla luvul-
la kerrottuna siten, ettéd tukialkion alapuolella olevat alkion muuttuvat nolliksi.

(4) Jos k < n—1, niin kasvatetaan k:ta yhdelli ja siirrytdén kohtaan (1), muuten koh-
taan (5).

5 det(A) = a(k)“a(k)zz . -a(k),m
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Huomautus: Kohdan (3) rivioperaatiot eivit onnistu, jos tukialkio on 0. Tdmén takia
tehddin rivinvaihto kohdassa (2), jotta tukialkio olisi nollasta poikkeava. Jos tukialkio
ja lisdksi kaikki sen alla olevat alkiot ovat nollia, ei kohdassa (3) tarvitse tehdd mi-
tadn. Poiketen edeltdvistd Gaussin nimed kantavista algoritmeista, timé algoritmi toi-
mii myos, kun det(A) = 0. Silloin diagonaalille jd4 O ja determinantin arvoksi tulee 0,
niin kuin pitdékin!

On hyvid huomata, ettd edelld kuvattu menettely toimii aina. Determinantin laskemim-
nen rivioperaatioiden avulla voidaan tehdd mekaanisesti, mutta hyvi “pelisilmd” auttaa
usein 10ytdméédn nopeita reittejd kolmiokaavioon. Kaavioiden kisittely determinantin
laskun aikana sallii “’sarakeoperaatiot”, mutta nditd kannattaa nyt vilttdd. Oppimisen
kannalta on nyt hyvi keskittyd rivioperaatioiden oppimiseen. Jos siis havaitset mahdol-
lisuuden “sarakeoperaatioihin, niin transponoi kaavio ja jatka rivioperaatioilla.

5.2.2 Determinantin laskeminen minorikehitelmélli

Mairitelmé 109 Matriisin A alimatriisi A;; saadaan poistamalla A:sta i:s rivi ja j:s
sarake. Alimatriisin determinantti det(A;;) on matriisin A alkioon a;; liittyvi minori
(alideterminantti). Lukua (—1)"/ det(A;;) sanotaan matriisin A alkioon a;; liittyviiksi
kofaktoriksi.

Esimerkki 110 Jos

1 032

3 4 71

A=1 5 4 5

0 1 8 2

niin
1 0 2 L0 2
S PR RE
0 1 2

Vastaavat alkioon ay3 liittyvit minori ja kofaktori ovat

minori = det(Ay) =3
kofaktori = (—1)*"det(Ax) = -3
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Lause 111 n x n-neliomatriisin A determinantti saadaan laskettua kaavoilla

n
det(A) = Z (—1)"a;;det(A;)) kehitelmdi i:nnen rivin suhteen
=1
n
det(A) = Z(—l)’ﬂ a;jdet(A;;) kehitelmd j:nnen sarakkeen suhteen

~
—_

Determinantin kehittiminen kannattaa perustaa riviin tai sarakkeeseen, jolla on mah-
dollisimman monta nollaa.

Esimerkki 112 (1) Kehitetaan determinantti ensimmdisen rivin suhteen

_12 _03 '+<—1>‘+3-<—1>-‘

= 1-(=15-0)4+(—-1)-3-(=3—-0)+(—1)-(2+10)

(2) Kehitetaan sama determinantti toisen rivin suhteen

1 3 -1 3 .
1 5 0 |= Z(—1)2+fa2jdet(A2j)
-2 2 =3 j=1

3 -1 242 <
>, ‘+(—1) 5 ‘

= (-1)-(-9+42)+5:(-3-2)-0
= 18

I -1

—_ (_1)\2+1 1.
= =) 1‘ 2 -3

‘4_(_1)2—5—3'0.‘

Kéytdnnon laskemista helpottaa se, ettd kofaktoreiden merkkikaavio on varsin yksin-
kertainen:

S+ +
|+
S+
4+ o+
S+ +




Vaasan yliopiston julkaisuja 108

5.3 Matriisin kddntdminen adjungaatilla

Sec:MatInvAdj‘

Miiritelmé 113 »n x n-matriisin A adjungaatti on n x n-matriisi adj(A) = (o), missd
a;; = (—1)""/ det(A};) (, joka on siis alkioon aj; liittyvéi kofaktori).

Siis adjungaatti on kofaktorikaavion transpoosi.

Lause 114 (1)
adj(A)A = Aadj(A) = det(A)I

(2) Jos det(A) # 0, niin

-adj(A)

Todistus: (1)
(adj(A)A);; = Zazkak] Zak] 1)+* det(Aw)

= det Z ak]ek = det A[l : Ei.j])

0, kuni# j
det(A), kuni=
= det(A)S,-j

Siis adj(A)A = det(A)I. Toisaalta voimme péitelld, ettd adjungaatin transpoosi on trans-
poosin adjungaatti seuraavasti:

(adj(A)")ij = adj(A) ji = (—1)/ "' det(A;;) = (1) det((A") ;i) = (adj(AT));;
Tasta seuraa, etti
Aadj(A) = (adj(A)"AT)" = (adj(AT)AT)" = (det(AT)I)" = det(A)I

(2) Seuraa vilittomasti kohdasta (1). O]

Esimerkki 115 Olkoon

>

I
S N W
—_ 0 W
—

Silloin

det(A) = (—1)!*1.3.
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31 2 2 3
Anl=17 | |=2% Anl=|, | =% Asl=|, | |=2
31 3 3 3
|A2| = L1 =2; |An|= 0 1 =3; |Ax|= 0 1 =3
31 3 1 3 3
Anl=15 | |=0 Anl=]5 | |=1 lAal=], 5 |=3

ja
1 ) +|A11| —|A2| +]A31]
Al = | —|A| +|An| —|Asx]
det(A
et(4) +|A13] —]Ax| +]A33]
| 2 -2 0 1 -1 0
— E -2 3 - = -1 15 =05
2 -3 3 1 —-15 1.5
Tarkistus:
3 3 1 —1 0 1 00
2 3 -1 15 =05 = 010
01 1 —-15 1.5 0 0 1
1 —1 0 3 3 1 1 00
—1 1.5 =0.5 2 31 = 010
1 —15 1.5 01 1 001

5.4 Cramerin kaavat

Sec:Cramer\

Edelld kdydyt tarkastelut antavat nyt mahdollisuuden johtaa kaava myo6s yhtidloryhmén
ratlkaisulle silloin, kun ratkaisu on yksikésitteinen. Kysymys ei kuitenkaan ole vain
keinosta saada kaava, vaan esimerkit tuovat esiin, miksi Cramerin kaavat ovat korvaa-
maton apu erdissd ongelmissa.

Lause 116 (Cramerin kaavat) (Oletus:) Olkoon AX = B Jjossa muuttujia on yhtd monta
kuin yhtdloitd, ja yhtdloryhmdn kerroinmatriisi on sddnnollinen. Auki kirjoitettuna:

ajl app -+ Qi X1 by

a a ea X b
SRR | I 1S L RN

apl Aap2 -+ dpp Xn by,
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(Viite sanallisesti:) Yhtdloryhmdn k:s tuntematon saadaan lausekkeesta

Dy

k= T .7\

det(A)’

missd Dy on determinantti, joka saadaan, kun kerroinmatriisin k:s sarake korvataan
b:lld (eli yhtdloryhmdn RHS:1ld).
(Viiite kaavana:)

- det(Alk : B])'
det(A)
(Kaava aukikirjoitettuna:)
am ccoayg-1 b oayggny oo am
= 1 aa o aygeny b2 ayeyry e az
det(A) : :
a1 0 Auk—1) b1 Guugry o A

Todistus: Lausekkeiden yksinkertaistamiseksi merkitsemme tdmin todistuksen ajan
matriisin A alkioon g;; liittyvii kofaktoria symbolilla ¢;;. Koska A on sdidnndllinen, on
silld kddnteismatriisi, jonka voimme lausua adjungaatin avulla. Siis

X = A—lzzdetl(A)-adj(A)Z
i1 €21 o Cpl by
1 Cl1 €21 -t Cnl by
T det(d) | i :
il €21t Cnl by

Ratkaisuvektorin k:s koordinaatti on siis

1 n
T det(A) ; 7]

j=1
= . Zl(_l)j+kbjdet(Ajk)
]:

= -det(A[k : b))

Esimerkki 117 Ratkaistaksemme yhtdiloryhmdn

2x 4+ 9 — 2z = 2
7x — 3y — 6z = 8,
—x + 2y 4+ 3z =1
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laskemme determinantit
2 9 =2
D = 7 -3 -6
-1 2 3
-3 -6

- 2” 2 3

-

2 9 =2
Dy = |8 -3 -6
1 2 3

-3 8 7 8
2 1 -1 1

Nytx=D;/D=2,y=D;/D=0jaz=D3/D=1.

esiml_c2s4 esiml c2s4
Esimerkki 118 Seuraavaksi palaamme esimerkkiin (177 l), Jjoka oli jo sivulla 1 5 Rr-
kaistavana oli yhtdloryhmd

= 2” ‘—9” ‘+2w 7 _3'=—lﬂ

-1 2

)

—x + y — z =
x — aPy =
-ty + z = I

|
o

missd
x = kulutus tasapainotilassa ,
y = kansantulo tasapainotilassa ,
investoinnit tasapainotilassa ,
Iy = keskimddrdinen investointitaso (oletetaan vakioksi),
S sddstiamisaste (0 < s < 1, oletetaan vakioksi),

veroaste (0 <t < 1, oletetaan vakioksi),
investointien herkkyys kulutuksen muutokselle, (oletetaan vakioksi)

1—s,

mg N~

= 1—t¢



Yhtiloryhmdssd esiintyy nyt kirjainkertoimia, joiden numeroarvot eiviit ole tiedossa.
Silti haluamme voida ratkaista yhtdloryhmdn. Toisessa pivotoinnissa voi tulla ongel-
mia, jos kdytdmme rivioperaatioita. Cramerin kaavoja kéytettdessd, ei tarvitse pivotoi-
da, vaan kaavat perustuvat determinantteihin, joiden lasku on tdssd tilanteessa suora-

Vaasan yliopiston julkaisuja

viivaista. Kerroinmatriisi ja RHS ovat nyt:

—1 1 —1 . 0
A= 1 —ap 0o |, B=]|o0
0 —t 1 Iy

ja tarvittavat determinantit ovat:

D3

—1 1 —1
D = 1 —af O (kehitetdidin 1. sarakkeen suhteen)
0 —t 1
_ —af 0 1 -1
T X
= af—(1—1t)=—s(l—1)
0 1 -1
D, = 0 —af O (kehitetidn 1. sarakkeen suhteen)
Iy —t 1
1 —1
= 4+0-0+1- —aB 0 ‘
= —Ioaﬁ:—lo(l—s)(l—l‘)
-1 0 -1
D, = 1 0 O (kehitetdidin 2. sarakkeen suhteen)
Iy 1
-1 -1
= —040—-1I- 1 0 ‘——10
—1 1 0
= I —af O (kehitetiicin 3. sarakkeen suhteen)
0 —t Iy
—1 1
= +0-0+1- | —af ‘—Io(aB—l)—Io((l—s)(l—t)—l)
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Siis ratkaisu on olemassa, kun s # 0 ja t # 1 ja silloin tasapainossa

Dy —L(1—s)(1—1) I(1—
kulutus = x = — = o1 —s)(1—1) _ o(1—s)
D —S(l—t) S

D, -l Iy

kansantulo = y =

D —s(1—t) s(1—1)

oo Dy h((A-s)(1-1)—-1) t
investoinnit = 7 = 33— - —s(1—1) =l (1+s(1—l‘)>

5.5 Homogeeniset yhtiloryhmait

Sec:YRHomog‘

Tiassd kappaleessa tutkitaan yhtdloryhmii, jossa on n muuttujaa ja n yhtilod, ja yksi
yhtdloryhmén kerroinmatriisin sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikom-
binaationa. Voisimme toki tutkia jo tapausta, jossa “yksi tai useampi” sarake voidaan
lausua muiden lineaarikombinaationa, mutta lykkddmme tdmin tapauksen késittelyn
lukuun 5.

Yksinkertaistamalla ongelmanasettelua saamme helpommin luettavan esityksen. Néil-
14 eviilld tulemme luvussa 4 laskemaan matriisien ominaisvektoreita.

Midéritelmi 119 Yhtiloryhmd on homogeeninen, jos jokaisen yhtdlon RHS on nolla.

Homogeeninen yhtidloryhmaé on siis muotoa

ayixy + apx; + - 4+ ay, = 0
anxy + apxy; + - + ay = 0
amxy + apxy + o+ ap = 0

Homogeenisella yhtidloryhmélld on aina ratkaisu X = 0, jota sanomme triviaaliksi ratkaisuksi.

Jos yhtdloryhmin kerroinmatriisi on sdénnéllinen (det(A) # 0), niin triviaali ratkaisu
on ainoa ratkaisu.

Jotta homogeenisella yhtdloryhmalld (n muuttujaa ja n yhtdlod) olisi ei-triviaali ratkai-
su, tulee kerroinmatriisin determinantin olla 0. Silloin yhtdloryhmii ei voida ratkaista



esim01l_Markov ‘
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kadnteismatriisin tai Cramerin kaavojen avulla, vaan tulee suorittaa yhtiloryhmén rat-

kaisu Gaussin algoritmin yleistd muotoa noudattaen.

Esimerkki 120 Firmassa on kdytossd 70 autoa. Autojen kunto vaihtelee niin, ettd au-

tot luokitellaan kolmeen kuntoluokkaan (1) hyvd kunto, (2) kohtalainen kunto ja (3)

heikko kunto. Autoja huolletaan mddrdajoin ja tarvittaessa korjataan sopimushuol-

lossa. Tarvittaessa loppuunajettu auto korvataan uudella, jolloin kuntoluokka nousee

(3):sta (1):een. Huoltoviilit ja huollon taso ovat sellaiset, ettd siirtymistodenndkoisyy-

det eri luokkien vdlilldi puolen vuoden jaksossa arvioidaan seuraaviksi:

luokasta (1) | luokasta (2) | luokasta (3)
luokkaan (1) | p11 =0.80 | p12=0.05 | p;3=0.10
luokkaan (2) | p21 =0.15 | pn=0.70 | p23 =0.10
luokkaan (3) | p31 =0.05 | p32=0.25 | p33=0.80

Jos hetkelldi t eri luokissa olevien autojen lukumdidirit ovat x| (t) autoa luokassa (1),
x2(t) autoa luokassa (2) ja x3(t) autoa luokassa (1), niin hetkelld t + 1 lukumdicirdt ovat

xi(t+1) = puxi(t)+praxa(t) + pi3x3(t)
x(t+1) = paxi(t)+ proxa(t) + pasxs(t)
x3(t+1) = p3xi(t) + paoxa(t) + p3sxs(t)

eli
X(t+1)=Px(t)

Jos huoltosysteemi ei muutu ja siirtymdtodenndkoissydet pysyvdit samoina pitkdn ajan,
lihestytddin tasapainotilaa, jossa tasapainoarvot x(t + 1) = xi(t) = xi toteuttavat yh-

tilot
Pl11xX1 + pix2 + pi3x3z = X
p21x1 + punxy + pa3x3 X2
p31xt + p3axo + p3zxz = X3
(pi—1Dx1 + pi2x2 + pizx3 = 0
& pax1 + (p2—1)x2 + P23X3 0
p3ix1 + px2 + (paz—1)xz = 0
—0.20x; + 0.05x» + 0.10x3 = 0
= 0.15x; — 0.30x; + 0.10x3 = O
0.05x; 4+ 025x — 020x3 = O

Kun kerroinmatriisin rivit lasketaan yhteen, saadaan nollarivi. Siis yhtdloryhmdn ker-
roinmatriisin determinantti on nolla, ja homogeenisella yhtdloryhmdlld on ei-triviaaleja
ratkaisuja. Haetaan ndamd ratkaisut Gaussin algoritmilla
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—0.2000  0.0500  0.1000 | O «(=5)
0.1500 —0.3000  0.1000 | O
0.0500  0.2500 —-0.2000 |0

[1] —0.2500 —0.5000 |0 0.15] —-0.05
~ 0.1500 —0.3000  0.1000 | O —
0.0500  0.2500 —0.2000 | O —

(1) —0.2500 —0.5000 |0
~ 0 [-0.2625] 0.1750 |0 +1
0 02625 —0.17500 -

(1) —0.2500 —0.5000 |0
~ 0 (—0.2625) 0.1750 |0
0 0 0 |0

Kirjoitamme kaavion takaisin yhtdloiksi, ja koska x3:n sarakkeessa emme pivotoineet,

siirrdmme x3:a sisdltdviit termit RHS:iin.

x1 — 0.2500x, = 0.5000x3
— 0.2625xy = —0.1750x3
. —0.1750 2
Siis Xy = m)& = §X3,

. 1 1 2 2
ja x| = —X3+—'§X3 = —X3.

2 4 3
Homogeenisen yhtdloryhmdin ei-triviaali ratkaisu on siis
x; = 2a/3
Xy = 2a/3 , missia#0
X3 = a

Toisaalta tdssd esimerkissd x| + x3 +x3 = 70, joten

2a+2a+ 70
—_— JR— a =
3 3
2a 2a 3a
S —+—+— = 70
3+3+3
Ta
& — =70
3
<a = 30
Siis
x; = 20
Xy = 20 .

X3=30
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6 PISTETULON JA RISTITULON SOVELLUKSIA

‘Ch:DotCross‘

6.1 Ristitulo determinantin avulla

\Sec:CrosDet\

PE€intro_defl
Vektoreiden d ja b ristitulo médriteltiin swullam seuraavasti:

—

Olkoon d ja b kaksi avaruuden vektoria ja olkoon y = Z(d,b) niiden vdlinen kulma.
Vektoreiden d ja b ristitulo d x b on vektori, jonka pituus on

@ x b| = || |b| siny,

Jja suunta mddrdytyy seuraavasta kolmesta ehdosta

1. vektorit d ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
2. vektorit b ja d x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,

3. vektorit a, b ja d x b (tdssd jdrjestyksessd!) muodostavat positiivisesti suunniste-
tun systeemin.

fFabCint roE#pGsetro lausel
Lauseessa (24) sivulla B9[annettiin vekioreiden d = aci+ ay ] + azk ja b=bei+ by 1+

bzk ristitulolle lauseke, jonka saamme determinantti-merkinnén avulla helposti muis-

tettavaan muotoon

dxb = (ayb,—ah,)i+ (aby—ab,)j+ (athy — ayb)k 6.1)
7 Cly a; —.' Ay Ay ay
= Yo, b, b, b +k by by
i ok
= |ax ay ag |- (6.2)
by b, b,

Huomaa, ettd lauseke @fg—gy%‘e tavallinen lukukaavion determinantti, vaan se on
determinantti-merkintd. Kun merkinté kehitetiin enmmmalsgrDl er%wgszll suhteen, syntyy
tdsmaélleen oikea mairitelman mukainen vektorilauseke . Merkinnén voi itse asias-
sa kehittdd minkd tahansa rivin tai sarakkeen suhteen, ja aina saadaan tdsmaélleen oikea

lauseke.



::DCpinta_alat‘

’Sec:DistSpace‘

’Ssec:distPS‘
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6.2 Pinta-aloja ja tilavuuksia

Tason suunnikas.

Suunnikas on nelikulmio, jonka sivut ovat pareittain yhti pitkét ja yhdensuuntaiset. Jos
mahdollista suunnikas on tapana piirtda niin, ettd yksi sivu a on vaakasuora. Sanomme
sitd kannaksi. Toinen sivu b on vino. Sanomme sitd kyljeksi. Kannan ja kyljen vili-
nen kulma on y. Kun kuvaan lisdtddn vield vaakasuorien sivujen kohtisuora etiisyys,
eli suunnikkaan korkeus /4, niin suorakulmaisten kolmioiden trigonometriasta saamme
helposti suunnikkaan pinta-alan.

b/ h b
-

a a
A = ah = absin~y A:\d’xg\

Kaava A = |d X B[ tuntuu nyt oudolta. Olemme nyt tasossa ja ristitulo kuuluu kolmiu-
lotteisen avaruuden laskuihin. IThminen kuitenkin aina eldi ja hengittdd kolmiulottei-
sessa maailmassa. Jos tason koordinaattiakselien yksikko-suuntavektorit ovat i ja i
(?J_f), niin vektori k = 7 X f on kohtisuorassa kumpaakin akselia vastaan ja kolmikko
{7, 7k} on positiivisesti suunnistettu. Jos alkuperiiset vektorit ovat & = a.i + ay]_" jab=
byi+ byf, niin tdydennetiin vektorit muotoon d@ = a,i+ ayf+ 0-k ja b=byi+ byf+ 0-k.
Tédydennyksen jilkeen ristitulossa ei endd ole mitidin ongelmaa.

6.3 Skalaarikolmitulo ja vektorikolmitulo

6.4 Vektorikolmikon suunnistus

6.5 Suoran ja tason parametrimuotoinen yhtilo
6.6 Suoran ja tason koordinaattimuotoinen yhtalo

6.7 Etdisyyksid avaruudessa

6.7.1 Pisteen etdisyys suorasta

Tasossa pisteen etdisyys suorasta on helppo selvittdid. Piirrdimme taso-ongelmasta ku-
van ja teemme konstruktion, joka helpottaa asian hahmottamista. Tamin jdlkeen yleis-
tdmme saamamme kaavat kolmiulotteiseen tilanteeseen.
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> >
X i

fig:dPsO01 Kuva 24. Tason pisteen etdisyys suorasta.

Olkoon s suora, ja olkoon Q = (xg,yo) piste suoran ulkopuolella. Etsitdin suoralta pis-
te Q’, joka on ldhinnd pistettd Q = (xg,yo). Pisteen etdisyys suorasta on sen etdisyys
suoran lihimmasté pisteestd, d(Q,s) = d(Q,Q’).

Lause 121 (Tason pisteen etdisyys suorasta.) Jos suoran s yhtilo on
ax+by+c=0,

niin pisteen Q = (xo,yo) etdisyys suorasta on

g laxo + by + ¢|
NEN
Perustelu: (Tapaus b = 0.) Suora on pystysuora x = —c/a, jolloin pisteen etdisyys suo-
rasta on | o |
c axg—+c axg—+c
d Q7 s)= ’X() + - = =
@)=t =T T Va

(Tapaus b # 0.) Valitaan suoralta pisteet P, = (O;:c /b) ja P, = (b,—c/b—a). Suoran

suuntavektoriksi voimme valita vektorin ¥ = PP, = bi — a]’. Seuraavaksi upotamme 4psol
. S
vektorit ja pisteet x, y, z-koordinaatistoon asettamalla z-koordinaatit nolliksi. Kuvan 5%

merkinndin
. POxi
d(Q,s) = d(Q,Q')ZII@!SlnY:%

[(roi + (0 + §)i +0K) X (b —aj+0K)| _ |axo+byo +|
b2+ (—a)? Va2 +b2 -

Lause 122 (Avaruuden pisteen etdisyys suorasta.) Jos suora s kulkee pisteiden Py ja
P> kautta niin pisteen Q etdisyys suorasta on

—
PO x PP

d — I
|P1 P,

Th:dPs02
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ng:dPs02 . . L =
Perustelu: Kuvan 25merkinnoin valitaan u = P P>.

—
!@XPlel

d(Q.5) = d(Q.Q) = |Pi0]siny= T2
PP,

Q

fig:dPs02 Kuva 25. Avaruuden pisteen etdisyys suorasta.

+dPs02
Lauseen “ 22 anfama etdisyyden lauseke voidaan tarvittaessa kirjoittaa auki kiyttden
pisteiden Pj, P, ja Q koordinaatteja, mutta syntyvi lauseke on melko mutkikas, joten
emme tee sitd tdssi.

6.7.2 Kahden suoran vélinen etdisyys

Ssec:distSS‘

Seuraavaksi selvitimme kahden avaruudessa olevan suoran etdisyyden. Oletamme, ettéd
suora s kulkee pisteen P; kautta ja on vektorin i suuntainen, ja ettd suora s, kulkee
pisteen P; kautta ja on vektorin i, suuntainen.

fig:dSs01 Kuva 26. Suoran etiisyys suorasta.

Olkoot Q1 € s1 ja Q> € 52 ne suorien pisteet, jotka ovat ldhinni toisiaan. On helppo
perustella, ettd jana Q1 Q> on kohtisuorassa suoria vastaan. Siis Q;Q; on vektorin i X
1> suuntainen. Suuntajana P P, voidaan jakaa komponentteihin seuraavasti:

\
4

H \ \ \
PP, = PIO1+0102+00Ph=PO1+0P+010;.
—_——

J_I/?]Xﬁz ||ﬁ1><172
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. . — . — . C oo
Siis suuntajana Q1 Q> on suuntajanan Pj P> vektoriprojektion vektorin #; X iy suuntaan.

s
d(S1,82) = d(Q1,02) = |0102| = |PiPrii, xit, |

—
PPy X i

= [P x| 6.3)
|u1><u2|
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7  LINEAARIAVARUUDET

7.1 Rakenteiden hierarkiaa.

Matematiikan historian suurimmat saavutuksen on saatu, kun on tutkittu rakenteita.
Seuraavassa luetellaan ne rakenteet, jotka ovat parhaiten kesténeet ajan kulutusta. Seu-
raavan parin sivun sisédltima luettelo kannattaa ensin lukea kursoorisesti (pysdhtymétta
yksityiskohtiin). Annettuja méadritelmid ei kaikkia ole nyt numeroitu, ja numeroimat-
tomia ei kysytd tentissd. Jotkut luettelossa olevat termit esiintyvét usein myohemmilla
kursseilla. Nama mairitelmét on numeroitu, ja ne pitdd muistaa.

Joukossa A midritelty laskutoimitus - on kuvaus 4 : A x A — A, (a,b) — a+b. Joskus
joukon A alkio kerrotaan joukon K alkiolla. Tille kertolaskulle kidytimme laskutoimi-
tuksen kaltaista merkintdd o : K X A — A, (k,a) — ko a.

Esimerkki 123 Olkoon A = Zs = {0,1,2,3,4} ja méidritelldidn laskutoimitukset

atb = jakojicinnds, kun a+ b jaetaan 5:1ld, ja (7.1)

a¥b = jakojddnnos, kun a- b jaetaan 5:1ld. (7.2)

Silloin laskutoimitusten laskutaulut ovat seuraavat:

Tlo 1 2 3 4 $1o 1 2 3 4
010 I 2 3 4 0lo 0o 0 0 o
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 01 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Ndilldi laskutoimituksilla on monia hyvin tuttuja ominaisuuksia. Esim:

b)tc (1.3)
b)+ (akc) (7.4)

—+>

at (btc) = (a
a%(b+c) = (a

*>

Jos tdmd oli ensimmdinen kerta, kun luit tdstd joukosta ja ndistd laskutoimituksista,
niin on luonnollista, jos asia tuntuu keinotekoiselta. Myohemmin tulet tapaamaan td-
mdn tai vastaavan rakenteen uudelleen.
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On syntynyt tapa sanoa, ettd kun oliojoukossa A on médritelty laskutoimitus 4 ja pari
(A, ) toteuttaa joukon aksioomia, niin parilla (A, +) on tihiin aksioomajoukkoon liit-
tyva struktuuri.

Parhaiten ajan koetusta ovat kesténeet seuraavat struktuurit:

Ryhmi. Pari (A, 4 ) on ryhmi (group), jos se toteuttaa seuraavat aksioomat:
(1) at (b+c¢) = (a+b)+c, kaikille a, b, c € A, (eli laskutoimitus on liitinndinen)
(2) On olemassa neutraalialkio o € A siten, ettid o+ a = a+ o0 = a kaikille a € A

(3) jokaiselle a € A on olemassa vasta-alkio a’ € A siten, etti ' +a = a+d’ =o.
J

Abelin ryhmd. Ryhmi (A,+) on Abelin ryhmé (abelian group), jos se edellisen li-
sdksi toteuttaa aksiooman:
(4) a+b = bta, kaikilla a,b € A, (eli laskutoimitus on vaihdannainen).

Rengas. Kolmikko (A, +,4%) on rengas (ring), jos

(1) (A,+) on Abelin ryhmi,

(2) ak(b%kc) = (a¥b)%c , kaikilla a,b, ¢ € A, (eli kertolasku on liitdnndinen),

(3) on voimassa osittelulait:
a¥(btc) = (a&b)+(dakc) (7.5)
(b+c)ka = (b%a)+(cka) (7.6)

kaikilla a,b,c € A.

Vaihdannainen (kommutatiivinen) rengas. Rengas (A, 4, %) on vaihdannainen rengas

(commutative ring), jos edellisen lisiksi
(4) a%b = b*a, kaikilla a,b € A , (eli kertolasku on vaihdannainen).

Ykkosellinen rengas. Rengas (A, +,%) on ykkosellinen rengas (ring with unit), jos

(4) on olemassa yksikko-alkio e, jolle e%a = a%e = a kaikille a € A.

Jakorengas. Ykkosellinen rengas (A, -+, %) on jakorengas (division ring), jos
(5)e#o,

(6) jokaiselle a € A, a # o on olemassa kertolaskun kinteisalkio a~! siten, etti (a~!)%a =
a¥(a™') =e.
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Kunta. Kommutatiivinen jakorengas (A, +,%) on kunta (field).

Kunnan mééritelmé on tissd kumulatiivisessa miiritelmiketjussa himéédvin yksinker-
tainen. On syytd koota yhteenveto kunnan laskutoimitusten ominaisuuksista.

(1) Yhteenlasku on vaihdannainen ja liitdnnéinen, silld on neutraalialkio O ja jokaisella
alkiolla a on yhteenlaskun vasta-alkio —a.

(2) Kertolasku on vaihdannainen ja liitinndinen, silld on ykkosalkio e ja jokaisella yh-
teenlaskun neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla @ on kertolaskun kinteisalkio a~!.
Téstid seuraa, ettd jakolasku on mahdollista.

(3) Yhteen- ja kertolasku noudattavat osittelulakeja, joten lausekkeiden sieventdmises-
sd voidaan kdyttdd tavanomaisia numerolaskennasta tuttuja keinoja.

Siis kaikki mahdolliset numerolaskennasta tutut laskulait ovat voimassa.

Esimerkki 124 Reaalilukujen joukko varustettuna tavallisella yhltgﬁ%— ]L'la Ilcertflaskul—
.h:n.aJ:,h casles

la, (R,+,-) on kunta. (Z,+,-) ei ole kunta. Esimerkissd (I23)) estintynyt struktuuri

(Zs,+,%) on kunta.

Olkoon (A, +) Abelin ryhmi ja (K, +, %) ykkosellinen rengas. Olkoon lisidksi méritel-
ty skalaarilla kertominen o : K X A — A.

Moduli. Nelikko (A, (K,+,%),+,0) on K-moduli (K-module), jos
(1) (A, +) on Abelin ryhmi,

(2) (K,+,%) on ykkosellinen rengas (ns. kerroinrengas),

(3) skalaarilla kertominen toteuttaa aksioomat:

Ao(oa) = (Axu)oa, kaikillad,uecK,acA
(A+u)oa = Aocatpoa, kakillad,uecK,acA
Ao(atb) = AoatAdob, kaikillaA €K ,a,bcA

eoa = a, kaikillaae A. (Tidssd e onkerroinrenkaan K yksikkoalkio.)

Lineaariavaruus. K-moduli (A,K,+,0) on K-kertoiminen lineaariavaruus (linear space

over K), jos kerroinrengas (K, +,%) on kunta;
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Algebra. Viisikko (A, K, +,%,0) on K-algebra, jos

(1) (A,K,+,0) on K-kertoiminen lineaariavaruus,

(2) (A, +,%) on rengas ja

(3) skalaarilla kertominen ja kertolasku toteuttavat aksiooman:

Ao(aib) = (Aoa)kb=ak(Lob), kaikille A € K,a,b € A

Jakoalgebra. K-algebra (A,K,+,%,0) on K-jakoalgebra, jos
(2) rengas (A, +,%) on jakorengas.

Edelld esiintyvit aksioomat ovat niitd laskulakeja, joita numeroilla laskemaan tottu-
nut ihminen pitéd itsestdinselvyyksinid. Matriisien tapauksessa havaitsimme, ettéd erds
numerolaskennan itsestidinselvyys - kertolaskun vaihdantalaki ole voimassa. Tdméa on
tarked havainto, kun nyt ryhdymme laskemaan numeroiden sijasta yleisemmilla olioil-
la (vektoreilla, matriiseilla, funktioilla jne.)

Kun tarkastelemme jotakin oliojoukkoa ja siind méiriteltyjd laskutoimituksia, niin mi-
td vahvempi struktuuri silld on asteikolla "ryhmé < rengas < jakorengas < kunta'"tai
asteikolla "K-moduli < K-kertoiminen lineaariavaruus < K-algebra < K-jakoalgebra",
sitd helpompaa on olioilla laskeminen. Mitd useampi aksiooma on voimassa, sitd useam-
pi numerolaskennan itsestddnselvyys on voimassa.

Kahdessa edellisessd kappaleessa perehdyimme matriiseihin. Neliomatriisit muodos-
tavat renkaan, mutta eivit kommutoivaa rengasta eivitki jakorengasta. Kun neliomat-
riisien joukko varustetaan kerroinkunnalla R, ne muodostavat R-algebran, mutta eiviit
R-jakoalgebraa.

Jatkossa keskitymme alkeellisempaan struktuuriin, nimittdin lineaariavaruuteen, jonka
kerroinkunta on reaalilukujen kunta. Tima merkitsee siis sitd, ettd olioiden tuloa ei ole
méidiritelty, mutta niidden summa ja olioden kertominen reaaliluvulla noudattavat kaik-
kia vanhastaan tuttuja laskulakeja.
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7.2 R-ja C-kertoiminen lineaariavaruus

Téssi esityksessd tirkein ja eniten késitelty lineaariavaruus on Euklidinen vektoriava-
ruus (R", R, +,0) =R" = E" (engl. Euclidean Vector Space), jonka kerroinkunta on R.

Merkintd R” on loogisempi, mutta merkintidd E” kédytetdin paljon. Merkinti korostaa,
sitd, ettd vektoriavaruus ei ole pelkki karteesinen tulo-joukko, vaan silld on vektoriava-
ruuden rakenne, eli yhteenlasku ja kerroinkunta. Kumpikin merkinti esiintyy jatkossa.

Kompleksinen lineaariavaruus (C",C,+,0) = C”" (engl. Complex Vector Space) on tc'zig-

ked, mué[ta se jatetddn nyt hetkeksi aikaa taka-alalle. Asiaan palataan kappaleessa (?7)
n

sivulla 77.

Usein virheellisesti lineaariavaruus kisitetdin samaksi, kuin E”, mutta timi ei ole oi-
kein. Monet funktiojoukot voidaan helposti varustaa lineaariavaruuden struktuurilla.
Tiéllaiset lineaariset funktioavaruudet ovat erittdin hyodyllisid olioita ja monessa suh-
teessa E":std poikkeavia. Seuraavassa yleiset lineaariavaruuksiin liittyvit médritelméit
ja tulokset muotoillaan koskemaan reaalikertoimista lineaariavaruutta L = (L, R, +,0).
Tillainen tulos on sellaisenaan voimassa myos, kun L = E". Jos viite esitetddn E":lle,
niin se ei vilttimaittd ole voimassa kaikille lineaariavaruuksille.

Puramme ensin edellisen kappaleen hierarkiseen maéritelméketjuun piiloutuneet omi-
naisuudet seuraavaan miiritelmiin. Huomaa, etti tidssd oikeastaan toistetaan jo todet-
tua.

Mairitelmé 125 Nelikko (L,R,+,0) on reaalinen lineaariavaruus (eli reaalinen vek-
toriavaruus), jos yhteenlasku L x L — L, (i,V) — d + b ja reaaliluvulla kertominen
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R xL— L,(A,id) — A oii toteuttavat seuraavat ehdot:
(Al)  d+V=V+u, kaikillai veL,
(A2) U+ (V+wW)=(U+V)+w kaikilla u,v,w € L,
(A3)  on olemassa (yksikéisitteinen) nolla-alkio 0 € L siten, ettii i+ 0 = i
kaikilla ui € L,
(A4)  jokaista i € L vastaa (yksikdsitteinen) vasta-alkio — i siten, ettc

i+ (—ii) =0, (merkitidnV—i =7+ (—i))

A8

(AS)  A(uou)=(A-u)ou, kaikillaA,uecRucL,

(A6)  (A+u)od=Aoci+uou, kaikillad,ueR,iclL,

(A7)  Ao(i+V)=Aocii+AoV, kaikillaA€eR i, VEL,
)

—

loi =u kaikillaiic L,

Avaruuden L alkioita sanomme vektoreiksi. Jos laskutoimitukset ovat asiayhteydestd
selvdt sanomme, ettd L on reaalinen lineaariavaruus”.

Esimerkki 126 Tason vektoreiden joukko on reaalinen lineaariavaruus

Tason vektori voidaan esittid lukuparina i = (x,y), jolloin (x1,y1) + (x2,y2) = (x1 +
xX2,y1+y2) ja Ao (x,y) = (A-x,A-y). Suora lasku osoittaa, ettdi nolla-alkio on (0,0)
ja aksioomat (Al - A8) ovat voimassa.

Esimerkki 127 Joukko R" = {(x1,x2,...,x,)" | x; € R, kaikille 1 <i < n} varustettu-
na pystyvektorien yhteenlaskulla ja reaaliluvulla kertomisella

aj by ay + b aj A-ay

a by ar+ by ap A-ar
+1 | = : , Aol | =

ay bn an+ bn an A‘ “dn

on reaalinen lineaariavaruus E" = (R", R, +,0).
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Esimerkki 128 m x n-matriisien joukko on reaalinen lineaariavaruus.

Esimerkki 129 Olkoon A # 0 ja olkoon % (A,R) kaikkien kuvausten f : A — R joukko.
Joukko F (A,R) on reaalinen lineaariavaruus, kun médrittelemme

(f+g)x) = f(x)+gx), VxeA
(Aof)(x) = A-f(x), VxcA

Lause 130 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus. Silloin

(1) 00id=0, Viel,
(2) Ao0=0, VAEeR,
(3) [Aoid=0] < [A=0 tai #=0],
(4)  (=1)oii=—i, VielL
Todistus.
(1) Oo_'(A:3)Oou—|—6(A:4)Ooﬁ—|-(00u—|—(—(00u)))(14:3)(Ooﬁ—|—00ﬁ)—(00ﬁ)
(A6 -

(44)

(2) 106(14:3)106—{—6 =" A100+A 00+ (—(100)) A7)

20(0+0)—(A00)=0

(3) seuraa kohdista (1) ja (2).
Olkoon A oii = 0. Jos A # 0, niin A ! on olemassa ja

i o= (A M) oi DA Aoi) =200 2T

(48)

4) it (—Doi 2 o105

Mairitelmi 131 Lineaariavaruuden L osajoukko M on lineaarinen aliavaruus, jos
(1) OeM

(2) UveM = uU+veM

(3) AeRueM = AodeM

(Engl. subspace)
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Lineaarinen aliavaruus siis sisdltdd nollavektorin ja se on yhteenlaskun ja skalaarilla
kertomisen suhteen suljettu osajoukko.

Lause 132 Olkoon M, ja M; kaksi lineaariavaruuden L aliavaruutta. Silloin:
(1) Aliavaruuksien leikkaus

MlﬂMQZ{ﬁ€L|ﬁGM1jaﬁ€M2}

on L:n lineaarinen aliavaruus.
(1) Aliavaruuksien summa

My+My={ii+VeL|ieM javeM,}

on L:n lineaarinen aliavaruus.

Todistus. HT O

Tyhji joukko ei ole aliavaruus, mutta pelkédn nollavektorin siséltivé joukko {6} on ali-
avaruus (triviaali aliavaruus). Koska jokainen aliavaruus siséltidd nolavektorin, sisaltdd
kahden aliavaruuden leikkaus aina ainakin nollavektorin.

Mairitelma 133 Jos M| ja M, ovat kaksi lineaariavaruuden L aliavaruutta, joiden
leikkaus on triviaali (M} M, = {0} ), niin n iiden summaa sanotaan suoraksi summaksi

Jja sitd merkitddn
M| & M,.

Lause 134 Jos lineaariavaruus L on kahden aliavaruutensa My ja My suora summa,
eli L = M\ & M, niin jokaista vektoria u € L vastaa yhdet ja vain yhdet komponentti-
vektorit Uy € My ja iy € M, siten, etti

=1 +ib.
Todistus. Koska L = M| & M; on olemassa ainakin yhdet komponenttivektorit i] € M

ja iy € M», joille ii = ui] + uip. On siis osoitettava, ettd muita ei 16ydy.
Olkoon w; € M; ja wy € M, toiset komponentit siten, ettd i = wj 4+ wy. Nyt

U+t = wi+wp
@ﬁl—wl = Wz—ﬁg
~—— ~——

eM; €M,
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Koska M1 NMp = {6}, niin viimeinen yhtélo voi olla tosi vain silloin, kun LHS ja RHS
ovat nollavektoreita. Siis w| = i} ja wy = ii. O

Seuraavassa midritelty joukko on hyvin tdrked ja usein esiintyvi aliavaruus.

Kerrataan ensin jo luvussa 2 esiintynyt lineaarikombinaation kisite.

Miaéritelmi 135 Olkoot iy, iy, .. .u, € L lineaariavaruuden L vektoreita, ja olkoot
M, A2, .., Ay € R reaalilukuja. Silloin vektori Ay oy +Ayolir + -+ A, 0, € L on
lineaarikombinaatio vektoreista {i,uy, .. .1y, } kertoimin {A1,Az,... A, }. (Engl. linear

combination.)

Miiéritelmi 136 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus ja olkoon M sen osajoukko.
Joukon M virittimd aliavaruus, span(M), on kaikkien M:n alkioiden ddrellisten line-

aarikombinaatioiden joukko. Sovimme edellisen lisdiksi, ettd tyhjd joukko virittéd trivi-
aalin aliavaruuden, span(0) = {6 }. (Engl. subspace spanned by M.)

Lause 137 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus ja olkoon M sen osajoukko. Silloin
span(M) on L:n lineaarinen aliavaruus.

Todistus. Jos M = 0, niin span(M) = {6} on aliavaruus. Jos M # 0, niin on olemassa
i € M joten 0=00ciie span(M). Siis aliavaruuden mééritelmén ehto (1) on voimassa.

(2) Jos ¥, w € span(M), niin ne voidaan esittdd ddrellisini lineaarikombinaatioina
= Aloﬁ1+---+MOﬁm, ja

= Amr1OUps1+ -+ Ay0iy, joten
V+w = Ajol)+---+ A0, € span(M)

<l

Sy

(3)Jos A e RjavV= A 0iij + -+ Ay O lly, niin
AoV =(A-A)oi+---+(A-A,)oliy € span(M)
O
Esimerkki 138 Olkoon L tasovektoreiden muodostama vektoriavaruus. Olkoon i yk-

sikon mittainen vektori x-akselin suuntaan, ja olkoon f vksikon mittainen vektori y-
akselin suuntaan. Silloin L = span(i, f)
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7.3 Sisdtulo ja normi

Sec: InnerPNorm\

Etenemme asteittain niin, ettd ensin esittelemme E":sséd sisdtulon ja kolme erilaista
normia. Néiden késitteiden avulla méérittelemme kohtisuoruuden ja pituuden kisitteet.
Lopuksi vield annamme maééritelmit yleisen lineaariavaruuden tapauksessa.

7.3.1 Sisédtulo E":sséd

Miiritelmé 139 Kahden vektorind = (ay,as, . ..,a,)" € R" ja b= (b1,ba,...,by)T €
R" siscitulo (@|b) méidritellidin kaavalla

<c_i|B> :a1b1+a2b2+--~+anbn:&’-5

(Kyseessd on siis jo ennemmin mdidritelty pistetulo, mutta nyt otamme kéyttoon kulmasulku-
merkinndn.)

Madritelméstd seuraa vilittomasti, ettd sisdtulo on vaihdannainen ja kummankin teki-
jansd suhteen lineaarinen. Lisidksi nollavektori on ainoa vektori, jonka sisédtulo itsensi
kanssa on nolla. Kokoamme ndmai selvit ominaisuudet lauseeksi, jotta ne myshemmin
16ytyvit helposti.

Lause 140 Olkoot ii,v € R" ja A € R. Silloin

(1) (@[v) = (v|a),

(82) (@] v+w) = (@] v)+ @l w),

(83)  A-(u[V) = (Au| V) = ([ AV),

(S4) (| i) >0ja (@] @) = 0 jos ja vain jos i = 0

Todistus. HT.

Kaksi- ja kolmiulotteisissa Euklididissa vektoriavaruuksissa E* ja E? sisitulolla on
seuraava koulukurssista tuttu geometrinen tulkinta.

Lause 141 Tarkastellaan E*:n vektoreita @ = (ay,a;)" ja b = (by,b)T. Vektoreiden
pituudet ovat a = 4/ a% + a% jab=/ b% + b%. Jos vektoreiden viilinen kulma on «, niin

(@|b)y=a-b-coso



cd4s3figl

Vaasan yliopiston julkaisuja 131

Kuva 27. vektoreiden d ja b sisitulo.

Todistus. Olkoon vektorin @ ja vaaka-akselin vilinen kulma L P ¢ ja vastaavasti vektorin
bj ja vaaka-akselin vilinen kulma ¢,,. Silloin (Ks. kuva

a; = acosQ, o by = bcosq,
a, = asing, b, = bsing,

Trigonometristen funktioiden kaavojen mukaan cos(x —y) = cosxcosy+sinxsiny. Siis

(@|b) = aiby +axby = acos(,)-bcos(y)+asin(Q,) - bsin(@p)
= abcos(gp— @,) =abcosa

OJ

Edeltivi tulos pitid paikkansa myos E3:ssa. Emme nyt todista titi, vaan myShemmin,
palaamme asiaan. Joka tapauksessa teemme nyt seuraavat yleistykset.

Miiiritelmé 142 Vektorit @ € R" ja b € R" ovat

(1) kohtisuorassa toisiaan vastaan (d L b ) eli ortogonaaliset (engl. orthogonal), jos

(@|b) =0

(2) yhdensuuntaiset (d || b), jos on olemassa reaaliluku A € R siten, ettdi

i = Ab

(3) samansuuntaiset (d | b ), jos on olemassa positiivinen reaaliluku A € R siten, ettd

=Ab,A >0

(4) vastakkaissuuntaiset (d 1) b ), jos on olemassa negatiivinen reaaliluku A € R siten,

ettda

d=Ab,A <0
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Olkon d € R" ja b € R" mitké tahansa kaksi vektoria. Vektori d voidaan aina lausua
kahden vektorin summana d = dj, +d | niin, ettd ensimmaiinen vektoreista on b:n suun-
tainen ja toinen on b:td vastaan kohtisuorassa. Jos nimittidin asetamme

g, — @by 1.7)
(b]b)
. L {a@lb) -
d, = d—adp,=d——==2> (7.8)
(b]D)

niin selvisti vektoreiden summa on d, ensimmainen vektori on h%eklguuntainen b:n
kanssa ja lineaarisuuden perusteella (ks. (S2) ja (S3) lauseessa @f

@, |b) = < <Z|B>b b> (7.9)
o alb)

= (d|b)— == (b|b)=0 7.10

@lB) =z 7 BIB) (7.10)

s3fig2
Esimerkki31f4,3 2Tarkastellcmn esimerkkid, jonka vektorit voimme piirtdd (ks. kuva (I%%)

sivulla 0 oond = (2,6)T eR? jab=(8,4)T € R Silloin
. @|b) -~ [2-8+6-4)\- 8 4
= >—b=(——7—|b=05 = 7.11
b B1B) 8-8+4-4 4 2 .11
R S o 2 4 -2
a, = d— b:<6>_(2):(4) (7.12)

Mairitelmi 144 Olkoon d € R" ja b € R™. Vektori

{d@|b)
{b|b)

on vektorin d projektio vektorin b suuntaan ( vektoriprojektio).

S

QY

b

dp =

S
S

Maaritelma 145 Olkoon M C R" lineaarinen aliavaruus.
(1) Olkoon i € R" vektori. Jos

ulv, WeM,

niin sanomme, ettd i on kohtisuorassa aliavaruutta M vastaan ja merkitsemme

il M.

(2) Aliavaruuden M ortogonaalikomplementti on

Mt ={ieR"|i LM}
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Kuva 28. Vektorin d projektio vektorin b suuntaan.

Lause 146 Olkoon M C R" lineaarinen aliavaruus. Silloin myos M L on lineaarinen
aliavaruus.
Todistus. On siis osoitettava, etti kaikilla @,b € M+ jal eR

ai+b € Mt ja
Ad € M*

Olkoon nyt @,b € M+ ja A € R kuten edelld. Silloin

VeeM: (i+b|c) =(d|d
veeM: (Ad|d)=

Kéytdannossd suurin osa R™:n aliavaruuksista on viritettyji, joten seuraava lause on 14-
hes aina kdytettidvissi, kun tutkimme kohtisuoruutta.

Lause 147 Olkoon M = span(Vy,V2, ..., V,) C R" vektoreiden {V\,vy, ...,V } virittimd
aliavaruus ja olkoon V matriisi, jonka k:s sarake on vi. Olkoon u € R". Silloin

ilM. & @lv,Vk=12,....q (7.13)
s vii=0 (7.14)

Todistus. Helppo HT. O
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Jos siis vektori on kohtisuorassa jokaista virittdjdd vastaan, se on kohtisuorassa koko
aliavaruutta vastaan.

Seuraava lause on “tekninen temppu”, mutta se tekee monet tarkastelut helpoiksi.

Lause 148 Olkoon b € R", ¢ € R™ ja olkoon A m x n-matriisi. Silloin

(Able) = (b|A"¢)

Todistus.

<AE’E> = i(AB)ka: i <iakjbj> Ck
1 j=1

f k=1

= (anbi+apbr+--- +a1nbn)c1
+(az1b1 +anby + - +axyb,)ca
-+ (am1b1 + amaby + - - - + amnby ) cm

= bi(aiic1 +azicr+ - +amicm)
+ba(aact +axncr 4+ pacm)

o Fbp(aipcr +aomer + -+ AmpCm)

= Y bi| Yajer | =) bj(A"¢); = (b|A"T)
= 1 '

k= j=1
OJ
Edellisen lauseen yhteydessi on tdrkeédtd muistaa transpoosin peruskaavat
AnH? = A (7.15)
(AB)T = BTAT (7.16)
(A= = (@ah™ (7.17)

Edelld esimerkissi @%me vektorin @ € R” kahteen osaan @ = dj, +d siten,
ettd ensimméiinen komponentti on vektorin b suuntainen ja toinen on vektoria b vas-
taan kohtisuora. Lineaarisen aliavaruuden M = span(Vy,Vs,...,V,) tapauksessa voim-
me erdidn ehdon vallitessa jakaa vektorin d € R”" kahteen komponenttiin @ = dy + dy,.
sitenettd dyy € M jady, . € M . Komponentit osoittautuvat yksikisitteisiksi.
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Ehto, joka nyt joudutaan olettamaan, voidaan myohemmin kokonaan poistaa pienel-
14 lauseen uudelleenmuotoilulla. Voisimme lykétd tarkastelun myohemmaéksi, mutta
otamme tdmén nyt esimerkkind sisdtulon ominaisuuksista.

Lause 149 Olkoon M = span(Vy,va,...,Vy) C R" vektoreiden {Vy,vy, ...,V } virittimd
lineaarinen aliavaruus ja olkoon V matriisi, jonka k:s sarake on vy.
Teemme nyt erikoisen oletuksen olettamalla, ettii matriisi V'V on sidnnollinen (eli on
olemassa (VIV)~!),
Silloin

R'=MaM".

Todistus. Ensin osoitamme, ettd jokaisella @ € R" on olemassa vektorit dy; € M ja
dyL € M~ siten, ettd @ = dy +dy.
Tekemidmme oletuksen perusteella voimme asettaa

av=VVIv)y"Wla, ja a, =d—ay
(1) Jos merkitsemme ¢ = (cy,c2,...,¢,)7 = (VIV)~1V'4G, niin
ﬁM:V5:C1\71+---+Cq\7q EM.

Siis ensimmadinen komponentti on aliavaruuden vektori. 3tn
(2) Toiseksi tutkimme toisen komponentin kohtisuoruutta lauseen @Wkaisesﬁ

Vi, =via-vivvTv)"'vla=0

Siis toinen komponentti on kohtisuorassa aliavaruutta M vastaan.
(3) Kolmanneksi toteamme summan suoraksi osoittamalla, etti M "M+ = {0}. Olkoon
siis i € MN M. Silloin erityisesti

ili < @i)=uj+us++ut=0
& i=0

OJ

Lause sanoo sen, ettd miké tahansa vektori voidaan lausua kahden vektorin summan
niin, ettd ensimmaéinen yhteenlaskettava kuuluu aliavaruuteen M ja toinen yhteenlas-
kettava on kohtisuorassa aliavaruutta M vastaan. Tdma on jatkossa erittdin hyddyllinen
tulos. Lauseessa oleva lisiehto det(V7 V) = 0 tulee jatkossa hoidettua pois.



c4s3defnorm‘

Vaasan yliopiston julkaisuja

136

Esimerkki 150 Edellisen lauseen todistus on hdamddvdn helppo. Testaamme vield fun-

damentaalilla tavalla, ovatko vektorit d;. ja Vi, 1 <k < q kohtisuorassa:

{ys Vi)

7.3.2 R":n normeja

@lve)—(v(vv)y-'vralw)
(@|ve)—(v(v'v)-'vTa|ve,)
@) —((vv)y='v'a|vive,)
(@w)—(vlal((v'v)-Hvive,)
@lvey—(vral(v'v)h-'vlve,)
@\ve)—vra|(vrv)-tvlve,)
(@|ve) — (vV'a|e)
(@|vy)—(d|vex)

(@[ Vi) —(d@|v) =0

(7.18)
(7.19)
(7.20)
(7.21)
(7.22)
(7.23)
(7.24)
(7.25)
(7.26)

Vektoreiden @ = (aj,a2)” € R? ja b = (by,by,b3)T € R3 pituudet on koulukurssissa

laskettu kaavoilla

\/a%—ka%, ja
\/ b} +Db3+b3.

Normi yleistdd pituuden idean R":dédn. Perusidea on se, ettéd pienelld vektorilla on pie-

ni normi ja suurella vektorilla on suuri normi. Kaksi vektoria ovat ldhelld toisiaan, jos

niiden erotuksen normi on pieni.

Maidrittelemme kolme erilaista normia.

Maéritelmé 151 Vektorin @ = (ay,ay,...,a,)" € R" I-normi ||d|

ddreton-normi ||d||. mddritelléicin kaavoilla

ldlli =

ldll2 =

n
jar|+ |az| + -+ |an] = Y |a]
k=1

ad+ai+-+ak=-/({d|a)

|‘5l|w :max{|a1|7 |Clz|,... ) ’an|} = lmkai( |ak|

1, 2-normi ||d||, ja



Vaasan yliopiston julkaisuja 137

CauchySchwarz| Lause 152 (Cauchy-Schwarz) Kaikille d € R" ja b € R" on voimassa epdyhtdlo

1@|B)| < ||dl2|B|l2

Todistus. Seuraavassa todistuksessa normi || - || tarkoittaa 2-normia. Siséitulon ominai-
suuksista seuraa, etti kaikilla A € R on voimassa

0 < (@+Ab|a+Ab) = ||a@|*+ A?||B||*> +22.(a@|b)

Kun téhin sijoitetaan

(D] D)
niin saadaan -
0 < lat - E120,
15]12
mistid seuraa lauseen viite. O

Kaikki kolme normia toteuttavat kolme yksinkertaista ominaisuutta.

Lause 153 Kaikilla i,V € R" ja A € R edelli mdciritellyt 1-normi, 2-normi ja ddireton-
normi toteuttavat seuraavat ehdot

(N1) ||| > 0ja ||| = 0 jos ja vain jos & =0
(N2)  [[Ad]| = |A |- [|a],
(N3) |+ V|| < ||i]| +]|V||, (kolmioepiiyhtilé)

Todistus. Kohdat (N1) ja N(2) seuraavat suoraan méairitelmistd, mutta kolmioepiyhti-
16 kannattaa kidyda tarkemmin ldpi: Merkitdén todistuksen ajan il +V = w

1-normi: Olkoon x ja y reaalilukuja. Tarvittaessa nimet vaihtaen voimme olettaa, ettd
x| = [y[. Nyt

ty] = x|+ [y, kun x ja y ovat saman merkkiset, ja
Y= x| = |y| < |x|+|y|], kun xjay ovat erimerkkiset.
Aina on siis kahdelle reaaliluvulle totta, ettd |x+y| < |x| +|y|. Nyt

Wil = |ur+vi|+|ua+va| 4+ +|un +va
< |+ il o]+ 2l 4 4 [un| + [va] = [[id][ 1+ [[]]1
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2-normi: Cauchy-Schwarzin epiyhtélod kdyttden saamme
[ i@+ Vi +7) = |3 +2(@|7) + |3
< @3+ 20| 7)| + (19113
< i3+ 202172+ 1715 = (il + 17]2)?

co-normi: Olkoon ||W||ee = |Wi, [|ii||e = |u¢| ja ||V||ee = |vk|. Silloin
[Wlleo = Wil = Jai 4 vil < faaif 4+ Jvil < Juj| =+ [va| = [Jad]|oo + [|V]]o

OJ

Kolmen erilaisen normin kiytto ei ole tidssd vaiheessa kovin motivoivaa. Jos laadimme
numeerisia algoritmeja, niin 1-normin ja co-normin laskeminen on helpompaa kuin 2-
normin laskeminen. Ongelma voidaan useimmiten helposti kiertii.

Kun myShemmin maédrittelemme vektorinormiin liittyvén vastaavan matriisinormin,
alkavat syntyvit kolme vaihtoehtoa erota oleellisesti toisistaan. Palaamme tdhin myo-
hemmin.

Normia tarvitaan yleensi, kun halutaan tutkia, ovatko kaksi vektoria "melkein samat”,
eli "lihelli toisiaan”. Jos esimerkiksi ||@ — b||.. = 10~', niin vektorit ovat kiytinnossi
melkein identtiset, silld kaikilla k on |a; — b| < 1071, “Léhelld oleminen” ei nyt riipu
kiytetystd normista, silld helposti ndhdiin, ettd

SNl < il <l (7.27)
i<l <l (7.28)
lah < @l < vl (7.29)
%nﬁnms il < il (7.30)
alh < e <nllil: (7.31)
o < e < valdls (7.32)

Erityisesti, jos rajankdynnissd normi ldhestyy nqll%a5%hden normin mielessd, niin myos
muut kaksi normia ldhestyvit nollaa. Kuvaan on piirretty kaikki pisteet 7 = (x,y)7,
joille on totta, ettd (1) ||Z]|; < 1, 2) [|Z]]2 < 1, (3) ||Z]|- 1.
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(1) (2) (3)
D
NI

Kuva 29. Pisteet, jotka ovat enintéin etédisyydelld 1 origosta: (1) ||Z||1 < 1, (2) ||Z]]2 < 1,
3 [[Ffle <1

7.3.3 Yleinen tarkastelu

Miiritelmi 154 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus. Jos on olemassa kuvaus
LxL— R, (a,b)— (a|b),
Jjoka toteuttaa seuraavat aksioomat
v)=(v|u), Yu,velL
+w) = (u|v)+(u|w), Yuvwel

v
A-(u|v)=(Au|v)=(u|Av), Vu,veLVAcR
) > 0ja (u| u) =0 jos ja vain jos u =0

—
<
LS
Q

niin kuvausta sanotaan siscituloksi ja lukua (u | v) sanotaan vektoreiden u ja v siscituloksi
(engl. inner product).

Maaritelma 155 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus. Jos on olemassa kuvaus
L—Ru—|ul,
Joka toteuttaa seuraavat aksioomat

(N1) |\u|| > 0ja ||ul]| = 0 jos ja vain jos u =0
(N2)  ||Au||=|A|-|u||, VieLVAeR
(N3)  u+v] <uf|+|v], Vuvel,

niin kuvausta sanotaan normiksi ja lukua ||u| sanotaan vektorin u normiksi (engl.
norm).

Yleisessi tapauksessa sisdtulo ja normi voidaan madritelld monella tavalla. (Huomaa
miten tdmé ndkyy edelld esitettyjen mairitelmien muotoilussa. Mairtitelmai ei sano mi-
k& normi on, vaan se kertoo milld ehdolla kuvauksesta saa sanoa, ettid se on normi.)
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Jokaiseen sisdtuloon (u|v) liittyy sen avulla madritelty normi |u|| = /(u|v). (Usein
sanotaan, ettd “’sisdtulo indusoi normin”.) Toisaalta normiin ei tarvitse liittyd mitdén si-
sdatuloa.

R”:ssé sisdtulo indusoi 2-normin, mutta 1-normiin ja ce-normiin ei liity sisdtuloa, eiké
siis myOskiin kohtisuoruutta.

Esimerkki 156 Olkoon L =C([—1,1]) ={f:[0,1] — R | f on jatkuva kuvaus}. L on
reaalinen lineaariavaruus, ja voimme mddritelld sisdtulon ja normin kaavoilla

1
rle) = [ fswar (1.33)

1/2

I = VAT = ( [ ere) 734

Lasketaan seuraavien funktioiden normit ja niiden vidliset sisdtulot:

e(x) =1, flx)=x, g(x) = x%.

el = ([ opa) =2

Il = (/llxzdx)l/z([gxfl)l/z e

el = (/11<x2>2dx)]/2—(Ef]ll)m— 273
1

elpy = [ 1xde=o

Clgy = [ 1tae=2

1
(lg) = [ xPar=0

Siise L fja f L g muttae ) g. (Kohtisuoruus ei siis ole transitiivinen relaatio.)

.. 2] s . chySchw chySchwarz . .
Cauchy-Schwarz -epdyhtdlon todistus swulla perustuu sisdtulon ja sithen

liittyvdn normin ominaisuuksiin. Epdyhtdlo on siis tdssdkin tapauksessa voimassa.

[(Fle)l < Il llgll

o[ swsa] < ([ wera)” ([ wwra)”
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7.4 Lineaarinen kuvaus

Tamai on lyhyt kappale, jossa on vain muutama mééritelmé. Jokainen mééritelmi ja
lause on tidrked. Sanaa “lineaarinen” kdytetddn paljon eri yhteyksissd. Matematiikan
ulkopuolella sana merkitsee yleensi jotakin suoraa tai mutkatonta.

Kerran kirjoittaja joutui kansainvilisessd konferenssissa kuuntelemaan esitelmid, jos-
sa tutkija madritteli amerikkalaisen tavan kiyda liikeneuvottelua “lineaariseksi” ja kii-
nalaisen tavan kiydi litkeneuvottelua “epilineaariseksi”. Esitelmédssd vertailtiin néité
kahta neuvottelukulttuuria. Koska esitelmin otsikossa oli sana “’lineaarinen”, sai tut-
kija esittdd esitelminsd matemaattisessa sessiossa. Esitelméd oli hauska, mutta tdysin
vidrdssa paikassa.

Matematiikassa sana *’lineaarinen” liitetiin aina kahden lineaariavaruuden vili-
seen kuvaukseen.

Miiritelmé 157 Olkoon (L,+,0) ja (M,+,8) reaalisia lineaariavaruuksia, ja olkoon
f:L— M,ii— f(id) kuvaus. f on lineaarinen eli lineaarikuvaus, jos

fl@+b) = f@+rf(>b), Va,belL, ja
f(Aod) = Abf(d), VAeR,VaelL.

~

Lineaarikuvaus on siis kuvaus, joka kuvaa vektorin vektorille.

Esimerkki 158 Jos f on maiiritelty seuraavasti: f : E> — E3 i — f(ii) = 2ii, niin
esimerkiksi

1 1 2
fll =2 ]=20 2= -4
3 3 6

Esimerkki 159 Jokainen m x n-matriisi A mddirittelee kuvauksen fu : E" — E™ i —
Ail. Téimd kuvaus on lineaarinen, silli

—

fa(@+Db) = A@@+D)=Ad+Ab= f1(@)+ fa(b), ja
fa(Aod) = A(AG) = A(Ad) = Ao f4(@).



cuvmat_c4ds3thl

Vaasan yliopiston julkaisuja 142

Lause 160 Olkoon f : E" — E™,ii — f(i) lineaarinen kuvaus. Silloin on olemassa
m X n-matriisi A, jolle

f(%) = AV, VieE"

Todistus. Kéytetddn seuraavassa konstruktiossa vanhoja tuttuja vektoreita (ks. sivu )
& = (81x, 02k, -, Op)T . Jos siis esimerkiksi n = 4, niin

1 0 0 0
5 0 5 1 5 0 G 0
1= 0 9 2 = O bl 3= 1 bl J 4 — O
0 0 0 1
Muodostamme matriisin A siten, etti sen k:s sarake on f (). Olkoon nyt ¥ = (v{,vs,...,v,)! €
E™ miki tahansa vektori. Suora lasku osoittaa, ettd
f) = fméi+nér+--+v,é,)
vif(€1) +vaf(€r) 4+ vaf(€n)
= V{de| +V2der + -+ Vylen
ajy ap -+ Ay Vi
ay axp - @ V2 .
— " — AV
aml Am2 - Amn Vn

. . . . inkuvaus_c4s3esl L
Esimerkki 161 Esimerkin ineaarikuvauksen matriisi on

SO
SN O
N OO

. inkuvmat_ c4s3thl = . . . n .
Huomaa, ettd lause oskee vain Euklidisia vektoriavaruuksia E”. Syy on tieten-
kin se, ettei esimerkiksi funktioavaruuksien tapauksessa funktion kertominen matriisil-

la ole hyvin médéritelty. Sen jdlkeen, kun kanta ja dimensio on mééritelty, voidaan vdite
yleistad ddrellisulotteisille lineaariavaruuksille. Mutta senkin jidlkeen on paljon tirkei-
td lineaariavaruuksia, joiden vilisid lineaarikuvauksia ei voi esittdd matriisien avulla.
Asiaan palataan timén luvun viimeisessd kappaleessa.

Lause 162 Kahdesta lineaarikuvauksesta yhdistamdlld saatu yhdistetty kuvaus on myos
lineaarikuvaus.
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Todistus. Olkoon g : L — M, ja f : M — N lineaarikuvauksia. Silloin

(fog)@+b) = f(g(a+b))=f(s(@+sb)) = f(s(@)+f(gb)
= (

= )(
(fog)(Aod) = f(g(Ad))=f(Ag(a)) = Af(g(@))

)
= A(fog)(@)
O
Lause 163 Jos f : L — M on lineaarikuvaus, niin f (6) =0.
Todistus. /(0) = f(000) =00 f(0) =0. O

7.5 (x,y)-Tason siirrot, venytykset, peilaukset ja kierrot

Sec:RZTransf‘

Tissi kappaleessa tutkimme yksinkertaisia kuvauksia E> — E2. Otamme kiyttoon kou-
lusta tutun tavan piirtdd (x,y)-koordinaatisto, jonka piste kohdassa x korkeudella y vas-
taa vektoria (x,y).

Kiytimme seuraavassa kuvapisteelle f((x,y)”) merkintié (u,v)?. Piirrimme samaan
kuvaan (x,y)-koordinaston paille (u,v)-koordinaatiston. Niin voimme havainnollisesti
esittdd kuvapisteen ja alkukuvapisteen samassa kuvassa. (Jos haluamme tiivistii esi-
tyksemme ddrimmilleen, kirjoitamme: 7 = (x,y)?, w = (u,v)T ja f(Z) = w.)

Peilaus x-akselin suhteen. Kuvaus p :4@? —E 2 (x,y)T — (x,—y)T peilaa pisteen
S 1
x-akselin toiselle puolelle. (Ks. kuva (E% ).

Kuvaus p, voidaan esittdd myods matriisin avulla

w(3)-(o 5)(3)

Koska kuvaus voidaan méiritelld ndin matriisin avulle, se on lineaarikuvaus.
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Y,V

Kuva 30. Peilaus x-akselin suhteen.

Kuva 31. Peilaus y-akselin suhteen.

144
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Y,V

Kuva 32. Kierto kulman o verran origon ympiri.
Peilaus y-akselin suhteen. Kuvaus p :4bf?? =t E?, (x,y)T + (—x,y)T peilaa pisteen
S 1
x-akselin toiselle puolelle. (Ks. kuva (iﬁ% ).
Kuvaus p, voidaan esittdd my0s matriisin avulla
x\ _ (-120 X
PAy) Vo 1)y

Koska kuvaus voidaan méiritelld ndin matriisin avulle, se on lineaarikuvaus.

Kierto kulman o verran origon ympiri. Maiiritelldn, ettd piste w = rq (%) on yhti

kaukana origosta kuin 7, mutta sen paikkavektorin ja x-akselin vilinen klﬂfm%on o:n
S 1

verran suurempi kuin vastaava pisteeseen 7 liittyvi kulma. (Ks. kuva

x\ [ rcosg
y ) \ rsing

niin trigonometristen kaavojen avulla saamme vélittomisti

Jos alkukuva on piste

u B rcos(+@) \ [ rcosccos@ —rsinosin@
v - rsin(fa+¢@) )\ rsinacos @+ rcososin@
_ Xcoso —ysino
a xsina +ycos o
_ coso —sino X
- sina cosa y

Kierto origon ympdri on siis lineaarinen kuvaus!
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Siirto matkan d verran. Siirto s 7 E? 5 E* 774 d ei ole lineaarikuvaus, silld
5.0) # 0.

Siis: kierto origon ympiri on lineaarinen kuvaus, mutta siirto ei ole lineaarinen
kuvaus.

Siirto on kdytinnossi tiarked kuvaus ja sitd paljon tarvitaan. On muistettava, ettd kun
tdassd kappaleessa mainittuja kuvauksia yhdistetaan, niin jos yksikin osakuvaus on siir-
to, niin yhdistetty kuvaus ei ole lineaarinen, eikd sitd voida esittdd yhden matriisin
avulla.

Peilaus suoran y = x suhteen. Peilaus suoran y = x suhteen saadaan yhdistimailld
kolme edelld kuvattua kuvausta: (1) kierto kulman —7 /4 verran (2) peilaus x-akselin
suhteen (3) kierto kulman 7 /4 verran. Kuvaukseen liittyvd matriisi on siis

- (n/4) —sin(m/4) \ (1 0 (—7/4) —sin(—1/4)
A = (ZTS 2/4)  cos(n/4) )(0 —1)<Cs?§(—n/4) cos(—11/4) )

(
- (e ) (3 0) (st
(

_ [ cos(m/4) —sin(m/4) \ [ cos(m/4) sin(m/4)
= (sin(ﬂ/4) cos(m/4) )(sin(n/4) —cos(n/4)>

- (Vo)

7.6 Lineaarinen aliavaruus ja span

7.7  Ydin ja kuva

Teemme ensin yleiset tarkastelut ja sitten keskitymme matriiseihin.

Maaritelma 164 Olkoon f : Ly — L lineaarikuvaus. Sanomme, ettd Ly on kuvauksen
ldhtoavaruus (engl. domain) ja Ly on kuvauksen maaliavaruus (engl. codomain).
Lineaarikuvauksen ydin (engl. kernel) on joukko

ker(f)={ideL | f(d@)=0} CL.
Lineaarikuvauksen kuva (engl. range) on joukko

ran(f) = {w € Ly | f(i) = w jollakin ii € L} C L.
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Ydin on siis erdéinlainen nollakohtien” joukko ja kuva on tismilleen se miti perus-
kurssilla jo on médritelty kuvauksen kuvaksi.

Lause 165 Olkoon f: L) — Ly lineaarikuvaus. Lineaarikuvauksen ydin ker(f) on Li:n
lineaarinen aliavaruus, ja kuva ran(f) on Ly:n lineaarinen aliavaruus.

Todistus. HT. O

Lause 166 Olkoon f : Ly — L; lineaarikuvaus.

(1) Oy € ker(f) ja 05 € ran(f).

(2) Lineaarikuvaus f on injektio, jos ja vain jos ker(f) = {61}
(3) Lineaarikuvaus on surjektio, jos ja vain jos ran(f) = L.

Todistus. (1) £(0;) = f(000;) =00 f(0;) = 0s.

(2) Olkoon f injektio. Silloin O,:n alkukuvia voi olla vain yksi. Siis f~'({0,}) =
ker()) = {01}

Olkoon ker(f) = {0;} ja olkoon i € L; ja V € L sellaiset, ettd f(ii) = f(V). Ku-
vauksen f lineaarisuuden perusteella

Siis i — V € ker(f). Oletuksen mukaan ydin on triviaali, joten

i—v = 0
Su =V
(3) Seuraa suoraan surjektion ja kuvan midritelmista. [

Samoista asioista kiytetddan hieman erilaisia merkintdj4, kun lineaarikuvaus on matrii-
sin maardama Euklidisten lineaariavaruuksien vilinen kuvaus.

Miiritelmé 167 Olkoon f : E" — E™, f(i) = Aii lineaarikuvaus. Tamdn kuvauksen

vdin on matriisin A ydin (tai nolla-avaruus) (engl. null space)

null(A) = {ii € E" | Aii = 0}

Kuvauksen kuva on matriisin A kuva (tai sarake-avaruus) (engl. column space)

col(A) ={V € E™ | Aii =V, jollakin ii € E"}
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Matriisin sarake-avaruus on helppo luonnehtia sanomalla, etti:

col(A) = {Aii|i€E"}
= {u15.1+u25.2+~-'+unﬁ.n‘ul,uz,...,MHER}
= span{de|,de2,.--,den, }

= matriisin A sarakkeiden virittimi E™:n aliavaruus

Matriisin ytimen méérittiminen on hieman mutkikas tehtdvi, mutta se perustuu tuttuun
tekniikkaan, joten esitimme esimerkin.

Esimerkki 168 Olkoon tutkittavana 4 X 6-matriisi

123 0 3 0
011 2 3 0
M=1 145 1 4 1
202 -3 —1 2

Mdidritdmme matriisin ytimen. On siis loydettdvi kaikki yhtdlon MX = 0 ratkaisut. Si-
td varten alamme ratkaista tditd yhtdaloryhmdd. Kdytdmme rivioperaatioita algortmi-
version Il mukaisesti, ja aina kun pivotointi epdonistuu, jatdmme sarakkeen paikalleen
ja jatkamme pivotointia seuraavasta sarakkeesta.

1] 23 0 3 0]0 1] -2
0 11 2 3 0|0
1 45 2 7 10 —
2 02 —4 -2 2|0
(1) 30 3 0]0
0 1] 1 2 3 00 —2 —2 +4
~ 0 2 2 4 110
0 —4 —4 —4 -8 2|0 —
(1) 0 1 —4 =3 0]0
0 (1) 1 2 3 00
- 0 0 0 [-2] =2 1]0 -2 +1 +2
0 0 0 4 4 2|0 -
(1) 0 1 0 —210 —
0 (1) 1 0 110 —
~ 0 0 0 (=2) =2 110 — S (=2)
0O 0 0 0 0 [4]o +1/2 | —1/4|—1/4|:4
(1) 0 1 0 1 010
0 (1) 1 0 1 010
- 0 0 0 () 1 010
0 0 0 0 0 (1)[0
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Siirretdicin kolmas ja viides sarake RHS:iin ja kirjoitetaan yhtdlot yhtdloiksi. Lisdtddn
vhtdloihin kaksi triviaalia yhtdlod x3 = x3 ja x5 = Xs.

( X] = —X3 — X5
Xo) = —X3 — X5
X3 = A3
X4 = — X5
X5 = X5

L Y6 — 0

Jos valitsemme arvot x3 = a € R ja xs = b € R, niin ytimeen kuuluvalle vektorille X
saadaan esitys

—1 —1
-1 —1
S 1 0 . -
X=a- 0 +b- 1 = auly + biip
0 1
0 0

Koska a ja b voidaan valita vapaasti, kuuluvat kaikki mahdolliset vektoreiden 1 ja i)
lineaarikombinaatiot matriisin M ytimeen. Siis

null(M) = span{iiy,u>}.

c4s6th3| Lause 169 Olkoon A m x n-matriisi ja olkoon f : R" — R™ X — AX matriisin generoi-
ma lineaarikuvaus. Silloin

(1) jos f on injektio, niin m > n.
(2) jos f on surjektio, niin m < n.
(3) jos f on bijektio, niin m = n.

Todistus. (1) Jos é‘lon injektio, niin lauseen @%}ﬁ(aaﬂ ker(A) = {0}. Silloin tulee
esimerkin mukaisessa konstruktiossa pivotointien onnistua jokaisessa sarakkees-
sa, joten on mahdotonta, etté rivejd olisi vahemmaén kuin sarakkeita.

(2) Osoitamme, ettd jos m > n, niin f ei voi olla surjektio. Olkoon siis m > n. Ratkai-
semme Rivioperaatioiden avulla yhtdloryhmén AX = 0. Koska kerroinmatriisissa rivejd
on enemmin kuin sarakkeita, on viimeisen kaavion viimeinen rivi muotoa 0 = 0. Jos
ratkaisun aikana tehtyjen rivioperaatioiden jono vastaa matriiseilla E, - E;E kerto-
mista, niin asetamme b = E I_IE > LE ;le}. Jos nyt ratkaisemme yhtdloryhmén AX = b
rivioperaatioilla, niin viimeisen kaavion viimeinen rivi on tyyppid 0 = 1. Siis vektorilla
b € R" ei ole alkukuvaa kuvauksessa f-

(3) Seuraa kohdista (1) ja (2). U]
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c4s6thl | Lause 170 n x n -neliomatriisin A ydin on triviaali, jos ja vain jos matriisin determi-
nantti eroaa nollasta, det(A) # 0.

Todistus. Edellisen esimerkin mukainen konstruktio ei 16ydd yhtdin ytimeen kuuluvaa
vektoria, jos ja vain jos pivotointi onnistuu joka sarakkeessa ratkaistaessa yhtdaloryhmai
AX = 0 Gaussin algoritmilla. Tdmi on yhtépitdvéd sen kanssa, ettd det(A) # 0. O
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8 KANNAT JA ORTOGONAALISUUS

8.1 Lineaarinen riippumattomuus

Lineaarinen riippumattomuus on oikeastaan jo médritelty, mutta kirjoitamme mééri-
telmét uudestaan tdhidn kappaleeseen, jotta esitys olisi helpommin luettavissa. Lisdksi
otamme kiyttoon uuden tavan erotella ’joukot’, ’jonot’ ja ’systeemit’.

Vektorijoukolle, jossa on g vektoria kdytetddn merkintdd {u;,us,...,u,}. Alkioiden
jarjestykselld ei nyt ole vilid, vaikka kdytdnnossd ne joudutaankin aina kirjoittamaan

johonkin jérjestykseen. Sama alkio ei toistu siistityssd vektori-luettelossa.

Vektorijonossa {u1,us,...,u,} vektoreiden jérjestys on listan mukainen ja sama vek-
tori voi esiintyd useamman kuin yhden kerran. Matematiikassa tyypillinen tapa merkiti
jono kaarisulkeita kdyttden voisi nyt aiheuttaa viirinkisityksid. Siksi kdytamme vekto-
rijonolle samaa merkintdé kuin vektorijoukolle!

Vektorisysteemissd {u,us,...,uy} voi sama vektori esiintyd useamman kuin yhden
kerran, mutta vektoreiden jérjestykselld ei ole vilid. (Voidaan sanoa, ettid kaksi vekto-

risysteemid ovat samat, jos niiden luetteloista saadaan permutoimalla samat.)

Esimerkki 171 (1) Olkoon L = {a,b}, M = {a,a,b} ja N = {a,b,a}. Silloin vektori-
Joukkoina L = M = N, vektorijonoina M # N; mutta vektorisysteemeini M = N.

(2) a) Jos viisipdivdisen loman aikana tiskarijoukko on {Matti, Heikki, Ville}, niin nd-
md kolme henkilod siis tiskaavat.

b) Jos loman aikana tiskarijono on {Matti, Ville, Heikki, Ville, Ville}, niin luettelo ker-
too tismdllisesti tiskivuorojen jdrjestyksen.

c) Jos tiskarisysteemi on {Matti, Heikki, Ville, Ville, Ville}, niin kunkin osalta on tiedos-
sa miten monena pdivdnd joutuu tiskaamaan, mutta jdrjestys on jdtetty auki.

Seuraavassa lihes aina, kun puhumme vektorisysteemistd, joudumme kidytdnnossa k-
sitteleméén vektorijonoa. Kun sanomme, ettd vektorisysteemilld on tietty ominaisuus,
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niin tarkoitamme, ettd kyseinen ominaisuus on vastaavan vektorijonon kaikilla permu-
taatioilla. (Siis ”jarjestykselld ei ole vilid”.)

Mairitelmét annetaan taas yleisessd muodossa, mutta tirkeimmaét sovellukset koskevat
R":44.

Miiritelmé 172 L:n vektorisysteemi {u,uz, ..., u,} on lineaarisesti riippuva, eli sidottu

(engl. linearly dependent), jos on olemassa reaaliluvut A1, 22, ..., A, € R siten, ettd
Aug +7Lzu2+~-~+/lquq =0

Jja ainakin yksi kertoimista eroaa nollasta (A, # 0), jollakin k = 1,2,...,q.

Vektorisysteemi {u1,us, ... ,uy} on lineaarisesti riippumaton, eli vapaa (engl. linearly

independent), jos se ei ole sidottu.

Maiiritelmaésti seuraa valittomaésti seuraavat tulokset:

Lause 173 Tarkastellaan vektorisysteemidi {uy,uz, ... uq}.

(1) Jos jokin systeemin vektoreista on nollavektori, niin systeemi on sidottu.

(1b) Jos systeemi on vapaa, niin mikddn vektoreista ei ole nollavektori.

(2) Jos sama vektori esiintyy luettelossa kaksi kertaa, niin systeemi on sidottu.

(2b) Jos systeemi on vapaa, niin u; # u; aina, kun i # j.

(3) Jos jokin tarkasteltavan systeemin osasysteemi on sidottu, niin systeemi on sidottu.
(3b) Jos systeemi on vapaa, niin jokainen sen osasysteemi on vapaa.

Todistus.HT. m

Médéritelmé 174 Olkoon {uy,u;,... ,u,} vektorijono ja olkoot Ay, Az,..., Ay € R" re-
aalilukuja. Lauseketta
Muy+ Aouy + -+ Aguy

sanomme lineaarikombinaatioksi vektoreista {ui,uz, ... uy} ja lukuja Ai,Az,..., A,

sanomme lineaarikombinaation kertoimiksi. Jos kaikki kertoimet ovat nollia, Ay = Ay =

-+« = Ay = 0, niin sanomme, ettd lineaarikombinaatio on triviaali. Jos jokin kertoimista
eroaa nollasta, Ay # 0, niin sanomme, ettd lineaarikombinaatio on ei-triviaali.
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Jos vektori a voidaan lausua summana
a=Aui+ur+ -+ Aguy,

niin sanomme, etti a voidaan lausua lineaarikombinaationa vektoreista {uy,us, ..., ug}.

Jos edelld ainakin yksi kerroin eroaa nollasta, niin sanomme, ettd vektori a voidaan lau-

sua ei-triviaalina lineaarikombinaationa vektoreista {uy,uz, ... ug}.

Lause 175 Jos vektorisysteemi {uy,uz,...,u,} on lineaarisesti riippuva, niin jokin
systeemin vektoreista voidaan lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa muista sys-
teemin vektoreista.

Todistus. HT O

R":ssd liitimme vektorijonoon (-systeemiin) {V,V,,...,V,} matriisin V, jonka k:s sa-
rake on jonon k:s vektori. Siis
(V) ek = Vi

Josd =MV +AV+---+ A‘q\_/‘q, niin

A

VA =d, missi A = )

Aq
Nadilld merkinnoilld vektorisysteemin lineaarinen riippumattomuus voidaan luonnehtia

seuraavasti:

{¥1,%2,...,V,} on vapaa (8.1)
& Vi= 0, jos ja vain jos A =0 (8.2)
& ker(V) = {0} (8.3)

Seuraavassa lauseessa titd ideaa kehitetdin edelleen.

Lause 176 Tarkastellaan R":n vektorisysteemidi {V,Vs,...,V,} ja siihen liittyvid mat-
riisia V. Silloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvdit

{¥1,%,...,V4} on vapaa (8.4)
& ker(V)={0} (8.5)
& ker(VIV) = {0} (8.6)
& det(VIV)+#£0 (8.7)
& VTV on sddnnéllinen (8.8)
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Te Teq2 . .
Todistus. (ﬁ@cﬂdﬁﬁﬁaa suoraan midritelmisti.
TeqdedsTeq3 S
S SR 6 Tov g € ker(V), niin VIVii = VIO = 0. Siis ker(V) C ker(VV).

Toisaalta olkoon i € ker(VTV). Silloin

0= (VVii|id) = (Vii|Vii) = Vi=0

Siis ker(VIV) C ker(V).

Te Teq4 cerne e xsT e 6thl 6thl
P= euraa siitd, ettd V' V on neliomatriisi ja lauseesta sivulla

Te Teg5b detl0 detl0

= euraa lauseesta sivulla O

Esimerkki 177 Tutkitaan onko vektorijono {iy,iiy,i3} lineaarisesti riippumaton, kun

1 2 4
up=1 5 |, w=1 _; | B=]
-3 0 1

Tutkitaan asia (1) "kyndlld ja paperilla” ja (2) “tietokonetta kdyttden”.

(1) Etsimme ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhtdlé Ay + Ayiiy + Azliz = 0 on tosi.
Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on vapaa.
Ryhdymme tyohon:

M + 24 + 423 = 0
. - I A — A3 =0
My + Aiiy + A3 =0 & 2 — A; 3 — 0
31 + A3 =0
[1] 2 4 10 -2 143 (1) 2 4 10
o1 1o oo —tjo |45 -6
2 -1 010 0O -5 —-8|0 —
-3 0 110 0 6 120 —
(1) 2 4 |0 1y 2 4 |0
0 (1) -1 |0 0 (1) —1 0
0 0 [—13] 0 +18/13 0 0 (—13) 0
0 O 18 |0 — 0 O 0
S M=h=A3=

Siis vektorisysteemi on vapaa, eli lineaarisesti riippumaton.

7thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (%Wusteella:
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> Uu=[102-3; 21-10,; 4-1011"
U =
2
1 -1
-1
-3 0 1

>> det (U’ xU)
ans =

820
>>

Koska siis det(UTU) # 0, niin vektorisysteemi on vapaa.

Esimerkki 178 Otetaan vield esimerkki, jossa johtopdiitos on erilainen. Tutkitaan on-
ko vektorijono {iuy iy, s} lineaarisesti riippumaton, kun

1 2 —1

- 0 S 1 o -2
up = 2 ) Uy = —1 ) usz = 8

-3 0 -9

(1) Etsimme taas ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhtdlo Aiity + Aaits + Azt = 0 on
tosi. Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on
vapaa. Ryhdymme tyohon:

M + 20 - A3 =

0
My + ity + Agily = 0 P M =0
0

2 — A+ 8A3 =
_311 — 913 =
] 2 —1]0\|-2|+3 (1 2 1|0
0 1 210 0 [1] —-21(0 ||+5]-6
~ 2 -1 8|0 ||« 1 o -5 100 || «
-3 0 -9/0 — 0 6 —12]0 —
(1) 2 110 N = 3
~ 0 (1) -2/0 S b = 2a acR
0 0 010 f B ’
0 0 010 3 = @

Koska loytyy ei-triviaalit kertoimet, vektorisysteemi on sidottu, eli lineaarisesti riippu-
va.

7thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (%Wusteella:
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> Uu=[102-3; 21-10,; -1-228 -9’
U =
2 -1
1 -2
-1 8
-3 0 -9

>> det (U’ xU)
ans =

0
>>

Koska siis det(UT U) = 0, niin vektorisysteemi on sidottu.

Lause 179 Olkoon {V\,Vs,...,V,)} lineaarisesti riippumaton R" :n vektorisysteemi. Jos
dcR, d#0jad LV, Vk=1,...,q, niin vektorisysteemi

{V1,%,...,Vy,d} on vapaa.
Todistus. Olkoon V se n x g-matriisi, jonka sarakkeina ovat vektorit vy, k =1,...,¢ ja
olkoon W = (V|d) vastaava n X (¢ + 1)-matriisi, jonka viimeinen sarake on vektori 4.

Oletuksesta @ # 0 seuraa, etti ||d@|| > Oja oletuksesta @ L ¥, V¥ seuraa, etti V'd = 0.
Nyt voimme laskea suoraan

Wi~ (via) (via)- () (v]a)

viv |vTa viv|] 0
Co\advilda) \ 0" ||al

= det(WTW) = |@||*det(VIV)#£0
7thl
Siis lauseen ﬁmkaan vektorijono {V},,,...,V,,d} on vapaa. O

. .. .e .. 7thl 3th6 . .. .
Yhdistimilla lause ﬁﬂﬁseeseen @Dﬁdaan seuraava tulos, jota my6hemmin

pystymme vield parantamaan:

Lause 180 Jos {iy,iis,...,iy)} on lineaarisesti riippumaton R":n vektorisysteemi ja
M = span(iiy, i, . . ., Uy), niin
R'=MoM™*

7thl Jthil 3tho6 3tho
Seuraa suoraan lauseesta stvulla jaTauseesta sivulla 0
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8.2 Kanta ja dimensio

Madiritelmé 181 Lineaariavaruuden L vektorijono F = {u,uy, ... ,u,} on
lineaariavaruuden L kanta, jos

1. Jokainen L:n vektori a € L voidaan lausua lineaarikombinaationa jonon F vek-
toreista

a= [u+ oy + -+ Ugly.

2. Jono F = {uy,uy,...,u,} onvapaa.

Jos F = {uj,uy,...,u,} on kanta ja a = puy + fouy + - - + Ugltg, niin kertoimet
M1, U2, ..., Ug ovat vektorin a koordinaatit kannassa F.

Koordinaateista muodostettua vektoria il = (U1, U, . . ., /.Lq)T € RY sanomme
vektorin a koordinaattivektoriksi (kannassa I ).

Esimerkki 182 (1) Vektorijono {€),é,,...,é,} eli vektorit

1 0
. . 1 . 0
e]: 9 62_ . 9 9 en:

0 0 1

on R":n kanoninen kanta. Kantaa sanotaan kanoniseksi, koska sillid on monta yksinker-

taista ominaisuutta: jokaisen kantavektorin normi on 1, kantavektorit ovat keskendidiin
kohtisuorat.

(2) Jos lineaariavaruuden L vektorijono F = {uy,uy, ... ,uq} on lineaarisesti riippu-
maton, niin se on virittdmdnsa aliavaruuden M = span(uy,uy, ..., uy) kanta.

Jos vektorijono F = {u;,uy,...,u,} on lineaariavaruuden L kanta ja vektori @ € L on
mikd tahansa L:n vektori, niin vektorin a koordinaatit kannassa F ovat yksikésitteiset.
Siis on olemassa yhdet ja vain yhdet koordinaatit. Jos nimittiin olisi olemassa kahdet
erilaiset koordinaatit

a = aiuy+axuy+---+agug,

= oqu;+ouy+ -+ Oy, jaay # oy jollakin k,
niin silloin olisi
(a1 - al)ul + (az — (Xz)uz +-- (aq - OCq)uq =0, (ak — (Xk) #0

mikd on mahdotonta, koska kanta on vapaa.
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Lause 183 Vektorin koordinaatit kannassa ovat yksikdsitteiset.

Todistus. Perustelu edelli.

Lause 184 Olkoon L lineaariavaruus ja olkoon vektorijono F = {uy,uy,... ,u,} sen

kanta. Silloin identtinen kuvaus

d:L—-La—a

ja kuvaus, joka kuvaa vektorin sen koordinaattivektorille kannassa F

vr i L— RY wuy + wouy + - -+ + tgug — (Hlyﬂzy---,ﬂq)T

ovat bijektiivisid lineaarikuvauksia.

Todistus. Olkoon a@ = ot u + Couy + - -+ Ctyutg, b = Bruy + Pour +- - -+ Byug ja A € R.

Silloin
id(a+b) a+b=id(a)+id(b)
id(Aa) Aa = Aid(a)
o) + B o Bi
o + B2 105) 5]
VF(a+b) : = : + : = vF(a) —|—VF(b)
0ty + By 0y By
/1061
1062
vr(Aa) = Avp(a)
Aoy
Siis kumpikin kuvaus on lineaarinen. Kumpikin kuvaus on selvisti bijektio. [
Lause 185 Olkoon vektorijono F = {u,uy,...,u,} lineaariavaruuden L kanta. Jos
G = {wy,wy,...,wi} on toinen lineaariavaruuden L kanta, niin

k=gq.

Toisin sanoen: Kaikissa mahdollisissa L:n kannoissa on sama mdidrd kantavektoreita.
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Todistus. Seuraavassa kaaviossa kaikki kuvaukset ovat bijektiivisid lineaarikuvauksia.

id
L — L
Ve I v
RY RK

Yhdistdmailld ndmi kuvaukset saamme bijektiivisen lineaarikuvauksen
: -1 . mq k
vgoidovy :RY =R

6th3
Tami on lauseen (@)Tukaan mahdollista vain, jos k = q. 0

Koska lineaariavaruuden kannan kantavektoreiden lukumaéiri on sama kaikilla kannoil-
la, voimme madritelld seuraavasti.

Mairitelma 186 Jos lineaariavaruudella L on kanta, jossa on k kantavektoria, niin
sanomme, ettd lineaariavaruuden L dimensio, dim(L), on k

Esimerkki 187 (1)
dim(R") =n
(2) Jos {u1,us, ... uy} on lineaarisesti riippumaton vektorijono, niin

dim(span(u;,u, ..., us)) =q

Siis vapaan vektorijonon virittimdn aliavaruuden dimensio on sama kuin virittdjiensd
lukumdidird.

Kaikki tason vektorit voidaan lausua kahden {7, j} vektorin lineaarikombinaatioina, jo-
ten tason dimensio on 2. Toisaalta kolme tasovektoria muodostaa aina sidotun systee-
min. Yleisemmin: jos vektorijonossa on liikaa vektoreita, se ei voi olla vapaa.

Lause 188 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Tarkastellaan L:n vektorijonoa
F ={v1,v2,...,v4}. Jos ¢ > n = dim(L), niin vektorijono F on sidottu.

Todistus. (1) Todistetaan ensin se erikoistapaus, jossa L = R" ja F = {V,V2,...,V,}.
Olkoon V se n x g-matriisi, jonka sarakkeina ovat jonon F vektorit. Lihdemme nyt
etsiméin ei-triviaaleja kertoimia A; niin, ettd

MVt + Aoy + -+ + AV, =0
M
)

Aq
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Tami on homogeeninen yhtdloryhmad, jonka kerroinmatriisissa V on n rivid ja g sara-
ketta. Koska sarakkeita on enemmaén kuin rivejd, jad Gaussin algoritmin mukaisessa
ratkaisussa aina osa sarakkeista pivotoimatta, joten yhtdloryhmaille 10ytyy ei-triviaaleja
ratkaisuja. Siis jono {V},V2,...,V,} on sidottu.

(2) Nyt palaamme alkuperidiseen viiteeseen. Koska L:n dimensio on n, on olemassa
kanta G = {uy,uy,...,u,}, jossa on n kantavektoria. Olkoon nyt vy = vg(vy) vektorin
Vi koordinaattivektori kannassa G. Todistuksen alkuosan mukaan nyt on olemassa ei-
triviaalit kertoimet A; siten, etti

Vji 211171+ﬂ,2\72+"‘+lq\7q:6.

Silloin

q n
11V1+2«2V2—|-"'—|-/1qvq: Z)Li kaiuk
i=1 k=1

= M(viiug +vorup+ -+ vpuy)
+A2(vipuy +voouy + -+ vpolty)
+...
-l-?Lq(vlqul + v+ -+ anun)
= u(viid +vicda + .. vighy)
+uy (Vo1 A +vaado 4. vaghy)
+...
Fu, (Vi M +vipda + . vngAy)

= Y (Vi) =0
k=1

OJ

Lause 189 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Jos L:n vektorijono F = {v{,v3,...,v,}

on vapaa, niin se on L:n kanta.

Todistus. Kannan miiritelmédn mukaan nyt riittda osoittaa, ettd vektorijono virittdd L:n.
Olkoon sitd varten a miké tahansa L:n vektori. Silloin jonossa {vi,vs,...,v,,a} on
“lilan monta vektoria ollakseen vapaa”. Edellisen lauseen mukaan {v{,v,,...,v,,a}
on sidottu. Siis joku vektoreista voidaan lausua muiden lineaarikombinaationa. Siind
yhtélossd a on mukana ja voidaan ratkaista F:n vektoreiden lineaarikombinaationa. [
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Lause 190 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Tarkastellaan L:n vektorijonoa

F = {vi,v,...,v4}. Jos q < n, ja vektorijono F on vapaa, niin on olemassa n— q
vektoriaa; € L, j=1,...,n— q siten, etti jono

{vi,va,...,vg,a1,as,...,a,_4}
on L:n kanta. (Sanomme, ettii vapaa jono {vi,v2,...,v,}) on tiydennetty kannaksi vek-

toreilla {ay,ay,...,a,—4}.)

Todistus. Koska dim(L) = n, on lineaariavaruudella kanta G = {u;,u,,...,u,}. Jokin
kannan G kantavektoreista u; ei ole lausuttavissa jonon {v{,v,,...,v,} vektoreiden
lineaarikombinaationa, muuten jono {v{,v2,...,v,} olisi L:n kanta, mikd on mahdo-
tonta, koska siini ei ole tarpeeksi vektoreita. Lisdtddn kantavektori u; vektorijonoon
viimeiseksi. Uusi tdydennetty vektorijono {v{,v2,..., V4, #x} on vapaa ja siind on g+ 1
vektoria.

Toistamalla dskeistd menettelyd saamme lopulta tdydennetyn vektorijonon, joka on va-
paa ja jossa on n vektoria. Se on kanta. [

Lause 191 Olkoon F = {V|,V2,...,V,} vapaa jono lineaariavaruuden R" vektoreita.
Jos b € L on kohtisuorassa kaikkia jonon vektoreita vastaan, niin tdydennetty jono
{V1,%2,...,Vy,b} on vapaa.

Todistus. Kysymys on nyt siitd voidaanko b lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa
jonon F vektoreista. Olkoon nyt
b= MV +AaVr 4+ A, = VA
Koska b on kohtisuorassa jonon vektoreita vastaan, on
0=v'5=v'Vi

7thl ) . e
Lauseen ﬁmkaan tdama on mahdollista vain, kun A; = A, = --- = A, = 0. Siis tdy-
dennetty jono on vapaa. 0
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c4s8th8 | Lause 192 Tarkastellaan n-ulotteisen lineaariavaruuden R" vapaata vektorijonoa F =
{V1, %2, ...,V } ja sen virittimdid aliavaruutta M = span{V,V,...,V,}. Jos g < n, niin
on olemassa n — q vektoria b € M*t,j=1,...,n— q siten, ettdi jono

G={V1,92....93,b1,b2,...,by_g}

on L:n kanta ja jono
H={b1,bs,...,by,_4}

on aliavaruuden ortogonaalikomplementin M~ kanta.
Erityisesti
dim(M) +dim(Mt) =n

Todistus. Lauseen @@&%stuksen konstruktio tapahtui vaiheittain siten, ettd joka as-
keleessa 'onoZOtnhllis'eit'ei'ein yksi vektori d;. Koska R" = M @ M~ on suora summa, joten
lauseen <il éﬁi mukaan vektori dj voidaan yksikésitteiselld tavalla jakaa kahden vekto-
rin summaksi d; = Ei,i” —I-ZikL siten, ettd Zi,i” €M ja EikL € M. Asetetaan Bk = ZlkL.

8th7b . o N
Lauseen ﬁman tdydennetty joka on vapaa, ja toistamalla menettelyd saamme
taydennetyn jonon
G = {Vi,V2,...,Vy,di a5 P i &

joka on vapaa ja siis R":n kanta.

Jono H = {Ziﬁ,[izi, dt q} on vapaan jonon osajonona myos vapaa. Jéljelld on enda
sen osoittaminen, ettd H virittdd ML :n.

Olkoon i € M+ miki tahansa ortogonaalikomplementin vektori. Myds vektori i voi-
daan jakaa kahden komponentin summaksi

Mgt —0+i

Uu=1u
Jos siis vektori # kirjoitetaan kannassa G, saadaan

i = W1+ MoV + -+ PoVg + Hgr1di + Hgady + o Ml

~~ -~

=M =0 —il—g
Koska jono F = {V},,,...,V,} on vapaa, on ensimmidisten koordinaattien oltava nollia,
W =Up=---= , =0.Siis
i € span(dj ,d; ,...,dy_,)

Kootaan joitakin aikasemmin todettuja tuloksia yhteen seuraavasti:
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Lause 193 Tarkastellaan R":n vektorisysteemidi {V,Vs,...,V,} ja siihen liittyvid mat-
riisia V.

(1) Jos q < n, niin systeemi on vapaa, jos ja vain jos det(VTV) #0

(2) Jos q = n, niin systeemi on vapaa, jos ja vain jos det(V') # 0.

(3) Jos q > n, niin systeemi on sidottu.

7thllcds7thl
Todistus. (1) Todistettiin lauseessa (ﬁm %)_(ZJ Kun g = =N matr11s1 V on nelio-
matriisi, ja det(VI'V) = (det(V))2. (3) Todettiin lauseessa O

Lopuksi tarkastelemme tirkedtd kysymystd siitd, miten vektorijonon virittimélle ali-
avaruudelle saadaan kanta, jos virittdjdjono ei ole vapaa.

Olkoon lihtokohtanamme R":n vektorijono
F={V,Vs,...,V;}
ja uusi vektorijono, jossa alkutilanteessa on vain yksi vektori
G={V}.

Kéytddn alkuperdisen vektorijonon F vektorit ldpi alkaen toisesta ja pddtyen viimei-
seen siten, ettd jokaisen vektorin v, kohdalla tehdéén seuraava kostruktio:

Jos tutkittavaa vektoria v ei voi lausua sen edelld alkuperdisessd vektorijonossa ole-
vien vektorien lineaarikombinaationa (Vi ¢ span(Vy,...,V;_1)), niin lisédtdédn vektori vy
uuteen jonoon G.

Kun kaikki alkuperdisen jonon vektorit on ndin kidyty ldpi, on uudessa jonossa G al-
kuperiisen jonon osajono. Tidstd uudesta vektorijonosta sanomme, etti se on saatu
karsimalla alkuperdinen jono vapaaksi.

Helpoin tapa tehdd karsiminen, on muodostaa vektorijonoa {Vi,,,...,V,} vastaava
matriisi V, ja tehdd matriisille Gaussin algoritmi mukaiset rivioperaatiot. Aina, kun
pivotointi jossakin sarakkeessa epdonnistuu, se johtuu siitd, etti kyseinen sarake on
lausuttavissa edellisten sarakkeiden lineaarikombinaationa. Teemme siis siten, ettd Vek-
torijonosta poistetaan kaikki vektorit, joita vastaavassa V :n sarakkeessa pivotointi epa-
onnistui tai jii tekemittd.
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Otamme ensin esimerkin, jotta menettely tulee varmasti ymmérrettyd oikein.

Esimerkki 194 Karsimme vapaaksi vektorijonon

1 2 1 1 0
2 5 4 1 0
o [,]of,]of,] o f,| 1
—1 1 5 —4 2
0 2 4 ) 1

Muodostamme asiaankuuluvan matriisin ja ryhdymme pivotoimaan

M 21 1 0\ —2|+1 1) 2 1 1 0
2 54 1 0 | « 0 [1]2 -1 0 | -3|-2
0 00 0 1 ~ 0 00 0 1
~1 15 -4 2 — 0 3 6 3 2 | «
0 2 4 -2 -1 0 2 4 —2 —1 -
1) 2 1 1 0 (1) 2 1 1 0
0 (1) 2 -1 0 0 (1) 2 =1 0
~ 0 0 0 0 [1] | -=2(+1~] o0 00 0 (1)
0 0 0 0 — 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 - 0 0 0 0 0

Siis kolmas ja neljds vektori karsitaan pois; jdljelle jddvdt ensimmdinen, toinen ja vii-
des vektori. Vapaaksi karsittu jono on

1
2
0

o - O O

-1
0

Do = O N

Lause 195 Olkoon
F = {V1,Va,...,V,}
R":n vektorijono ja olkoon
G = {ViysVipy -5 Vk, }

Jjonosta F vapaaksi karsittu jono. Silloin G on vapaa ja virittdda saman aliavaruuden
kuin F. Toisin sanoen G on aliavaruuden M = span(Vy, Vs, ...,V,) kanta.

Todistus. Jos G olisi sidottu, niin jokin G:n vektoreista voitaisiin lausua sitd edeltdvien
vektoreiden lineaarikombinaationa. Tamid on mahdotonta, koska tillaiset vektorit on
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karsittu pois. Siis G on vapaa.
Olkoon toiseksi
d= Wy + vy + -+ lgVy

miké tahansa aliavaruuden M vektori. Kdymme termit ldpi alkaen viimeisestd. Jos vy
karsittiin jonosta pois, niin se voidaan korvata lineaarikombinaationa edeltdvistéd vekto-
reista. Sijoitetaan tdmai lineaarikombinaatio vektorin v paikalle ja sievennetdin lause-
ke. Jatketaan seuraavasta termistd. Nédin jatkaen 10ytyy lineaarikombinaatio, jossa on
vain karsitun jonon vektoreita. 0

Esimerkki 196 Edellisessd esimerkissdi
V3 = =3V 42\, ja
V4 = V-3
Siis
H1V1 + LoV + U3V3 + HaVg + UsVs
= WV + vy + W3 + us(Va — V3) + UsVs
iVt + (M2 + pa) Vo + (U3 — pa)V3 + psVs
V1 + (U2 + Ha) Vo + (U3 — a) (—3V1 +2V2) + UsVs
= (M1 —3u3+3u4)V1 + (U2 + 213 — Ha)Vo + UsVs € span{V}, V2, Vs}

8.3 Matriisin sddnnollisyysaste

Téssd kappaleessa tarkastelergme m X n-matriisia A. Merkitddn matriisin k:tta saraketta
. - in cose & . ee
vektorina dy. Kappaleessa (;.;?i maédrittelimme matriisin sarakeavaruuden

coll(A) = span{dj,...,d,},
joka on siis matriisin sarakkeiden virittima R":n aliavaruus, ja ytimen
null(A) = {¥ € R" | A¥ = 0},

joka on R":n aliavaruus.

Mairitelmé 197 m x n-matriisin A séiinnéllisyysaste, eli rangi, rank(A), on matriisin

sarakeavaruuden dimensio
rank(A) = dim(coll(A))
Jja matriisin nulliteetti on sen ytimen dimensio

dim(null(A)).
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Nulliteetille emme ota kidytt6on mitéén erityistd merkintdd. Kun kisitettd tarvitaan, se
on luonnollista merkitd ytimen avulla. Rangia kiytetdin paljon, silld aiemmasta tie-
ddmme, ettid

n X n — nelidmatriisi A on sddnnollinen

< rank(A) =n

Téssd tapauksessa englanninkielinen kirjallisuus ei yleensd sano, ettd matriisi olisi
“regular”, vaan se sanoo, ettd matriisi on ”a matrix of full rank™.

Aiemmasta tiedimme, ettd rangi ja nulliteetti saadaan madritettyd tekemilld matriisille
Gaussin algoritmin mukaiset rivioperaatiot. Onnistuneiden pivotointien lukuméérid on
rangi ja epdonnistuneiden tai tekem'ailtt‘ei jddneiden pivotointien lukumiird on nulliteetti
(vrt. esimerkki sivulla . Si1s

Lause 198 m x n -matriisille A on voimassa

rank(A) +dim(null(A)) = n

7thl
Todistus. Jos ydin on triviaali, niin lauseen @Wkaan matriisin sarakkeet muodos-
tavat vapaan systeemin ja lause on tosi.

Jos matriisin ydin ei ole triviaali, niin

col(AT)t = {FeR™|(¥|Z) =0,VZ < coll(AT)}
{FeR"| (F|ATX) = 0,v¥ e R"}
{y e R" | (AY|X) =0,vx¥ € R"}
= null(A) (8.9)
Kaava tarkoittaa nyt sitd, ettd ytimen kanta voidaan aina konstruoida. Transpoosin sa-

rakeavaruuden kanta saadaan karsirg&lqlg sarakkeista ja ortogonaalikomplementin (eli
ytimen) kanta saadaan lauseen onstruktiolla.

Olkoon nyt vektorijono {51 ,Bz, . ,Bq} ytimen kanta. T'ziydennet'a%r% ﬁ%mﬁ jono R™:n
kannaksi {b1,...,b4,C1,...,Cr—q}. Kdytetdin tassikin lauseen onstruktiota.

Seuraavaksi osoitamme, ettd vektorijono {A¢1,Ac,...,AC,—,} on aliavaruuden col(A)
kanta. Jos ndin on, niin dim(null(A)) = ¢ ja rank(A) = dim(col(A)) = n — g, joten
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lauseen viite on tosi.

Ensin osoitamme, ettd {Ac|,Ac,, ..., AC,—,} virittdid aliavaruuden col(A). Olkoon sitd
varten ¥ € R miki tahansa col(A):n vektori. Silloin on olemassa X € R” siten, ettid

y=x1d; + - +xpd, = AX.
Vektorilla X on yksikésitteinen esitys R”:n kannassa {Bl e ,Z;q, Cly. oy Cnq}
X= Wby 4+ fgby+ Uy 11+ tnCrg.
Silloin koska Azk = 6,Vk, saamme

¥ o= A(ubi+ -+ tghg+ g1 €1+ + tnfryg)
= .uq-HAEI +- .unAEn—q
€ span{Aci,Acs, ..., ACy—q}

Seuraavaksi osoitamme, ettd {Ac|,Ac,...,Ac,—,} on vapaa.

MAT) + pAC + -+ Ay gACy—g =0
& AMTI+ b+ + Aygluq) =0

Nyt 16ytyy sellaiset kertoimet iy, ..., Ly, ettd

MG+ Aa8a + 4 Ay g — by — -+ — by =0
< Alzlzz-zlniq:‘uylz...:‘uyq:o
(Viimeinen ekvivalenssi johtuu siité, ettd jono {Bl, ... ,Bq, C1,...,Cn—q} onkantana vapaa.)[]

Lause 199 m x n -matriisille A on voimassa

rank(A) = rank (A7)

9eql 8th8
Todistus. Kaavan (@ﬁl’kaan col(AT) = null(A), joten lauseen @Wkaan
rank(AT) + dim(null(A)) = n

Edellisen lauseen mukaan

rank(A) +dim(null(A)) = n.
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Ratkaisemalla rangit kummastakin yhtilostd saadaan

rank(A) = n— dim(null(A)) = rank(AT)

Siis m x n-matriisin sddnnollisyysaste on korkeintaan pienempi luvuista m ja n. Ran-
gin laskeminen ei ole aina ongelmatonta. Ongelmat ovat numeerisia, eikd niihin puu-
tuta tissd kappaleessa. Singulaariarvo-hajoitelman avulla saamme numeerisesti hyvin
kayttokelpoisen tavan laskea sdadnnollisyysaste. Toistaiseksi oletamme, ettd matriisin
sddnnollisyysaste tunnetaan tarvittaessa tarkasti.

8.4 Pseudoinverssi ja ortogonaaliprojektio

Olkoon m x n-matriisin A sdannollisyysaste n jam > n. (rank(A) = n) Pohdimme (aina
vain) yhtdloryhmin

AY =0
ratkaisua. Ratkaisu on olemassa, jos
b € col(A)
& {51,52,...,ﬁn,3} on sidottu
& det((A]b)T(A|b) =0

Ratkaisun olemassaolo on siis helppo tarkistaa.

Jos kerroinmatriisin QR-hajotelma on tiedossa A = QR, niin yhtdloryhmilla AX = b on
ratkaisu, jos ja vain jos yhtdloryhmélld

Rx=Q"h=¢ (8.10)

on ratkaisu. Jos RHS:n m — n viimeisti koordinaattia ovat nollia, ¢,».1 = --- = ¢, =0,
niin yhtdloryhmilld on yksikésitteinen ratkaisu, joka saadaan yksinkertaisten palautu-
vien sijoitusten avulla.

Jos A olisi neliomatriisi, niin saisimme ratkaisun laskettua kidinteismatriisin avulla X =
A~'b. Nyt kuitenkin kiinteismatriisia ei ole olemassa.
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Lause 200 Olkoon m x n-matriisin A sdcnnéllisyysaste n ja m > n. Jos b € col(A),
niin yhtdaloryhmdn
AX=0
ratkaisu saadaan kertomalla RSH kerroinmatriisin pseudoinverssilli A" = (ATA) AT,
Siis
¥=A"D.

—

Todistus. Oletuksen mukaan on olemassa X siten, ettd AX = b. Nyt

A'h=[(ATA)'AT|Ax =%

Pseudoinverssi QR-hajotelman avulla.
Jos m x n-matriisin A, jolle rank(A) = n, QR-hajotelma on

A =OR,
niin
AT = (ATA)71AT
((QR)"QR) ' (QR)"
= ((R'R)"'R'Q"
— RTQT

Pseudoinverssi singulaariarvohajotelman avulla.
Jos m x n-matriisin A, jolle rank(A) = n, singulaariarvohajotelma on

_ )y T
A_U<0>V,

niin

)
= [vevT]™ (U< ﬁ >VT)T
vV (v(E 0)U")
= v(z! o)U
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8.4.1 Ortogonaaliprojektio

Olkoon m x n-matriisin A sdinnollisyysaste n. Oletamme, etti vektori ¥ = (y1,y2,...,yn)"
ei kuulu A:n sarakeavaruuteen

y ¢ col(A) = span{d,dy,...,dy}.
Asetamme tehtidviksi nyt etsid se sarakeavaruuden vektori X € col(A), jolla
1% = ¥l2

saa pienimmén mahdollisen arvon. Muutaman vilivaiheen kautta osoitamme, ettd teh-
tdvin ratkaisu on
¥=AATy.

Lause 201 Olkoon m x n-matriisin A sddnndollisyysaste n. Jos X = AAT)“/, niin

(X—¥) L col(A).

Todistus.

AT(x—5) =ATAATy —AT5=0=ATA(ATA)'ATy - AT5 =0

~4s21thortproj ‘ Lause 202 Olkoon m x n-matriisin A scidnnollisyysaste n. Jos ¥ = AA'Y, niin X on

lihinnd vektoria y oleva sarakeavaruuden coll(A) vektori. Siis

[X=¥l2=_min [[w—7]>.
wecol(A)

Todistus. Olkoon w € col(A) miki tahansa sarakeavaruuden vektori. Silloin
ja (w—X) L (X—Y). Silloin Pythagoran lauseen nojalla

=33 = w3+ 17513

= W=yl = [X=5l:2
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8.5 Ortonormeerattu kanta, Gram-Schmidt

Téssd vaiheessa selvid perusongelma on vektorin koordinaattien laskeminen annetussa
kannassa. Olkoon F = {V|,V,...,V,} lineaariavaruuden L C R™ kanta ja V m X n-
matriisi, jonka sarakkeina ovat kantavektorit. Oletamme seuraavassa, ettd vektori d
kuuluu kannan virittiméan aliavaruuteen. Vektorin d koordinaatit oy, ..., ®, ja niis-
td muodostettu koordinaattivektori & = (ot ... o5,)7 toteuttavat yhtilot

apvi+ogvy+- -+ OV = d
& Va=ad. (8.11)

Koska kanta on vapaa, on rank(V') = n, ja koordinaattivektori voidaan kitevisti ratkais-

ta kaavalla
a=viv)“lvla (8.12)

Huomaa, ettd tdmi kaava antaa vidrdn vastauksen, jos @ ¢ col(V). Silloin ei nimit-
tdin koordenaatteja ole olemassa, mutta kaavasta sellaiset saadan laskettua. Ne ovat
coll(V):n ldhimpini d:ta olevan vektorin koordinaatit.

Tarkastellaan ongelmaa hieman eri nikokulmasta. Lasketaan vektorin @ sisédtulot kan-
tavektoreiden kanssa.

<ﬁ‘\7,> = <061\71—|-062\72+"'+(Xm\7m|\7i>
= 061<\71’\71‘>—|—(X2<\72|17,‘>-|—"'+(Xm<\7m’\7i>

Jos nyt (V;|V;) = g;; eli

VLV, Vi) ja (8.13)
il =1, Vi, (8.14)
niin
o = (| Vi)
eli
= (@191 + @|%) o+ + (@] V) B (8.15)

Esitys @ﬁn‘ yksinkertainen ja hel?g}(l)tmulstaa. Esitys on kiytettdvissi vain jos kdy-
(@)
tetty kanta toteuttaa ehdot .14)). Annamme ehdot toteuttaville kannoille nimen,

jotta voimme jatkossa puhua niistd sujuvasti
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Madéritelmé 203 Lineaariavaruuden L vektorisysteemi {vi,v2,...,v,} on
ortogonaalinen, jos systeemin vektorit ovat pareittain kohtisuorassa keskendidn,

i;éj:>v,-J_vj.

Jos lisdiksi
lvil| =/ (vilvi) =1, Vi=1,...,n,

niin systeemi on ortonormaali (ortonormeerattu).

Laksut usein yksinkertaistuvat, kun kiytetty kanta on ortonormitettu. Koulukurssista
tutut vektorit i = (1,0,0)7, 7= (0,1,0)” ja k£ = (0,0,1)” muodostavat R3:n kannan
F={i fjé} Toisaalta my&s jono G = {27,27, 2%} on R3:n kanta. Jos vektorin @ koor-
dinaatit kannassa F ovat (11 1), niin sen koordinaatit kannassa G ovat (0.5 0.5 0.5).
Nyt on selvii, ettei vektorin pituutta voi laskea suoraan koordinaateista ilman jonkin-
laista tietoa koordinaatteihin liittyvastd kannasta. Ortonormaalisuus riittda.

Lause 204 (Pythagoraan lauseen yleistys) Olkoon L reaalinen lineaariavaruus, jos-
sa on mddritelty sisdtulo, ja olkoon vektorijono F = {v1,v2,...,v,} sen ortonormaali
kanta. Jos

a = apvitavy+---t+agvy Jja
b = bivi+byva+---+byv,
niin

(alb) = aibi+axby+---+ayb,
||a||2 = (ala):a%+a%+...+a3

Todistus. Suora lasku. O

Siis vektorin pituus ja kahden vektorin kohtisuoruus voidaan tutkia suoraan koordinaat-
tien avulla, JOS KANTA ON ORTONORMITETTU.

Seuraavaksi kuvailemme Gram-Schmidt -algoritmin, jonka avulla saamme aina muu-
tettua R":n aliavaruuden kannan ortonormeeratuksi. Oletamme, ettd vektorijono
{V1,%2,...,V,} on vapaa eli aliavaruuden M = span{¥Vi, V>, ...,V,} kanta. Muodostam-
me M:lle uuden kannan {51 b, ... ,Z)q} seuraavasti.
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Gram-Schmidt:
(1) Ensin asetamme

- 1
V1]l
(2) Toiseksi asetamme
dy = h— (b )b (8.17)
- 1
by = ——ady. (8.18)
12|
(3) Kolmanneksi asetamme
a3 = ¥3— (V3|b1)b1 — (V3]b2)bs (8.19)
- 1
by = —aj. (8.20)
1d3]]

(4...q) k:s kantavektori saadaan asettamalla

k—1
dr = Vi— Y, (%|bj)b; (8.21)
j=1
d 1 -
bk = 55 54- (822)
Al
Lause 205 Olkoon F = {V|,V1,...,V4} vapaa jono R":n vektoreita, eli virittimdn-
SCi altavamuden M = span{V|,V,,.. vq} kanta. Gram-Schmidt -menetelmdillci
muodostettu vektorijono G = {b1 by, .. q} on M:n ortonormaali kanta.
Todistus. Vektorit Vi, ...,V, ovat selvisti yksikkovektoreita, kunhan mikéén dj ei ole
nollavektori. Riittédd siis osoittaa, ettd jono {dj,d>,...,d,} on vapaa ja ortogonaalinen.

Tehdéén induktiotarkastelu:
Induktion 14htokohta: jono {d;} on vapaa ja ortogonaalinen.

Induktio-oletus: jono {dy,...,d;_1} on vapaa ja ortogonaalinen.
Induktioviite: jono {dy,...,d;} on vapaa ja ortogonaalinen.
Induktiotodistus: Jos pystymme osoittamaan, etti gy J_ - d k kaikillas=1,...,k— 1, niin

jono {dj,...,d, } on ortogonaalinen ja lauseen mu aan vapaa.
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6 7
Yheilot 1) ja 23 voidaan tiivisti yhdeksi yhtaloksi

67k=\7k—kzlpk'67' Pk'=<vk‘qj>
j=1 m ! (@jla;)

Induktio-oletuksen mukaan kaikilla s < k£ on

k—1
(dyldg) = <‘7k—Zijﬁj
j=1

k—1
= (Wlds) = Y pij (d;lds)
J=1 v
=0, kun j#s
= <vk’as>_pks<as’as>

=0

Gram-Schmidt -menettely on késin laskettaessa raskas. Se onkin enemmén teoreettinen
asia, kuin kiytidnnollinen tyokalu.

Lause 206 Jos R":n aliavaruudessa M on nollavektorin lisdksi muitakin vektoreita,
niin aliavaruudella on ortonormeerattu kanta.

Todistus. Olkoon @ € R" ja @ # 0. Silloin jono {d} on vapaa jono, jonka voimme tiy-
dentdd R":n kannaksi. Tamai kanta voidaan edelleen ortonormeerata Gram-Schmidt -
menetelmalla. O

Esimerkki 207 Tarkastellaan R :n vektoreita vy = (1,0,2,—1,3)7, v, = (3,1,—1,2,0)7
javy=1(0,1,3,5,— I)T. Muodostetaan ndiden vektoreiden virittimdn aliavaruuden or-
tonormeerattu kanta Matlabilla seuraavasti.

>> vl [1 02 -1 31";
> v2 = [3 1 -1 2 0]1’;

> v3 = [01 35 -11";
>> bl = vl/norm(vl)
bl =

0.2582

0
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0.5164
-0.2582
0.7746

>> a2
>> b2
b2 =

v2 — (v2'xbl) *bl;
a2/norm(a2)

0.7936
0.2588
-0.2243
0.5003
0.0518

>> al
>> b3
b3 =
-0.2637
0.0842
0.6624
0.6847
-0.1255

v3 — (v3'xbl)+xbl - (v3'xb2) xb2;
a3/norm(a3)

>> $Tarkistuksia
>> bl’ *b2

ans =
-2.7756e-017

>> bl’ *xb3
ans =
-8.3267e-017

>> b2’ *xb3
ans =
1.1102e-016

>> norm (bl)
ans =
1

>> norm(b2)

ans =
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>> norm (b3)
ans =

1
>>

8.6 Ortogonaaliset matriisit, QR-hajoitelma

Miiéritelmi 208 Neliomatriisi a on ortogonaalinen, jos

A l=AT,

Maéiritelmd on hdamiivin yksinkertainen. Seuraava lause kertoo paremmin misti oikein
on kysymys.

Lause 209 Olkoon A neliomatriisi. Silloin seuraavat kolme ominaisuutta ovat yhtdpi-
tavdit:

(1) A on ortogonaalinen.
(2) A:n sarakkeet muodostavat ortonormeeratun systeemin.

(3) A:n rivit muodostavat ortonormeeratun systeemin.

Todistus. Ensin osoitetaan, ettd (1):std seuraa (2) ja (3).

(1) & A 1=AT
ATA = 1T = (2
AAT I

Toiseksi osoitamme, ettd (2):sta seuraa (1). Oletamme siis, ettd A on neliomatriisi, jon-
ka sarakkeet muodostavat ortonormeeratun systeemin. Silloin A”A = I, joten det(A) #
0. Siis A on sddnnollinen eli silld on kddnteismatriisi. Nyt

AAT —AATAA ' =1
=]
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Kolmanneksi osoitamme, ettid (3):sta seuraa (1)

(3)A:lle < (2)AT:1le
= ()AT:1le
PN (AT)fl — (AT)T
s A hlf=A
& A=A
< (1)A:lle
O
Lause 210 Olkoon n x n-matriisi A ortogonaalinen ja Z;', ce R
(1) Jos b L Z niin Ab 1 AC.
(2) [|ABI|> = [1Bll>
(3) Jos R":n vektorijono {i,i,...,i,} on R":n ortonormitettu kanta, niin vektorijo-

no {Aiiy,Aii,...,All,} on myds ortonormitettu kanta.

(Verbaalisti: Ortonormaalilla matriisilla kertominen sdilyttdd kohtisuoruuden ja 2-
normin. )

Todistus. HT. O

Lause 211 n x n-matriisi A, jonka sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat (siis
rank(A) = n), voidaan aina kirjoittaa muotoon

A=OR,

missd Q on ortogonaalinen n X n-matriisi ja R on n X n-yldkolmiomatriisi (r;; = 0, kun
i > j), jonka lavistdjdalkiot ovat nollasta eroavat.

Todistus. Matriisin A sarakevektorit {d;,dy,...,d,} muodostavat vapaan jonon, jo-
ten voimme ortonormeerata sen Gram-Schmidt -menetelmalld '0nok6si {41, *27. s Gn}-
Kirjoitamme uudelleen Gram-Schmidt -menetelmiin yhtélot @Tja tdhén ti-
lanteeseen kuuluvin merkinndin.

k—1

G = dav— Y (d13,)4; (8.23)
j=1

- 1 b

qk = Vk. (824)

€]l
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Yhtilot voidaan yhdistid seuraavasti

k
Efk = Z rjkﬁj (825)
j=1
jary # 0, Vk. Voimme lisiksi asettaa 7 jx = 0, kun j > k. Edellinen yhtilo pitai kirjoit-
taa jokaiselle k:n arvolle. Siis n yhtidlod. Nami kaikki yhtédlot saadaan koottua siistiin
pakettiin kirjoittamalla seuraava matriisiyhtilo

rn ri2 o rin
0 rp - 1y

(G v dn) = (G - @) . . . . (8.26)
0 0 - 7y

O

n
Todistus on valmis, mutta koska on olemassa vaara, ettd yhtilo (%_J 4da ymmartamat-
td, kirjoitamme sen auki poikkeuksellisen perusteellisesti

rir ri2 vt rn
B . . . 0 rnp - 1w
(a ) = (q @) . T
0 0 - ry
al a2 - A q11 412 -+ {qin rip ri2 0 Fia
a ax -+ ay Q1 g2 - Qo 0 rp - ry
= . . . = . . .
apl ap2 - Apn dnl 4n2  *** Y4un 0 0 - 7m
Laskemalla matriisikertolasku RHS:ssa saadaan
al r1qii
., ary r11921 .
ap = . = ) =T1141
anl r114n1
a r12411 + 122912
. az 12421 + 122422 . .
a) = : = : =r1291 + 124>
an2 r12qn1 + 122922
.. s 11GrSmegn .
ja niin edelleen yhtélon (8.25) mukaisesti.

’c4s11GrSmec
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QR-hajoitelman olemassaolo perusteltiin edelld Gram-Schmidt algoritmin avulla. QR-
hajoitelmaa ei kdytdnnossi kannata laskea Gram-Schmidt -algoritmilla, vaan siihen tar-
koitukseen on olemassa numeerisesti luotettavampia menetelmii, joita emme nyt késit-
tele. (Ns. Housholderin transformaatiot. ks Kiveld: *Matriisilasku ja Lineaarialgebra’
ss. 123-127.)

Esimerkki 212 Jos kéytettdvissd on Matlab-ohjelma, niin voimme pyytdd QR-hajoitelman
vksinkertaisella komennolla. Matriisin

A O W =

[l \O 2 \O]
W N = O
i Nl

OR-hajoitelma saadaan seuraavasti:

> A=[1201,; 3210; 0121; 4-13 1]
A =

1 2 0 1
3 2 1 0
0 1 2 1
4 -1 3 1
>> [Q,R]=qr (A)
0 =
-0.1961 -0.6026 0.1407 -0.7606
-0.5883 -0.5022 0.2272 0.5916
0 -0.3264 -0.9414 0.0845
-0.7845 0.5273 -0.2056 -0.2535
R =
-5.0990 -0.7845 -2.9417 -0.9806
0 -3.0634 0.4269 -0.4018
0 0 -2.2724 -1.0064
0 0 0 -0.9297
>>

QR-hajoitelma voidaan muodostaa myos m x n-matriisille, jos m > n ja rank(A) = n.
Sama konstruktio kuin edelld, johtaa m x n matriisiin Q ja n X n-yldkolmiomatriisiin
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R, siten, ettd matriisin Q; sarakkeet muodostavat ortonormeeratun systeemin, Rj:n
diagonaalialkiot eroavat nollasta ja

A - Q1R1~

Koska matriisin Q; sarakevektorit {g,g>,...,q,} muodostavat vapaan jonon, se voi-
daan tdydentdd R":n kannaksi ja sen jdlkeen ortonormeerata. Néin saadaan uusi vekto-
rijono {G1,42,---,Gn,W1,--.,Wm—n}, jossa ensimmdiset vektorit ovat Q:n sarakkeet ja
loput vektorit ovat uusia. Néistd koottu matriisi

0=(0,|W)

on ortogonaalinen m x m-matriisi. Tdydennetdin edelld saatua R; matriisia lisidmalla
sithen m — n nollarivid alimmiksi riveiksi. Saatu matriisi

R,
(%)
on m X n matriisi, jossa diagonaalin alapuolella on vain nollia. Nyt

or—(0: W) () ~ 0k —4

Esimerkki 213 Matriisin

A O W~
—_ NN

OR-hajoitelma saadaan seuraavasti:

S O W o
N

>> [Q,R] = gr(a)

Q =
-0.1961 -0.6026 -0.0039 -0.7735
-0.5883 -0.5022 -0.3283 0.5421
0 -0.3264 0.9116 0.2498

-0.7845 0.5273 0.2472 -0.2132
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R =
-5.0990 -0.7845
0 -3.0634
0 0
0 0
>>

Matlabin komento on my&s mahdollista antaa muodossa, jossa lisdykset jad pois

>> [Q,R] = qr(A/ 0)

0 =
-0.1961 -0.6026
-0.5883 -0.5022

0 -0.3264
-0.7845 0.5273

R =

-5.0990 -0.7845
0 -3.0634
>>

Nyt siis saimme Q;:n ja Rj:n

8.7 Lineaarikuvauksen matriisi

Téssd kappaleesa oletamme, ettd L ja M ovat dérellisulotteisia lineaariavaruuksia. Ol-
koon F = {v,vy,...,v,} lineaariavaruuden L kanta ja olkoon G = {w;,ws,...,w;,}
lineaariavaruuden M kanta. (Toisin sanoen dim(L) = n ja dim(M) = m.)

Jokaisella L:n vektorilla x on yksikisitteiset koordinaatit (x;,xs,...,x,) kannassa F
siten, ettd
X=XxX1V1 +XoV2+...,+X,V,

Vastaavasti jokaisella M:n vektorilla y on yksikisitteiset koordinaatit (yi,y2,...,Vm)
kannassa G siten, etti
Y=yiwityawo+ ..., +ynWn
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Olkoon f : L — M on lineaarikuvaus. Jos tunnemme kantavektoreiden v; kuvat, niin
koko kuvaus tunnetaan tiydellisesti. Olkoon nimittdin

fvi) =awy +aiwr + - -+ amiwy, kaikillai=1,2,...,n

Jos nyty = f(x), niin

Yy = Yiwitywa+...,+tynWn
Fvy+xova + .. X V)
x1f(vi) +xaf(v2) + ..o X f (va)
= xi(anwi+aywr+--- +amwn)
+x2(aiawy +anpwr + -+ amawn,)

Xn (alnwl +aywyr+---+ amnwm)

Vertaamalla ensimmaéisen ja viimeisen lausekkeen kertoimia keskenédédn, ndemme, etti

Y1 ap app -0 Ap X1

2 azy day -+ ayp X2

Ym aml am2 - Amn Xn
= )_;G = A)_C'F

Muotoilemme edellisen lauseeksi:

Lause 214 Olkoon f : L — M lineaarikuvaus. Jos F = {v{,vy,...,v,} on lineaaria-
varuuden L kanta, ja G = {wy,w,...,wy,} on lineaariavaruuden M kanta, niin on
olemassa kantoihin F ja G ja lineaarikuvaukseen f liittyvd m X n-matriisi A siten, ettd
seuraava pitdd paikkansa:

Josx € Lja f(x) =y €M, niin
Y = AXr,

missd yg on y:n koordinaattivektori kannassa G ja Xg on x:n koordinaattivektori kan-
nassa F. (Matriisin A k:s sarake on vektorin f(vy) koordinaattivektori kannassa G.)O]
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Esimerkki 215 Olkoon Py korkeintaan astetta 4 olevien polynomifunktioiden lineaa-
riavaruus. Kantana voimme kdyttdd viisikkoa

{l,x,xz,x3,x4}

Derivaattakuvauksen
D:Py— Py, p(x) = p'(x)

matriisi on nyt

Ap =

SO O OO
SO OO
S O oo
SO W oo
S B~ O OO

Esimerkki 216 Tarkastellaan toiseksi matriisin

I 2
A=| 2 -1
2 2

mdidiréidmdid lineaarikuvausta f : R? = R3, fa (X) = AX. Jos varustamme lihto- ja maa-
liavaruudet luonnollisilla kannoilla

1 0 0
o) (e L)y
0 0 1

niin kuvauksen fa matriisi on A itse.

)

Toisaalta on hyvin luonnollista rajoittaa kuvauksen maaliavaruus aliavaruuteen M =
col(A) = span(dy,d,). Nyt kuvauksen fy : R?> — M, fo (%) = AX maaliavaruuden kan-
naksi on luonnollista valita vapaa vektorijono

1 2
H= 2 |, -1
2 2

Tdlld kanta-valinnalla kuvauksen f4 matriisi on

1 0
=0 1)

Kolmanneksi siirrymme ortonormitettuihin koordinaatteihin. F on ortonormitettu, mut-
ta H ei ole. Ortonormitamme vektorijonon H. Muodostetaan vastaava matriisi H ja sen
OR-hajoitelma
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H =
1 2
2 -1
2 2

>> [Q1,R1] = gr(H,0)

Q1 =
-0.3333 0.5788
-0.6667 -0.7029
-0.6667 0.4134
R1 =
-3.0000 -1.3333
0 2.6874
>>

Siis uusi ortonormitettu maaliavaruuden kanta on

—0.3333 0.5788
Hy = —0.6667 |,| —0.7029
—0.6667 0.4134

Mdidiritdmme nyt kuvauksen matriisin tdlld kanta valinnalla.
— — 1 —
f@) = A€1:Q1R1(0>:Q1r1
— — 0 —
f(&) = Aé=Q\R, ( ) ) =01

Jja kuvauksen matriisi on tdlld kanta-valinnalla

-3 —1.3333
Af_Rl_( 0 2.6874 )

Térkeinti on nyt muistaa, etti kuvauksen matriisi riippuu valituista 1ihto ja maa-
liavaruuden kannoista!
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8.8 Kannan vaihto

Tarkastellaan kahta n-ulotteisen lineaariavaruuden L kantaa E = {ej,e,,...,e,} jaE =
{é1,&;,...,&,}. Kannan E kantavektorit voidaan lausua yksikésitteiselld tavalla kan-
nassa £

e = aje; + ayéy + ... + ané,

e, = apé; + apé; + ... + ape,

e, = a1 + apye; + ... + auyeéy

Huomaa, ettid indeksointi on nyt tehty erikoisesti. Edelldoleva on helpointa muistaa

seuraavasti
ET=ATET & E=EA.

Olkoon nyt u lineaariavaruuden L vektori, jolla on eri kannoissa esitykset

u = xiej+xe+---+x,e, ja
u = x1ej+xixe+---+x,e,.

Silloin

n n n
u o= ) xjej=) x| ) aé
=1 =1 U=l
= xl(allél—|—a21é2—l—---—l—anlén)
+x2(ae) +axper+---+apeéy)
et
+xp (alnél + a2né2 +--- 4 annén)
= (anxitapxy+---+amxn)é
(@211 +axxy + -+ + azxn) @2
+...

(an1x1 +apaxa + - - + apnxn )y

Viimeisestd muodosta voimme lukea koordinaatit hatullisessa kannassa. Siis

X1 = auxy + apxx + ... + ax
X2 = anxy + amxxy + ... + ayx,
Xn = aux1 + apxa + ... 4+ auxa

Merkitsemme seuraavasti.
Kannat:
E=(e e - e ), ja E=(& & - &)
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Vektorin u koordinaattivektorit kannoissa:
X1

X2 - -
X = , missi u =Ex=x1e;+---+xe,

, missd u = ExX=x1e;+---+ 18,

=l
I

Naillda merkinnoilld saamme tuloksen.

Lause 217 Jos E = {e},e,...,e,} ja E = {&1,&,,...,e,} ovat kaksi lineaariavaruu-
den L kantaa ja jos ET = ATET (eli E = EA), niin vektorin koordinaatit toteuttavat
vhtdilot

AX
A%

>l
|

=l
|

Esimerkki 218 Olkoon E = {e|,e;,e3} ja E = {&;,é,,é3} kaksi lineaariavaruuden
kantaa siten, ettd

ep = e + 2 — 3e3
e, = e + e eli
e; = e + ez
el 1 2 -3 el
& e = 1 1 0 e
e3 01 1 23

a) Laskemme vektorin u = 2é + 3e, — e3 koordinaatit hatuttomassa kannassa.
b) Laskemme vektorin v = 4e| — 2e; + e3 koordinaatit hatullisessa kannassa.

> A=[1 2 -3 ; 110,; 011]’
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>> uvhat = [2; 3; -1]

uhat =
2
3
-1
>> v = [4; -2; 1]
v =
4
-2
1
>> u = inv (A) xuhat
u =
0.5000
1.5000
0.5000

>> vhat = Axv

vhat =

2

7

-11
Siis

u = 2e+3e,—e3;=0.5e;+1.5e,+0.5¢e3
v = 4de;—2ey+ez=2e +7e,—1le;

Lause 219 Kahden ortonormitetun kannan vdilinen kannanvaihto-matriisi on ortogo-
naalinen.

Todistus. Jos
ej:mjé]+a2jé2+-~+anjén, \V/j,

niin ortonormitusten perusteella

0ij = (ei|ej) = ajaj+ aziazj+ - -+ aniayj = d; - d;
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Seuraavaksi mietimme, miten kannan vaihto vaikuttaa lineaarikuvauksen matriisiin.
Olkoon f : L — L lineaarikuvaus, jossa ldhto- ja maaliavaruudet ovat sama lineaariava-
ruus L. Olkoon kannassa E kuvauksen matriisi M. Jos f(x) =y, niin

y = MX.
Jos E on toinen kanta siten, ettd kantojen vilinen kannanvaihto-matriisi on AT, niin

E=FAja
$=AMA~'X



’Ch:EigSystem‘

’Sec:CMatrix‘
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9 OMINAISARVOTEHTAVA

9.1 Kompleksinen lineaariavaruus

9.1.1 Kompleksiluvut

Pian tulemme tarvitsemaan kompleksisen lineaariavaruuden alkeita. Tét4 varten kiym-
me ldpi kompleksilukujen alkeet. Asiasta on oma kurssi, joten nyt toteamme asioita
vain sen verran, ettd saamme tdssi kurssissa tarvittavat asiat esitettyéa.

Kompleksilukujen lukupariesitys. Kompleksiluvut voidaan esittdd lukupareina

C={(xy)|x,yeR}

joiden joukossa on maédritelty yhteen- ja kertolasku seuraavasti

(1) F(x2,y2) = (x1+x2,51 +y2) 9.1)
(x1,y1)%(x2,y2) = (x1x2 = y1y2, X152 +x2)1) 9.2)

Kolmikko (C, 4, %) on kunta (ks. sivu 102). Kunnassa laskeminen on helppoa, kunhan
kopleksilukujen esittdminen saadaan helpoksi seuraavalla merkinnnalla.

Kompleksilukujen esitys imaginéiriyksikon avulla. Sovimme seuraavan lyhennys-
merkinnin

(0,1) =gef i= imaginddriyksikko

(1,0) =ger 1
—(x,y) = x+iy

Imaginddriyksikon tirkein ominaisuus, on

Téamin jdlkeen kO{npleksiluvuilla laskeminen sujuu automaattisesti oikein. Laskusdén-
us rto

not ja saavat nyt esityksen
(x1+iy1)+ (2 +iy2) = x1+x2+i(y1+y2)

(x1 +iy)) (2 +iy2) = xixo+ixgys +ixayr + vy
= (x1x2 —y1y2) +i(x1y2 +x2y1)
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Miiritelmi 220 Kompleksiluvun z = x+iy € C reaaliosa on

Rez =ux.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C imaginaariosa on

Imz=y.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C liittoluku on

7 =x—1y.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C moduli on
2| = V2 +y2 = vz

Kompleksiluvun 7z = x+ iy € C argumentti on

= arean ()
argz =arctan { — | .
X

Kompleksitaso. Kompleksiluku z = x+ iy "sijoitetaan” xy-tasoon pisteeseen (x,y). Jos
nyt r = |z| ja @ = argz, niin suoraan kuvasta nihdéin, ettd r on pisteen etdisyys origosta
ja o on pisteen paikkavektorin ja x-akselin vilinen kulma. Silloin

Imz

z=x+1iy

Rez

X=rcosq ja y=rsino



9.1.2 Kompleksiset vektorit ja matriisit
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Kompleksiset vektorit C" ja matriisit miéritellddn nyt kaavioiksi, joihin on sijoitettu

kompleksilukuja. Suora lasku osoittaa, ettd viisikko (C",C,+, x,0) on kompleksiker-

toiminen lineaariavaruus.

Muutama asia pitdd médritelld uudelleen.

Miiritelmi 221 (1) Matriisin A = (a;;) kompleksikonjugaatti on matriisi

A" =

(Jokainen kaavion luku siis konjugoidaan.)

(2) m x n-matriisin A hermitoitu matriisi on

AH — (A*)T

(Matriisi siis konjugoidaan ja transponoidaan.)

(3) Kahden kompleksisen vektorin 7 € C" ja w € C" sisdtulo mddritellddn kaavalla

(Z|W) =zjwi +wa+ - +zZow, =2

Tehdyt médritelmét eiviit muuta aiemmin tehtyjd reaalisten vektoreiden ja matriisien

vastaavia madritelmid. Jos nimittdin kaaviossa on vain reaalilukuja, niin herminointi

palautuu transponoinniksi.

Kompleksisten vektorien ja matriisien tapauksessa erdin aiemmat kaavat saavat uuden

asun. Seuraavat kaavat ovat suoria seuraksia tehdyistd miéritelmistd, joten emme esitd

niille erillisid todistuksia.

AH" = A
(A+B)H Af L BH
(1A A*AH

(Z[w) (w|2)"
(AZ|w) AT (Z|w)
(Z]Aw) A(Z[w)
(AZ|w) (Z|A*W)
(AZ|w) = (Z|AHWw)

l2 = VED =P+ el 4+ |l €R

9.3)
9.4)
9.5)
(9.6)
9.7)
(9.8)
9.9)
(9.10)
(9.11)

(9.12)
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Maaritelma 222 Neliomatriisi A on

symmetrinen, jos A =AT,
hermiittinen, jos A = A ,
ortogonaalinen, jos A~ =AT,

unitaarinen, jos ~A~' = A",

0.2 Matriisin ominaisarvot

Sec:MatEig‘

9.2.1 Perusmdéritelmét

Téssd kappaleessa oletamme skalaarit, vektorit ja matriisit kompleksisiksi. Vaikka ldh-
tokohta olisikin reaalinen matriisi, niin laskujen aikana saattaa tulla esiin kompleksilu-
kuja ja me nyt hyvidksymme sen. Tdma helpottaa asian tarkastelua suuresti.

Seuraavaksi tarkastelemme teknistd ongelmaa, joka on yksinkertaisissa tapauksissaan
mahdollista ratkaista suoraan laskemalla. Ensin opimme ratkaisemaan ominaisarvoteh-
tdvin helpossa tapauksessa. Myohemmin opimme lisdd ratkaisun ominaisuuksista, ja
niistd ehdoista joilla ratkaisu on olemassa.

Midiritelmi 223 Olkoot A n x n-matriisi, X € R",X # 0 vektori ja A € R reaaliluku.

Jos
AX =A%, (9.13)

niin sanomme, ettd A on matriisin A ominaisarvo (engl. eigenvalue) ja vektori X on
ominaisarvoon A liittyvi matriisin A ominaisvektori (engl. eigenvector).

Jos A on matriisin A ominaisarvo, niin homogeenisella yhtdloryhmalld
(A—ADX=0

on ei-triviaali ratkaisuu. Tdmé on mahdollista vain jos

det(A—AI) =0 9.14)
ajr—A  app - a
ay;  axp—A - amy

& : N " =0 (9.15)

anl azn o app— A
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Ominaisarvotehtévin ratkaisu tehdédin (n+ 1):sséd vaiheessa:
(1) Ensin ratkaistaan ominaisarvot karakteristisesta yhtalosti

det(A — AT) = 0. (9.16)

Karakteristinen yhtilo on A:n suhteen astetta n oleva yhtilo, joten silld on korkeintaan
n juurta (ominaisarvoa).

(2) Jokaista karakteristisen yhtdlon juurta (ominaisarvoa) A kohti ratkaistaan vastaava
ominaisvektori homogeenisesta yhtidloryhmasti

AX = AX. 9.17)
Esimerkki 224 Ratkaise matriisin
2 20
A=| -1 3 2
0o 2 2

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo:

det(tA—AI)=0

2-4 2 0
& | -1 3-2 2 |=0

0 2 2-4

= @-n|3" L7, _2‘ 0 2a ‘:O
s 2-2)[3B-2)2-1)-2-2]-2[-1-(2—-1)—0-2] =0
& 2-A)A*=51+2]+2(2-1)=0
& 2-A)A*=51+4)=0
& (2-1)=0tai (A*—51+4)=0
<~ 7[,1:1, 7[,2:2, 7(,3:4
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(2) Ominaisarvoa A = 1 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtdiloryhmdistii

AX =X
2 20 X1
= -1 3 2 B %) =1
0 2 2 X3
2x1 + 2x =
& —x1 + 3x + 2x3 =
2% + 2x3 =
[Xl] + 2x =
= —x1 + 2x + 2x3 =
2% + x3 =
(X 1) + 2x
& + [4n] + 2x3
2% 4+ x3
(xl) +  2x
= + (4)(2) + 2x3
0
Siis
—2a
X= a
—2a

,a € R.

194

Yleensdi vektori valitaan niin, ettii sen pituus on yksi. Siis (—2a)* +a®> + (—2a)?> = 1,

josta ratkeaa a = 1/3. Siis lopullinen ominaisarvoon Ay = 1 liittyvi ominaisvektori on

—2/3
1/3
~2/3

X

(3) Ominaisarvoa Ay = 2 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtdiloryhmdistii

AX = X
2 20 X1
& -1 3 2 X2
0 2 2 X3
2x1 + 2x
= —x1 + 3x + 2x3
2x0 4+ 2x3
2x>
=1 —x1 + x + 2x3
{ 2)C2

—x=0
— X1 = 2x3
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Siis
2b
Xx=1 0 |,beR.
b
Vektori valitaan taas niin, ettd sen pituus on yksi. Siis (2b)* 4+ 0%+ (b)> = 1, josta
ratkeaa b = 1/+/5. Siis lopullinen ominaisarvoon Ay = 2 liittyvii ominaisvektori on

2/V/5
0
1/v/5

X =

(4) Ominaisarvoa Az = 4 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtdiloryhmdistii

AX = A3X
2 20 X1 X1
= -1 3 2 X2 =4. X2
0O 2 2 X3 X3
2x1 + 2x = 4x
& —x1 + 3x 4+ 2x3 = 4dxp
2x0 4+ 2x3 = 4dx3
[—2)61] + 2x =0 —1/2
= —X] — x 4+ 2x3 = 0 —
2% — 2x3 = 0
(—2}61) -+ 2x» =0
= [—sz] + 2x3 = 0 | +1
2x7 — 2x3 = 0| «
(—2x1) + 2xo =0 — X1 =X
= (—2)@) + 2x3 = 0 — X3 =X
0 =20
Siis
C
Xx=1c |,ceR
C

Vektori valitaan taas niin, etti sen pituus on yksi. Siis ¢> + c¢> + ¢* = 1, josta ratkeaa
c=1/ \/3. Siis lopullinen ominaisarvoon Az = 4 liittyvii ominaisvektori on

1/V/3
B=1|1/V3
1/V/3

Vastauksena omgelmaan voimme siis luetella ominaisarvot ja niihin liittyviit ominais-
vektorit
-2/3 2/V/5 1/v/3
M=1%=| 1/3 |, jar=2,%= 0 Jjals=4%=| 1/V3
-2/3 1/v/5 1/V3
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Saman matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit saadaan Matlabin komennolla
[V,D] = eigs (A) seuraavasti:

> A =[220; -1 32 ; 02 2]

A =
2 2 0

-1 3 2

0 2 2

>> [V,D] = eigs (A)

VvV =
0.5774 -0.8944 0.6667
0.5774 -0.0000 -0.3333
0.5774 -0.4472 0.6667
D =
4.0000 0 0
0 2.0000 0
0 0 1.0000
>>

Siis matriisin V sarakkeet ovat ominaisvektoreita ja diagonaalimatriisin D diagonaa-
lialkiot ovat vastaavat ominaisarvot.

On melko tavallista, ettd karakteristisella yhtdlolld on kompleksisia juuria. Nimi juuret
ovat myOs ominaisarvoja ja niitd vastaavat ominaisvektorit ovat yleensd my0s komplek-
sisia. Kompleksisen esimerkin laskeminen késin on melko tyolds tehtdvi, joten tyy-
dymme nyt tietokoneella laskettuun esimerkkiin.

Esimerkki225 >> A = [2 2 0 ; -1 3 2 ; 0 2 -1]

A =
2 2 0

-1 3
0 2 -1

>> [V,D] = eigs (A)

V =
0.8165 0.8165 0.1851
0.3585 - 0.37111 0.3585 + 0.37111i -0.3476
0.2178 - 0.14031 0.2178 + 0.14031i 0.9192
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D =
2.8782 - 0.90891 0 0
0 2.8782 + 0.90891 0
0 0 -1.7563
>>

Edellisen esimerkin matriisi ei ndyttdnyt hankalalta, mutta silti ominaisarvot ja omi-
naisvektorit ovat kompleksiset. Téssd vaiheessa helposti tulee epétoivoinen tunne siiti,
ettd asia on liian mutkikas.

Jotta epitoivo ei ahdistaisi toteamme kaksi tulosta, jotka perustelemme pian:

(1) Symmetrisen matriisin (AT = A) ominaisarvot ovat reaaliset.

(2) Ns. normaalin matriisin (ATA = AAT) ominaisvektoreista voidaan muodostaa R":n
kanta.

Useissa sovelluksissa tarkasteltava matriisi on symmetrinen, ja tiedimme siis, ettd omi-
naisarvot eivit ole kompleksisia.

Kun karakteristisen yhtélon, det(A — AI) = 0, kaikki termit vieddén vasemmalle puolel-
le yht#l4, niin sinne syntyy karakteristinen polynomi P(A ). Karakteristinen polynomi

voidaan aina myos saattaa tulomuotoon

P(A) = det(A—Al
(—1)"A" 4+ A" o (9.18)
= (1)"A-A) A ) (A -2k (9.19)

oltulo
Jos matriisin karakteristinen polynomi on muotoa (ﬁ; i?;, niin sanomme, ettd ominai-
sarvon A; algebrallinen kertaluku on k;. Kompleksianalyysin kurssilla opimme, ettd
kertalukujen summa on ky +ky +--- +k; = n.

C":n lineaarinen aliavaruus ker(A — A ;1) sisdltdd kaikki ominaisarvoon A; liittyvit omi-
naisvektorit ja nollavektorin (joka ei ole ominaisvektori). Tdmén aliavaruuden dimen-
siota

p(Aj) =dimker(A—A;1) > 1

sanomme ominaisarvon A ; geometriseksi kertaluvuksi. Geometrinen kertaluku kertoo,
miten monta lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria voidaan liittdd ominaisarvoon

Aj.
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Normaalisti matriisin ominaisarvojen algebralliset- ja geometriset kertaluvut yhtyviit.
Jos ndin ei tapahdu, niin sanomme, ettd matriisi on defektiivinen. Defektiivisten mat-
riisien tutkiminen ylittdd tdmédn peruskurssin tavoitteet. Termi mainitaan tdssi, jotta
opiskelija osaa alkaa etsid lisdtietoa kirjallisuudesta, jos laskentaohjelma antaa termin
osana virheilmoitusta.

c4sl5es3| Esimerkki 226 Tutkitaan matriisin

M =

S O
—_ W O
W —= O

Ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo saa muodon

2-2 0 0
detM—AI)=0 < | 0 3-2 1 |=0
0 1 3-2
e -2 Tr L =0
e 2-)(B-1)E=-1)—1)=0
& (A-27A-4)=0

Siis ominaisarvon Ay = 2 algebrallinen kertaluku on 2, ja ominaisarvon Ay = 4 algeb-
rallinen kertaluku on 1.
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(2) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon Ay = 2 liittyviit ominaisvektorit.

X=MX

00 X X1
31 X2 =2 X2
1 3 X3 X3

S O N

M
2x 1 = 2)61
= 3xp + x3 = 2x

X2 + 3x3 = 2x3
0 =0 — X1 = vapaa
& X + x3 = 0 —X) = —X3
x» + x3 = 0

X1 = X1
~ Xy = —X3

X3 = X3

X1 1 0
= X2 =X1 0 +x3 —1

X3 0 1

Siis ominaisarvon A; = 2 geometrinen kertaluku on 2 ja ominaisvektorien virittdijiksi

voidaan valita
1 0

)_51: 0 5 ja )?22 —1/\/§
0 1/V2

(3) Seuraavaksi mddritiimme ominaisarvoon A, = 4 liittyviit ominaisvektorit.

M3x = X
2 00 X1 X1
=4 0 3 1 X2 =4. pY)
01 3 X3 X3
2)61 = 4x1
& 3x0 + x3 = 4x
X3 4+ 3x3 = 4dx3
—2x1 =0 —x1=0
= —xy + x3 = 0 — X2 = X3

X2 4+ —x3 = 0

Ominaisvektoriksi voidaan valita

0
o> 1/\/5
1/v2

=
@
|

Sama matlabilla:
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M =
0
3 1
1
>> [V,D] = eigs (M)
V =
0 0 1.0000
0.7071 -0.7071 0
0.7071 0.7071 0
D =
0 0
0 2 0
0 0 2
>>

c4sl5es4| EsimerkKi 227 Tutkitaan matriisin

o
—

0=

S O
DN = =
o |

Ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo saa muodon

2-1 1 0
det(Q—AI)=0 < | 0 1-4 -1 |=0
0 24—

R BRI R
& 2-2)((1=2)E—-1)+2)=0
& (A-2)%A=3)=0

Siis ominaisarvon A = 2 algebrallinen kertaluku on 2, ja ominaisarvon A, =3 geo-
metrinen kertaluku on 1.
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(2) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon Ay = 2 liittyviit ominaisvektorit.

OxX =A%
21 0 X1 X1
=4 01 -1 b)) =2 b))
0 2 4 X3 X3
2x1 +  xp = 2x
~ X2 — X3 = 2x»
2% + 4dx3 = 2x3
X2 = 0|41
~ —x — x3 = 0]«
2% + 2x3 = 0
X2 =0 — X1 = vapaa
~ — x3 =0 —xp=x3=0
2% + 2x3 = 0
1
<~ )?1 = 0
0

Siis ominaisarvon Ay = 2 geometrinen kertaluku on 1.

(3) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon A, = 3 liittyviit ominaisvektorit.

OF — Mo
21 0 X1 X1
= 01 —1 X2 =31 x
0 2 4 X3 X3
2x1 + x = 3x;
-~ X2 — x3 = 3x
2% + 4x3 = 3x3
X1 + x =0
= — 2x — x3 = 0 |+1
20 + x3 = 0| «
—X1 + x2 =0 — X =X
= — 2% — x3 = 0 —x3=—-2x
0 =0

Ominaisvektoriksi voidaan valita
1/V6
Xy = 1/v6
—2//6

Koska ensimmdisen ominaisarvon algebrallinen kertaluku on 2 ja geometrinen kerta-

luku on 1, on matriisi defektiivinen.
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Sama matlabilla:

> Q= [210; 01-1,; 02 4]

0 =
1 0

0 1 -1

0 2 4

>> [V,D] = eigs (Q)

V =
0.4082 1.0000 1.0000
0.4082 -0.0000 0
-0.8165 0.0000 0
D =
0 0
2 0
0 2
>>

Defektiivisyys paljastuu nyt siitd, ettd tuloksena saadut ominisvektorit eiviit muodosta
vapaata systeemid, silld

>> det (V' *V)
ans =

4.6259e-017
>>

Ominaisarvoihin ja ominaisvektoreihin palaamme takaisin, mutta ensin toteamme joi-
takin uusia asioita.

9.2.2 Geometrinen tulkinta helpossa tapauksessa

Edelld on annettu vain tekninen miiritelmd, joka saattaa joskus johtaa kompleksisiin
ominaisarvoihin ja ominaisvektoreihin. Jotta asiasta saisi nyt konkreettisen hyodylli-
sen mielikuvan, oletamme tissd alakappaleessa, ettd n x n-matriisilla A on n erisuurta
reaalista ominaisarvoa A, A,, ..., A,. Tdmi yksinkertaistaa kovasti tarkastelua ja antaa
mahdollisuuden nidhdi, mitd merkitystd ominaisarvoilla on.
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Lause 228 Olkoon A n X n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat reaaliset. Matriisin A

~4s515theigbase| ominaisvektorit muodostavat R":n kannan, jos ja vain jos A ei ole defektiivinen.

Todistus. Jos A on defektiivinen, niin lineaarisesti riippumattomien ominaisvek-
torien lukumiird on pienempi kuin 7, joten ominiasvektorit eivit voi virittdd R":44.

Oletetaan seuraavaksi, ettd A ei ole defektiivinen. Luetellaan matriisin ominai-
sarvot suuruusjirjestyksessd A; > Ay > --- > A, siten, ettid jokainen ominaisarvo tois-
tuu luettelossa kertalukunsa mukaisesti. Olkoot {X1,...,X, }, vastaavat ominaisvektorit.
Koska A ei ole defektiivinen, voidaan samaan ominaisarvoon liittyvit ominaisvektorit
valita vapaiksi.

Ominaisarvoon A; liittyvd ominaisvektori {X; } muodostaa vapaan systeemin. Oletam-

me seuraavaksi, ettd ominaisarvoihin (4, A2, ..., A,_1) liittyvit ominaisvektorit {X1,...,X,_1}
muodostavat vapaan systeemin. Osoitamme seuraavaksi, ettd ominaisarvoihin (41, 4,...,4,)
liittyvit ominaisvektorit {Xi,...,X,_1,X,} muodostavat vapaan systeemin. oletamme

sitd varten, etti

M1X1 + UoXp + - -+ UpX), = 0. (9.20)

Oletamme, ettd k viimeistd ominaisvektoria liittyvit samaan ominaisarvoon (lp_ k1 =

H1X1 + UoXo + -+ Uy Xy = —Up ki 1Xp—k1 — — UpXp = d- 9.21)

. . .. .. . . . ee] oo i a S e 1
missd vektori @ on ominaisarvoon A, liittyvd ominaisvektori. Kertomalla yhtilo (%7
puolittain vasemmalta A:lla saadaan

U1 ALK+ U AoXy + - A Wp—k Ap Xk = Apd, (9.22)

Yhdistamalld (9.21)) ja (9.22)) saadaan

A«] )yz = A‘ —k N —
p p
Tdméa on mahdollista vain, jos Uy = tp = --- = l,,_ = 0. Siis d = 0, miki edelleen on
mahdollista vain, jos [, ;11 = Up_jy2 = -+ = Up = 0. Olemme siis osoittaneet, ettd
(%) + ¥y + -+ tpXy, =0) = (= iy = = 1, = 0).

Induktioaskel on valmis, ja lauseen todistus saadaan induktiolla p:n suhteen. ]
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Lause 229 Jos n X n-matriisilla A on n erisuurta reaalista ominaisarvoa A, Ay, ..., Ay,
niin vastaavista ominaisvektoreista muodostettu jono {X1,Xz,...,X,} on vapaa ja siis
1s15threalbase ‘ R":n kanta.

Todistus. Suora seuraus edellisesta. O

—

Tarkastellaan kuvausta f : R” — R" i +— Au. Kun kdytimme R":n kantana ominais-
vektoreista muodostettua kantaa, niin jokainen vektori voidaan lausua kannassa

U=u Xy +uxxy+--+upxy
ja vektorin kuva on vastaavasti

fd) = Aid=A(uX) +uxXy+-- -+ upXy)
= ulllzl + MZAZXZ +- Mn}tn)_én

joten kuvauksen matriisi on

M0 0

0 A 0
f= :

0 O An

Geometrinen tulkinta on nyt siis se, ettd kun vektori lausutaan kantavektoreiden lineaa-
rikombinaationa, se jaetaan kantavektoreiden suuntaisiin komponentteihin. Kerrottaes-
sa matriisilla A jokainen komponentti tulee kerrottua vastaavalla ominaisarvolla. Jos
|A;| > 1, niin komponentti venyy, jos |A;| < I, niin komponentti kutistuu.

9.2.3 Ominaisarvohajoitelma

Merkitsemme X:11d matriisia, jonka sarakkeina ovat matriisin A ominaisvektorit ja
D:lla disgonaalimatriisia, jonka diagonaalilla ovat matriisin A ominaisarvot. Jos nyt
matriisin A ominaisvektorit muodostavat ortonormitetun systeemin, niin

A=XDX". (9.23)
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i sha
Kaavan (ﬁ??) perusteluksi riittdd osoittaa, etti XDX ¥ = AjX; = AX; kaikilla j =
1,2,...,n. Tdmi taas on suora lasku, silld

X'y = ¢
:>DXTfj = ng:ljgj

T—» — —
= XDX X; = ﬂ,lej:;Lij

Ominaisarvohajoitelman avulla on helppo perustella joitakin tuloksia.

Lause 230 Jos neliomatriiseilla A ja B ovat samat ominaisvektorit ja ominaisvektorit
muodostavat ortonormitetun jonon, niin

AB=BA

eli matriisit kommutoivat.

Todistus. Merkitiddn A:n ominaisarvoista muodostettua diagonaalimatriisia Dy:lla ja
vastaavasti B:n ominaisarvoista muodostettua diagonaalimatriisia Dp:1la. Diagonaali-
matriisit kommutoivat, joten

AB = XD,X'XDgX" =XD,DgX" = XDgDsX"
— XDpX'XD.X" =BA

OJ
Matriisin potenssit on nyt helppo laskea kiyttden hajoitelmaa shed
A’ = AA=XDX"xDx"
112 0O --- 0
_ xpx’—x| ° /122 O | xr
0 0 . A2
Al 0 0
A" = XD'X" =X (_) /lé’ 5 xT
0 0 - A

Lause 231 (Cayley-Hamilton) Olkoon neliomatriisilla A ominaisarvohajoitelma A =
XDXT, missii ominaisvektoreista muodostettu matriisi on ortogonaalinen. Matriisi A
toteuttaa oman karakteristisen yhtdlonsd.
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Todistus.

P(A) = P(XDX")=XxP(D)X"

PA) O -+ 0
0 P(y) - 0
_x| O PR . |x"=0
0 0 P(%)

9.3 Similaarisuus ja matriisin diagonalisointi

Sec:MatSim‘

Mairitelmai 232 Neliomatriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa sddnndllinen

matriisi T siten, ettd

A=T"'BT.

Matriisia T sanomme similariteettimuunnosmatriisiksi ja muunnosta B — T~ 'BT sa-

nomme similariteettimuunnokseksi.

Jos similariteettimuunnosmatriisi on unitaarinen, sanomme ettd matriisit ovat
unitaarisimilaariset, eli

A=THBT

Lause 233 Jos matriisit A ja B ovat similaariset, A= T~ 'BT, niin

(1) matriiseilla on sama karakteristinen polynomi,
(2) matriiseilla on samat ominaisarvot
(3) jos X on A:n ominaisvektori, niin TX on vastaava B:n ominaisvektori.

Todistus. (1)

Py(A) = det(A—AI)=det(T"'(B—ADT)
= det(T!)det(B— AI)det(T)
= det(B—AI) = P(2)

(2) Seuraa suoraan edellisesti.

3)
B(TX) =T (T 'BT)¥ = TAX = TAX = A(TX)
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Mairitelmai 234 n x n-matriisin A jdlki (trace) on sen diagonaalialkioiden summa

tr(A) =ay +ax+--+anm

Lause 235
tr(AB) = tr(BA)

Todistus. Suora lasku osoittaa, ettd

w(AB) = (AB)i,+(AB)na+ -+ (AB)m
= (a11b11 +apby +---+aibn)
+(az21b12 + axnby + -+ +axby)
+- -+ (anbin+ an2bry + - - + apnbun)
= (br1a11 +baz +- - +bipan)
+(b21a12 +byaxn + -+ bruan)
+ -+ (bmi@in + bpoazn + -+ + bynann)
= (BA);1+(BA)y+ -+ (BA),, =tr(BA)

OJ
Lause 236 Similaarisilla matriiseilla on samat jdljet.
Todistus. Olkoon A = T~ 'BT. Silloin
tr(A) = tr(T'BT) = tr(BTT ') = tr(B)
OJ

Jos herdd kysymys siitd, ovatko kaksi annettua matriisia similaariset keskenédén, niin
ensin kannattaa laskea matriisien jiljet ja verrata niitd. Jos jiljet eivit ole samat, niin
matriisit eivit voi olla similaariset.

Merkitéddn jatkossa diagonaalista matriisia merkinnalld
A 0 - 0
0 A -~ 0 ‘
L _ = diag(A1,42,...,4y)
0 0 - A,
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Mairitelma 237 Neliomatriisi A on diagonalisoituva, jos se on similaarinen jonkin

diagonaalimatriisin D kanssa, eli

D =T 'AT.

Jos kuvauksen f : R" — R" matriisi on diagonalisoituva, niin sopivalla kannan vaih-
dolla saadaan kuvauksen matriisi diagonaaliseksi. Tdmé saattaa ratkaisevalla tavalla
helpottaa kuvauksen tarkastelua. Seuraavassa esimerkki.

Esimerkki 238 Tarkastellaan differentiaaliyhtdloryhmdid

xj(t) = 3x(t) — 0.5x2(r) — 0.5x3(1)
xh(t) = 0.5x2(t) + 1.5x3(¢)
xg(t) = 1.5)62(t) + O.SX3(I)

Jéitetdidn jatkossa monessa kohdassa ”(t)” pois. Tdmd yksinkertaistaa lausekkeita ja
saa ne helpommin luettaviksi. Nyt siis

dx; /dt 3 -05 -05 X1
depy/dt | =1 0 05 15 X (9.24)
dxs /dt 0 15 05 X3
Merkitsemme nyt
X1 dx dx; /dt 3 =05 -05
=1 x |, pri dx;/dr |, A= 0 05 15
X3 ! dxs/dt 0 15 05
h
Voimme siis nyt kirjoittaa yhtilon Wwoon
dx
=~ — A%
dr *
Kerroinmatriisi on diagonalisoituva, silld
D=T"'AT,
kun
30 0 11 1 -0.5 —0.5
D=|102 0 , T=101 1 ., T'=10 05 05
0 0 —1 01 —1 0 05 -05

Nyt muodostamme uudet funktiot, jotka ovat lineaarikombinaatioita alkuperdisistd.:

Wl(l‘) = xl(t) — O.SXZ(Z‘) — O.SX3(Z‘)
wa(t) = 0.5x2(t) + 0.5x3(¢)
W3(l‘) = 0.5X2(l) — 0.5)63(1‘)

s w=T"lx
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Nyt suora lasku osoittaa, ettd w-funktiot toteuttavat hyvin yksinkertaiset differentiaa-
liyhtdlot

dW1/dt = dxl/dt — O.SdXZ/dt — O.SdX3/dt
dwy/dt = 0.5dx,/dt + 0.5dx3/dr
dws/dt = 0.5dxva/dt — 0.5dx3/dt
dwl/dt dz

s | dwy/de :T*ld—:T*IAx’:T*IATszw
dws /dt !
dwy /dr 30 0 Wi

= sz/dl = 02 0 wy
dW3/dl 00 -1 w3
dWl/dl‘ = 3W1(l‘)

& dwp/dt = 2wy(r)
dW3/dt = —W3(t)

Tdmdn ryhmdn ratkaisufunktiot voidaan kirjoittaa suoraan

w1 (l‘) C e3’
w=| w(t) | =] GCe* |,
w3 (1) Cse™!
Jja lopulta
x1 (1) 11 0 Cre* Cie¥ + Cre?
¥=| x@) |=Tw=| 0 1 1 Ge? | = Cre? +Cie!
x3(t) 01 —1 Cze™! Cre? —Cse™!

Lause 239 Olkoon A n x n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat reaaliset. Matriisi A on
diagonalisoituva, jos ja vain jos A ei ole defektiivinen.

Todistus. Olkoon
D =diag(Ay,...,A,) = T 'AT.
Nyt
TD =AT.

Edellisen yhtdlon LHS:n k:s sarake on Af,; ja RHS:n k:s sarake on Af,. Siis T:n sa-
rakkeet ovat matriisin A ominaisvektorit. Koska T on sdénnollinen sen rangi on n, joten
A:n ominaisvektorit muodostavat vapaan systeemin. Siis A ei ole defektiivinen.
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. . . l5theigbase |, |, .
Olkoon A ei-defektiivinen. Silloin lauseen mukaan matriisilla A on n omi-

naisvektoria, jotka muodostavat vapaan systeemin. Tehdidin ominaisvektoreista matrii-
si T ja ominaisarvoista diagonaalimatriisi D = diag(A4;,A,,...,4,). Silloin vastaavasti
kuin edelld

TD = AT
=D = T 'AT.

Lause 240 Jos n x n-matriisilla A on n erisuurta reaalista ominaisarvoa, niin matriisi
on diagonalisoituva

. 15threalbase, . . . . . l6thdiagl
Todistus. Lauseen mukaan maitriisi ei ole defektiivinen jolloin lauseen mu-

kaan se on diagonalisoituva. 0

9.4 Schurin muoto ja normaalit matriisit

Sec:MatSchur‘

Téassd kappaleessa esitimme todistukset vain tapauksessa, jossa matriisin ominaisar-
vot ovat reaaliset. Todistukset on mahdollista yleistdd kompleksisten ominaisarvojen
tapaukseen (Ks. Kiveld: "Matriisilasku ja Lineaarialgebra” sivut 176—178).

Lause 241 Olkoot A1, Ay, ..., A, reaalisen n X n-matriisin A ominaisarvot. On olemas-
sa unitaarimatriisi M siten, ettd

A BT
MiAM = 7
(5 )

thschurl| missd matriisin C ominaisarvot ovat Ay, . . ., Ay.

Todistus. Olkoon X ominaisarvoon A; liittyvd normitettu ominaisvektori

(ts. XX = 1). Oletamme nyt, etti A; on reaalinen. (Kompleksinen tapaus ks. Kiveli:
“Matriisilasku ja Lineaarialgebra” sivut 176-178.) Tdydennetddn yhden vektorin sys-
teemi {X} ortonormeeratuksi kannaksi {X,V|,V2,...,V,_1}. Muodostetaan niistd vek-
toreista (sarakkeisiin sijoittamalla) matriisi

M=(x V),
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joka on sarakkeiden ortonormeerauksen perusteella unitaarinen. Edelleen ortonormee-
rauksen takia V¥ = 0. Siis

MIAM — (x’T )A(f V):(x‘TAx* x’TAV)

vT vIiAx VTAV
A xTAV
(6 c )—G

Koska matriisit A ja G ovat similaariset, niilld on samat karakteristiset polynomit. Siis
PA(A) = P6(A) = (M = A)Fc(A)

ja C:n ominaisarvot ovat Ay, ..., A,. O

Lause 242 n X n-matriisi A on unitaarisimilaarinen yléikolmiomatriisin kanssa.

AMoup w3 - Uy
0 A wuz -+ upy
MiaM=| 0 0 A3 - uz,
0O O 0o -+ A

Ylikolmiomatriisin ldvistdjdalkiot ovat A:n ominaisarvot.

Todistus.Tehddin induktio n:n suhteen.

Kun n = 1, viite on tosi, koska 1 x 1-matriisi on valmiiksi yldkolmiomatriisi.

Oletamme seuraavaksi, ettd viite on togi, kPn n =k — 1 ja osoitamme sen silloin olevan
chur

tosi my0s, kun n = n. Lauseen mukaan on olemassa unitaarinen k X k-matriisi
M siten, etti L

H M b

wtaw = (5
missd A; on matriisin A ominaisarvo ja matriisin C ominaisarvot ovat ovat Ay, A3, ..., Ax.
Induktio-oletuksen mukaan on olemassa unitaarinen (k— 1) x (k— 1)-matriisi M, siten,
ettd
Cc=MiciM,

on ylikolmiomatriisi, jonka ldvistdjdalkiot ovat A3, A3, ..., A;. Nyt matriisi

AT
M=M1< f{z)

Ol =
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on unitaarinen ja

15es]c4
Esimerklk5i 243 Esimerkkien (E%é Sl\e/‘LSt

sivu

- H -
1 of 1 of
MiAM = (M| - AM, ( 2
(1<0 M, > 1(0 Mz)
- H -

1 of H 1 of
- (32 MIAM, | -

(o Mz) 1 1(0 Mz)
o N T A BTN T
— \0 M, 0 C 0 M,
any A bTM,

-\ 0 MY 0 C\M,
_ (M bTM,
0 C

esd
matriisien Schurin muodot ovat

>> help schur
SCHUR Schur decomposition.

[U,T] = SCHUR(X) produces a quasitriangular Schur matrix T and
a unitary matrix U so that X = UxTxU’ and U’*xU = EYE(SIZE(U)).

X must be square.
T = SCHUR(X) returns Jjust the Schur matrix T.

If X is complex, the complex Schur form is returned in matrix T.
The complex Schur form is upper triangular with the eigenvalues

of X on the diagonal.

If X is real, two different decompositions are available.
SCHUR (X, "real’) has the real eigenvalues on the diagonal and the
complex eigenvalues in 2-by-2 blocks on the diagonal.
SCHUR (X, "complex’) 1s triangular and is complex 1f X has complex
eigenvalues. SCHUR(X,’real’) is the default.

See RSF2CSF to convert from Real to Complex Schur form.

15es 15esl

Esimerkki sivi :
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>> A=[2 2 0 ,; -1 3 2 ; 0 2 2]

A =
2 2 0
-1 3 2
0 2 2
>> [U,T] = schur (A)
U =
0.5774 -0.7071 -0.4082
0.5774 0.7071 -0.4082
0.5774 0.0000 0.8165
T =
4.0000 2.4495 -0.0000
0 2.0000 1.7321
0 0 1.0000
>>
l5es 15es2
Esimerkki Sivu :

> A =[220; -132,; 02 -1]

A =
2 2 0
-1 3 2
0 2 -1
>> [U,T] = schur (A)
U:
0.8490 -0.5199 -0.0938
0.4602 0.8150 -0.3522
0.2595 0.2559 0.9312
T =
2.8782 2.4575 -0.7676
-0.3362 2.8782 0.7785
0 0 -1.7563
>> [U,T] = schur(A,’complex’)
U =

0.8165 + 0.00461 0.4821 + 0.30351 -0.0938
0.3564 + 0.37311 -0.2006 - 0.75471i -0.3522
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0.2170 + 0.14151 -0.0273 - 0.25481 0.9312

T =
2.8782 + 0.90891i -1.3569 - 1.63061 -0.7623 - 0.10011
0 2.8782 - 0.90891i -0.5658 + 0.53291
0 0 -1.7563
>>

\end{verbatim

Esimerkki (\ref{c4slb5es3} sivu \pageref{cdslbes3}):
\begin{verbatim}
>>M=10[200; 031 ; 01 3]

M =
0 0
0 3 1
0 1 3
>> [U,T] = schur (M)
U =
1.0000 0 0
0 -0.7071 0.7071
0 0.7071 0.7071
T =
0 0
2
0 4
>>
. . l5es 15es4
Esimerkki Sivi R
> Q= [210; 01 -1 ; 02 4]
Q =
2 1 0
1 -1
4
>> [U,T] = schur (Q)
U =

1.0000 0 0
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0 -0.7071 -0.7071
0 0.7071 -0.7071
T =
2.0000 -0.7071 -0.7071
0 2.0000 -3.0000
0 0 3.0000
>>

Miaéritelmi 244 Neliomatriisi A on normaali, jos

AFA = AAT
Reaalisen matriisin tapauksessa normaalisuus merkitsee siis, ettd

ATA = AAT.

Erityisesti hermiittinen (AT = A) ja unitaarinen (A" = A_l) sekd reaalisten matriisien
tapauksessa symmetrinen (A7 = A) ja ortogonaalinen (A7 = A~") ovat normaalin mat-
riisin erikoistapauksia.

Lause 245 Olkoon neliomatriisi A unitaarisimilaarinen matriisin B kanssa (UM AU =
B). Silloin A on normaali, jos ja vain jos B on normaali.

Todistus. Oletamme siis, etti ATA = AA". Nyt

BB = (U"AU)"(U"AU) = (U"A"U)(U"AU) =U"A"AU
— UYAA"U = (U"AU)(U"A"U) = BB"

Toisinpiin A = UBU¥ ja oletamme, etti B B = BB . Nyt

A"A = (uBU")"(UuBU") = (UB"U")(UBU")=UB"BU"
— UBB"U" = (UBU")(UB"U") = AA"

Lause 246 Matriisi A on unitaarisimilaarinen diagonaalimatriisin kanssa, jos ja vain
jos se on normaali.
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Todistus. Olkoon U”AU = D, missi U on unitaarinen ja D on diagonaalinen.
Koska diagonaalimatriisi on normaali, on edellisen lauseen perusteella myds A nor-
maali.

Seuraavaksi oletamme, etti A on normaali. Koska A:lla on shurin muoto, se on
unitaarisimilaarinen yldkolmiomatriisin kanssa. Koska A on normaali, myos ylikol-
miomatriisi on normaali. On helppo ndhdé, ettd normaali yldkolmiomatriisi on valtti-
mittd diagonaalinen. OJ

Lause 247 Normaalin n X n-matriisin ominaisvektoreista voidaan muodostaa ortonor-
meerattu jono.

Todistus. Edellisen lauseen mukaan normaali matriisi A on unitaarisimilaarinen diago-
naalimatriisin kanssa. Siis

U"AU = D = diag(A1, A2, ..., 4,),
missd U on unitaarinen ja D on diagonaalinen. Silloin
AU =UD
& A( iy Uy -+ Uy ) = ( My Ay -+ Ay )

Siis U:n sarakkeet ovat ominaisvektoreita, ja U:n unitaarisuudesta seuraa, ettd vektori-
systeemi {i],y,...,l,} on vapaa ja ortonormeerattu. O

Lause 248 Hermiittisen matriisin (A = A™) ja reaalisen symmetrisen matriisin (A =
AT) Schurin muoto on diagonaalinen ja ominaisarvot ovat reaaliset.

. l7thnormaali | . . .
Todistus. Lauseen mukaan matriisin Schurin muoto on diagonaalinen. Olkoon
A =A" jaU" AU = D, missi U on unitaarinen ja D on diagonaalinen Schurin muoto.

Silloin
D" = (U"AU =U"A"U =U"AU = D.

Tistd seraa, ettd D:n ldvistdjdalkiot, eli A:n ominaisarvot ovat reaaliset. O

YHTEENVETO: Symmetrisen n X n-matriisin ominaisarvotehtivi ei johda ongel-
miin, vaan ominaisarvot ovat reaaliset ja ominaisvektoreista voidaan muodostaa
R:n ortonormitettu kanta.
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Lause 249 Olkoon n x n-neliomatriisin A ominaisarvot Ay, A, . .., A,. Silloin
det(A) = Al -),2 cee )un

ja
tr(A) =41+ A+ + Ay

Todistus. Matriisi on unitaarisimilaarinen Schurin muotonsa kanssa
UYAU =S,

missd U on unitaarinen ja § on yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat A;,A,, . ..
Silloin koska similaarisilla matriiseilla on samat determinantit ja jiljet, niin

det(A) = det(S)=A1-4--- Ay, ja
tr(A) = tuw(S)=h+Ab+-+A4,

9.5 Matriisihajoitelmia

Aiemmissa kappaleissa on jo esiintynyt kolme matriisi-hajoitelmaa. Seuraavassa on tii-
vistelmi niistd kolmesta.

QR-hajoitelma.
(1) Jos A on m x n-matriisi, jolle rank(A) = n (eli A on ”a matrix of full rank”), niin
matriisilla on QR-hajoitelma

A =0OR, (9.25)

missd Q on ortogonaalinen m X m matriisi, ja R on m x n yldkolmiomatriisi, jonka dia-
gonaalialkiot eroavat nollasta.

(2) Jos A on m x n-matriisi, jolle rank(A) < n, niin matriisilla on QR-hajoitelma
A=0R, (9.26)

missd @ on ortogonaalinen m X m matriisi, ja R on m x n yldkolmiomatriisi, jonka dia-
gonaalilla on nollia.

A
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(3) Jos A on m x n-matriisi, jolle rank(A) = n, niin matriisilla on QR-hajoitelma
A=QR,, (9.27)

missd @ on m X n matriisi jonka sarakevektorit muodostavat ortonormitetun jonon (siis
QT Q, =1, mutta Q,Q" # I, ja R, on n x n ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot
eroavat nollasta.

c4sl8qgresiml | Esimerkki 250

> A=[123,; 011,; 111, 3 -1 2]

A =
1 2 3
0 1 1
1 1 1
3 -1 2
>> [Q,R] qr (A)
Q:
-0.3015 -0.7559 0.4303 -0.3906
0 -0.3780 0.1632 0.9113
-0.3015 -0.3780 -0.8753 -0.0000
-0.9045 0.3780 0.1484 0.1302
R =
-3.3166 0 -3.0151
0 -2.6458 -2.2678
0 0 0.8753
0 0 0

>> [Q1,R1] = gr(a,0)

Ql =
-0.3015 -0.7559 0.4303
0 -0.3780 0.1632
-0.3015 -0.3780 -0.8753
-0.9045 0.3780 0.1484

R1 =
-3.3166 0 -3.0151
0 -2.6458 -2.2678
0 0 0.8753

>B=[123;011; 112; 3-12]
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>> [Q2,R2] = gr (B)

Q2 =
-0.3015 -0.7559 -0.4128 -0.4090
0 -0.3780 -0.2028 0.9033
-0.3015 -0.3780 0.8745 0.0382
-0.9045 0.3780 -0.1539 0.1236
R2 =
-3.3166 0 -3.3166
0 -2.6458 -2.6458
0 0 0.0000
0 0 0
>>

Ominaisarvohajoitelma.

Jos reaalinen n X n-neliomatriisi A on symmetrinen (AT = A), niin ominaisarvot ovat
reaaliset ja ominaisvektoreista voidaan muodostaa ortonormitettu kanta. Lisdksi mat-
riisilla on ominaisarvohajoitelma

A=XDXT, (9.28)

missd diagonaalimatriisin D = diag(A;,4,,...,4,) ldvistdjilld ovat matriisin ominai-
sarvot ja matriisin X sarakkeissa ovat vastaavat normitetut ominaisvektorit.

Matriisin diagonalisointi.
Jos reaalinen n x n-nelidmatriisi A ei ole defektiivinen (eli se on normaali ATA = AAT,
esimerkiksi symmetrinen tai ortogonaalinen), niin se on similaarinen diagonaalimatrii-
sin kanssa

A=XDX !, (9.29)

missd similariteetti-muunnosmatriisi X voidaan muodostaa lineaarisesti riippumatto-
mista ominaisvektoreista ja matriisin D = diag(A;, A2, ..., A,) ldvistdjdlld ovat vastaa-
vat matriisin ominaisarvot. (Huomaa, ettd nyt X:n ei tarvitse olla ortonormeerattu.)

Schurin-muoto.
Jokainen reaalinen n x n-matriisi A on unitaarisimilaarinen Schurin-muotonsa S kanssa

A=USU", (9.30)

missd U on unitaarinen (U = U~") ja S on ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalilla on
matriisin A ominaisarvot.
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9.5.1 Jordanin muoto

Jordanin lohkoksi sanotaan r X r matriisia

JArn=| 0 0 A

> = O OO

n X n Jordanin matriisi on lohkomatriisi, jonka lavistdjd-lohkot ovat Jordanin lohkoja,
ja muut lohkot ovat nolla-lohkoja.

J(?Ll,rl) O 0
0 J(Az,l‘z) 0
0 0 o [ J(Agsrg)
Esimerkki 251
2 1 2 1
2 1 2 1
20 2
30 = 3
30 3
51 5 1
5 5

Matriisin Jordanin muoto.
Jokainen reaalinen n x n-neliomatriisi A on similaarinen Jordanin-matriisin kanssa

A=XJX" (9.31)

missid similariteetti-muunnosmatriisin X sarakkeita sanotaan yleistetyiksi ominaisvek-
toreiksi ja J = diag(J(A1,r1),J(A2,72),... . J(Ag,1y)), 11 + 124+ 14 =n.

Perustelu Jordanin muodon olemassaololle on melko mutkikas ja sivuutamme sen tis-
sd. (Ks. Simo Kivel: "Matriisilasku ja Lineaarialgebra”, sivut 183-190.)

an
Yhtilo @Toidaan my0s kirjoittaa muotoon

AX = XJ,
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mistd seuraa, ettd yleistetty ominaisvektori toteuttaa toisen seuraavista yhtiloistad

(1) AX, = M, tai
(2)  AX =N+ X1

9.6 Matriisin singulaariarvohajoitelma

Kun halutaan saada saada mielikuva lineaarikuvauksesta
f:R" - R" x — Ax, (9.32)

niin erds hyvé tapa on laskea kuvavektorin pituus, kun [|x|| = 1. Jos A on matriisin
ominaisarvo ja X on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

|Ax[| = f|Ax][ =[] (9.33)

Jos ominaisvektorit virittdviat R”:n, niin saamme varsin hyvin kisityksen kuvaukses-
ta. Valitettavasti kaikkien matriisien ominaisvektorit eivit ole reaalisia. Onneksi tidhén
10ytyy seuraava ratkaisu.

Olkoon A mikdi tahansa (!) (m x n)-matriisi. Tutkitaan kuvavektorin normin sijasta
normin neliotéd
|Ax|? = (Ax)TAx = xTATAx (9.34)

Matriisi ATA on symmetrinen, sen ominaisarvot ovat reaaliset. Jos A j On matriisin ATA
ominaisarvo ja v; on sitd vastaava normeerattu ominaisvektori, niin

HAV]'H2 =VjTATAVj =VjTﬂ‘jV=7Lj (9.35)

Matriisin ATA ominaisarvot ovat siis ei-negatiiviset ja ne yleensi jirjestetizin suuruus-
jarjestykseen A1 > A, > ... A, > 0. Voimme médritelld

Madéritelmi 252 (m x n)-matriisin A singulaariarvot (singular values) ovat
Oj= lj,]‘ZI,...,I’l

missi Ay, ... A, ovat matriisin ATA ominaisarvot.

Siis HAV]‘H = Gj.
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Lause 253 Jos (m x n)-matriisin A sdcdnnéllisyysaste on Rank(A) = r, niin on olemas-
sa hajoitelma

A=UDV’,
missd U on ortogonaalinen (m x m)-matriisi ja V on ortogonaalinen (n X n)-matriisi
ja

X0 .
D:<0 0),2:dlag(01,62,...,6r)

Todistus. Matriisi A”7A on hermiittinen n x n-matriisi ja sen ominaisarvot ovat > 0.

Luetellaan ominaisarvot A; = sz suuruusjirjestyksessi

01 >20,>-20;>0p41="=0,=0.

(Huomaa, ettd r ensimmaistd ominaisarvoa ovat positiivisia ja loput nollia.) Vastaavat
ortonormitetut ominaisvektorit ovat vy, ..., V,. Merkitdin

V:(VI‘VZ):(‘_’"l vr“jr+l Vn)

Matriisin A”A ominaisarvohajoitelma on

H 0 H 2 2 2 2
A"A = V< 0 0>V ) ¥Y° =diag(oy,0%,...,07)
¥? o) (V{’) "
= = AA(V, V,
(%% Vi )AA vy V)
VHAH AV, = X2
=
AV, =0
Asetetaan
U, =AV, 2},

jolloin edeltavdn mukaan U {1 U, =1, ts. U :n sarakkeet muodostavat ortonormeeratun
jonon. U voidaan tdydentidd unitaariseksi matriisiksi U = (U | U;). Unitaarisuudesta
seuraa, ettd U 12'{ U, =0. Nyt

vt UZAV, UTAV
H _ 1 o 1 1 1 2
vtAv. = (U?)Am Vz)‘(US’AVI U?AW)

= 'viARAV, 0 [ Z 0
v, o) L0 O

Singulaariarvohajoitelman suuri etu on siind, ettd reaalisen m x n-matriisin A singu-
laariarvohajoitelma on aina olemassa ja se on reaalinen! Singulaariarvohajitelman
laskemiseen on olemassa hyvin luotettavia ja hyvin toimivia algoritmeja, joihin emme
nyt syvenny.



Vaasan yliopiston julkaisuja 223

Lause 254 Jos n X n-matriisilla A on n positiivista singulaariarvoa

A=UZV! X=diag(c,0,,...,0,),

niin A on sddnnollinen ja sen kddnteismatriisi on

Al =ve T ' =diag(o;',0;,,...,0,).

Todistus. HT H

18gresiml
Esimerkki 255 Esimerkin (Eﬁl]] maftriisien singulaariarvohajotelmat saadaan seuraa-
vasti.

>> help svd

SVD Singular value decomposition.

[U,S,V] = SVD(X) produces a diagonal matrix S, of the same
dimension as X and with nonnegative diagonal elements in
decreasing order, and unitary matrices U and V so that

X = UxS*V’.

S = SVD (X) returns a vector containing the singular values.
[U,S,V] = SVD(X,0) produces the "economy size"
decomposition. If X is m-by-n with m > n, then only the

first n columns of U are computed and S is n-by-n.

See also SVDS, GSVD.

Overloaded methods

help sym/svd.m

A=1[123;011;111,; 3 -12]

1 2 3

0 1 1

1 1 1

3 -1 2
[U,S,V] = svd(A)
-0.6930 0.5189 0.3129 -0.3906
-0.2102 0.3333 0.1192 0.9113
-0.3263 0.1290 -0.9364 -0.0000
-0.6075 -0.7765 0.1048 0.1302



S =
4.

vV o=
-0.
-0.
-0.
>> B =

B =
1
0
1
3

>> [U2,S82,V2]

U2 =
-0
-0
-0
-0
S2 =
5
V2 =
-0
-0
-0
>>

9476

.6625
.2045
.4580
.5563

L2577

.5306
L2722
.8028

-1

2.8685

-0.5862
0.7937
0.1625

; 001 1

DN W

= svd (B)

L4727
.3179
.1548
.8072

o O O O

2.8907

-0.6206
0.7698
0.1492

.5412

.5713
.5472
L6117

12

.4128
.2028
.8745
.1539

.0000

.5774
.5774
.5774

.
4
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3 -1 2]

-0.
.9033
.0382
.1236

o O O

4090

15es4
Esimerkin @WZe"ktuwsen matriisin singulaariarvohajoitelma on

>> Q =

Q:
2
0
0

>> [U,

[2 10
1

1

2

s,V] =

; 01 -1

.
4

0 2 4]

224
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U =
0.1213 -0.9359 -0.3307
-0.1005 -0.3430 0.9339
0.9875 0.0801 0.1357

g =
4.5221 0 0
0 2.2793 0
0 0 1.1642

VvV =
0.0537 -0.8212 -0.5681
0.4414 -0.4908 0.7512
0.8957 0.2911 -0.3361

>>

Ei siis lainkaan ongelmia defektiivisyydestd.

9.7 Matriisinormit

Lineaarinen yhtiloryhma AX = b on hyvikuntoinen, jos pienet muutokset kerroinmat-
riisissa A tai RHS-vektorissa b aiheuttavat vain pienid muutoksia ratkaisuvektorissa x.
Muussa tapauksessa ryhméa on huonokuntoinen.

Esimerkki 256 Ryhmidin
{O.9999x1 — 1.000lx, = 1

x|y — x = 1
vksikdsitteinen ratkaisu on x; = 0.5 ja xo = —0.5. Jos b, :ta hiukan muutetaan, saadaan
0.9999x; — 1.0001x, = 1 - x; = 0.545000.5¢
Xy — xp = 1+4+¢€ xp = —0.5+4999.5¢

Ratkaisu on hyvin herkkd lihtotietojen muutoksille, joten yhtdiloryhmd on huonokun-
toinen.

Tamén ilmion ymmirtdmiseksi tutustumme seuraayaksi matriisin normiin. Vektorinor-
3defnormids3defnorm

|2 ja || - || esiteltiin méritelméssi (I5T) sivulla|I36]
n

(1) lldl =lai|+lazl+- +lan| = Y la|
k=1

2 ldla=y/ai+d3+-+a;=/{d|d)

mit || - |1,

(3)  llalle = max{la], |z, |an]} = max |ay]
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Lineaariavaruuden L normi on funktio N : L — R siten, ettd

(NI) N(x)>0,¥xeLjaN(x)=0<x=0¢€L
(N2) N(ax)=|a|N(x),vxeL,oo € R
(N3)  N(x+y) <N(x)+N(y),Vx,yeL

Normia on tapana merkitd N(x) = ||X||. Ja kahden vektorin X ja y viliseksi etdisyydeksi
sanomme niiden erotuksen normia ||X — ¥|.

Valittu vektorinormi indusoi matriiseille vastaavan operaattorinormin.

A—)
Al = max A2y 4, 936

X —— =
=0 [1Xp 5=

Erityisesti, kun p = 1, p = 2 tai p — oo, saadaan m x n-matriisin A normeille kaavat

m
lAll1 = max Z laij| (=itseisarvojen sarakesummien maksimi)
I =1
n
|All = max Z laij| (=itseisarvojen rivisummien maksimi)
l N
j=1

missd Amax (ATA) on matriisin A7 A itseisarvoltaan suurin ominaisarvo eli matriisin A
suurin singulaariarvo .

Unitaarimatriisin kaikki singulaariarvot ovat ykkosid (U = UIIT), joten unitaarimatrii-
sin 2-normi on ||U||, = 1.

Edelld madriteltyjen operaattorinormien lisdksi m X n-matriisille A kiytetddn varsin
paljon myds Frobenius normia

m n
Y ) faiil?

|AllF = (9.37)
i=1j=1
Maédritelmén seuraa, ettd matriisin operaattorinormeilla on ominaisuudet
|AX][, < AllplIX], (9.38)
|AB[, < |A[plBl, (9.39)
1A%, < (A, (9.40)
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9.8 Matriisin kuntoluku

Tarkastellaan nyt yhtaloryhmii, jossa kerroinmatriisi on n X n-matriisi
AZ=b.

Jos RHS muuttuu arvoon b -+ Ab, niin vastaava uusi ratkaisu on X + AX. Arvioimme
seuraavassa suhteellista virhettd normin || - ||, mielessa.

{A(X’+AX’):B+AB

AX =0
- AY=A"'AD
= ||A%|, < [|A7"],]1AB]], (9.41)

Toisaalta vastaavasti

1511y = 1AX][, < [|A]lp[IX]]

1 A
- - S ||_’||P (942)
Xl ~ 11|,
Yhdistimilld epiyhtilot @L ja (% saadaan
|| AX] Sy 4B
= < AllpllAT ), S = (9.43)
1Xllp — ~————— |15,

=Cond,(A)

1
Kaavassa (@T olevaa kerrointa Cond,(A) = ||A||»||A™"||, sanotaan matriisin kunto-
luvuksi. Hyvikuntoisen yhtidloryhmén kerroinmatriisin kuntoluku on pieni (kuitenkin
aina > 1).

Tarkastellaan edelleen yhtidloryhméi
AX=bh

Jos kerroinmatriisi muuttuu arvoon A -+ AA, niin vastaava uusi ratkaisu on X + AX. Ar-
vioimme seuraavassa suhteellista virhettd normin || - ||, mielessa.

(A+AA)(X+AX) = b
& AAY+AA(R+AX) =0
& AY=—-A"AA(R+AY)
= 1A%, < A7 AA]||[% + A%,
[lAA]],

Al p

= Cond(A) || X 4+ A%,
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Voimme siis arvioida

A% AX
H HP ~ H HP <Cond(A)

N 1Aal],
7, ~ TR+ afd,

1Al

(9.44)

Jos matriisin kuntoluku on suuri, on odotettavissa ongelmia laskettaessa matriisilla.
Pieni kuntoluku on hyvi kuntoluku.

Kahden matriisin tulon kuntolukua voimme arvioida seuraavasti

Cond,(AB) = [AB,|(AB)"[,= |AB],|B"'A""],
|A]l,1B],lIB~[[,JA~" ]|, = Cond(4)Cond(B)

N

Koska unitaarinen matriisi sdilyttdd 2-normin, niin unitaariselle matriisille U pétee

Ul = 1, ja
Cond,(U) = 1.

Vaikka unitaarinen (ortogonaalinen) matriisi onkin kisin laskettaessa tyoléds olio, niin
laskettaessa tietokoneella numeerisesti, se siisti ja ongelmaton olio. Unitaarisella mat-
riisilla kertominen ei kasvata lausekkeiden kuntolukuja.

19esl
Esimerkki 257 Pyyddamme vield Matlabilta arvion kuntoluvusta esimerkissd (Efﬁ) esiin-
tyneelle kerroinmatriisille

1 -1
. e 1 9e S 1 . e ® . . . . .
Kun katsoo esimerkkidi , niin ensimmdinen ajatus on, ettd kuntoluku olisi noin
5000, mutta asia tdiytyy tutkia tarkemmin:

< 0.9999 —1.0001 )

Esimerkissd suhteellinen virhe RHS:ssd oli

IlaBllx _ &
Bl 2
Jja ratkaisun suhteellinen virhe oli
|AX]|;  10000e
% 1

Jja ndiden suhde on siis 20000.
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>> help cond
COND Condition number with respect to inversion.

COND (X) returns the 2-norm condition number (the ratio of the
largest singular value of X to the smallest). Large condition

numbers indicate a nearly singular matrix.

COND (X,P) returns the condition number of X in P—-norm:
NORM (X,P) = NORM(INV(X),P).

where P = 1, 2, inf, or "fro’.

Class support for input X:
float: double, single

See also rcond, condest, condeig, norm, normest.

>> A = [0.9999 -1.0001 ; 1 -1]

0.9999 -1.0001
1.0000 -1.0000

>> cond (A, 1)
ans =
2.0001e+004

>> cond (A, 2)
ans =
2.0000e+004

>> cond (A, inf)
ans =

2.0001e+004
>> cond (A, fro’)
ans =

2.0000e+004

>>

9.9 Neliomuodot ja definiittisyys

Seuraavassa madriteltdva neliomuoto ei ole lineaarikuvaus, vaikka sen ominaisuuksia
tutkitaan matriisien avulla. Téssi kurssissa kisiteltdvit sovellukset liittyvét optimoin-
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tiin.

Mairitelmi 258 (Epdlineaarinen) kuvaus R"* — R

O(x) = Zqijxixj

on R":n neliomuoto.

Neliomuoto voidaan aina esittdd symmetrisen matriisin avulla.

Esimerkki 259

x% + x% +4dx1xp — 2xpx3 (9.45)
= X1X] +X2x2 + 2x1X + 2X0X] — XpX3 — X3X2

= X (X1 —{-2)(2) +X2(X2 +2x1 —X3) —)C3(X2>

X1+ 2x
= (x1 X2 x3) 2x1 +x3 — X3
X
1 2 0 X1
= (xl X2 X3) 2 1 -1 X (9.46)
0 -1 0 X3

O

Voimme siis aina olettaa, ettd neliomuoto voidaan esittdd symmetrisen matriisin A avul-
la

O(x) = x" Ax (9.47)

Mairitelmé 260 Symmetrinen (n x n)-neliomatriisi A on
positiivisesti definiitti, jos

xTAx > 0, kaikilla x # 0.
negatiivisesti definiitti, jos

xTAx < 0, kaikilla x # 0,
positiivisesti semidefiniitti, jos

xAx > 0, kaikilla x € R",
negatiivisesti semidefiniitti, jos

xTAx <0, kaikilla x € R",

indefiniitti, jos se ei ole mitddn edeltdvistd.
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Lause 261 Olkoon A symmetrinen (n X n)-neliomatriisi, jonka reaaliset ominaisarvot

ovat M, Ay, ..., Ay.

os kaikki ominaisarvot ovat positiivisia (A ; , niin A on positiivisesti definiitti.
1) Jos kaikk t ovat posit Ai>0 A on posit ti d. 1t

(2) Jos kaikki ominaisarvot ovat negatiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti definiitti.

(3) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-negatiivisia (A; > 0), niin A on positiivisesti semi-

definiitti.

(4) Jos kaikki ominaisarvot ovat ei-positiivisia (A; < 0), niin A on negatiivisesti semi-

definiitti.

(5) Jos on olemassa sekd positiivinen ominaisarvo, ettd negatiivinen ominaisarvo, niin

A on indefiniitti.

Esimerkki 262 Tutkitaan definiittisyys matriisille
2 0
I -1

1
A=\ 2
0 -1 0

Lasketaan ensin ominaisarvot karakteristisesta yhtdlostd

det(A—2AI) =0
1-A 2 0
& 2 1-A —1|=0
0 -1 =X
s (1=-M)[1=2)(=A)=1]=2-2-(=1)=0
& (1-M)A*=A—-1)+41=0
& —A424%74+20-1=0
& A+1D)(=A*+31-1)=0
3+4/5 3—+/5
e i3tV 3-vs
2 2
Ominaisarvot ovat siis
AI:3+\/§z2.618 12:3_ﬁ

Siis matriisi on indefiniitti.

(9.48)

(9.49)

(9.50)

Pienten yksinkertaisten matriisien tapauksessa on usein helpompaa soveltaa seuraavaa

lausetta
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Lause 263 Olkoon A (n X n) neliémuoto. Lasketaan apudeterminantit (vasemmasta

yléinurkasta) |Dy|,|D3|, ..., |Dy| asettamalla
aj; app ... aiy
Dil=ar ja |Dyl = azy a'22 a?k
arl G ... Gk

Jos kaikki apudeterminantit ovat positiivisia, |Dy| > 0, niin matriisi on positiivisesti
definiitti.
Jos parittomat apudeterminantit ovat negatiivisia,

Dy| <0, kunk=1,3,..., ja parilli-
set ovat positiivisia, |Dy| > 0, kun k = 2,4, ..., niin matriisi on negatiivisesti definiitti.

Todistus. Siuvuutetaan. 0

Esimerkki 264 Tutkitaan vield kerran definiittisyys matriisille

1 2 0
A=12 1 -1 (9.51)
0 -1 O
Apudeterminantit ovat
Dyl = 150 9.52)
1 2
|Dy| = ) 1 =—-1<0 (9.53)
1 2 0
D3] = |2 1 —-1|=-1<0 (9.54)
0 -1 O

Siis matriisi on indefiniitti.



Hakemisto

antisymmetrinen matriisi,

arccos, [19]
arccot, [19]
arcsin, [T9]
arctan, [I9]

arcus-funktiot, [I§]

aste, [10]
cos, [16]

Gauss-Jordan algoritmi, [54]
Gaussin eliminointikeino, [54]
gooni, [I0]

grad, [I0]

homogeeninen yhtiléryhm, [63]

hypotenuusa, [12]

kateetti, [12]
kosinifunktio, [T6]
kosinilause, [T3]

matriisi, [69]

nelidmatriisi, [74]
nollamatriisi,

piiru, [T1]
pistetulo, 32} [33]

pystyvektori, [70]
Pythagoran lause, [[3|

rad, [10]
radiaani, [I0]

ristitulo, 32} 33

sin, [16]
sinifunktio, [16]

sinilause, [13]

skalaariprojektio, [38]
suorakulmainen kolmio, [12]
symmetrinen matriisi, [79]

terdvd kulma, [TT]
transpoosi, [7§]
tylppd kulma, [T ]

vaakavektori,

vektoriprojektio, 38} 39]
voima, 29|

voiman momentti, [FT], @3]

yksikkomatriisi, [74]
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