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(AlI)
1 -1 —2|1 0 0\]|+1|+2
~ | -1 3 4]0o1 0|«
-2 -1 1]0 0 1 —
(1) =1 —2|1 0 0 —
~ 0 20 2|1 1 0 ||+1/2]+3/2
0 -3 —=3|/2 0 1 -

(1) 0 —=11]3/2 1/2 0
~ 0 (2 2|1 1 0
0 0 [0]]7/2 3/2 1

Viimeinen pivotointi epdonnistuu, jonka tulkitsemme merkiksi siitd, ettd matriisilla ei ole
kddnteismatriisia. 1

Edelld kuvattu menetelmi johtaa helposti hankaliin murtolukulaskuihin, mutta se on erit-
tdin suoraviivainen ja sellaisena helppo omaksua.

Gaussin algoritmi (kiénteismatriisin méiarittamiseksi):

(0) Asetak =1, B(1) = (A|I).

(1) Otetaan tukialkioksi (pivot element) alkio b(k ).

(2) Jos tukialkio on 0 ja tukialkion sarakkeessa tukialkion alapuolella on nollasta poikkeava
alkio b(k),r , r > k, vaihdetaan rivit r ja k keskenién. Jos tukialkio on 0 ja sen alapuolelta-
kaan ei I6ydy nollasta poikkeavaa alkiota, lopetetaan ja todetaan ettei kdédnteismatriisia ole
olemassa.

(3) Jaetaan tukialkion rivi tukialkiolla. (Eli tehdéén tukialkio 1:ksi.)

(4) Lisétdén tukialkion rivi muihin riveihin sopivalla luvulla kerrottuna siten, ettd tukialkion
yld- ja alapuolella olevat alkion muuttuvat nolliksi.

(5) Jos k < n, niin kasvatetaan k:ta yhdell4 ja siirrytddn kohtaan (1).

(6) A~! on saadun n x 2n-matriisin B(k) oikea puolikas.

2.3 Determinantit ja niiden ominaisuudet
2.3.1 Permutaatiot

Diskreetin matematiikan kurssilla tulemme tutkimaan déirellisten joukkojen erilaisia jérjes-
tyksid eli permutaatioita. ddrellisen joukon prototyyppinid kdytdmme nyt joukkoa N, =

{1,2,...,n}. Koulukurssissa on jo todettu, etti N,, voidaan jirjestid eli permutoida n! ta-
valla.
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Maidritelmé 2.3.1. Joukon N, = {1,2,...,n} bijektio itselleen on N,,-permutaatio. Mer-
kitdan S, = {¢| ¢ : N, = N,, on bijektio} = N,,-permutaatioiden joukko. Permutaation ¢
inversioiden lukumdéiréd p,, on niiden parien (j, k) € N,, x N,, lukumiiri, joille 1 < j <
k < mnjap(j) > (k). Vaihto o, € S, on permutaatio, jolle

a(j) = k
ak) = j
a(i) = i, kuni # 4,k

Permutaatio on siis ddrellisen joukon bijektio itselleen. Pienten joukkojen tapauksessa mer-
kitsemme permutaatiota sen arvoluettelolla ¢ = (¢(1), ¢(2), ..., ¢(n)). Merkinti on peri-
aatteessa huono, mutta paljon kiytetty. Muista, ettd oikeasti permutaatio on kuvaus, eiki jo-
no. Usein onkin pienten permutaatioiden tapauksessa havainnollisempaa piirtdd kuvauksen
nuolikaavio.

Esimerkki 2.3.2. (1)Jos ¢ € S3jap(1l) =2, p(2) = 3jae(3) = 1, niin se voidaan esittdd

“arvojonona” tai “nuolikaaviona”

1 1
0=1(2,31) © 2%2
37, %3

(2) Luetteloiden avulla on helppo esittdd kaikki pienet permutaatiot.

S1o= M}
Sy = {(1’ 2)7 (27 1)}
Sz = {(17 2, 3)7 (L 3, 2)7 (27 L, 3)7 (27 3, 1)7 (37 1, 2)a (37 2, 1)}
(3) permutaation ¢ = (2,3, 1) inversioiden lukuméérén p(, 3 1y = 2 néikee helposti kohdan

(1) nuolikaaviosta.
(4) Kahdesta permutaatiosta yhdistamailld saatu kuvaus on myos permutaatio

1 | 1 1
2%2><:2 & 2%2
37, 37, 3 3 oy 3

Jonomerkinnilld sama asia merkitidin.
(1,3,2)0(2,3,1) = (3,2,1)

(5) Edelli (1, 3,2) o (2,3, 1) lasketaan seuraavasti:
”Sisdafunktio kuvaa ykkosen kakkoselle (#1), jonka ulkofunktio kuvaa kolmoselle (#2). Siis
yhdistetty kuvaus kuvaa ykkosen kolmoselle (#3).”

N\ 72 N7l N\ #3
(1’ 3, 2) 0 (27 3, 1) = (3’ ) )
2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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”Sisdfunktio kuvaa kakkosen kolmoselle (#4), jonka ulkofunktio kuvaa kakkoselle (#5). Siis
yhdistetty kuvaus kuvaa kakkosen kakkoselle (#6).”

N\ ##D N\ 74 N\ #6

”Sisdfunktio kuvaa kolmosen ykkoselle (#7), jonka ulkofunktio kuvaa ykkoselle (#8). Siis
yhdistetty kuvaus kuvaa kolmosen ykkoselle (#9).”

N\ #8 N\ #T N\ #9
(1, 3,2 0 (2 3 1) =3, 2 1

(6) Vaihto toimii eri tavoin oikealta ja vasemmalta

1 1 1
2%2><:2 & apo(2,3,1)=(1,3,2)
3 33

Jonokielelld: ”Ykkonen ja kakkonen vaihtavat paikkaa.”
Kuvauskielelld: ”Ykkosen ja kakkosen alkukuvat vaihtuvat.”

1 1 1
2><2z2 & (23,0 =(321)
33 3

Jonokielelld: ”Ensimméinen ja toinen vaihtavat paikkaa.”
Kuvauskielelld: ”Ykkosen ja kakkosen kuvat vaihtuvat.”

1

Miiritelmé 2.3.3. Permutaatio ¢ € S, on parillinen, jos inversioiden méiri p,, on parilli-
nen ja vastaavasti ¢ on pariton, jos inversioiden mééré p,, on pariton. Permutaation ¢ € S,
merkki, eli signum, on luku

) (k) —p(j
sign ¢ = sgnp = H (k)—(p()
1<j<k<n J

2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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Esimerkki 2.3.4.
(0(2) —¢(1)) (¢(3) —p(1)) (p(3) —¢(2))
sen(2,3,1) = 2-1) (B3-1) (3-2)
o B-2) (1-2) (1-3)
T o(2-1) (3-1) (3-2 =+l
san(2,1,3) — (0(2) —e(1) (B) —¢1)) (#B3) —¢(2))

Lause 2.3.5. Olkoon ¢,n € S, permutaatioita ja o, € Sy, vaihto. Silloin

+1, kun @ on parillinen
— (— Py = ’
(1) sgn p = (—1) { —1, kun v on pariton
(2)  sgleon) = sgno-sgnn
(3) sgn o, = —1

Todistus. (1) Olkoon joukon N,, = {1,2,...,n} kahden alkion osajoukkojen joukko P =
{{i,7} C N, |i# j}. Koska ¢ on bijektio, niin myds kuvaus P — P, {j, k} — {¢(j), p(k)}
on hyvin maédritelty ja bijektio. Siis merkin mé#iritelmissd esiintyy osoittajan tekijoini it-
seisarvoiltaan samat luvut kuin nimittdjéssi. Osoittajan tekijd (¢(j) — ¢(k)) on kuitenkin
py, kertaa eri merkkinen kuin nimittéjassi. Siis sgn p = (—1)F%.

(2) Merkitéddn n(j) = j*.

sen(pon) =[] p((k) = (n(7))

1<j<k<n k=
— {j’k}l;[’m (@(né’(@lg - ::((57)(9))) (n(k; _g(]))
NG =R

{5*.k*}ePj*<k* {j,k}YePj<k

= sgny-sgnmn

(3) Merkitddn n:114 erotusta k£ — j. Todistamme véitteen induktiolla 7:n suhteen:
Induktion l&htdkohta: Kun n = k£ — j = 1 inversioiden méiérd on 1 ja viite seuraa kohdasta
(1).

Induktio-oletus: Viite on tosi, kun k — j < n.

2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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Induktioviite: Viite on tosi, kun k — 7 = n.
Induktiotodistus: Valitaan indeksi p indeksien j ja k vilistd (siis j < p < k). Silloin

Qjk = Qjp © Cpk © Ajp
Siis lauseen kohdan (2) ja induktio-oletuksen nojalla

sgn(ar) = sgn(ajp) - sgn(apr) - sgn(ajp) = (=1) - (1) - (=1) = —1

Seuraavaksi palaamme determinantin yleiseen méaritelméén.

2.3.2 Isot determinantit

Miéritelmé 2.3.6. n x n-matriisin A = (a;;) determinantti on luku

det A=) (sgnp- ap)1ap@)2 dp(mn) »
s@ESn

jolle kdytimme my0Os merkintda

ail] a2 - A1n

a1 a2 - A2n
det A =

anl Aap2 -+  Qpp

Ensimmaiiseksi tarkistamme, ettei uusi mairitelmi ole ristiriidassa aiemmin antamiemme
kaksi- ja kolmirivisten determinantin kaavojen kanssa.

Esimerkki 2.3.7.

ail a2

= sgn(1l,2)ajiaz + sgn(2, 1)asaiz
a1 a2

= (11622 — 210412

ef kaksi_ det

. . . . . . d
s (95
Siis kaﬁel?ﬂsgls(liitcgrtmnantm tapauksessa saadaan sama lauseke kuin mééritelméssi (77)

a linkit sivulla 7.

2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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aip aiz2 ais

a1 agx a3 | = sgn(l,2,3)ar1azass +sgn(l,3,2)ar1asa23

azr asz2 as3
+sgn(3, 1, 2)@31@12&23 + Sgn(27 1, 3)&21(1120,33
+sgn(2, 3, 1)(121@32&13 + Sgn(3, 2, 1)a31a22a13

= (11022033 — (11032023
+asi1ai2a23 — az1a12a33

+ag1a32a13 — az1a22013

az1 G23
aszy ass

Q22 (23
a32 as3

= a1 —a12 + a3

a21  G22
a31  as32

Siiﬁ &g}@ggﬁo&%&g&%ﬁ I‘c}gte minantin tapauksessa saadaan sama lauseke kuin méaaritelmais-

et
sid (77) sivulla 7?7. I | tarkista linkit

Seuraavat lauseet ovat determinantin ymmartdmisen kannalta hyvin tirkedt. Ne tulee ym-
mirtdd hyvin. Siksi niistd esitetdin sekd sanallinen (mahdollisimman havainnollinen), ettd
kaavanomainen (mahdollisimman tasmaéllinen) muoto. Jotta kaavat olisivat helppo muodos-
taa, sovimme epistandardin, vain tissd yhteydessid kiytettdvdn merkinnén.

Olkoon tarkasteltavina n x n-matriisi A = (a;;) ja n-alkioinen pystyvektori @ = (uq uz - - uy
Sovimme, ettd tissd kappaleessa (ja myohemmin Cramerin kaavojen yhteydessi) merkinti

Alk : 1)
tarkoittaa matriisia, joka saadaan, kun A:n k:s sarake korvataan pystyvektorilla . Jos siis
esimerkiksi
2 -1 3 7
A=|1 2 4|, ja u=| 8 |,
5 =3 1 9
niin
2 7 3
A2:udl= 1 8 4
5 9 1

Lisdksi kdytimme paljon kdytettyd merkintdd, jossa matriisin A = (a;;) k:tta saraketta
merkitidn pystyvektorilla
alk

ask
arg) =

Qnk

th_det1| Lause 2.3.8. Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A jonkin sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia, niin

2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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matriisin determinanti on nolla.
(Kaavana:)

(esimerkki:)

Todistus.

det(A) = Z Sgn(@)ag@(l)l o Qp(k)k T Qp(n)n = 0
PE5n =0,k

O]

th detlb| Lause 2.3.9. Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisi A on kolmiomuodossa, eli kaikki diagonaalin ala-
puolella ovevat alkiot ovat nollia, niin matriisin determinantti on diagonaalialkioiden tulo.
(Myos jos kaikki diagonaalin yldpuolella olevat alkiot ovat nollia, niin determinantti on
diagonaalialkioiden tulo.)

(Kaavana:)

(kaikillai > j = a;; =0) = det(A) =ay -ag - - - ann

(esimerkki:)

Todistus. Lasketaan determinantti mairitelmian mukaan

det A = Z (sgn P Ap(1)10p(2)2 * (L@(n)n) . 2.1 ‘ det_th_detlb

PpESK

Nyt suurin osa summan termeistd on nollia. Tadmin nékee seuraavasti. S Jg%té{%mgergl}gka-
lainen tulee permutaation ¢ olla, jotta siihen liittyva termi lausekkeessa (Z [)ei olisi nolla.

Ensinnikin on pakko olla voimassa ehto ¢(n) > n, silldi muuten viimeinen termin tekija

Qp(n)n Olisi nolla. Siis p(n) = n.

Toiseksi on pakko olla voimassa ehto p(n — 1) > n — 1, silld muuten toiseksi viimeinen
termin tekijd a,(,—1)(n—1) olisi nolla. Siis ¢(n — 1) > n — 1. Mutta mahdollinen arvo n
varattiin jo dsken, joten ainoaksi vaihtoehdoksi jdd p(n — 1) =n — 1.

Jatkamalla pdittelyid aina ¢(1):een saakka nihdéin, ettd ainoa permutaatio, joka voi antaa
nollasta eroavan termin on ¢(k) = k eli identinen permutaatio. (Muita ei ole.) Siis

det A = sgn;q - ai1a - - ann

O]

2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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Lause 2.3.10. Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A kaksi saraketta vaihtavat paikkaa, niin syntyvin
matriisin determinantti on alkuperdisen vastaluku.
(Kaavana:)

B = A[j : 6[@][/? : 6[]]] = det(B) = —det(A)

(Esimerkki:)

2 1 3 1 2 3
-5 0 4 |=- -5 4
0 0 7 0 0 7

Todistus. Jos ¢ € S, on n-permutaatio, niin merkitsemme ¢ = ¢ o aj;. Nyt

det(B) = > sgn(®)bay by Dok botyn
pESn
= > sen(@)ap(yn - Gk (k) - Dp(nin
PESH
= D —sen(@)agy - Gphk ap) A
PpESH
= —det(A)

Lause 2.3.11. Tarkastellaan n X n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisissa A on kaksi identtistii saraketta, niin matriisin de-
terminantti on 0.

(Kaavana.)

j#k, ja E[J} = El:[k] = det(A)=0

(Esimerkki:)

2 2 3
-5 =5 4 |=0
o o0 7

Todistus. Tami on suora seuraus edellisestd lauseesta. Nyt nimittdin
A = A[j : dp][k : dl], joten edellisen lauseen mukaan det(A) = — det(A) O

Lause 2.3.12. Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Neliomatriisin A determinantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen
lineaarinen operaatio.

(Kaavana.)
det(Afk: @+ v]) = det(Alk:ud])+det(Alk: 7)), ja
det(A[k: N -u]) = X-det(Alk: )
2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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(Esimerkki:)

2 5+1 3 2 3 2 1 3
-5 249 4| = | -5 2 4|+| -5 9 4
0 3—-2 7 0 3 7 0o -2 7
2 100-5 3 2 5 3
-5 100-2 4| = 100-| =5 2 4
0 100-3 7 0 3 7
Todistus.
det Alk:u+ 9] = Z (sgncp “Op(1)1 (u@(k) + U¢(k)) - -a@(n)n)
PESy
= D (sene - apy o) )
PESH
+ D (sen@ - apyn Ve Ap(nyn)
pESn
= Alk: 4|+ Alk : V]
det(A[k tA ﬁ]) = Z (sgngp “Op(1)1 7 ()\ u@(k)) .- 'a@(n)n)
pESH
= A > (sene-apay e (upr) - Agmn)
PYESH

= X-det(Alk : @)

Lause 2.3.13. Tarkastellaan n X n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla X\ ja ndin saatu
sarake lisdtddn toiseen A:n sarakkeeseen, niin syntyvin uuden matriisin determinantti on
sama, kuin alkuperdisen matriisin determinantti.
(Kaavana:)
J#k = det(A[k : g + )\C_L'[:j]]) = det(A)

(Esimerkki:)

2 1 3 7 1 3
-5 1 4|=0 1 4 ]|=det A[l : 6[:1} +5- 6[:2]]
0O 0 7 0 0 7

Todistus. Kahden edeltavin lauseen mukaan

det(A[k : 6[ K+ )\(_i[:j]]) = det(A[k : C_L’[:k]]) +A - det(Alk : d[:j]]) = det(A)

=det(A) ;6
silld A[k : )] = A jakaaviossa A[k : [;] on j:s sarake kahteen kertaan. O
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Lause 2.3.14. Tarkastellaan n x n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Jos jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden

lineaarikombinaationa, niin matriisin determinantti on nolla.
(Esimerkki:)

2 1 4
-5 1 -3 |=0, sild 5[;3] = 6[:1] + 2. 6[;2]
0o 1 2
Todistus. Jos dp,,) = ZZ;% Ck + A, niin edellisen lauseen toistuva soveltaminen johtaa
tulokseen
n—1
det(A) = det(A[n : @y — Y _ g - dpyg)) = det(A[n: 0]) =0
k=1
O
Lause 2.3.15. Tarkastellaan n X n-matriisia A.
(Sanallinen muoto:) Neliomatriisilla A ja sen transpoosilla AT on samat determinantit.
(Kaavana.)
det(AT) = det(A)
(Esimerkki:)
2 =50 2 1 3
1 1 0|=|-51 4
3 4 7 0 0 7
Todistus. Olkoon 1) = ¢!, Silloin sgny) = sgn¢ ja
Ay(1)104(2)2 " Dy(n)n = A1(1)42¢(2) " Cng(n)
silld tekijdt ovat samat vaikka ne ovatkin eri jarjestyksessad. Nyt
det(AT) = Z sgne - (A7) s1y1(AT) g2+ (AT gy
PESK
= D SENG - a1p(1)02p(2) ** Gng(n)
PESH
= D SEM - ay)aye Gynn
HESn
= det(A)
O

_ th detlth det2|th det3jth detd|th det5 |th det6
Lause 2.3.16. Lauseissa (2.3.8), (2.3.10), (2.3°11), (2.3.12), (2.3713) ja (2.3 matriisin

sarakkeita koskevat tulokset ovat voimassa myds matriisin riveille.

Todistus. Seuraa edellisesti lauseesta. O

2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
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Lause 2.3.17. Tarkastellaan n X n-matriiseja A ja B.

(Sanallinen muoto:) Tulon determinantti on determinanttien tulo.

(Kaavana:)
det(AB) = det(A) det(B)
Todistus. Olkoon B = (b;;) ja A = (ag;) = (dpy) dpg -+ dpyy). Tulon AB js
sarake on silloin
(AB)y; ai1bij + aiaba; + -+ + ainbp;
(AB)y; az1b1; + agaba; + - - - + aznbp;
(AB); = : = :
(AB)p; an1b1j + an2baj + - - + Appby;
all a12 A1n
a1 a2 a2n
= by, : + boj : + -+ by
an1 an2 Gnn
= > bijdpy
k=1
Siis
AB = ( Y0 _ibi1lpry) D ipm1 Uko2Giks) o 2ok —1 Dkn@inn] )

th det4
Soveltamalla toistuvasti lausetta (bS. [2) saamme

det(AB) = Z Z ce Z b, 1bk,2 - - - bg,,n det (6[:k1] 5[:k2] e 6[:k‘n] )

k1=1ko=1 kn=1

Tdssd summassa on n'* termif, mutta niistd vain ne ovat nollasta poikkeavia, '%is%ae 1l%vut
ki, ko, ..., k, ovat pareittain eri suuria eli muodostavat permutaation. Lauseen (2.3-1T) mu-
kaan nimittdin kaavion determinantti on nolla, jos sama sarake esiintyy kaaviossa kahdesti
tai useammin. Kun luvut £y, ko, . . ., k, muodostavat permutaation ¢(j) = k;, niin kaavio

(o) Trp@) Arpm)

saadaan kaviosta
(@) dpy - dp) = A

suorittamalla p,, sarakkeiden vaihtoa, joten

det(@rp) o) 0 Arpm)]) = sgn - det(A).

Siis
det(AB) = ) boanbe@2 o det (Gp)] dpp@) o dp(n)
YESy
= det(A) Z Sgn g - b(p(l)lbtp(Q)Q e bcp(n)n
PESH
= det Adet(B)
0
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Lause 2.3.18. (Sanallinen muoto:) Yksikkomatriisin determinantti on 1.
(Kaavana:)

det(I) =1

Todistus.
det(I) = Z SEN Y - Ip(1)1** Op(nyn = 1
PYESH
silld ainoa permutaatio, jolla kaikki Kroneckerin deltat ovat ykkosid, on ¢ = (1,2,...,n)
ja sen merkki on 1. O

Lause 2.3.19. Tarkastellaan n x n-matriisia A.

(Sanallinen muoto:) Matriisi on sddnnollinen (eli sille on olemassa kddnteismatriisi), jos ja
vain jos matriisin determinantti ei ole nolla.

(Kaavana.)

JA™! & det(A) #£0

Todistus. (eli JA™! = det(A) # 0)

Oletamme nyt, ettd kddnteismatriisi on olemassa. Midritetdin kadédnteismatriisi rivioperaa-
tioiden avulla Gaussin algoritmilla. Aluksi laadimme kaavion, jonka vasen puoli on A.
Jokaisessa vaiheessa algoritmin aikana kaavion vasemman osan determinantti joko, sdilyy
muuttumattomana, vaihtaa merkkii tai tulee kerrotuksi nollasta eroavalla luvulla. Viimeisen
kaavion vasemman puolen determinantti on 1. Siis ensimmiisen kaavion vasemman osan
determinantti ei voi olla nolla.

(eli BA™! = det(A) = 0)

Oletamme nyt, ettd kddnteismatriisia ei ole olemassa. Aloitetaan kddnteismatriisin midritys
kuten edelld. Oletuksen mukaan Gaussin algoritmi ei onnistu, vaan pivotointi epdonnistuu
jossakin vaiheessa. Tdméa merkitsee, ettd viimeisessid kaaviossa on rivi, jonka vasen osa on
t"%n%d ngllia Si&s ggkm A:nrivi voidaan lausua muiden lineaarikombinaationa ja lauseiden
T et6 Jth _de . .

EB. [4)7a (2.3°16) mukaan determinantti on nolla. O

Lause 2.3.20. Jos n X n-matriisia Aon sciciinnéollinen, niin

1

det (A*I) = m

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Edellé oli suuri joukko lauseita. Tehdddn vield yhteenveto:

2. Lyhyt kertaus 2.3. Determinantit ja niiden ominaisuudet
(laYRMdet.tex) (5.9.16)
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Jos neliomatriisj nn éo rtlhsa %%lfeen kaikki alkiot ovat nollia, niin matriisin determinanti
E 3.8 s1vu %Si

on nolla. (lause

Jos neliomatriisi n kolmio-myodossa, niin matriisin determinanti on diagonaalialkioi-
Eu‘f‘é’etfb TRl eTyQdossa, g
3.9 s1vu

den tulo. (lause

J os nehomat{l.lsm A kaksi saraketta él%ﬂéteag%t p tlkkggtlaun syntyvin matriisin determinant-
ti on alkuperiisen vastaluku. (lause b.3. [0 sivu %7;

[l%s geligm triilisciissa A on kaksi identtisti saraketta, niin matriisin determinantti on 0. (lause
t et t et3

S1vu

Nelio z}ltrig{sin A d%teémiﬁlantin lasku on k:nnen sarakkeen suhteen lineaarinen operaatio.
t etd " [L et
(lause B.S. [2sivu

Jos neliomatriisin A sarake kerrotaan reaaliluvulla A ja ndin saatu sarake lisdtdén toiseen
A:n sarakkeeseen, niin syntyv"':r}lugggg mttgiis 'entqjleterminantti on sama, kuin alkuperdisen
matriisin determinantti. (lause E.S. [3 sivu

Jos jokin neliomatriisin A sarake voidaan lausua mgid%n sir%kléeidg:n lineaarikombinaatio-
th _det T et

na, niin matriisin determinantti on nolla. (lause 2.3.14 sivu

th_detéb [ch_de
Neliomatriisilla A ja sen transpoosilla A” on samat determinantit. (lause 2. stvu %9?

th detith det2 th det3 th det4 th det5 th det6
Lauseissa (2. Ix}atrT%m dsargkkelta kos-

kevat tulokset ovat voimassa myos matrusm rlvellle (lause sivu

det8 |th_det8
det(AB) = det(A) det(B (lause etswu t7()i =
th det9 |th_det?
det(I) = 1 (lause 2.3 gsivu 71T

Matriisi on sd@nndéllinen (eli si 1% 0(51 cgl emassa g'ag%eismatriisi), jos ja vain jos matriisin de-
terminantti ei ole nolla. (lause [2. sivu

Jos n X n-matriisia Aon sidinnollinen, niin

1

det (A_l) = m

th detll |th_detll
(lause 2.3.20 sivu

2.4 Yhtédloryhmaén ratkaisualgoritmit

2.4.1 Rivioperaatiot

Sovitaan ensin merkintéitavoista. Ratkaisemme ensin yksinkertaisen yhtédloparin

x 4+ 2y = 3
R 22
2. Lyhyt kertaus 2.4. Yhtdloryhmén ratkaisualgoritmit

(la¥YRMalgoritmit.tex) (1.6.16)



