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5.3 Matriisin kddntdminen adjungaatilla

Sec:MatInvAdj‘

Miiritelmé 113 »n x n-matriisin A adjungaatti on n x n-matriisi adj(A) = (o), missd
a;; = (—1)"/ det(A};) (, joka on siis alkioon aj; liittyvéi kofaktori).

Siis adjungaatti on kofaktorikaavion transpoosi.

Lause 114 (1)
adj(A)A = Aadj(A) = det(A)I

(2) Jos det(A) # 0, niin

-adj(A)

Todistus: (1)
(adj(A)A);; = Zazkak] Zak] 1)+* det(Aw)

= det Z ak]ek = det A[l : Ein])

0, kuni# j
det(A), kuni=j
= det(A)S,-j

Siis adj(A)A = det(A)I. Toisaalta voimme péitelld, ettd adjungaatin transpoosi on trans-
poosin adjungaatti seuraavasti:

(adj(A)")ij = adj(A) ;i = (—1)/ "' det(A;;) = (—1)*/ det((A") ;i) = (adj(AT));;
Tasta seuraa, etti
Aadj(A) = (adj(A)"AT)" = (adj(AT)AT)" = (det(AT)I)" = det(A)I

(2) Seuraa vilittomasti kohdasta (1). ]

Esimerkki 115 Olkoon

>
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Silloin

det(d) = (—1)!*1.3.
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31 2 2 3
Anl=17 | |=2% Anl=|, | =% Asl=|, | |=2
31 3 3 3
|A2| = L1 =2; |An|= 0 1 =3; |Ax|= 0 1 =3
31 31 3 3
Asil=15 [ |=0 [Anl=|5 [ |=1 [Asl=|5 5|=3

ja
1 { +|A1| —|Aa| +|A3|
Al = | —|A| +|An| —|Asx]
det(A
et(A) +|A13] —]Ax| +]As3
| 2 -2 0 1 -1 0
— E -2 3 = -1 15 =05
2 -3 3 1 —-15 1.5
Tarkistus:
3 3 1 —1 0 1 00
2 3 -1 15 -=-0.5 = 010
01 1 —-15 1.5 0 0 1
1 —1 0 3 3 1 1 00
—1 15 -=0.5 2 31 = 010
1 —15 1.5 01 1 001

5.4 Cramerin kaavat

Sec:Cramer\

Edelld kdydyt tarkastelut antavat nyt mahdollisuuden johtaa kaava myo6s yhtidloryhmén
ratlkaisulle silloin, kun ratkaisu on yksikésitteinen. Kysymys ei kuitenkaan ole vain
keinosta saada kaava, vaan esimerkit tuovat esiin, miksi Cramerin kaavat ovat korvaa-
maton apu erdissd ongelmissa.

Lause 116 (Cramerin kaavat) (Oletus:) Olkoon AX = B Jjossa muuttujia on yhtd monta
kuin yhtdloitd, ja yhtdloryhmdn kerroinmatriisi on sddnnollinen. Auki kirjoitettuna:

ajl app - Qi X1 by

a a cea X b
SR | I 1S L RN

apl Aaup2 - dpp Xn by,
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(Viite sanallisesti:) Yhtdloryhmdn k:s tuntematon saadaan lausekkeesta

Dy

k= T .7y

det(A)’

missd Dy on determinantti, joka saadaan, kun kerroinmatriisin k:s sarake korvataan
b:lld (eli yhtdloryhmdn RHS:ld).
(Viiite kaavana:)

o det(Alk : B])'
det(A)
(Kaava aukikirjoitettuna:)
am ccoay-1 b oayggny o0 am
= 1 aa o aygeny baoaygeyry e az
det(A) : :
a0 Auk—1) b1 @uugry o dmm

Todistus: Lausekkeiden yksinkertaistamiseksi merkitsemme tdmin todistuksen ajan
matriisin A alkioon g;; liittyvii kofaktoria symbolilla ¢;;. Koska A on sdidnndllinen, on
silld kddnteismatriisi, jonka voimme lausua adjungaatin avulla. Siis

X = A_IB:dCtI(A)-adj(A)B
i1 €21 o Cpl by
1 Cl1 €1 -t Cnl by
T det(d) | i :
il €21 o Cnl by

Ratkaisuvektorin k:s koordinaatti on siis

1 n
T det(A) ; 7]

j=1
= . Zl(_l)j+kbjdet(Ajk)
]:

= -det(A[k : b])

Esimerkki 117 Ratkaistaksemme yhtdloryhmdn

2x 4+ 9 — 2z = 2
7x — 3y — 6z = 8,
—x + 2y 4+ 3z =1
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laskemme determinantit
2 9 =2
D = 7 -3 -6
-1 2 3
-3 —6

- 2” 2 3

-

2 9 =2
Dy = |8 -3 -6
1 2 3

-3 8 7 8
2 1 -1 1

Nytx=D;/D=2,y=D;/D=0jaz=D3/D=1.

esiml_c2s4 esiml c2s4
Esimerkki 118 Seuraavaksi palaamme esimerkkiin (177 l), Jjoka oli jo sivulla 1 5 Rr-
kaistavana oli yhtdloryhmd

= 2” ‘—9” ‘+2w 7 _3'=—lﬂ

-1 2

—X + y —z =20
x — aPy =
—ty + z = I

|
o

missd
x = kulutus tasapainotilassa ,
y = kansantulo tasapainotilassa ,
investoinnit tasapainotilassa ,
Iy = keskimddrdinen investointitaso (oletetaan vakioksi),
S sddstdamisaste (0 < s < 1, oletetaan vakioksi),

veroaste (0 <t < 1, oletetaan vakioksi),
investointien herkkyys kulutuksen muutokselle, (oletetaan vakioksi)

1—s,

mg N~

= 1—t



Yhtiloryhmdssd esiintyy nyt kirjainkertoimia, joiden numeroarvot eiviit ole tiedossa.
Silti haluamme voida ratkaista yhtdloryhmdn. Toisessa pivotoinnissa voi tulla ongel-
mia, jos kdytdmme rivioperaatioita. Cramerin kaavoja kéytettdessd, ei tarvitse pivotoi-
da, vaan kaavat perustuvat determinantteihin, joiden lasku on tdssd tilanteessa suora-
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viivaista. Kerroinmatriisi ja RHS ovat nyt:

—1 1 —1 . 0
A= 1 —ap 0o |, B=]|o0
0 —t 1 Iy

ja tarvittavat determinantit ovat:

D3

—1 1 —1
D = 1 —aff O (kehitetdidin 1. sarakkeen suhteen)
0 —t 1
_ —af 0 1 -1
T X
= af—(1—t)=—s(l—1)
0 1 -1
D, = 0 —af 0 (kehitetidn 1. sarakkeen suhteen)
Iy —t 1
1 —1
= 4+0-0+1- —aB 0 ‘
= —Ioaﬁ:—lo(l—s)(l—l‘)
-1 0 -1
D, = 1 0 O (kehitetdidin 2. sarakkeen suhteen)
Iy 1
-1 -1
= —040—-1I- 1 0 ‘——10
—1 1 0
= I —af O (kehitetiicin 3. sarakkeen suhteen)
0 —t Iy
—1 1
= +0-0+1- | —af ‘—Io(aB—l)—Io((l—s)(l—t)—l)
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Siis ratkaisu on olemassa, kun s # 0 ja t # 1 ja silloin tasapainossa

Dy —IL(1-s(1—1) I(1—
kulutus = x = — = o1 —s)(1—1) _ o(1—s)
D —S(l—t) S

D, -l Iy

kansantulo = y =

D —s(1—t) s(1—1)

oo Dy h(A-s)(1-1)—-1) t
investoinnit = z = 33— - —s(1—1) =l (1+s(1—t)>

5.5 Homogeeniset yhtiloryhmaét

Sec:YRHomog‘

Tiassd kappaleessa tutkitaan yhtdloryhmii, jossa on n muuttujaa ja n yhtilod, ja yksi
yhtdloryhmén kerroinmatriisin sarake voidaan lausua muiden sarakkeiden lineaarikom-
binaationa. Voisimme toki tutkia jo tapausta, jossa “yksi tai useampi” sarake voidaan
lausua muiden lineaarikombinaationa, mutta lykkddmme tdmin tapauksen késittelyn
lukuun 5.

Yksinkertaistamalla ongelmanasettelua saamme helpommin luettavan esityksen. Ndil-
14 eviilld tulemme luvussa 4 laskemaan matriisien ominaisvektoreita.

Miiéritelmi 119 Yhtiloryhmd on homogeeninen, jos jokaisen yhtdlon RHS on nolla.

Homogeeninen yhtidloryhmaé on siis muotoa

ayixy + apx; + - 4+ ay, = 0
axy + apxy; + - + ay = 0
amxy + apxy + - + ap = 0

Homogeenisella yhtdloryhmélld on aina ratkaisu X = 0, jota sanomme triviaaliksi ratkaisuksi.
Jos yhtdloryhmin kerroinmatriisi on sdédnnéllinen (det(A) # 0), niin triviaali ratkaisu
on ainoa ratkaisu.

Jotta homogeenisella yhtdloryhmalld (n muuttujaa ja n yhtdlod) olisi ei-triviaali ratkai-
su, tulee kerroinmatriisin determinantin olla 0. Silloin yhtdloryhmii ei voida ratkaista



