:KantaOrthogon‘

Sec:LinIndep‘
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8 KANNAT JA ORTOGONAALISUUS

8.1 Lineaarinen riippumattomuus

Lineaarinen riippumattomuus on oikeastaan jo médritelty, mutta kirjoitamme mééri-
telmét uudestaan tdhidn kappaleeseen, jotta esitys olisi helpommin luettavissa. Lisdksi
otamme kiyttoon uuden tavan erotella ’joukot’, ’jonot’ ja ’systeemit’.

Vektorijoukolle, jossa on g vektoria kidytetddn merkintdd {u;,us,...,u,}. Alkioiden
jarjestykselld ei nyt ole vilid, vaikka kdytdnnossd ne joudutaankin aina kirjoittamaan

johonkin jérjestykseen. Sama alkio ei toistu siistityssd vektori-luettelossa.

Vektorijonossa {u1,us,...,u,} vektoreiden jérjestys on listan mukainen ja sama vek-
tori voi esiintyd useamman kuin yhden kerran. Matematiikassa tyypillinen tapa merkiti
jono kaarisulkeita kdyttden voisi nyt aiheuttaa viirinkisityksid. Siksi kdytamme vekto-
rijonolle samaa merkintdé kuin vektorijoukolle!

Vektorisysteemissd {u,us,...,uy} voi sama vektori esiintyd useamman kuin yhden
kerran, mutta vektoreiden jérjestykselld ei ole vilid. (Voidaan sanoa, ettid kaksi vekto-

risysteemid ovat samat, jos niiden luetteloista saadaan permutoimalla samat.)

Esimerkki 171 (1) Olkoon L = {a,b}, M = {a,a,b} ja N = {a,b,a}. Silloin vektori-
Joukkoina L = M = N; vektorijonoina M # N; mutta vektorisysteemeini M = N.

(2) a) Jos viisipdivdisen loman aikana tiskarijoukko on {Matti, Heikki, Ville}, niin nd-
md kolme henkilod siis tiskaavat.

b) Jos loman aikana tiskarijono on {Matti, Ville, Heikki, Ville, Ville}, niin luettelo ker-
too tismdllisesti tiskivuorojen jdrjestyksen.

c) Jos tiskarisysteemi on {Matti, Heikki, Ville, Ville, Ville}, niin kunkin osalta on tiedos-
sa miten monena pdivdnd joutuu tiskaamaan, mutta jdrjestys on jdtetty auki.

Seuraavassa lihes aina, kun puhumme vektorisysteemistd, joudumme kidytdnnossad k-
sittelemiin vektorijonoa. Kun sanomme, ettd vektorisysteemilld on tietty ominaisuus,
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niin tarkoitamme, ettd kyseinen ominaisuus on vastaavan vektorijonon kaikilla permu-
taatioilla. (Siis ”jarjestykselld ei ole vilid”.)

Madiritelmét annetaan taas yleisessd muodossa, mutta tirkeimmaét sovellukset koskevat
R":44.

Miiritelmé 172 L:n vektorisysteemi {uy,uz, ..., u,} on lineaarisesti riippuva, eli sidottu

(engl. linearly dependent), jos on olemassa reaaliluvut A1, 22, ..., A, € R siten, ettd
Aug +7Lzu2+~-~+/lquq =0

Jja ainakin yksi kertoimista eroaa nollasta (A, # 0), jollakin k = 1,2,...,q.

Vektorisysteemi {uy,us, ... ,uy} on lineaarisesti riippumaton, eli vapaa (engl. linearly

independent), jos se ei ole sidottu.

Maiiritelmaésti seuraa valittomasti seuraavat tulokset:

Lause 173 Tarkastellaan vektorisysteemici {uy,us, ... uq}.

(1) Jos jokin systeemin vektoreista on nollavektori, niin systeemi on sidottu.

(1b) Jos systeemi on vapaa, niin mikddn vektoreista ei ole nollavektori.

(2) Jos sama vektori esiintyy luettelossa kaksi kertaa, niin systeemi on sidottu.

(2b) Jos systeemi on vapaa, niin u; # u; aina, kun i # j.

(3) Jos jokin tarkasteltavan systeemin osasysteemi on sidottu, niin systeemi on sidottu.
(3b) Jos systeemi on vapaa, niin jokainen sen osasysteemi on vapaa.

Todistus.HT. m

Médéritelmé 174 Olkoon {uy,u;,... ,u,} vektorijono ja olkoot A1, Az,...,A; € R" re-
aalilukuja. Lauseketta
Muy + Aouy + -+ Aguy

sanomme lineaarikombinaatioksi vektoreista {ui,ua, ..., uy} ja lukuja Ai,Az,. .., A,

sanomme lineaarikombinaation kertoimiksi. Jos kaikki kertoimet ovat nollia, Ay = Ay =

-+ = Ay = 0, niin sanomme, ettd lineaarikombinaatio on triviaali. Jos jokin kertoimista
eroaa nollasta, Ay # 0, niin sanomme, ettd lineaarikombinaatio on ei-triviaali.
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Jos vektori a voidaan lausua summana
a=Aui+ur+ -+ Aguy,

niin sanomme, etti a voidaan lausua lineaarikombinaationa vektoreista {uy,us, ..., ug}.

Jos edelld ainakin yksi kerroin eroaa nollasta, niin sanomme, ettd vektori a voidaan lau-

sua ei-triviaalina lineaarikombinaationa vektoreista {uy,uy, ... ug}.

Lause 175 Jos vektorisysteemi {uy,uz,...,u,} on lineaarisesti riippuva, niin jokin
systeemin vektoreista voidaan lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa muista sys-
teemin vektoreista.

Todistus. HT O

R":ssd liitimme vektorijonoon (-systeemiin) {V,V,,...,V,} matriisin V, jonka k:s sa-
rake on jonon k:s vektori. Siis
(V) ek = Vi

Josd =MV +AVh+---+ A‘q\_/‘q, niin

A

VA =d, missi A = .

Aq
Nadilld merkinnoilld vektorisysteemin lineaarinen riippumattomuus voidaan luonnehtia

seuraavasti:

{¥1,%2,...,V,} on vapaa (8.1)
& Vi= 0, jos ja vain jos A =0 (8.2)
& ker(V) = {0} (8.3)

Seuraavassa lauseessa titd ideaa kehitetdin edelleen.

Lause 176 Tarkastellaan R":n vektorisysteemici {V,Vs,...,V,} ja siihen liittyvid mat-
riisia V. Silloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvdit

{¥1,%,...,V,} on vapaa (8.4)
& ker(V)={0} (8.5)
& ker(VIV) = {0} (8.6)
& det(VIV)+#£0 (8.7)
& VTV on sddnnéllinen (8.8)
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lcds7eglcdsTeq2
Todistus. (8.4) & (8.5) seuraa suoraan madritelmista.

4s7 4s7eg3 - -
B 57T 6) Tov 1t € ker(V), niin VIVii = VT0 = 0. Siis ker(V) C ker(VTV).

Toisaalta olkoon i € ker(VI'V). Silloin

0= (VVii|id) = (Vii| Vi) = Vi=0

Siis ker(VIV) C ker(V).

lcds7eq3cdsTeqd T o cds6thl cds6thl
(8.6) & (8.7) Seuraa siitd, ettd V' V on neliomatriisi ja lauseesta (T70) sivulla T50.
lc4ds7eqdcdsTeqgs th_detl10 [|th _detl0

(8.7) & (8.8) Seuraa lauseesta (T04) sivulla TOZ. O

Esimerkki 177 Tutkitaan onko vektorijono {i,iiy,i3} lineaarisesti riippumaton, kun

1 2 4
ur=1 5 |, w=1 _; | B=]
-3 0 1

Tutkitaan asia (1) "kyndlld ja paperilla” ja (2) “tietokonetta kdyttden”.

(1) Etsimme ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhtdlé Ay + Ayiiy + Azliz = 0 on tosi.
Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on vapaa.

Ryhdymme tyohon:

M + 24 + 423 = 0
- - S Mh — A3 =0
My + Aiiy + A3 =0 & 2 — A; 3 — 0
-3 + A3 =0
1] 2 4 10 -2 143 (1) 2 4 10
N 0 1 —-1{0 N 0 [l] —110 +5| -6
2 -1 010 0O -5 -810 —
-3 0 110 0 6 1210 —
(1 2 4 10 (1) 2 4 |0
0 (1) -1 |0 0 (1) —1 0
0 0 [—13] 0 +18/13 0 0 (—13) 0
0 0 18 |0 — 0 0 0 0
=4 AlZZAQ::AGZZ

Siis vektorisysteemi on vapaa, eli lineaarisesti riippumaton.

cd4s7thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (I[76) perusteella:
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> Uu=[102-3; 21-10,; 4-1011"
U =
2
1 -1
-1
-3 0 1

>> det (U’ xU)
ans =

820
>>

Koska siis det(UTU) # 0, niin vektorisysteemi on vapaa.

Esimerkki 178 Otetaan vield esimerkki, jossa johtopddtos on erilainen. Tutkitaan on-
ko vektorijono {i iy, 43} lineaarisesti riippumaton, kun

1 2 —1

. 0 . 1 o -2
uy = 2 ) Uy = —1 ) usz = 8

-3 0 -9

(1) Etsimme taas ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhtdlo Aiity + Aaits + Azt = 0 on
tosi. Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on
vapaa. Ryhdymme tyohon:

M + 20 - A3 =

0
My + ity + Agity = 0 o M =0
0

2 — A+ 8A3 =
_311 — 913 =
] 2 —1]0\|-2|+3 (1 2 1 |0
0 1 210 0 [1] —21(0 ||+5]-6
~ 2 -1 8|0 ||« 1 o -5 100 || «
-3 0 -9/0 — 0 6 —12]0 —
(1) 2 110 M o= 3
~ 0 (1) -2/0 S b = 2a acR
0 0 010 f B :
0 0 010 3 = @

Koska loytyy ei-triviaalit kertoimet, vektorisysteemi on sidottu, eli lineaarisesti riippu-
va.

cd4s7thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (I[76) perusteella:
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> Uu=[102-3; 21-10,; -1-228 -9’
U =
2 -1
1 -2
-1 8
-3 0 -9

>> det (U’ xU)
ans =

0
>>

Koska siis det(UTU) = 0, niin vektorisysteemi on sidottu.

Lause 179 Olkoon {V\,V,,...,V,)} lineaarisesti riippumaton R" :n vektorisysteemi. Jos
dcR, d#0jad LV, Vk=1,...,q, niin vektorisysteemi

{V1,%,...,Vy,d} on vapaa.
Todistus. Olkoon V se n x g-matriisi, jonka sarakkeina ovat vektorit vy, k =1,...,¢ ja
olkoon W = (V|d) vastaava n X (g + 1)-matriisi, jonka viimeinen sarake on vektori a.

Oletuksesta @ # 0 seuraa, ettii ||d@|| > Oja oletuksesta @ L ¥, V¥ seuraa, etti V'd = 0.
Nyt voimme laskea suoraan

Wi~ (via) (via)- () (v]a)

viv |vTa viv|] 0
~\advida) \ 0" ||al

= det(WTW) = |@||*det(VIV)#£0
4s7thl
Siis lauseen (cl 7GSi mukaan vektorijono {Vi,V,...,V,,d} on vapaa. O

o cds7thl c4s3tho6 . B .
Yhdistdmalld lause ( auseeseen (| saadaan seuraava tulos, jota myohemmin
pystymme vield parantamaan:

Lause 180 Jos {iy,iis,...,iy)} on lineaarisesti riippumaton R":n vektorisysteemi ja
M = span(iiy, i, . .., Uy), niin
R'=MoM™*
lcds7thl lcds7thl lc4ds3th6 lc4s3thb

Seuraa suoraan lauseesta (176) sivulla T53 ja Tauseesta (149) sivulla T35: ]



