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8.8 Kannan vaihto

Tarkastellaan kahta n-ulotteisen lineaariavaruuden L kantaa E = {ey, e, ...,e,} ja E=
{e1,8,,...,&,}. Kannan E kantavektorit voidaan lausua yksikdsitteiselld tavalla kan-
nassa £

e, = ajé + ayé + ... + ayéy

e, = apeé + apé + ... + apé,

e, = apue, + ayeé + ... + apeé,

Huomaa, ettd indeksointi on nyt tehty erikoisesti. Edelldoleva on helpointa muistaa

seuraavasti
ET=ATET & E=EA.

Olkoon nyt u# lineaariavaruuden L vektori, jolla on eri kannoissa esitykset

u = xie;+xey+---+x,e, ja

u = X +ixeé+---+x,6,.

Silloin

j=1
= xi(ap & +anér+---+ane,)
+x2(ane) +aneér+---+apeé,)

+Xxp (alnél +az,ér+--- +annén>

n n n
u = ) xjej=73 x| ) ae
j=1 k=1

= (a11x1 +apxy+--- —|—a1,lxn)él
(ax1x1 + apoxp + -+ + aonxn) &2
+...

(anlxl + ap2Xn +-- 4 annxn)én

Viimeisestd muodosta voimme lukea koordinaatit hatullisessa kannassa. Siis

X1 = auxy + apx2 + ... + aiXa
X = ayx1 + apxy + ... + ayXn
X, = aux; + apx + ... + agx,

Merkitsemme seuraavasti.
Kannat:
E=(e e - e ), ja E=(2& & - &)
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Vektorin u koordinaattivektorit kannoissa:
X1

'x2 . —
X = , missd u = ExX=x1e;+---+xze,

, missi u =EX=1x1;+---+1e,

=l
Il

Nailla merkinn6illa saamme tuloksen.

Lause 217 Jos E = {e|,e,...,e,} ja E = {&1,é,,...,&,} ovat kaksi lineaariavaruu-
den L kantaa ja jos ET = ATET (eli E = EA), niin vektorin koordinaatit toteuttavat
yhtdlot

ol
|

AX
A*l

=l
|
>l

Esimerkki 218 Olkoon E = {e|,e,,e3} ja E = {&,,&,,e3} kaksi lineaariavaruuden
kantaa siten, ettd

e, = e + 26 — 3e;
e, = e + e eli
e; = e + e3
el 1 2 -3 e
= ) = 11 0 e
e; 01 1 e;

a) Laskemme vektorin u = 2e, + 3e, — &3 koordinaatit hatuttomassa kannassa.
b) Laskemme vektorin v = 4e| — 2e; + e3 koordinaatit hatullisessa kannassa.

> A=[1 2 -3 ; 110 ; 011]"
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v =
4
-2
1
>> u = inv (A) xuhat
u =
0.5000
1.5000
0.5000

>> vhat = Axv

vhat =
2
7
-11
Siis

u = 2e;+3e;—e3=0.5e +1.5e;+0.5e3
v = 4dei—2e,+e3=2e+7e;—11e3

Lause 219 Kahden ortonormitetun kannan vilinen kannanvaihto-matriisi on ortogo-
naalinen.

Todistus. Jos
ej=ajjer+ajer+--+ayey,  Vj,

niin ortonormitusten perusteella

5,']‘ = <e,~|ej> =aialj+aiaxj+ -+ apianj :5i-ﬁj
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Seuraavaksi mietimme, miten kannan vaihto vaikuttaa lineaarikuvauksen matriisiin.
Olkoon f : L — L lineaarikuvaus, jossa 1dhto- ja maaliavaruudet ovat sama lineaariava-
ruus L. Olkoon kannassa E kuvauksen matriisi M. Jos f(x) =y, niin

y = MX.
Jos E on toinen kanta siten, etti kantojen vilinen kannanvaihto-matriisi on AT, niin

E=FAja
J=AMA~'X



