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Siirretddn kolmas ja viides sarake RHS:iin ja kirjoitetaan yhtdlot yhtdloiksi. Lisdtddn
yhtdloihin kaksi triviaalia yhtdlod x3 = x3 ja x5 = Xs.

(

X1 = —X3 — X5

X2 = —X3 — X5

X3 = X3

X4 = - X5

X5 = X5
L Y6 = 0

Jos valitsemme arvot x3 = a € R ja x5 = b € R, niin ytimeen kuuluvalle vektorille X
saadaan esitys

—1 —1
—1 —1
o 1 0 - o
X=a- 0 +b- 1 = auly + b
0 1
0 0

Koska a ja b voidaan valita vapaasti, kuuluvat kaikki mahdolliset vektoreiden i, ja i
lineaarikombinaatiot matriisin M ytimeen. Siis

null(M) = span{iiy i, }.

c4s6th3| Lause 169 Olkoon A m x n-matriisi ja olkoon f : R" — R™ X — AX matriisin generoi-

ma lineaarikuvaus. Silloin

(1) jos f on injektio, niin m > n.
(2) jos f on surjektio, niin m < n.
(3) jos f on bijektio, niin m = n.

Todistus. (1) Jos f on injektio, niin lauseen (ﬁ%%%kaan ker(A) = {0}. Silloin tulee
esimerkin (h'()'mkalsessa konstruktiossa pivotointien onnistua jokaisessa sarakkees-
sa, joten on mahdotonta, ettd rivejd olisi vidhemmién kuin sarakkeita.

(2) Osoitamme, ettd jos m > n, niin f ei voi olla surjektio. Olkoon siis m > n. Ratkai-
semme Rivioperaatioiden avulla yhtdloryhmin AX = 0. Koska kerroinmatriisissa riveji
on enemmin kuin sarakkeita, on viimeisen kaavion viimeinen rivi muotoa 0 = 0. Jos
ratkaisun aikana tehtyJen r1v1operaat101den jono vastaa matriiseilla E, - E;E kerto-
mista, niin asetamme b = E, 1E E, I&,. Jos nyt ratkaisemme yhtaloryhman AX=D
rivioperaatioilla, niin viimeisen kaav10n viimeinen rivi on tyyppid 0 = 1. Siis vektorilla
b € R" ei ole alkukuvaa kuvauksessa f-

(3) Seuraa kohdista (1) ja (2). O
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c4ds6thl| Lause 170 n x n -neliomatriisin A ydin on triviaali, jos ja vain jos matriisin determi-
nantti eroaa nollasta, det(A) # 0.

Todistus. Edellisen esimerkin mukainen konstruktio ei 16ydd yhtdédn ytimeen kuuluvaa
vektoria, jos ja vain jos pivotointi onnistuu joka sarakkeessa ratkaistaessa yhtidloryhmia
AX = 0 Gaussin algoritmilla. Tdmi on yhtipitidvid sen kanssa, ettd det(A) # 0. O]
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8 KANNAT JA ORTOGONAALISUUS

8.1 Lineaarinen riippumattomuus

Lineaarinen riippumattomuus on oikeastaan jo médritelty, mutta kirjoitamme miéri-
telmét uudestaan tdhin kappaleeseen, jotta esitys olisi helpommin luettavissa. Lisidksi
otamme kiyttoon uuden tavan erotella ’joukot’, ’jonot’ ja ’systeemit’.

Vektorijoukolle, jossa on ¢ vektoria kiytetddn merkintdd {ui,uo,...,u,}. Alkioiden
jarjestykselld ei nyt ole vilid, vaikka kédytdnnossd ne joudutaankin aina kirjoittamaan

johonkin jdrjestykseen. Sama alkio ei toistu siistitysséd vektori-luettelossa.

Vektorijonossa {u1,us,...,u,} vektoreiden jérjestys on listan mukainen ja sama vek-
tori voi esiintyd useamman kuin yhden kerran. Matematiikassa tyypillinen tapa merkité
Jjono kaarisulkeita kdyttden voisi nyt atheuttaa vadrinkésityksid. Siksi kdytdmme vekto-
rijonolle samaa merkintdé kuin vektorijoukolle!

Vektorisysteemissd {u,us,...,u,} voi sama vektori esiintyd useamman kuin yhden

kerran, mutta vektoreiden jdrjestykselld ei ole vilid. (Voidaan sanoa, ettd kaksi vekto-
risysteemid ovat samat, jos niiden luetteloista saadaan permutoimalla samat.)

Esimerkki 171 (1) Olkoon L = {a,b}, M = {a,a,b} ja N = {a,b,a}. Silloin vektori-
Joukkoina L = M = N; vektorijonoina M # N; mutta vektorisysteemeini M = N.

(2) a) Jos viisipdivdisen loman aikana tiskarijoukko on {Matti, Heikki, Ville}, niin nd-
md kolme henkildd siis tiskaavat.

b) Jos loman aikana tiskarijono on {Matti, Ville, Heikki, Ville, Ville}, niin luettelo ker-
too tasmidillisesti tiskivuorojen jéirjestyksen.

c) Jos tiskarisysteemi on {Matti, Heikki, Ville, Ville, Ville}, niin kunkin osalta on tiedos-
sa miten monena pdivdind joutuu tiskaamaan, mutta jdrjestys on jdtetty auki.

Seuraavassa ldhes aina, kun puhumme vektorisysteemistd, joudumme kédytannossd ka-
sittelemiin vektorijonoa. Kun sanomme, ettd vektorisysteemilld on tietty ominaisuus,
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niin tarkoitamme, ettd kyseinen ominaisuus on vastaavan vektorijonon kaikilla permu-
taatioilla. (Siis jdrjestykselld ei ole vilid™.)

Madritelmiét annetaan taas yleisessd muodossa, mutta tirkeimmit sovellukset koskevat
R™:44.

Maééritelmé 172 L:n vektorisysteemi {uy,us, ..., u,} on lineaarisesti riippuva, eli sidottu

(engl. linearly dependent), jos on olemassa reaaliluvut Ay, A2,. .., A, € R siten, ettd
Auy +/'Lzu2+---+lquq =0

Ja ainakin yksi kertoimista eroaa nollasta (A # 0), jollakink =1,2,...,q.

Vektorisysteemi {uy,us, ..., u,} on lineaarisesti riippumaton, eli vapaa (engl. linearly

independent), jos se ei ole sidottu.

Maiiritelmasti seuraa valittomasti seuraavat tulokset:

Lause 173 Tarkastellaan vektorisysteemid {uy,uy, ... u,}.

(1) Jos jokin systeemin vektoreista on nollavektori, niin systeemi on sidottu.

(1b) Jos systeemi on vapaa, niin mikddn vektoreista ei ole nollavektori.

(2) Jos sama vektori esiintyy luettelossa kaksi kertaa, niin systeemi on sidottu.

(2b) Jos systeemi on vapaa, niin u; # w; aina, kun i # j.

(3) Jos jokin tarkasteltavan systeemin osasysteemi on sidottu, niin systeemi on sidottu.
(3b) Jos systeemi on vapaa, niin jokainen sen osasysteemi on vapaa.

Todistus.HT. N

Madritelmé 174 Olkoon {u;,us,...,u,} vektorijono ja olkoot Ay, 2, ..., A, € R" re-
aalilukuja. Lauseketta
AMuy+Auy +--- +Aquq

sanomme lineaarikombinaatioksi vektoreista {u,uz, ... uy} ja lukuja A;,A2,..., A,

sanomme lineaarikombinaation kertoimiksi. Jos kaikki kertoimet ovat nollia, Ay = A, =
cee = lq =0, niin sanomme, ettd lineaarikombinaatio on triviaali. Jos jokin kertoimista
eroaa nollasta, Ay # 0, niin sanomme, ettdi lineaarikombinaatio on ei-triviaali.
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Jos vektori a voidaan lausua summana
a = Auy+ur+ -+ Aguy,

niin sanomme, ettd a yoidaan lausua lineaarikombinaationa vektoreista {uy,uy, . .. uy}.

Jos edelld ainakin yksi kerroin eroaa nollasta, niin sanomme, ettd vektori a voidaan lau-
sua ei-triviaalina lineaarikombinaationa vektoreista {u,ua,. .., uy}.

Lause 175 Jos vektorisysteemi {uj,uy,...,u,} on lineaarisesti riippuva, niin jokin
systeemin vektoreista voidaan lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa muista sys-
teemin vektoreista.

Todistus. HT O

R":ssd liitimme vektorijonoon (-systeemiin) {V1,V,...,V,} matriisin V, jonka k:s sa-
rake on jonon k:s vektori. Siis
(V) ek = V-

Jos d = MV + AxVp + - - - + AV, niin

A
VA =d, missi A = .
Aq
Naiillda merkinnoilld vektorisysteemin lineaarinen riippumattomuus voidaan luonnehtia
seuraavasti:
{V1,V2,...,V,} on vapaa (8.1)
& Vi= 0, jOs ja vain jos A =0 (8.2)
& ker(V) = {0} (8.3)

Seuraavassa lauseessa titid ideaa kehitetddn edelleen.

Lause 176 Tarkastellaan R" :n vektorisysteemid {V\,V,, . ..,V,} ja siihen liittyvdd mat-
riisia V. Silloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdviit

{V1,%2,...,V;} onvapaa (8.4)
& ker(V) = {0} (8.5)
& ker(VTV) = {0} (8.6)
& det(VTV)#£0 (8.7)
& VTV on sddnnollinen (8.8)
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lcds7eqgllcdsTeg?
Todistus. (8:4) & (8.5) seuraa suoraan maaritelmista.

457 4s7eg3 - -
& ST 218 61 Tov 4  ker(V), niin VI'Vii = VTG = 0. Siis ker(V) C ker(VIV).

Toisaalta olkoon i € ker(V V). Silloin

—

0= (VIVii i) = (Vii|Vii) = Vii=0

Siis ker(VTV) C ker(V).

|c4ds7eqg3cdsTeqgd T lcds6thl lcdso6thl
(8.6) & (8.7) Seuraa siitd, ettd V* V on neliomatriisi ja lauseesta (IT70) sivulla [T50.
lcds7egicdsTegb [th_detlQ |th_detl0

(877) = (8.8) Seuraa lauseesta (IlU4 Y sivalla [TOZ. O

EsimerkKi 177 Tutkitaan onko vektorijono {uy, 1,43} lineaarisesti riippumaton, kun

1 2 4
- 0 - 1 - 1
3 0 1

Tutkitaan asia (1) "kyndlld ja paperilla” ja (2) "tietokonetta kdyttden”.

(1) Etsimme ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhtiilo Aiiy + Aaiiy + Asits = 0 on tosi.
Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on vapaa.

Ryhdymme tyohon:

A + 20 + 423 = 0
. - L= A — A3 =0
Ay + Al + Az3ii3 = 0 & 22 — )é 3 — 0
34 + A3 =0
1] 2 410 -2 143 () 2 410
0 1 —-11]0 0 [1] -110 +5| -6
2 -1 0|0 — 0O -5 -8|0 —
-3 0 110 — 0 6 120 —
(1) 2 4 0 (1) 2 4 0
0 (1) -1 {0 o (1) -1 10
0O 0 [ 13](0 +18/13 0 0 ( 13)]0
0 O 18 |0 — 0 O 0 0
&S M= =A43=0

Siis vektorisysteemi on vapaa, eli lineaarisesti riippumaton.

cd4s/thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (II76) perusteella:
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> Uu=[102-3; 21-10; 4-101]"
U =

1 2

0 1 -1

2 -1

-3 0 1

>> det (U’ xU)
ans =

820
>>

Koska siis det(UTU) # 0, niin vektorisysteemi on vapaa.

EsimerkKi 178 Otetaan vieldi esimerkki, jossa johtopdiditos on erilainen. Tutkitaan on-
ko vektorijono {i,u,, 3} lineaarisesti riippumaton, kun

1 -1
U = 2 ) Uy = 1 ) Uz = 8
-3 0 -9

(1) Etsimme taas ei-triviaaleja A-kertoimia, joilla yhtcilé Aiiy + Aaiks + A3iiz = 0 on
tosi. Jos loytyy ei-triviaalit kertoimet, jono on sidottu, ja jos ei loydy, niin jono on
vapaa. Ryhdymme tyohon:

M + 2L - A =0
) . L A — 245 =0
Arid) + Ay + A3ii3 = 0 & 2 — A& + 83 =0
3\ 93 = 0
M 2 —-1/0\|-2]+3 (1) 2 110
o1 =20 ~ |0 =20 S| =6
> s loll o 0 5 10 |0 || «
-3 0 -9|0 — 0 6 —12]0 <
() 2 110 _
0 (1) —2]0 Ay
~ 1o o olo|Ty% = 2, ack
0 0 00 oo

Koska loytyy ei-triviaalit kertoimet, vektorisysteemi on sidottu, eli lineaarisesti riippu-
va.

cd4s/thl
(2) Matlabilla saman asian voi todeta lauseen (II76) perusteella:
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> UuUu=1[102-3;21-10,; -1-228 -9]’

U =
1 2 -1

0 1 -2

2 -1 8

-3 0 -9

>> det (U’ xU)
ans =

0
>>

Koska siis det(UTU) = 0, niin vektorisysteemi on sidottu.

Lause 179 Olkoon {V\,V,,...,V,)} lineaarisesti riippumaton R" :n vektorisysteemi. Jos
deR", d#0jad 1l Vi, Yk=1,...,q, niin vektorisysteemi

{V1,V2,...,Vy,d} on vapaa.
Todistus. Olkoon V se n x g-matriisi, jonka sarakkeina ovat vektorit i,k =1,...,q ja
olkoon W = (V@) vastaava n x (g + 1)-matriisi, jonka viimeinen sarake on vektori d.

Oletuksesta @ # 0 seuraa, ettii ||@|| > Oja oletuksesta d@ L ¥y, V¥ seuraa, etti V'@ = 0.
Nyt voimme laskea suoraan

viv|vla
-\ dv|da 6 ||a||2

wiw = (v]a) (v]a) :<

= det(WT'W) = |d@||>det(VIV)#£0
4s7thl
Siis lauseen (cl 7GS$ mukaan vektorijono {V},V,,...,V,,d} on vapaa. Ol

o c4s7thl c4s3tho6 ) . .
Yhdistdmilld lause (| auseeseen ( saadaan seuraava tulos, jota myShemmin
pystymme vield parantamaan:

Lause 180 Jos {iiy, iy, ...,i,)} on lineaarisesti riippumaton R":n vektorisysteemi ja
M = span(iiy, i, . .., ly), niin
R'=MoM*
lcds7thl lcds7thl |c4s3tho6 lc4s3tho

Seuraa suoraan lauseesta (I176) sivulla [T53 ja Tauseesta (T49) sivulla T35. [l
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8.2 Kanta ja dimensio

Miiritelmi 181 Lineaariavaruuden L vektorijono F = {uy,us,...,u,} on
lineaariavaruuden L kanta, jos

1. Jokainen L:n vektori a € L voidaan lausua lineaarikombinaationa jonon F vek-
foreista

a= liuy + Uy +- -+ Uglhy.

2. Jono F = {uy,uz,...,u,} onvapaa.

Jos F = {ui,uy,...,u,} on kanta ja @ = puy + touy + --- + g, niin kertoimet
M1, U2, ..., Uy ovat vektorin a koordinaatit kannassa F.

Koordinaateista muodostettua vektoria il = (U, U, - - -, ,uq)T € RY sanomme
vektorin a koordinaattivektoriksi (kannassa F).

EsimerkKi 182 (1) Vektorijono {€),é,,...,é,} eli vektorit

1 0 0
. 0 . 1 . 0
€] = 3 € = . ; y €n=

0 0 1

on R":n kanoninen kanta. Kantaa sanotaan kanoniseksi, koska silld on monta yksinker-

taista ominaisuutta: jokaisen kantavektorin normi on 1, kantavektorit ovat keskendidin
kohtisuorat.

(2) Jos lineaariavaruuden L vektorijono F = {u1,uy,...,u,} on lineaarisesti riippu-
maton, niin se on virittimdnsa aliavaruuden M = span(uy,us, . .., ug) kanta.

Jos vektorijono F = {u;,us,...,u,} on lineaariavaruuden L kanta ja vektori @ € L on
miké tahansa L:n vektori, niin vektorin a koordinaatit kannassa F' ovat yksikdsitteiset.
Siis on olemassa yhdet ja vain yhdet koordinaatit. Jos nimittéin olisi olemassa kahdet
erilaiset koordinaatit

a = auy+axly+---+agly,

a = oqu;+opuy+---+0ylg, jaag = oy jollakin k,
niin silloin olisi
(a1 —on)ur+(ar— )uy + -+ (ag — 0y )ug =0,  (ax—0g) #0

mikd on mahdotonta, koska kanta on vapaa.
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Lause 183 Vektorin koordinaatit kannassa ovat yksikdsitteiset.

Todistus. Perustelu edelli.

Lause 184 Olkoon L lineaariavaruus ja olkoon vektorijono F = {uy,uy,...,u,} sen

kanta. Silloin identtinen kuvaus

id:L—La—a

ja kuvaus, joka kuvaa vektorin sen koordinaattivektorille kannassa F

vr i L— RY iy + oy + -+ fgtty — (1, Lo, -, fg)”

ovat bijektiivisid lineaarikuvauksia.

Todistus. Olkoon a = o u; + Gty +- - - + Oyug, b = Bruy + Pour +-- -+ Pyug ja A € R.

Silloin
idla+b) = a+b=id(a)+id(b)
id(Aa) = Aa=Aid(a)
o + B o B
o+ B2 o B>
Vp(a+b) = : = . + . :Vp(a)+VF(b)
o+ By Oq By
7LO£1
)uOCz
vr(La) = ) = Avr(a)
Aoy
Siis kumpikin kuvaus on lineaarinen. Kumpikin kuvaus on selvisti bijektio. LJ
Lause 185 Olkoon vektorijono F = {uy,u,...,u,} lineaariavaruuden L kanta. Jos
G ={wi,wy,...,w;} on toinen lineaariavaruuden L kanta, niin

k=gq.

Toisin sanoen: Kaikissa mahdollisissa L:n kannoissa on sama mdicird kantavektoreita.
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Todistus. Seuraavassa kaaviossa kaikki kuvaukset ovat bijektiivisid lineaarikuvauksia.

id
L — L
v | Ve
R4 RK

Yhdistdmaélld ndami kuvaukset saamme bijektiivisen lineaarikuvauksen
vGoidovI?1 :RY — R

cd4s6th3 . ..
Tdmai on lauseen (T69) mukaan mahdollista vain, jos k = g. U

Koska lineaariavaruuden kannan kantavektoreiden lukuméairi on sama kaikilla kannoil-
la, voimme méiéritelld seuraavasti.

Maaritelma 186 Jos lineaariavaruudella L on kanta, jossa on k kantavektoria, niin
sanomme, etti lineaariavaruuden L dimensio, dim(L), on k

Esimerkki 187 (1)
dim(R") =n

(2) Jos {u1,uz,...,u,} on lineaarisesti riippumaton vektorijono, niin
dim(span(u;,us,...,u;)) =¢q

Siis vapaan vektorijonon virittamdn aliavaruuden dimensio on sama kuin virittdjiensd
lukumdidird.

Kaikki tason vektorit voidaan lausua kahden {i, j} vektorin lineaarikombinaatioina, jo-
ten tason dimensio on 2. Toisaalta kolme tasovektoria muodostaa aina sidotun systee-
min. Yleisemmin: jos vektorijonossa on liitkaa vektoreita, se ei voi olla vapaa.

Lause 188 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Tarkastellaan L:n vektorijonoa
F = {vi,v2,...,v,}. Jos ¢ > n = dim(L), niin vektorijono F on sidottu.

Todistus. (1) Todistetaan ensin se erikoistapaus, jossa L = R" ja F = {V|,V,,...,V,}.
Olkoon V se n x g-matriisi, jonka sarakkeina ovat jonon F' vektorit. Léhdemme nyt
etsimiin ei-triviaaleja kertoimia A; niin, ettd

11\71—|—12\72—|—---—|—Aq\7q:6

A

A
sV ,2:

A

ol
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Tdma on homogeeninen yhtédléryhmi, jonka kerroinmatriisissa V on n rivid ja g sara-
ketta. Koska sarakkeita on enemmén kuin rivejd, jid Gaussin algoritmin mukaisessa
ratkaisussa aina osa sarakkeista pivotoimatta, joten yhtdloryhmaélle 16ytyy ei-triviaaleja
ratkaisuja. Siis jono {Vi,V>,...,V,} on sidottu.

(2) Nyt palaamme alkuperiiseen viiteeseen. Koska L:n dimensio on n, on olemassa
kanta G = {uj,u,,...,u,}, jossa on n kantavektoria. Olkoon nyt v, = vg(v;) vektorin
v; koordinaattivektori kannassa G. Todistuksen alkuosan mukaan nyt on olemassa ei-
triviaalit kertoimet A; siten, etti

Vi =MV +)~2\72+“'+)«q\7q:6.

Silloin

q n
My +Aovy+ - -l-/lqvq = Z)L,' Z ViU
i=1 k=1

= AM(viiur+voup+ - vy uy)
+A(vipuy +vooup + -+ vppuy)
+...
+Ag(Vightt + vaqus + - -+ Vnglty)
= wi (vt +vizde +.. . vighy)
+ur (Vo1 A +vaada + .. vagAy)
+...
+aty, (Vi M +via Ao+ .. VagAyg)

= Z uk(Vﬁ,)k = 6
k=1

O

Lause 189 Olkoon L lineaariavaruus, ja dim(L) = n. Jos L:n vektorijono F = {v{,v,,...,v,}

on vapaa, niin se on L:n kanta.

Todistus. Kannan miiritelmin mukaan nyt riittdd osoittaa, ettd vektorijono virittdd L:n.
Olkoon sitd varten a mikd tahansa L:n vektori. Silloin jonossa {v,vs,...,v,,a} on
“liian monta vektoria ollakseen vapaa”. Edellisen lauseen mukaan {v{,v,,...,v,,a}
on sidottu. Siis joku vektoreista voidaan lausua muiden lineaarikombinaationa. Siina
yhtilossd @ on mukana ja voidaan ratkaista F':n vektoreiden lineaarikombinaationa. []



