’Ch:EigSystem‘

’Sec:CMatrix‘
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9 (OMINAISARVOTEHTAVA

9.1 Kompleksinen lineaariavaruus

9.1.1 Kompleksiluvut

Pian tulemme tarvitsemaan kompleksisen lineaariavaruuden alkeita. Tét4 varten kiym-
me ldpi kompleksilukujen alkeet. Asiasta on oma kurssi, joten nyt toteamme asioita
vain sen verran, ettd saamme tdssi kurssissa tarvittavat asiat esitettyéa.

Kompleksilukujen lukupariesitys. Kompleksiluvut voidaan esittdd lukupareina
C={(xy) |xyeR}
joiden joukossa on médritelty yhteen- ja kertolasku seuraavasti

(1, 1) F(x2,y2) = (x1+x2,51 +y2) 9.1)
(x1,y1)%(x2,y2) = (x1x2 —y1y2, X152 +x2)1) 9.2)

Kolmikko (C, 4, %) on kunta (ks. sivu 102). Kunnassa laskeminen on helppoa, kunhan
kopleksilukujen esittdminen saadaan helpoksi seuraavalla merkinnnalla.

Kompleksilukujen esitys imaginéiriyksikon avulla. Sovimme seuraavan lyhennys-
merkinnin

(0,1) =45 i= imaginairiyksikko
(1,0) =4 1
— (xy) = xtiy

Imaginéiriyksikon tirkein ominaisuus, on

Taman {alkeen kompleksﬂuvullla laskeminen sujuu automaattisesti oikein. Laskusdén-
us C erto

not (H 1) ja (9.2) saavat nyt esityksen

(x14iv)) + (xa+iy2) = x1+x2+i(y1 +y2)
(x1+iy1) (2 +iy2) = XX +ixiy2 +ixay) +iyiyn
= (xix2 —y1y2) +ilx1y2 +x2y1)
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Miiritelmi 220 Kompleksiluvun z = x +iy € C reaaliosa on

Rez =x.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C imaginaariosa on

Imz=y.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C liittoluku on

7 =x—1y.
Kompleksiluvun z = x+ iy € C moduli on
2| = Va2 +y2 = Vzz.

Kompleksiluvun 7z = x+iy € C argumentti on

- arean ()
argz = arctan { — | .
X

Kompleksitaso. Kompleksiluku z = x+ iy "sijoitetaan” xy-tasoon pisteeseen (x,y). Jos
nyt r = |z| ja @ = argz, niin suoraan kuvasta nihdéén, ettd r on pisteen etdisyys origosta
ja o on pisteen paikkavektorin ja x-akselin vilinen kulma. Silloin

Imz

z=x+1iy

Rez

X=rcosq ja y=rsino



9.1.2 Kompleksiset vektorit ja matriisit
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Kompleksiset vektorit C" ja matriisit midritellddn nyt kaavioiksi, joihin on sijoitettu

kompleksilukuja. Suora lasku osoittaa, ettd viisikko (C",C,+, x,0) on kompleksiker-

toiminen lineaariavaruus.

Muutama asia pitdd médritelld uudelleen.

Miiritelmi 221 (1) Matriisin A = (a;;) kompleksikonjugaatti on matriisi

A" =

(Jokainen kaavion luku siis konjugoidaan.)

(2) m x n-matriisin A hermitoitu matriisi on

AH — (A*)T

(Matriisi siis konjugoidaan ja transponoidaan.)

(3) Kahden kompleksisen vektorin 7 € C" ja w € C" sisdtulo mddritellddn kaavalla

(Z|W) =zjwi +wa+ - +zow, =20 W

Tehdyt médritelmét eivit muuta aiemmin tehtyjd reaalisten vektoreiden ja matriisien

vastaavia madritelmid. Jos nimittdin kaaviossa on vain reaalilukuja, niin herminointi

palautuu transponoinniksi.

Kompleksisten vektorien ja matriisien tapauksessa erdin aiemmat kaavat saavat uuden

asun. Seuraavat kaavat ovat suoria seuraksia tehdyistd miéritelmistd, joten emme esitd

niille erillisid todistuksia.

AH" = A
(A+B)H Af 1 BH
(1A A*AH

(Z|w) (w|Z)”
(AZ| W) A*(Z| W)
(Z|Aw) A(Z|w)
(AZ|w) (Z|A*W)
(AZ|w) = (Z|AHWw)

l2 = VED =P+ el 4+ |l €R

9.3)
9.4)
9.5)
(9.6)
9.7)
(9.8)
9.9)
(9.10)
(9.11)

(9.12)
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Maaritelma 222 Neliomatriisi A on

symmetrinen, jos A =AT,
hermiittinen, jos A = Al ,
ortogonaalinen, jos A~ =AT,

unitaarinen, jos ~A~' = A",

0.2  Matriisin ominaisarvot

Sec:MatEig‘

9.2.1 Perusmdéritelmét

Téssd kappaleessa oletamme skalaarit, vektorit ja matriisit kompleksisiksi. Vaikka ldh-
tokohta olisikin reaalinen matriisi, niin laskujen aikana saattaa tulla esiin kompleksilu-
kuja ja me nyt hyvidksymme sen. Tdma helpottaa asian tarkastelua suuresti.

Seuraavaksi tarkastelemme teknistd ongelmaa, joka on yksinkertaisissa tapauksissaan
mahdollista ratkaista suoraan laskemalla. Ensin opimme ratkaisemaan ominaisarvoteh-
tdvin helpossa tapauksessa. Myohemmin opimme lisdd ratkaisun ominaisuuksista, ja
niistd ehdoista joilla ratkaisu on olemassa.

Midiritelmi 223 Olkoot A n x n-matriisi, X € R",X # 0 vektori ja A € R reaaliluku.

Jos
AX =A%, (9.13)

niin sanomme, ettd A on matriisin A ominaisarvo (engl. eigenvalue) ja vektori X on
ominaisarvoon A liittyvi matriisin A ominaisvektori (engl. eigenvector).

Jos A on matriisin A ominaisarvo, niin homogeenisella yhtdloryhmalld
(A—ADX=0

on ei-triviaali ratkaisuu. Tdmé on mahdollista vain jos

det(A—AI) =0 9.14)
ajr—A  app - an
ar;  ap—A - ay

= : N " =0 (9.15)

anl azn o g — A
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Ominaisarvotehtévin ratkaisu tehdédin (n+ 1):sséd vaiheessa:
(1) Ensin ratkaistaan ominaisarvot karakteristisesta yhtalosti

det(A — AT) = 0. (9.16)

Karakteristinen yhtilo on A:n suhteen astetta n oleva yhtilo, joten silld on korkeintaan
n juurta (ominaisarvoa).

(2) Jokaista karakteristisen yhtdlon juurta (ominaisarvoa) A kohti ratkaistaan vastaava
ominaisvektori homogeenisesta yhtidloryhmasti

AX = AX. 9.17)
Esimerkki 224 Ratkaise matriisin
2 20
A=| -1 3 2
0o 2 2

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo:

det(tA—AI)=0

2-4 2 0
& | -1 3-2 2 |=0

0 2 2-4

= @-n|3" L7, _2‘ 0 22 ‘:O
s 2-2)[B-2)2-1)-2-2]-2[-1-(2—-1)—0-2] =0
& 2-A)A*=52+2]+2(2-1)=0
& 2-A)A*=51+4)=0
& (2-1)=0tai (A*—51+4)=0
<~ 7[,1:1, 7[,2:2, 7(,3:4
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(2) Ominaisarvoa A = 1 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtdiloryhmdistii

AX =X
2 20 X1
= -1 3 2 B %) =1
0 2 2 X3
2x1 + 2x =
& —x1 + 3x + 2x3 =
2% + 2x3 =
[Xl] + 2x =
= —x1 + 2x + 2x3 =
2% + x3 =
(X 1) + 2x
& + [4n] + 2x3
2% 4+ x3
(xl) +  2x
= + (4)(2) + 2x3
0
Siis
—2a
X= a
—2a

,a € R.

194

Yleensdi vektori valitaan niin, ettii sen pituus on yksi. Siis (—2a)* +a®> + (—2a)> = 1,

josta ratkeaa a = 1/3. Siis lopullinen ominaisarvoon Ay = 1 liittyvi ominaisvektori on

—2/3
1/3
—2/3

X

(3) Ominaisarvoa Ay = 2 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtdiloryhmdistii

AX = )X
2 20 X1
& -1 3 2 X2
0 2 2 X3
2x1 + 2x
= —x1 + 3x + 2x3
2x0 4+ 2x3
2x>
=1 —x1 + x + 2x3
{ 2)C2

—x=0
— X1 = 2x3
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Siis
2b
x=1 0 |,beR.
b
Vektori valitaan taas niin, ettd sen pituus on yksi. Siis (2b)* 4+ 0%+ (b)> = 1, josta
ratkeaa b = 1/+/5. Siis lopullinen ominaisarvoon Ay = 2 liittyvii ominaisvektori on

2/V/5
0
1/v/5

X =

(4) Ominaisarvoa Az = 4 vastaava ominaisvektori ratkaistaan yhtdiloryhmdistii

AX = A3X
2 20 X1 X1
= -1 3 2 X2 =4. X2
0 2 2 X3 X3
2x1 + 2x = 4x
& —x1 + 3x 4+ 2x3 = 4dxp
2x0 4+ 2x3 = 4dx3
[—2)61] + 2x =0 —1/2
= —X] — x 4+ 2x3 = 0 —
20 — 2x3 = 0
(—2}61) -+ 2x» =0
= [—sz] + 2x3 = 0 | +1
2x7 — 2x3 = 0| +
(—2x1) + 2xo =0 — X1 =X
= (—2)@) + 2x3 = 0 — X3 =X)
0 =20
Siis
C
Xx=1c |,ceR
C

Vektori valitaan taas niin, ettii sen pituus on yksi. Siis ¢> + ¢> + ¢* = 1, josta ratkeaa
c=1/ \/3. Siis lopullinen ominaisarvoon Az = 4 liittyvii ominaisvektori on

1/V/3
B=11/V3
1/V/3

Vastauksena omgelmaan voimme siis luetella ominaisarvot ja niihin liittyviit ominais-
vektorit
-2/3 2/V/5 1/v/3
M=1%=| 1/3 |, jar=2,%= 0 Jjals=4%=| 1/V3
-2/3 1/v/5 1/V3
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Saman matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit saadaan Matlabin komennolla
[V,D] = eigs (A) seuraavasti:

> A =[220; -1 32 ; 02 2]

A =
2 2 0

-1 3 2

0 2 2

>> [V,D] = eigs (A)

V =
0.5774 -0.8944 0.6667
0.5774 -0.0000 -0.3333
0.5774 -0.4472 0.6667
D =
4.0000 0 0
0 2.0000 0
0 0 1.0000
>>

Siis matriisin V sarakkeet ovat ominaisvektoreita ja diagonaalimatriisin D diagonaa-
lialkiot ovat vastaavat ominaisarvot.

On melko tavallista, ettd karakteristisella yhtdlolld on kompleksisia juuria. Nimi juuret
ovat myOs ominaisarvoja ja niitd vastaavat ominaisvektorit ovat yleensd my0s komplek-
sisia. Kompleksisen esimerkin laskeminen késin on melko tyolds tehtdvi, joten tyy-
dymme nyt tietokoneella laskettuun esimerkkiin.

Esimerkki225 >> A = [2 2 0 ; -1 3 2 ; 0 2 -1]

A =
2 2 0

-1 3
0 2 -1

>> [V,D] = eigs (A)

V =
0.8165 0.8165 0.1851
0.3585 - 0.37111 0.3585 + 0.37111i -0.3476
0.2178 - 0.14031 0.2178 + 0.14031i 0.9192
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D =
2.8782 - 0.90891 0 0
0 2.8782 + 0.90891 0
0 0 -1.7563
>>

Edellisen esimerkin matriisi ei ndyttdnyt hankalalta, mutta silti ominaisarvot ja omi-
naisvektorit ovat kompleksiset. Tésséd vaiheessa helposti tulee epétoivoinen tunne siiti,
ettd asia on liian mutkikas.

Jotta epitoivo ei ahdistaisi toteamme kaksi tulosta, jotka perustelemme pian:

(1) Symmetrisen matriisin (AT = A) ominaisarvot ovat reaaliset.

(2) Ns. normaalin matriisin (ATA = AAT) ominaisvektoreista voidaan muodostaa R":n
kanta.

Useissa sovelluksissa tarkasteltava matriisi on symmetrinen, ja tiedimme siis, ettd omi-
naisarvot eivit ole kompleksisia.

Kun karakteristisen yhtélon, det(A — AI) = 0, kaikki termit viedidén vasemmalle puolel-
le yht#l64, niin sinne syntyy karakteristinen polynomi P(A ). Karakteristinen polynomi

voidaan aina myds saattaa tulomuotoon

P(A) = det(A—Al
(—1)"A" 4+ A" o (9.18)
= (=1)"A-A) A —) (A -2k (9.19)

Jos matriisin karakteristinen polynomi on muotoa (9.19), niin sanomme, ettd ominai-
sarvon A; algebrallinen kertaluku on k;. Kompleksianalyysin kurssilla opimme, ettd
kertalukujen summa on ky +ky +--- +k; = n.

C":n lineaarinen aliavaruus ker(A — A ;1) sisdltdd kaikki ominaisarvoon A liittyvit omi-
naisvektorit ja nollavektorin (joka ei ole ominaisvektori). Tdmén aliavaruuden dimen-
siota

p(Aj) =dimker(A—A;1) > 1

sanomme ominaisarvon A ; geometriseksi kertaluvuksi. Geometrinen kertaluku kertoo,
miten monta lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria voidaan liittdd ominaisarvoon

Aj.
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Normaalisti matriisin ominaisarvojen algebralliset- ja geometriset kertaluvut yhtyviit.
Jos ndin ei tapahdu, niin sanomme, ettd matriisi on defektiivinen. Defektiivisten mat-
riisien tutkiminen ylittdd tdmén peruskurssin tavoitteet. Termi mainitaan tdssi, jotta
opiskelija osaa alkaa etsid lisdtietoa kirjallisuudesta, jos laskentaohjelma antaa termin
osana virheilmoitusta.

c4sl5es3| Esimerkki 226 Tutkitaan matriisin

M =

S O
—_ W O
W —= O

Ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo saa muodon

2-2 0 0
detM—AI)=0 < | 0 3-2 1 |=0
0 1 3-2
e -2 Tr L =0
& 2-A)(B-1)B-1)—-1)=0
& (A-27A-4)=0

Siis ominaisarvon Ay = 2 algebrallinen kertaluku on 2, ja ominaisarvon Ay = 4 algeb-
rallinen kertaluku on 1.
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(2) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon Ay = 2 liittyviit ominaisvektorit.

X=MX

00 X X
31 X2 =2 X2
1 3 X3 X3

S O N

M
2x 1 = 2)61
& 3 + x3 = 2x

X2 + 3x3 = 2x3
0 =0 — X1 = vapaa
& X + x3 = 0 —X) = —X3
x» + x3 = 0

X1 = X1
~ Xy = —X3

X3 = X3

X1 1 0
= X2 =X1 0 +x3 —1

X3 0 1

Siis ominaisarvon A; = 2 geometrinen kertaluku on 2 ja ominaisvektorien virittdjiksi

voidaan valita
1 0

)_6’1: 0 5 ja )?22 —1/\/§
0 1/V2

(3) Seuraavaksi mddritiimme ominaisarvoon A, = 4 liittyviit ominaisvektorit.

M3x = X
2 00 X1 X1
=4 0 3 1 X2 =4. pY)
01 3 X3 X3
2)61 = 4x1
& 3x0 + x3 = 4x
X + 3x3 = 4dx3
—2x1 =0 —x1=0
= —x + x3 = 0 — X2 = X3

X2 4+ —x3 = 0

Ominaisvektoriksi voidaan valita

0
> 1/\/§
1/v2

=
@
|

Sama matlabilla:
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M =
0
3 1
1
>> [V,D] = eigs (M)
V =
0 0 1.0000
0.7071 -0.7071 0
0.7071 0.7071 0
D =
0 0
0 2 0
0 0 2
>>

c4sl5es4| EsimerkKi 227 Tutkitaan matriisin

o
—

0=

S O
DN = =
o

Ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(1) Karakteristinen yhtdlo saa muodon

2-1 1 0
det(Q—AI)=0 < | 0 1-4 -1 |=0
0 24—

R B R
& 2-2)((1=2)E—-1)+2)=0
& (A=2)%(A=3)=0

Siis ominaisarvon A = 2 algebrallinen kertaluku on 2, ja ominaisarvon A, =3 geo-
metrinen kertaluku on 1.
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(2) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon Ay = 2 liittyviit ominaisvektorit.

OxX =1 X
21 0 X1 X1
=4 01 —1 b)) =2 b))
0 2 4 X3 X3
2x1 + xp = 2x
~ X2 — X3 = 2x»
2% + 4dxz3 = 2x3
X2 = 0|41
~ —x — x3 = 0]«
2% + 2x3 = 0
X2 =0 — X1 = vapaa
~ — x3 =0 —xp=x3=0
2% + 2x3 = 0
1
<~ )?1 = 0
0

Siis ominaisarvon Ay = 2 geometrinen kertaluku on 1.

(3) Seuraavaksi mdiciritiimme ominaisarvoon A, = 3 liittyviit ominaisvektorit.

OF = Mo
21 0 X1 X1
= 01 —1 X2 =31 x
0 2 4 X3 X3
2x1 + x = 3x;
~ X2 — x3 = 3x
2% + 4x3 = 3x3
X1 + x =0
= — 2x — x3 = 0 |+1
20 + x3 = 0| «
—X1 + x2 =0 — X =X
= — 2% — x3 = 0 —x3=-—2x)
0 =20

Ominaisvektoriksi voidaan valita
1/v/6
Xy = 1/vV6
—2//6

Koska ensimmdisen ominaisarvon algebrallinen kertaluku on 2 ja geometrinen kerta-

luku on 1, on matriisi defektiivinen.
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Sama matlabilla:

> Q= [210; 01-1,; 02 4]

0 =
1 0

0 1 -1

0 2 4

>> [V,D] = eigs (Q)

V =
0.4082 1.0000 1.0000
0.4082 -0.0000 0
-0.8165 0.0000 0
D =
0 0
2 0
0 2
>>

Defektiivisyys paljastuu nyt siitd, ettd tuloksena saadut ominisvektorit eiviit muodosta
vapaata systeemid, silld

>> det (V' *V)
ans =

4.6259e-017
>>

Ominaisarvoihin ja ominaisvektoreihin palaamme takaisin, mutta ensin toteamme joi-
takin uusia asioita.

9.2.2 Geometrinen tulkinta helpossa tapauksessa

Edelld on annettu vain tekninen méiritelmd, joka saattaa joskus johtaa kompleksisiin
ominaisarvoihin ja ominaisvektoreihin. Jotta asiasta saisi nyt konkreettisen hyodylli-
sen mielikuvan, oletamme tissd alakappaleessa, ettd n x n-matriisilla A on n erisuurta
reaalista ominaisarvoa A, A,, ..., A,. Tdmi yksinkertaistaa kovasti tarkastelua ja antaa
mahdollisuuden nidhdi, mitd merkitystd ominaisarvoilla on.
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Lause 228 Olkoon A n X n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat reaaliset. Matriisin A

~4s515theigbase]| ominaisvektorit muodostavat R":n kannan, jos ja vain jos A ei ole defektiivinen.

Todistus. Jos A on defektiivinen, niin lineaarisesti riippumattomien ominaisvek-
torien lukumiird on pienempi kuin 7, joten ominiasvektorit eivit voi virittdd R":44.

Oletetaan seuraavaksi, ettd A ei ole defektiivinen. Luetellaan matriisin ominai-
sarvot suuruusjirjestyksessd A; > Ay > --- > A, siten, ettid jokainen ominaisarvo tois-
tuu luettelossa kertalukunsa mukaisesti. Olkoot {X1,...,X,}, vastaavat ominaisvektorit.
Koska A ei ole defektiivinen, voidaan samaan ominaisarvoon liittyvit ominaisvektorit
valita vapaiksi.

Ominaisarvoon A; liittyvd ominaisvektori {X; } muodostaa vapaan systeemin. Oletam-

me seuraavaksi, ettd ominaisarvoihin (4, A2, ..., A,_1) liittyvit ominaisvektorit {X1,...,X,_1 }
muodostavat vapaan systeemin. Osoitamme seuraavaksi, ettd ominaisarvoihin (41, 4,...,4,)
liittyvit ominaisvektorit {Xi,...,X,_1,X,} muodostavat vapaan systeemin. oletamme

sitd varten, etti

M1X1 + UoXp + - -+ UpX) =0. (9.20)

Oletamme, ettd k viimeistd ominaisvektoria liittyvit samaan ominaisarvoon (lp_ k1l =

Ha Xy A+ X oo Wy g Xp—k = —Hp—ke 1Xp—ier1 =+ = HpXp = d. ©.21)

. . e . . . ee] oo e l ba Se 1
missd vektori @ on ominaisarvoon A, liittyvd ominaisvektori. Kertomalla yhtilo (bZ(l )
puolittain vasemmalta A:lla saadaan

U1 ALK+ U AoXy + - A Wy Ap Xk = Apd, (9.22)

igbaselkigbase?2
Yhdistamalld (H 21) ja (9.22) saadaan

AL A\ L Ay ~
e S S

Tdméa on mahdollista vain, jos iy = tp = --- = l,,_ = 0. Siis d = 0, miki edelleen on
mahdollista vain, jos [, 11 = Up_jy2 = -+ = Up = 0. Olemme siis osoittaneet, ettd
(F1 + %2+ T, = 0) = (= 2 =+~ = pt, = 0).

Induktioaskel on valmis, ja lauseen todistus saadaan induktiolla p:n suhteen. Ul
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Lause 229 Jos n X n-matriisilla A on n erisuurta reaalista ominaisarvoa A, Ay, ..., Ay,
niin vastaavista ominaisvektoreista muodostettu jono {X1,Xz,...,X,} on vapaa ja siis
1s15threalbase ‘ R":n kanta.

Todistus. Suora seuraus edellisesta. O

—

Tarkastellaan kuvausta f : R” — R" i — Au. Kun kdytimme R":n kantana ominais-
vektoreista muodostettua kantaa, niin jokainen vektori voidaan lausua kannassa

U=u Xy +uxxy+--+upxy
ja vektorin kuva on vastaavasti

fid) = Ai=A(uX) +uxxy+ -+ upXy)
= ulllzl + MZAZXZ +- Mn}tn)_én

joten kuvauksen matriisi on

M0 0

0 A 0
f= :

0 O An

Geometrinen tulkinta on nyt siis se, ettd kun vektori lausutaan kantavektoreiden lineaa-
rikombinaationa, se jaetaan kantavektoreiden suuntaisiin komponentteihin. Kerrottaes-
sa matriisilla A jokainen komponentti tulee kerrottua vastaavalla ominaisarvolla. Jos
|A;| > 1, niin komponentti venyy, jos |A;| < I, niin komponentti kutistuu.

9.2.3 Ominaisarvohajoitelma

Merkitsemme X:114 matriisia, jonka sarakkeina ovat matriisin A ominaisvektorit ja
D:lla disgonaalimatriisia, jonka diagonaalilla ovat matriisin A ominaisarvot. Jos nyt
matriisin A ominaisvektorit muodostavat ortonormitetun systeemin, niin

A=XDX". (9.23)
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eigsysha
Kaavan (blZ%) perusteluksi riittdd osoittaa, etti XDX ¥ = AjX; = AX; kaikilla j =
1,2,...,n. Tdma taas on suora lasku, silld

X' = ¢
:>DXTfj = ng:ljgj

T—» — —
= XDX X; = ﬂ,lej:;Lij

Ominaisarvohajoitelman avulla on helppo perustella joitakin tuloksia.

Lause 230 Jos neliomatriiseilla A ja B ovat samat ominaisvektorit ja ominaisvektorit
muodostavat ortonormitetun jonon, niin

AB=BA
eli matriisit kommutoivat.
Todistus. Merkitiddn A:n ominaisarvoista muodostettua diagonaalimatriisia Dy:lla ja

vastaavasti B:n ominaisarvoista muodostettua diagonaalimatriisia Dp:1la. Diagonaali-
matriisit kommutoivat, joten

AB = XD,X'XDgX" =XD,DgX" = XDgDsX"
— XDpX'XD.X" =BA

. ha
Matriisin potenssit on nyt helppo laskea kiyttden hajoitelmaa (be.IZ(fgsiz =

A®> = AA=XDXTxDxT

112 0O --- 0
_ xpx'—x| ° /122 O | xr
0 0
A0 0
A" = XD'XT =X (_) /151 0 xT
0 0 A

Lause 231 (Cayley-Hamilton) Olkoon neliomatriisilla A ominaisarvohajoitelma A =
XDXT, missii ominaisvektoreista muodostettu matriisi on ortogonaalinen. Matriisi A
toteuttaa oman karakteristisen yhtdlonsd.



