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Todistus.

P(A) = P(XDX")=XxP(D)X"

PAM) 0 - 0
0 P(A 0
_ oy . (.2) . | X" —0
0 0 P(h,)

9.3 Similaarisuus ja matriisin diagonalisointi

Sec:MatSim|

Maaritelma 232 Neliomatriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa sddnnollinen

matriisi T siten, etti
A=T 'BT.

Matriisia T sanomme similariteettimuunnosmatriisiksi ja muunnosta B — T~'BT sa-

nomme similariteettimuunnokseksi.

Jos similariteettimuunnosmatriisi on unitaarinen, sanomme ettd matriisit ovat
unitaarisimilaariset, eli

A=THBT

Lause 233 Jos matriisit A ja B ovat similaariset, A= T BT, niin

(1) matriiseilla on sama karakteristinen polynomi,
(2) matriiseilla on samat ominaisarvot
(3) jos X on A:n ominaisvektori, niin TX on vastaava B:n ominaisvektori.

Todistus. (1)

Py(A) = det(A—AI) =det(T '(B—ADT)
= det(T ")det(B— AI)det(T)
= det(B—AI) = Py(1)

(2) Seuraa suoraan edellisesti.

(3)
B(TX) =T(T 'BT)i=TAXx=TAX=A(TX)
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Mairitelmai 234 n x n-matriisin A jdlki (trace) on sen diagonaalialkioiden summa

tr(A) = a1 +axn+-+am

Lause 235
tr(AB) = tr(BA)

Todistus. Suora lasku osoittaa, etti

tr(AB) = (AB)|1+ (AB)xn+ -+ (AB)un
= (anbi1+apby +---+aibn)
+(az21b12 +azxbyn + -+ +axby)
+- -+ (@n1b1n+ anpban + - + aunbun)
= (bria11 +broaz +---+bipan)
+(b21a12 +baan + -+ +byan)
+ -+ (bu1@in + bp2aon + - - - + bunnn)
= (BA)11+ (BA)x+---+ (BA),, = tr(BA)

O]
Lause 236 Similaarisilla matriiseilla on samat jdljet.
Todistus. Olkoon A = T~ 'BT. Silloin
tr(A) = tr(T 'BT) = tr(BTT ') = tr(B)
O]

Jos herdd kysymys siitd, ovatko kaksi annettua matriisia similaariset keskenién, niin
ensin kannattaa laskea matriisien jéljet ja verrata niitd. Jos jéljet eivit ole samat, niin
matriisit eivit voi olla similaariset.

Merkitéddn jatkossa diagonaalista matriisia merkinnélla

A 0 - 0
0 A --- 0 .
N : = diag(A1,42,...,A4)
0 0 - A,
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Mairitelma 237 Neliomatriisi A on diagonalisoituva, jos se on similaarinen jonkin

diagonaalimatriisin D kanssa, eli

D =T 'AT.

Jos kuvauksen f : R" — R”" matriisi on diagonalisoituva, niin sopivalla kannan vaih-
dolla saadaan kuvauksen matriisi diagonaaliseksi. Tdmi saattaa ratkaisevalla tavalla
helpottaa kuvauksen tarkastelua. Seuraavassa esimerkki.

Esimerkki 238 Tarkastellaan differentiaaliyhtdloryhmdid

X (1) = 3xi(t) — 0.5x(r) — 0.5x3(1)
xh(t) = 0.5x2(¢) + 1.5x3(1)
Xg(l‘) = 1.5x() + 0.5x3(f)

Jéitetdiiin jatkossa monessa kohdassa ”(t)” pois. Tdamd yksinkertaistaa lausekkeita ja
saa ne helpommin luettaviksi. Nyt siis

dx; /dt 3 -05 -05 X1
dxo/dt | = 0 05 1.5 X2 (9.24)
dxs /dt 0 1.5 05 X3
Merkitsemme nyt
X1 93 dx; /dt 3 -05 -05
X= b %) , d—: dXQ/dl‘ , A= 0 05 1.5
X3 ! dxs /dt 0 1.5 05
dyryh
Voimme siis nyt kirjoittaa yhtdlon (9. ]ZrZ) Hitiotoon
dx
T AX
dt
Kerroinmatriisi on diagonalisoituva, silld
D=T 'AT,
kun
30 0 1 1 0 1 =05 -0.5
D=[02 o0 |, T=(01 1 |, T '={0 05 05
00 —1 01 -1 0 05 -05

Nyt muodostamme uudet funktiot, jotka ovat lineaarikombinaatioita alkuperdisistd:

wi(t) = xi(t) — 05x(r) — 0.5x3(¢)
Wz(t) = O.SXQ(I) + 0.5x3(t)
W3(t) = O.SXQ(I) — 0.5)63(1‘)

& w=Tlx



c4sl6thdiagl|
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Nyt suora lasku osoittaa, ettd w-funktiot toteuttavat hyvin yksinkertaiset differentiaa-
liyhtdlot

dwi/dt = dr/dt — 0.5dx/dt — 0.5dxs/dt
dw,/df = 0.5dxy/dr + 0.5dxz/dr
dws/df = 0.5dxp/dt — 0.5dx3/dt
dWl/dl‘ dz

& | dwy/de :T*ld—:Tfle’:T*IAm:Dw
dws /dt !
dW]/dt 30 0 Wi

= sz/dl‘ = 02 O \1%)
dW3/dt 0 0 -1 w3
dWl/dI = 3W1(Z‘)

= sz/dI = 2W2(l‘)
dW3/dt = —W3(l‘)

Tdmdn ryhmdn ratkaisufunktiot voidaan kirjoittaa suoraan

wi(t) Cre*
w= Wz(t) = C262t s
ws(1) Cse !
ja lopulta
x1(¢) 11 0 Ce¥ C1e¥ +Cre?
Y= x@ J=Tw=[ 0 1 1 Ce? | = G +Cie!
x3(1) 01 —1 Cie ! Cre? —Cse !

Lause 239 Olkoon A n X n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat reaaliset. Matriisi A on
diagonalisoituva, jos ja vain jos A ei ole defektiivinen.

Todistus. Olkoon
D =diag(Ay,...,A,) =T 'AT.
Nyt
TD=AT.

Edellisen yhtilon LHS:n k:s sarake on A;7,; ja RHS:n k:s sarake on Af,. Siis T:n sa-
rakkeet ovat matriisin A ominaisvektorit. Koska T’ on sddnnéllinen sen rangi on n, joten
A:n ominaisvektorit muodostavat vapaan systeemin. Siis A ei ole defektiivinen.
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lc4ds15theigbase
[<=] Olkoon A ei-defektiivinen. Silloin lauseen (228) mukaan matriisilla A on n omi-

naisvektoria, jotka muodostavat vapaan systeemin. Tehd4in ominaisvektoreista matrii-
si T ja ominaisarvoista diagonaalimatriisi D = diag(A,4,,. .., 4,). Silloin vastaavasti
kuin edella

TD = AT
—D = T 'AT.

Lause 240 Jos n x n-matriisilla A on n erisuurta reaalista ominaisarvoa, niin matriisi
on diagonalisoituva

|c4sl5threalbase, lcdslothdiagl
Todistus. Lauseen (229) mukaan matfriisi ei ole defektiivinen jolloin lauseen (239) mu-
kaan se on diagonalisoituva. U

9.4  Schurin muoto ja normaalit matriisit

Sec:MatSchur|

Tiassd kappaleessa esitimme todistukset vain tapauksessa, jossa matriisin ominaisar-
vot ovat reaaliset. Todistukset on mahdollista yleistdd kompleksisten ominaisarvojen
tapaukseen (Ks. Kiveld: ”Matriisilasku ja Lineaarialgebra” sivut 176-178).

Lause 241 Olkoot Ay, Ay, ..., A, reaalisen n X n-matriisin A ominaisarvot. On olemas-
sa unitaarimatriisi M siten, ettdi

MPAM — ’IJ b
0O c )’

thschurl| missd matriisin C ominaisarvot ovat Ay, . .., A,.

Todistus. Olkoon X ominaisarvoon A, liittyvd normitettu ominaisvektori

(ts. XI'X = 1). Oletamme nyt, ettd A; on reaalinen. (Kompleksinen tapaus ks. Kiveld:
“Matriisilasku ja Lineaarialgebra” sivut 176-178.) Tdydennetddn yhden vektorin sys-
teemi {X} ortonormeeratuksi kannaksi {X,V{,V,...,V,_}. Muodostetaan niistd vek-
toreista (sarakkeisiin sijoittamalla) matriisi

M=(x V),
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joka on sarakkeiden ortonormeerauksen perusteella unitaarinen. Edelleen ortonormee-
rauksen takia V7 ¥ = 0. Siis

WAM - <zT >A(z V>:<55TA55 )‘c’TAV>

vT VIiAx VTAV
A AV
(6 c >—G

Koska matriisit A ja G ovat similaariset, niilld on samat karakteristiset polynomit. Siis
PA(A) = P6(A) = (M — A)Fc(A)

ja C:n ominaisarvot ovat A, ..., A,. O

Lause 242 n x n-matriisi A on unitaarisimilaarinen yldkolmiomatriisin kanssa.

M w2 w3 - Uy
0 A w3 -+ upy
MiaM=| 0 0 A3 - u
0O O 0 - A

Ylikolmiomatriisin ldvistdjdalkiot ovat A:n ominaisarvot.

Todistus.Tehdiin induktio z:n suhteen.

Kun n = 1, viite on tosi, koska 1 x 1-matriisi on valmiiksi yldkolmiomatriisi.

Oletamme seuraavaksi, ettid viite og togi, klun n =k — 1 ja osoitamme sen silloin olevan
scnur

tosi myos, kun n = n. Lauseen ( mukaan on olemassa unitaarinen k X k-matriisi
M, siten, ettd
AobT
MTAM, = 7
1 O Cl )
missd A; on matriisin A ominaisarvo ja matriisin C ominaisarvot ovat ovat A, A3, ..., A;.
Induktio-oletuksen mukaan on olemassa unitaarinen (k — 1) x (k— 1)-matriisi M5 siten,
ettd
H
C - M2 ClM2
on yldkolmiomatriisi, jonka ldvistdjdalkiot ovat Ay, A3, ..., 4. Nyt matriisi

1 07
M:M -
1(0 M2>
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on unitaarinen ja

— H —
1 0f 1 0of
MIAM = (M| = AM. | S
(5w ) @0 (5 a )
— H —
1 07 - 1 o
- (2 MIAM, | -
<OM2> ! 1<0M2>
_(16T>H<xl BT><16T>
0 M, 0 C 0 M,
A A b'M,
O\ 0 MY 0 C\M,
_</11 ETM2>
- 0 C

U

lc4s15esl1cd4s15¢Als15esdcds1bdePs15esIcdslbespidslbesd

Es
nqsﬂgkgé€%3 Ekunerkkunz(uz4‘wvull95) (225 sivu 1196), (226 sivu 198) ja (227
sivu IZUU) matriisien Schurin muodot ovat

>> help schur
SCHUR Schur decomposition.

[U,T] = SCHUR(X) produces a quasitriangular Schur matrix T and
a unitary matrix U so that X = UxT*U’ and U’ U = EYE(SIZE (U)).

X must be square.
T = SCHUR (X) returns just the Schur matrix T.

If X is complex, the complex Schur form is returned in matrix T.
The complex Schur form is upper triangular with the eigenvalues

of X on the diagonal.

If X is real, two different decompositions are available.
SCHUR (X, "real’) has the real eigenvalues on the diagonal and the
complex eigenvalues in 2-by-2 blocks on the diagonal.
SCHUR (X, ' complex’) 1s triangular and is complex if X has complex
eigenvalues. SCHUR(X,’real’) is the default.

See RSF2CSF to convert from Real to Complex Schur form.

Ic4dsl5eskdslbesl

ESunerkkz(uz4‘wvuI195)
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>> A=[2 2 0 ,; -1 3 2 ; 0 2 2]

A =
2 2 0

-1 3 2

0 2 2

>> [U,T] = schur(d)

U =
0.5774 -0.7071 -0.4082
0.5774 0.7071 -0.4082
0.5774 0.0000 0.8165

T:

4.0000 2.4495 -0.0000
0 2.0000 1.7321
0 0 1.0000
>>
lcdsl5esk4slbes?

Esimerkki (225 sivu196):

> A= ([220; -132,; 02 -1]

A =
2 2 0

-1 3 2

0 2 -1

>> [U,T] = schur (A)

U:
0.8490 -0.5199 -0.0938
0.4602 0.8150 -0.3522
0.2595 0.2559 0.9312

T:
2.8782 2.4575 -0.7676
-0.3362 2.8782 0.7785
0 0 -1.7563

>> [U,T] = schur(A,’complex’)
U:

0.8165 + 0.00461 0.4821 + 0.30351 -0.0938
0.3564 + 0.37311 -0.2006 - 0.7547i -0.3522
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0.2170 + 0.14151 -0.0273 - 0.25481 0.9312

T:
2.8782 + 0.9089i -1.3569 - 1.63061i -0.7623 - 0.10011
0 2.8782 - 0.90891 -0.5658 + 0.53291
0 0 -1.7563
>>
\end{verbatim

Esimerkki (\ref{cd4slb5es3} sivu \pageref{cdsl5es3}):
\begin{verbatim}
> M= [2 00 ; 031; 01 3]

M =
2 0
0 3 1
0 1

>> [U,T] = schur (M)

U =
1.0000 0 0
0 -0.7071 0.7071
0 0.7071 0.7071
T =
2 0 0
0 2 0
0 0
>>
lc4sl5eslkdslbesd

Esimerkki (227 sivu 200):

> Q =[210; 01-1,; 02 4]

0 =
2 1 0
0 1 -1
0 2 4

>> [U,T] = schur (Q)

1.0000 0 0



4517thnormaali|
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0 -0.7071 -0.7071
0 0.7071 -0.7071
T =
2.0000 -0.7071 -0.7071
0 2.0000 -3.0000
0 0 3.0000
>>

Mairitelmi 244 Neliomatriisi A on normaali, jos
A"A = AA" .
Reaalisen matriisin tapauksessa normaalisuus merkitsee siis, ettd

ATA = AAT.

Erityisesti hermiittinen A" = A) ja unitaarinen (A" = A1) seki reaalisten matriisien
tapauksessa symmetrinen (A7 = A) ja ortogonaalinen (A7 = A~ !) ovat normaalin mat-
riisin erikoistapauksia.

Lause 245 Olkoon neliomatriisi A unitaarisimilaarinen matriisin B kanssa (U7 AU =
B). Silloin A on normaali, jos ja vain jos B on normaali.

Todistus. Oletamme siis, etti A”A = AA". Nyt

BB = (U"AU)"(U"AU)= (U"A"U)(U"AU) =U"A"AU
= U"AA"U = (U"AU)(U"A"U) = BB”

Toisinpiin A = UBU" ja oletamme, etti B B = BB Nyt

A"A = (uBu™H(UuBu") = (UB"U")(UBU")=UB"BU"
= UBB"U" = (UBU")(UB"U") = AA"

Lause 246 Matriisi A on unitaarisimilaarinen diagonaalimatriisin kanssa, jos ja vain
jos se on normaali.
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Todistus. Olkoon UY AU = D, missi U on unitaarinen ja D on diagonaalinen.
Koska diagonaalimatriisi on normaali, on edellisen lauseen perusteella myds A nor-
maali.

Seuraavaksi oletamme, ettdi A on normaali. Koska A:lla on shurin muoto, se on
unitaarisimilaarinen yldkolmiomatriisin kanssa. Koska A on normaali, myos ylidkol-
miomatriisi on normaali. On helppo néhdd, ettd normaali yldkolmiomatriisi on viltté-
mittd diagonaalinen. U

Lause 247 Normaalin n X n-matriisin ominaisvektoreista voidaan muodostaa ortonor-
meerattu jono.

Todistus. Edellisen lauseen mukaan normaali matriisi A on unitaarisimilaarinen diago-
naalimatriisin kanssa. Siis

U"AU = D = diag(A1, A2,.. ., Ay),
missd U on unitaarinen ja D on diagonaalinen. Silloin
AU =UD
-~ A( ﬁl ﬁz ﬁn ) = < llb_t’l Azﬁz )Lnﬁn )

Siis U:n sarakkeet ovat ominaisvektoreita, ja U:n unitaarisuudesta seuraa, ettd vektori-
systeemi {iiy,iy,...,l,} on vapaa ja ortonormeerattu. ]

Lause 248 Hermiittisen matriisin (A = A7) ja reaalisen symmetrisen matriisin (A =
AT) Schurin muoto on diagonaalinen Jja ominaisarvot ovat reaaliset.

. lcdsl7thnormaali . . . .
Todistus. Lauseen (246) mukaan matriisin Schurin muoto on diagonaalinen. Olkoon

A =A" jaU" AU = D, missi U on unitaarinen ja D on diagonaalinen Schurin muoto.
Silloin

D" = (U"AU =U"A"U = U"AU = D.

Tastd seraa, ettd D:n lavistdjdalkiot, eli A:n ominaisarvot ovat reaaliset. O

YHTEENVETO: Symmetrisen n X n-matriisin ominaisarvotehtivai ei johda ongel-
miin, vaan ominaisarvot ovat reaaliset ja ominaisvektoreista voidaan muodostaa
R”:n ortonormitettu kanta.



