Luku 1

Johdanto

1.1 Vektorit ja matriisit, laskulait

Vektori on tuttu jo koulusta. Seuraavassa méérittelemme ensin matriisin, joka on
useimmille uusi késite. Matriisin jalkeen esittelemme vektorin matriisin erikoistapauk-
sena. Vektori-merkinta saattaa poiketa hieman siitd, mihin olemme koulussa tottuneet.
Merkintoihin kannattaa totutella, silled ne ovat virallisen standardin mukaiset.

1.1.1 Matriisit

Suorakulmainen lukukaavio, jossa on m rivid ja n saraketta on m x n matriisi (engl.
Matrix). Alla on esimerkkeind 3 x 2 matriisi A, 2 x 4 matriisi B, 3 x 1 matriisi u ja
1 X 2 matriisi v:

7

3 1
A= 0 2|, Bz((l) 3 _01 _43>, u=| 1 |, v=(3 6)
~1 4 —2

Matriisin X rivilla i sarakkeessa j olevaa lukua sanomme matriisin alkioksi (engl.
Element) ja kiytdmme sille merkintéé x;;. Edelld olleista matriiseista 16ydét mm. seu-
raavat alkiot: ag; = 0 ja bog = —1. Matriisissa w on vain yksi sarake, ja sitd sanotaan
sarakevektoriksi. Vektorin alkiota sanotaan myds koordinaatiksi. Sarakevektorin alkion
paikan ilmaisemiseen riittaa yksi indeksi: us = —2. Vastaavasti v on rivivektori: v; = 3.

Huomautus 1. Matriisimerkinndt tulee opetella nyt. Myds laskuharjoitusten yhtey-
dessd tulee kayttid otkeita merkintoja. Laskuharjoituksissa usein tulee lilanne, jossa
taululla kasitelladn matriisia ja laskuihin on tullut laskuvirhe. Kun joku yleisdstd ha-
vaitsee wvirheen, on melko tavallista ettd virheen huomanneen opiskelijan on vaikea
kertoa tasmdllisesti virheen paikka. T'dhdn on triviaali ratkaisu: sano rivi ja sarake,
minkd jalkeen kaikkien katseet kitnnittyvdt oikeaan kohtaan!

Merkintisidantdja: Seuraavat sdannot on syytd kiyda lapi nyt ja myShemmin uu-
delleen niin monta kertaa, ettd ne tulevat tutuiksi ja luonnollisiksi.
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1. Painotekstissd matriisi merkitién isolla lihavoidulle vinolla kirjaimella (esim. A).
Kasin kirjoitetussa materiaalissa merkitsemme matriisin isolla kirjaimella, mutta
emme tee siitd lihavoitua tai vinoa.

2. Painotekstissi vektori voidaan merkita kahdella tavalla: (1) pienelld lihavoidulla
vinolla kirjaimella tai (2) pienelld vinolla kirjaimella, jonka p&&lla on nuoli (esim.
u tai ). Késin kirjoitetussa materiaalissa kiytetdéin nuoli merkintdé ilman vi-
noutta.

3. Matriisin alkioiden véliin ei kirjoiteta erottimia. Alkioiden viliin jétetddn niin
paljon tyhjia, ettd alkiot erottuvat selvésti toisistaan. Samassa sarakkeessa ole-
vat alkiot sijoitetaan allekain. Sarake on painotekstissid keskitetty, mikid saat-
taa aluksi tuntua oudolta, mutta ratkaisu on vakiintunut noin sadan vuoden
kirjapaino-kokemuksella: néin muotoiltua lukukaaviota on helppo lukea!

Kun rivivektori kirjoitetaan leipatekstin riville, on jirkevié tiivistid notaatiota.
Silloin on alkioiden viliin lisdttava erottimet. Erottimina kiytetdan pilkkuja tai
puolipisteita.

4. Matriisin A rivilld ¢ sarakkeessa j olevaa alkiota merkitsemme joko a;; tai A3, j].
Vektorin 4 koordinaatille kiiytdmme merkintdd u,; tai u[d].

5. Matriisin rivit ja sarakkeet sekd vektorin koordinaatit numeroidaan matemaat-
tisessa esityksessd yhdestd alkaen. Matriisin A vasemmassa ylanurkassa (rivilla
1 sarakkeessa 1) on alkio aq; ja vektorin @ ensimméinen koordinaatti on w;.
Kun kirjoitamme ohjelmakoodia tietokeelle (python kielelld), indeksointi alkaa-
kin nollasta. Aluksi ero indeksoinnissa voi olla drsyttidva, mutta on hyva oppia
tuntemaan timéa ero. Téarkedtd on nyt oppia erottamaan milloin kirjoitamme
matemaattista lauseketta, milloin ohjelmakoodia.

6. Kun matriisi “kirjoitetaan auki”, sen lukukaavio sijoitetaan kaarisulkuihin. Alla
on kaksi esimerkkié erilaisista merkinngista.

3 -1 . C
( 0 2 ) ‘eurooppalainen’ matriisimerkinta
3 —1 , . . - C
0 2 amerikkalainen’ matriisimerkinti

Amerikkalaista merkintdd ndkee monissa oppikirjoissa. Téssd materiaalissa kiy-
tdmme kaarisulkumerkintdd. Kun kirjoitat tutkielmaa tai raporttia ja kaytéat
useita ldhteitd, niin muuta tarvittaessa lihteiden erilaiset merkintidtavat yhte-
naiseen muotoon. Johdonmukaisuus merkinnoissa tekee hyvin vaikutuksen.

Seuraavaksi méadrittelemme matriisien yhteenlaskun ja matriisin kertomisen reaalilu-
vulla. Matriisien kertolasku méaritellddn nyt, mutta tulon ominaisuuksiin tutustumme
vasta myohemmin.
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Maéaritelmi 2. (1) Olkoon A ja B kumpikin m X n matriiseja. Silloin matriisien
summa A + B on myds m X n matriisi jo sen alkiot saadaan kaavalla

(A + B)[i, j] = ay + by,

(2) Olkoon A m x n matriisi ja r € R reaaliluku. Silloin reaaliluvun ja matriisin tulo
rA on myds m X n matriisi, jonka alkiot ovat

(rA)i,jl =1 a;.

(3) Olkoon A m X n matriisi ja olkoon B n x p matriisi. Silloin matriisien tulo AB
on m X p matriist, jonka alkiot ovat

(AB)[i,j] = a;1bij + apboj + - - -+ Ainbyj

= Zaikbkj.
k=1
(4) Kaksi m x n matriisia A ja B ovat samat, eli A = B, jos ja vain jos

aij:sz, V(i,j)6{1,2,...,m}><{1,2,...,n}

Esimerkki 3. a)

2 =3 1\ (1 24\ _(2+1 342 144\ _( 3 -1 5
0 4 5 ~135) \0-1 443 5+5) -1 7 10)°

b)
g (2 3 L\_ (32 3-(-3) 3-1\ (6 -9 3
o 4 5) \(3-0 34 3-5) \0 12 15 )’
c)
3 2 9 —3 1 3- 2+2 0 3-(=3)+2-4 3-14+2-5
1 -1 (0 1 5) = 1-2+(-1)-0 1-(=3)+(-1)-4 1-1+(-1)-5
5 4 5- 2+4 0 5-(=3)+4-4 5-1+4-5
-1 13
= —7 —4 :
d)
3 2
2 -3 1 1 1 [ 2:34(-3)-1+1-5 2:24+(=3)-(-1)+1-4
0 4 5 5 4 - 0-3+4-1+5-5 0-2+4-(=1)+5-4

(8 11
— 29 16
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Esimerkin (3) (sivu 3) kohdissa c) ja d) on laskettu kaksi matriisi tuloa. d-kohtaan
on vahvennettu alkiot, joita lasketaan laskettaessa tulon alkiota [i][j]. Huomaa, ettd
lauseke on summa tuloista, missd tulojen ensimméiset tekijat ovat ensimmaisen mat-
riisin riviltd [i] ja tulon toiset tekijdt ovat toisen matriisin sarakkeesta |j].

Pienen harjoittelun jalkeen ldhes kaikki oppivat laskemaan yksinkertaiset matriisitulot
paassilaskuna. Kokeile saatko péddssilaskuna saman tuloksen:

(2—3 1) i’_21 _(8 11)
0 4 5 . 20 16

MUISTISAANTO: Laskettaessa alkio paikkaan [i|[;], tarvitaan ensimmiisesti matrii-
sista rivi [¢] ja toisesta matriisista sarake [j].

Jos muistat koulussa opetetun vektoreiden pistetulon, niin muistisddnté voidaan myos
sanoittaa muotoon: tulomatriisin paikkaan [i][j] tulee ensimmaéisen matriisin rivin [i]
ja toisen matriisin sarakkeen |j| pistetulo.

1.1.2 Vektorit

Matriisi, jossa on vain yksi sarake, on sarakevektori. Matriisi, jossa on vain yksi rivi, on
rivivektori. Koulussa vektori kirjoitettiin tavallisesti rivivektorina. Téssd materiaalissa
noudatamme merkintdsddntod, jonka mukaan vektori on ellei toisin ilmoiteta aina

sarake-vektori

Kun sovimme, ettd kantavektorit i ja ; ovat myos sarakevektoreita, niin koulusta tuttu
kantavektorimerkintd on edelleen toimiva.

5Z+7f:5.(é)+7.($>:<?)

Jotta ndyttotila saataisiin tehokkaasti kiytettya, kirjoitetaan joskus vektorin sijasta

sen transpoosi. Sarake-vektorin @ transpoosi @' on samat koordinaatit sisiltivi rivi-

vektori
— 2 -
a:<4) o a=(21).

Vastaavasti rivi-vektorin transpoosi on sarake-vektori. Tekstissa siis voimme ilmoittaa
edelld, mainitut vektorit @ = (2 4 )T jau = (5 7 )T ilman, etti rivivilit kasvaisi-
vat kohtuuttomasti.

Kaikki mahdolliset n reaalista koordinaattia siséltivit vektorit @ = ( ay,aq,...,a, )T
a; € R, Vi, muodostavat reaalisten n-vektoreiden joukon R7. *Fkkkbixiix Kagka n-
vektori on erikoistapaus matriisista, ne perivit yhteenlaskusdannon ja reaaliluvulla
kertomisen matriiseilta seuraavasti:

)

L4+ Tarkenna R™:n maarittelya myohemmin ##
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Mégritelms 4. (1) Olkoond=( ay ay ... ay, )T €R" jab= (b by ... by, )€
R™. Silloin
aq b1 a; + b1
N = a9 b2 as + b2
at+b=1 . |+ . | = :
an b, a, + by,
(2) Olkoon @ = (a; ay ... a, )’ €R", jar e R. Silloin
aq r-ap
. a9 T -as
r-d=r =
an T ap
(3) Olkoon@=(ay ay ... a, )T €R" jab= (b by ... b, )T €R". Silloin
ax by ap = b
- a9 bQ o = bg
Qn, bn an = bn

Huomautus 5. (a) Vektori madriteltiin nyt matriisin erikoistapauksena. Valittu mad-
rittelytapa on seuraavissa luvuissa tarvittavien merkintojen kannalta helppo ja kitevd,
mutta ei mitenkdan kovin syvallinen. On olemassa hyvin erilaisia olioita, joita saa sa-
noa vektoreiksi. Myohemmin opimme tietdmdadn milld ehdolla jonkin oliojoukon olioita
saa kutsua vektoreiksi.

(b) Koska vektorit mddriteltiin matriisin erikoistapauksina, ‘periytyy’ yhteenlasku vek-
toreille luonnollisella tavalla. Kertolasku ei kuitenkaan periydy. Jos @ on n-vektori (eli

n x 1 matriisi) ja b on n-vektori (eli n x 1 matriisi), niin niille ei ole mddritelty mat-
risituloa.

(¢) Neliomatriisien joukossa M,, = {A | A onn x n matriisi} matriisikertolasku
on "laskutoimitus”eli kuvaus M x M — M, joka toteuttaa tietyt laskutoirmitukselta
vaaditut ominaisuudet. Erityisesti ehto (AB)C = A(BC) on tosi kaikille neliomat-
riiseille. Koulusta tuttu vektoreiden pistetulo @ - b = (Gb)[1,1] ei ole "laskutoimitus”
edellikuvatussa mielessa.

1.1.3 Termeja ja merkintoja

Sovimme joillekin erikoisille matriiseille ja vektoreille omat merkintansa.

Neliomatriisi. Matriisi, jossa on n rivid ja n saraketta on n X n neliomatriisi.
2 =20

A= 5 1 3

0 4 7



6 LUKU 1. JOHDANTO

Matriisin diagonaali. Matriisin A diagonaali {a11, ass,...an,} muodostuu niistd
matriisin alkioista, joiden rivi- ja sarakeindeksit ovat samat

2 -2 0 32 3 6
A=(5 1 3], B=[10 4 1
0 4 7 2 5 —1 8

Neliomatriisin diagonaali alkaa vasemmasta yldnurkasta ja padttyy oikeaan alanurk-
kaan.

Diagonaalimatriisi. Neliomatriisi, jonka diagonaalin ulkopuoliset alkiot ovat nollia

on diagonaalimatriisi, jota merkitsemme diag(ai1, ass, . .., Gpy)-
2 00
diag(2,1,7) = 0 1 0
0 07

Nollamatriisi ja nollavektori. Matriisille, jonka jokainen alkio on nolla ja vekto-
rille, jonka kaikki koordinaatit ovat nollia kiytdmme merkintoja

0 0 0 0
00 --- 0 o 0
0 0 - 0 0

Yksikkomatriisi. Yksikkomatriisi I on diagonaalimatriisi, jonka kaikki diagonaa-
lialkiot ovat ykosié.

10 - 0
=1 . . .
00 - 1

Kanooniset kantavektorit. n x n yksikkomatriisin k:s sarakevektori on kantavek-
tori €y, jolle

a0, kun j#Ek

eli] = { 1, kun j =k

Esimerkiksi, kun n = 4 ja k = 2,niin & = (0;1;0;0)T.

1.2 Vektorien ja matriisien luominen pythonilla

Talla kurssilla opitaan laskemaan vektoreilla ja matriiseilla. Perinteisesti esimerkkien
ja harjoitusten on ollut pakko perustua yksinkertasiin ja numeerisesti helppoihin on-
gelmiin. Nyt otamme kiyttoon yksinkertaisen Python-modulin vektorilaskuja varten.



10 LUKU 1. JOHDANTO

[ 1.1]

>>> ul[2]=5
>>> print u
(L 2.]

[ 0.]

[ 5.1]

>>> print ul[1]
([ 0.1]

>>> print float(ul1])
0.0

>>>

Nollavektori 0 € R™ on sarakematriisi tdynné nollia, ja se luodaan komennolla

a = matrix(zeros((n,1)))

Ei ole katsottu tarpeelliseksi varata omaa sanaa, joka tarkoittaisi kanoonista kanta-
vektoria. Tarvittaessa 5-vektori €3 voidaan luoda kahden komennon yhdisteella:

e3 = matrix(zeros((5,1)));e3[2]=1;

1.3 Lineaarikombinaatiot

Téassa kappaleessa esitellddn termi ’lineaarikombinaatio’, joka esiintyy jatkossa ham-
mastyttavan usein. Vaikka asia on yksinkertainen, siitd pitaa oppia kiyttadméaan oikeita
ilmaisuja.

Maéaritelma 6. (1)Lineearikombinaatiolla tarkoitetaan muotoa

T161+T2ﬁ2+"'+7"pﬁp

olevaa lauseketta, missi ri,7a,...,1, € R ovat reaalilukuja (p kappaletta), ja vastaa-
vasti Uy, Uy, . .., Uy, € R™ ovat n-vektoreita (myds p kappaletta).

(2) Jos @ = 1ty + 1oty + - - - + 1rpl,, nin sanomme, ettd vektori @ on lausuttu vekto-
reiden {uy, Us, ..., u,} lineaarikombinaationa.

(3) Jos lineaarikombinaation kaikki kertoimet ovat nollia, niin lineaarikombinaatio on
triviaali. Jos ainakin yksi kertoimista poikkeaa nollasta, niin lineaartkombinaatio on
ei-triviaali.

Tulemme jonkin aikaa kisitteleméin yhtaloryhmid. Jo téssé yhteydessd matriisit, vek-
torit ja lineaarikombinaatiot tulevat esiin.
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Esimerkki 7. Soveltamalla mddritelmad (2 sivu 2) seuraavien rivien matriisi- ja vek-
torimerkintéihin ndemme, ettd jokainen rivi sanoo muuttujista x, y ja z saman:

r + 3y — 2z = 10
& 2c + by + 2z = 6
r + 6y + 4z = 1
1 31 x 10
& 2 5 2 y | = 6
1 6 4 z 1
1 3 —1 10
& o 2 | +y-| 5 | +=2- 2 = 6
1 6 4 1

Yhtaloryhmé voidaan siis kirjoittaa myos matriisiyhtéloksi tai vektoriyhtéloksi. Tama
ei ole nyt saivartelua, vaan tarked opittava asia. Myohemmin kurssilla siirrytdan yh-
desté esitysmuodosta toiseen ilman suuria selityksii.

Yhtaloryhmén matriisimuodossa on vasemmalla kerroinmatriisin ja muuttuja-vektorin
tulo ja oikealla on vektori, josta tavallisesti kiiytetddn ilmaisu RHS (Right Hand Side).
Yhtélon vasen puoli on vastaavasti LHS (Left Hand Side). Kerroinmatriisin ensim-
maéisessd sarakkeessa ovat ensimméisen muuttujan x kertoimet, toisessa sarakkeessa
ovat toisen muuttujan y kertoimet, jne. Jos muuttujaa ei jossakin yhtalossa ole, niin
vastaava kerroin on (. Edelld olevat yhtaléryhmén kanssa yhtépitavit yhtilot voidaan
tiivistdd sanallisesti seuraavasti:

"kerroinmatriisi kertaa muuttujavektori = RHS",

"RHS = lineaarikombinaatio kerroinmatriisin sarakkeista, kertoimina muuttujat".

Lause 8. Tarkastellaan yhtiloryhmda
AZ=1b

(1) Jos RHS wvoidaan lausua keroinmatriisin sarakkeiden lineaarikombinaationa, niin
yhtdaloryhmdlld on ratkaisu.

(2) Jos yhtdloryhmdalld on ratkaisu, niin se on ainoa ratkaisu,jos nollavektoria ei voida
lausua kerroinmatriisin sarakkeiden ei-triviaalina lineaarikombinaationa.

Todistus: Kohta (1) on selvé lausetta edeltdvin esimerkin perusteella. Kohdan (2) to-
ditamiseksi riittaa osoittaa, ettd jos yhtaloryhmalld on kaksi toisistaan eroavaa ratkai-
sua ¥ ja w, niin nollavektori voidaan lausua kerroinmatriisin sarakkeiden ei-triviaalina
lineaarikombinaationa. Olkoot ' ja w kaksi erilaista yhtaloryhmén ratkaisuvektoria.
Silloin d = ¥ — @ on nollavektorista poikkeava vektori, jolle

Ad=A(F—w)= AT — AG=b—b=0.

Mutta tamaé merkitsee sitd, ettd nollavektori on lausuttavissa A:n sarakkeiden ei-
triviaalina lineaarikombinaationa. 0
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Esimerkki 9. Tarkastellaan yhtdloryhmdd

r + y — 3z =5 1 1 =3 T )
- + 2y — 3z =1 & -1 2 -3 y | =11
2v — y =4 2 -1 0 z 4
Erds yhtaloryhmdn ratkaisu on { v = 2, y = 0, z = —1}. Toisaalta nollavektori
voidaan lausua kerroinmatriisin sarakkeiden lineaarikombinaationa seuraavasts
0 1 1 -3
0|l=1- -1 | +2- 2 +1- -3
0 2 -1 0

Edelld olleen lauseen mukaan yhtdloryhmdalla on oltava enemmdn kuin yksi ratkaisu.
Merkitidn nyt kerroinmatriisia A:lla ja RHS-vektoria b:lli. Edelli saadusta ratkaisus-
ta teemme ratkaisuvektorin Ty = (2;0; —1)T. Edelli olleen lineaarikombinaation ker-
toimista teemme vektorin w = (1;2; 1)T. Jokaiseen yhtiloryhmdidn liitetdin "homogee-
ninen yhtdloryhmd", joka on muuten sama ryhmd mutta RHS=nollavektori. Vektor:
W on esimerkin yhtdléryhmdd vastaavan homogeenisen yhtdléryhmdan ei-triviaali rat-
kaisu, silli Aw = 0.

Nyt voimme valita vapaasti reaaliluvun t € R, ja suora lasku osoiltaa, ettd
A(Zy+t-0) =b.

Siis jokaista reaalilukua t kohti yhtdloryhmdlld on ratkaisu {x = 2+1t, y = 2t, z =
—1+4+t}.

Huomautus 10. FEdelli l6ysimme yhden ratkaisuvektiorin ja yhden ei-triviaalin ho-
mogeenisen yhtdléryhmdn ratkaisuvektorin, ja nitden avulla muodostimme dadarettémdan
monta ratkaisua. Tdmda ei suinkaan ole tdydelinen analyysi. Voisihan yhtdloryhmdl-
la olla vieldkin enemmdn ratkaisuja. Seuraavassa padkappaleessa tutkimme tamankin
esimerkin ratkaisut tdydellisesti.



