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���������� ���� ������� ��������� ������� ����������� �������� ��������� ��������������
����� ���������������� ������� ������� ������ ������ ����� ������ �������� ����������
������������ ��������� ���������� ������ �� ���� ���������� ���������� ���������

����� ���������

�������������� ����������� ����� �� m ����� �� n ��������� �� m× n �������� ������
�������� ���� �� ������������ 3× 2 �������� A� 2× 4 �������� B� 3× 1 �������� u ��
1× 2 �������� v�

A =




3 1
0 2
−1 4


 , B =

�
1 2 0 −3
0 2 −1 4

�
, u =




7
1
−2


 , v =

�
3 6

�

��������� X ������� i ����������� j ������ ����� ������� ��������� �������� ������
�������� �� �������� ����� ��������� xij� ������ �������� ������������ ������ ��� ����
������ ������� a21 = 0 �� b23 = −1� ����������� u �� ���� ���� ������� �� ���� ��������
����������������� �������� ������� �������� ���� ��������������� �������������� ������
������ ������������� ������� ���� �������� u3 = −2� ����������� v �� ������������ v1 = 3�

��������� �� ����������������� ����� �������� ���� ���� ����������������� ������
����� ����� ������� ������� ����������� ������������������� ����� ����� �������� �����
�������� ����������� ��������� �� ��������� �� ������ ����������� ��� ���� ��������� ���
������� �������� �� ����� ���������� ���� ������� ���������� ����������� �� ������
������ ������������� ������� ������� ����� �� ��������� ��������� ���� ���� �� �������
����� ������� �������� ������� ������������ ������� ��������

����������������� ��������� ������� �� ����� ����� ���� ��� �� ��������� ���
������� ���� ����� ������� ���� �� ������� �������� �� ���������������
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�� �������������� �������� ��������� ������ ������������ ������� ����������� ������ A��
����� ������������� ������������� ����������� ��������� ������ ������������ �����
���� ��� ����� ���������� ��� ������

�� �������������� ������� ������� ������� �������� �������� ��� �������� ������������
������� ����������� ��� ��� �������� ������� ������������ ����� ������ �� ����� ������
u ��� �u�� ����� ������������� ������������� ��������� ����� ��������� ����� ���
�������

�� ��������� ��������� ������ �� ���������� ���������� ��������� ������ �������� ����
������ ������� ���� ������ ��������� �������� ����������� ������� ����������� ����
��� ������ ����������� ��������� ������ �� �������������� ����������� ���� �����
��� ������ ������ �������� ����� �������� �� ����������� ���� ����� ������
������������������������ ���� ���������� ������������ �� ������ ������
��� ����������� ������������ ������������ �������� �� �������� ��������� �����������
������� �� ��������� ������ ��������� ���������� ���������� ��������� �������� ���
��������������

�� ��������� A ������� i ����������� j ������ ������� ����������� ���� aij ��� A[i, j]�
�������� �u �������������� �������� ��������� ui ��� u[i]�

�� ��������� ����� �� ��������� ���� �������� ������������ ����������� ���������
������� ����������� ������� ������� ��������� A ���������� ����������� ��������
� ����������� �� �� ����� a11 �� �������� �u ����������� ������������ �� u1�
��� ����������� ������������� ����������� ������� ���������� ����������� ������
��� ��������� ������ ��� �������������� ��� ���� ���������� ����� �� ���� �����
��������� ���� ���� �������� �� ��� ����� ���������� ������� �����������
������������� ����������� ������� ��������������

�� ��� �������� ������������� ������ ��� ���������� ����������� ��������������� ����
�� ����� ���������� ����������� �������������

�
3 −1
0 2

�
���������������� ����������������

�
3 −1
0 2

�
���������������� ����������������

�������������� ��������� ����� ������� �������������� ����� ������������� ����
����� �������������������� ��� ��������� ���������� ��� ��������� �� ������
������ ��������� ���� ����� ������������ ��������� ��������� ������������� �����
������� �������� ��������������� ������������ ����� ����� ������������

����������� ������������� ���������� ������������ �� ��������� ���������� ���������
������ ���������� ���������� ������������ ���� ����� ����� �������������� ����������
����� ����������



���� �������� �� ���������� ��������� �

���������� �� ��� ������ A �� B �������� m × n ����������� ������� ����������
����� A + B �� ���� m× n �������� �� ��� ������ ������� ��������

(A + B)[i, j] = aij + bij.

��� ������ A m× n �������� �� r ∈ R ����������� ������� ����������� �� ��������� ����
rA �� ���� m× n ��������� ����� ������ ����

(rA)[i, j] = r · aij.

��� ������ A m× n �������� �� ������ B n× p ��������� ������� ���������� ���� AB
�� m× p ��������� ����� ������ ����

(AB)[i, j] = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

=
n�

k=1

aikbkj.

��� ����� m× n ��������� A �� B ���� ������ ��� A = B� ��� �� ���� ���

aij = bij, ∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n}

��������� �� ��

�
2 −3 1
0 4 5

�
+

�
1 2 4
−1 3 5

�
=

�
2 + 1 −3 + 2 1 + 4
0− 1 4 + 3 5 + 5

�
=

�
3 −1 5
−1 7 10

�
,

��

3 ·
�

2 −3 1
0 4 5

�
=

�
3 · 2 3 · (−3) 3 · 1
3 · 0 3 · 4 3 · 5

�
=

�
6 −9 3
0 12 15

�
,

��




3 2
1 −1
5 4




�
2 −3 1
0 4 5

�
=




3 · 2 + 2 · 0 3 · (−3) + 2 · 4 3 · 1 + 2 · 5
1 · 2 + (−1) · 0 1 · (−3) + (−1) · 4 1 · 1 + (−1) · 5

5 · 2 + 4 · 0 5 · (−3) + 4 · 4 5 · 1 + 4 · 5




=




6 −1 13
2 −7 −4
10 1 25


 ,

��

�
2 −3 1
0 4 5

� 


3 2
1 −1
5 4


 =

�
2 · 3 + (−3) · 1 + 1 · 5 2 · 2 + (−3) · (−1) + 1 · 4

0 · 3 + 4 · 1 + 5 · 5 0 · 2 + 4 · (−1) + 5 · 4

�

=

�
8 11
29 16

�
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��������� ��� ����� �� �������� �� �� �� �� �������� ����� �������� ������ ���������
�� ����������� ������� ����� ��������� ������������ ����� ������� �i��j�� ������� ����
������� �� ����� ��������� ����� ������� ����������� ������� ���� ����������� ����
������ ������� �i� �� ����� ������ ������� ���� ������ ��������� ����������� �j��

������ ������������ ������� ����� ������ ������� ��������� �������������� �������������
�������������� ������� ������ ������������� ����� ���������

�
2 −3 1
0 4 5

� 


3 2
1 −1
5 4


 =

�
8 11
29 16

�

������������� ������������ ����� �������� �i��j�� ��������� ������������� �������
����� ���� �i� �� �������� ����������� ������ �j��
��� ������� �������� �������� ����������� ����������� ���� ������������ ������� ����
��������� �������� ������������� �������� �i��j� ����� ����������� ��������� ����� �i�
�� ������ ��������� ��������� �j� ����������

����� ��������

��������� ����� �� ���� ���� ������� �� �������������� ��������� ����� �� ���� ���� ����� ��
������������ �������� ������� ������������� ������������ �������������� ����� �������������
���������� ���������������� ����� ������ ������� �� ����� ������ ��������� ����
��������������

�u =

�
5
7

�
.

��� �������� ���� ��������������i �� �j ���� ���� ����������������� ���� �������� �����
�������������������� �� �������� ��������

5�i + 7�j = 5 ·
�

1
0

�
+ 7 ·

�
0
1

�
=

�
5
7

�

����� ���������� ���������� ����������� ���������� ������������ ������ �������� �������
��� ����������� ��������������� �a ���������� �aT �� ����� ������������ ��������� �����
�������

�a =

�
2
4

�
⇔ �aT =

�
2 4

�
.

����������� ������������� ���������� �� ��������������� ��������� ���� ������ ���������
������ �������� �������� �a = ( 2 4 )T �� �u = ( 5 7 )T ������ ���� ��������� ���������
��� ���������������

������ ����������� n ��������� ������������� ���������� �������� �a = ( a1, a2, . . . , an )T �
ai ∈ R, ∀i� ����������� ���������� n������������ ������ Rn� ����������� ����� n�
������� �� ������������� ������������ �� ������� ������������������ �� �������������
���������� ������������ ������������

��� �������� Rn�� ����������� ��������� ��



���� �������� �� ���������� ��������� �

���������� �� ��� ������ �a = ( a1 a2 . . . an )T ∈ Rn� ���b = ( b1 b2 . . . bn )T ∈
Rn� �������

�a +�b =




a1

a2
���

an


 +




b1

b2
���
bn


 =




a1 + b1

a2 + b2
���

an + bn


 .

��� ������ �a = ( a1 a2 . . . an )T ∈ Rn� �� r ∈ R� �������

r · �a = r ·




a1

a2
���

an


 =




r · a1

r · a2
���

r · an


 .

��� ������ �a = ( a1 a2 . . . an )T ∈ Rn� �� �b = ( b1 b2 . . . bn )T ∈ Rn� �������

�a = �b ⇔




a1

a2
���

an


 =




b1

b2
���
bn


 ⇔





a1 = b1

a2 = b2
��� =

���
an = bn

.

��������� �� ��� ������� ������������ ��� ��������� ������������������ ������� ����
����������� �� ����������� �������� ������������ ����������� �������� ������ �� �������
����� �� ��������� ����� ����������� �� �������� ����� ��������� �������� ����� ��� ���
��� ������������ ��������� ������ ��������� ����� ������� ������ ���������� �������
��� ������ ������������

��� ����� �������� ������������ ��������� ������������������ ���������� ����������� ����
�������� �������������� �������� ���������� �� ���������� �������� ��� �a �� ��������� ����

n× 1 ��������� �� �b �� ��������� ���� n× 1 ���������� ���� ������ �� ��� ���������� ����
�����������

��� ��������������� �������� Mn = {A | A �� n × n ��������} ������������������
�� ������������������ ������ M×M → M� ���� ��������� ������ ������������������
�������� ������������� ����������� ���� (AB)C = A(BC) �� ���� �������� ���������

���������� �������� ����� ����������� ��������� �a ·�b = (�aT�b)[1, 1] �� ��� ���������������
��������������� ���������

����� ������� �� ����������

������� ��������� ����������� ������������ �� ����������� ���� ������������

�������������� ��������� ����� �� n ����� �� n ��������� �� n× n ��������������

A =




2 −2 0
5 1 3
0 4 7






� ���� �� ��������

��������� ����������� ��������� A ���������� {a11, a22, . . . ann} ��������� ������
��������� ���������� ������ ����� �� �������������� ���� �����

A =




2 −2 0
5 1 3
0 4 7


 , B =




3 2 3 6
1 0 4 1
2 5 −1 8


 .

�������������� ���������� ����� ���������� ����������� �� ������� ������� ��������
�����

������������������� �������������� ����� ����������� ������������ ������ ���� ������
�� ������������������� ���� ����������� ����(a11, a22, . . . , ann)�

����(2, 1, 7) =




2 0 0
0 1 0
0 0 7




������������� �� ������������� ������������ ����� �������� ����� �� ����� �� ������
������ ����� ������ ������������ ���� ������ �������� ����������

0 =




0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
���

���
� � �

���
0 0 · · · 0


 , �0 =




0
0
���
0


 .

���������������� ��������������� I �� ������������������� ����� ������ ���������
�������� ���� �������

I =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
���

���
� � �

���
0 0 · · · 1


 .

���������� �������������� n× n ���������������� k�� ������������� �� ���������
���� �ek� �����

�ek[j] =

�
0, ��� j �= k
1, ��� j = k

������������ ��� n = 4 �� k = 2����� �e2 = (0; 1; 0; 0)T �

��� ��������� �� ���������� �������� ����������

����� ��������� ������� ��������� ����������� �� ������������� ������������� �����������
�� ������������ �� ����� ����� �������� �������������� �� ������������ ���������� ���
�������� ��� ������ �������� �������������� �������������� �������������� �������
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� ����

��� ����� ����

�� ����

��� ����� �����������

���

���

������������ �0 ∈ Rn �� �������������� ������ ������� �� �� ������� ����������

� � ��������������������

�� ��� �������� �������������� ������ ���� ������ ���� ������������ ���������� ������
��������� ������������ ��������� �e3 ������� ����� ������ �������� ������������

�� � �����������������������������

��� ��������������������

����� ����������� ���������� ����� ���������������������� ���� �������� �������� ����
����������� ������ ������ ���� �� ��������������� ����� ����� ����� ���������� �������
����������

���������� �� ������������������������� ������������ ������

r1�u1 + r2�u2 + · · ·+ rp�up

������ ����������� ����� r1, r2, . . . , rp ∈ R ���� ������������ �p ������������ �� �������
����� �u1, �u2, . . . , �up ∈ Rn ���� n����������� ����� p ������������

��� ��� �a = r1�u1 + r2�u2 + · · ·+ rp�up� ���� �������� ���� ������� �a �� �������� ������
������ {�u1, �u2, . . . , �up} ����������������������

��� ��� �������������������� ������ ��������� ���� ������� ���� ������������������� ��
���������� ��� ������� ���� ����������� �������� ��������� ���� ������������������� ��
�������������

������� ������ ����� ������������� ������������� �� ����� ���������� ���������� ����
����� �� �������������������� ������� ������



���� �������������������� ��

��������� �� ������������ ����������� �� ���� �� ���������� ������ ��������� �� ����
���������������� ������� ���� �������� ���� ����� ����������� x� y �� z ������

⇔





x + 3y − z = 10
2x + 5y + 2z = 6
x + 6y + 4z = 1

⇔




1 3 1
2 5 2
1 6 4







x
y
z


 =




10
6
1




⇔ x ·




1
2
1


 + y ·




3
5
6


 + z ·



−1
2
4


 =




10
6
1




����������� ������� ���� ���������� ���� ����������������� ��� ����������������� ����
�� ��� ��� ������������ ���� ������ �������� ����� ��������� ��������� ���������� ���
����� �������������� ������� ����� ������ �����������

������������ ���������������� �� ���������� ���������������� �� �����������������
���� �� �������� �� �������� ����� ������������ ��������� ������� ��� ������ ���� ������
������� ����� ����� �� ����������� ��� ����� ���� ������ ���������������� ������
�������� ����������� ���� ����������� ��������� x ���������� �������� �����������
���� ������ ��������� y ���������� ���� ��� ��������� �� �������� ��������� ���� ����
�������� ������� �� �� ������ ������ ������������ ������ ����������� ������� �������
��������� ������������ ������������

���������������� ������ ��������������� � �����

���� � ������������������� ���������������� ������������ ���������� �����������

����� �� ������������� ������������

A�x = �b

��� ��� ��� ������� ������ ��������������� ����������� ���������������������� ����
�������������� �� ���������
��� ��� �������������� �� ��������� ���� �� �� ����� ������������ ������������� �� �����
������ ���������������� ����������� �������������� ����������������������

��������� ����� ��� �� ����� �������� ��������� ��������� ������������ ������ ��� ���
����������� ������� ��������� ���� ��� �������������� �� ����� ���������� ������� �������
��� �x �� �w� ���� ������������ ������� ������ ���������������� ����������� ��������������
���������������������� ������ �x �� �w ����� ��������� ������������ �����������������
������� �d = �x− �w �� ��������������� ��������� �������� �����

A�d = A(�x− �w) = A�x−A�w = �b−�b = �0.

����� ���� ��������� ����� ���� ������������ �� ������������� A�� ����������� ���
����������� ���������������������� �



�� ���� �� ��������

��������� �� ������������� ������������





x + y − 3z = 5
−x + 2y − 3z = 1
2x − y = 4

⇔




1 1 −3
−1 2 −3
2 −1 0







x
y
z


 =




5
1
4


 .

���� ������������ �������� �� � x = 2� y = 0� z = −1�� ��������� ������������
������� ������ ���������������� ����������� ��������������������� �����������




0
0
0


 = 1 ·




1
−1
2


 + 2 ·




1
2
−1


 + 1 ·



−3
−3
0




������ ������ ������� ������ �������������� �� ������ ������� ���� ���� ���������
��������� ��� ���������������� A���� �� ������������ �b����� ������ �������� ����������
�� ������ ���������������� �x0 = (2; 0;−1)T � ������ ������ �������������������� ����
�������� ������ �������� �w = (1; 2; 1)T � ��������� ������������� ��������� ���������
����� ������������� ���� �� ������ ���� ����� ����� ����������������� �������
�w �� ��������� ������������ ��������� ������������ ������������ ������������ ����
������ ����� A�w = �0�

��� ������ ������ �������� ����������� t ∈ R� �� ����� ����� ��������� ����

A(�x0 + t · �w) = �b.

���� �������� ����������� t ����� �������������� �� �������� �x = 2 + t� y = 2t� z =
−1 + t��

��������� ��� ������ �������� ����� ���������������� �� ����� ������������� ���
���������� ������������ ����������������� �� ������ ������ ����������� ����������
����� ���������� ���� �� �������� ��� ���������� ��������� �������� �������������
�� ���� �������� ������� ����������� ����������� �������������� �������� ��������
��������� ��������� ��������������


