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Reaalinen lineaariavaruus 1

Reaalinen
lineaariavaruus

madritelma Nelikko (L, R, 4+, 0) on reaalinen lineaariavaruus
(eli reaalinen vektoriavaruus), jos yhteenlasku

L x L — L, (i, V) — &+ b ja reaaliluvulla kertominen

R x L — L, (A, &) — Xo i toteuttavat seuraavat ehdot:

(Al) d+v=v+u, kakillad,vel,
g+ (V+w)=(d+V)+w kaikilla &,
(A3) on olemassa (yksikasitteinen) nolla-alkio

G+ 0= kaikilla 7 € L,

v,we L,
0 € L siten, etti

luettelo jatkuu seuraavalla kalvolla ...
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Reaalinen
lineaariavaruus

(A4) jokaista 7 € L vastaa (yksikasitteinen) vasta-alkio

— i siten, ettd 7+ (—) =0,

(merkitadn v — b= vV + (—0))
(A5) Apod)=(N-p)od, kaikilla\,peR,delL,
(A6) (ANt p)od=Xod+puod, kakila\pueR delL,
(A7) Xo(d+V)=Xod+ AoV, kaikillaXxeR, &, vVelL,
(A8)

—

lod=4d kaikilla e L,

Avaruuden L alkioita sanomme vektoreiksi. Jos
laskutoimitukset ovat asiayhteydesta selvdt sanomme, etti
"L on reaalinen lineaariavaruus”.
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Reaalinen

esimerkki 1 Tason vektoreiden joukko on reaalinen ;e
lineaariavaruus

<y
+
<i

<L

—

u

Tason vektori voidaan esittda lukuparina o = (x,y), jolloin
(x1,y1) + (x2,¥2) = (x1 + x2, )1 + y2) ja
Ao(x,y)=(A-x,\-y).

Suora lasku osoittaa, ettd nolla-alkio on (0,0) ja aksioomat
(Al - A8) ovat voimassa.
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Reaalinen
lineaariavaruus

Esimerkki 2 m x n -matriisien joukko on reaalinen
lineaariavaruus.

Esimerkki 3 Olkoon A # ) ja olkoon F(A,R) kaikkien
kuvausten f : A — R joukko. Joukko F(A,R) on reaalinen
lineaariavaruus, kun maarittelemme

(f+g)(x)=f(x)+g(x), VxeA
Ao f)(x)=X-f(x), VxeA
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Reaalinen

Lause 1 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus. Silloin inczest e
(1) 0od=0, Viel,
(2) XAo0=0, YAeR,
(3) Pod=0] & [A=0 tai 7=0],
(4) (-l)od=-—-u, Viel

Todistus.

(1) OOJ(A::)’)OOLT+6(A:Z‘)

2

Oou+ (00 d+ (=(00 )
Qod+0o0d)— (00 )(6)(0+0)ou—(00u) 0



Todistus jatkuu

(4) T+ (-1)od |

Matriisinormit
(46) (14 (~1))od=0

(O s <=y <2

Q>
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Maaritelma Lineaariavaruuden L osajoukko M on Ceanlinen
lineaarinen aliavaruus, jos lineaariavaruus

—

(1) o0eM
(2) g,veM = d+veM
3) NeR,GeM = AodeM

(Engl. subspace)

Lineaarinen aliavaruus siis sisaltda nollavektorin ja se on
yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen suljettu
osajoukko.

Tyhji joukko ei ole aliavaruus, mutta pelkdn nollavektorin
sisaltivi joukko {0} on aliavaruus (triviaali aliavaruus).
Koska jokainen aliavaruus sisdltda nolavektorin, sisdltda
kahden aliavaruuden leikkaus aina ainakin nollavektorin.
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Reaalinen

Lause 2 Olkoon My ja M, kaksi lineaariavaruuden L linzeaitover:
aliavaruutta. Silloin:
(1) Aliavaruuksien leikkaus

MinMy={delL|dge M jaude M}
on L:n lineaarinen aliavaruus.
(2) Aliavaruuksien summa
My +M,={d+vel|ide M jave M}

on L:n lineaarinen aliavaruus.
Todistus. helppo HT
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Reaalinen
lineaariavaruus

Madritelma Jos My ja M, ovat kaksi lineaariavaruuden L
aliavaruutta, joiden leikkaus on triviaali (My N My = {0}),
niin niiden summaa sanotaan suoraksi summaksi ja sitd
merkitdan

M & M.
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Lause 3 Jos lineaariavaruus L on kahden aliavaruutensa M

ja M5 suora summa, eli L = My & Mo, niin jokaista vektoria Reaalinen

i € L vastaa yhdet ja vain yhdet komponenttivektorit nessriavaraes
€ M ja th € M, siten, etta

0= i + .

Todistus. Koska L = My & M, on olemassa ainakin yhdet
komponenttivektorit u; € My ja u3 € My, joille & = iy + 5.
On siis osoitettava, ettd muita ei I5ydy.
Olkoon wy € My ja wo € M, toiset komponentit siten, ettd
0= wy + ws. Nyt

h+il=w+w & 0—Ww =Ww—I

SN—— =
€My €M,

Koska My N My = {0}, niin viimeinen yht3l5 voi olla tosi vain

silloin, kun LHS ja RHS ovat nollavektoreita. Siis wy = i ja
VVQ = I.TQ.
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Seuraavassa méaritelty joukko on hyvin tarked ja usein Span
esiintyva aliavaruus.

Madritelma Olkoon L reaalinen lineaariavaruus ja olkoon M
sen osajoukko.

Joukon M virittdma aliavaruus, Span(M), on kaikkien M:n
alkioiden &arellisten lineaarikombinaatioiden joukko.

(Engl. subspace spanned by M.)

Sovimme edellisen lisdksi, ettd tyhjd joukko virittaa triviaalin
aliavaruuden, span()) = {0 }.
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Lause 4 Olkoon L reaalinen lineaariavaruus ja olkoon M sen
osajoukko. Silloin span(M) on L:n lineaarinen aliavaruus.

Todistus. Jos M = 0, niin span(M) = {0} on aliavaruus. Jos
M £ @, niin on olemassa & € M joten 0 = 0 o & € span(M).
Siis aliavaruuden méaaritelman ehto (1) on voimassa.

(2) Jos vV, w € span(M), niin ne voidaan esittdd darellising
lineaarikombinaatioina

Aoty + -+ Apoln, ja

3 <i

= Am+1 O Umy1 + -+ Ay o Uy, joten
V4+Ww=MNNou+- -+ Ao, € span(M)

(3)JosAeRjav=Aoi+ -+ Ao Uny, niin

AovV=(N-A)odh+-+ (X \p)o i € span(M)

Span
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Tavallisille R":n vektoreille sovimme seuraavaa:

Sisdtulo

Madritelma Kahden vektorin 3= (a1, az,...,a,)" € R" ja
b= (b1, by,...,b,)T € R"sisitulo (3| b) mairitelldan
kaavalla

<5|E>:alb1+32b2+"'+anbn:§'5

(Kyseessa on siis jo ennemmin maaritelty pistetulo, mutta
nyt otamme kaytté6n kulmasulku-merkinnan.)
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Maaritelmastd seuraa valittomasti, etta sisatulo on
vaihdannainen ja kummankin tekijdnsad suhteen lineaarinen.
Lisaksi nollavektori on ainoa vektori, jonka sisdtulo itsens
kanssa on nolla. Kokoamme nam3 selvat ominaisuudet

Sisdtulo

lauseeksi.

Lause 5 Olkoot i, v € R" ja A € R. Silloin

(1) (d|v)=(V|d),

(S52) (@] V+w) = (d|V)+(d|w),

(83) A-(d| V)= (\d| V)= (7| V),

(S4) (&| @) >0ja (7| @) =0 jos ja vain jos & = 0
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Jos kuvaus f: L x L — R, (x,y) — f(x,y) toteuttaa lauseen sisitulo
5 kohdat (S1) - (S4), niin sanomme, ettd kuvaus on sisatulo
ja merkitsemme sen arvoa kulmasulku-merkinnilld kuten

edelld (f(x,y) = (x|y))

Sisdtuloja on muitakin kuin pistetulo. Seuraavilla kalvoilla
kulmasulku-merkint3 voi tarkoittaa mitd tahansa sisatuloa,
mutta ensi-lukemalla kannattaa ajatella sen tarkoittavan
pistetuloa.
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Méiiritelma Vektorit € R” ja b € R” ovat

-,

(1) kohtisuorassa toisiaan vastaan (3 L b) eli ortogonaaliset
(engl. orthogonal), jos

1

(31B) =0,
(2) yhdensuuntaiset (7| b), jos on olemassa reaaliluku
A € R siten, ettd

a=M\b
(3) samansuuntaiset (3 1] b), jos on olemassa positiivinen
reaaliluku X\ € R siten, ettd

F=Mb,A>0

-,

(4) vastakkaissuuntaiset (3 1) b), jos on olemassa
negatiivinen reaaliluku \ € R siten, ettd

F=Mb,A<0

Sisdtulo
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Olkon 3 € R" ja b € R" mitki tahansa kaksi vektoria. Vektori
3 voidaan aina lausua kahden vektorin summana &= 3, + 3|
niin, ettd ensimmainen vektoreista on b:n suuntainen ja

toinen on b:ti vastaan kohtisuorassa. Jos nimittiin asetamme

Sisdtulo

By
*b:<i| q> i
(b|b)
—»E .
PR I LI

(b| b)
niin selvasti vektoreiden summa on 3, ensimmainen vektori on

yhdensuuntainen b:n kanssa ja toinen on kohtisuorassa b:ta
vastaan, silla
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Sovimme seuraavasta maaritelmasta:

Méiritelma Olkoon 3 € R” ja b € R”. Vektori

)
)

on vektorin 3 projektio vektorin b suuntaan
(vektoriprojektio).

oy

. _ (4

ap = —= 5
(b|

(S

Vektoriprojektion pituus on skalaariprojektio.

Sisdtulo
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Vektoreiden 3= (a1, )7 € R? ja b= (by, by, b3)T € R3
pituudet on koulukurssissa laskettu kaavoilla

Normi

|3l = \/af + 23, ja

|b| = /b2 + b3 + b3.

Normi yleistda pituuden idean R":33n. Perusidea on se, ettd
pienelld vektorilla on pieni normi ja suurella vektorilla on
suuri normi. Kaksi vektoria ovat l3helld toisiaan, jos niiden
erotuksen normi on pieni.

Maarittelemme kolme erilaista normia.
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Madritelma Vektorin 3= (a1, an,...,a,)’ € R" 1-normi
|lall1, 2-normi ||a]|2 ja d&retdn-normi ||a]|oc madritelldan
kaavoilla Normi

(1) [lalls = laa] + a2 + -+ [an] = D Ja]

) ldla=/2 + 3+ +a=/(E]3)

(3) llalloo = max{[ay],|aal, . lan[} = max |ax|
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Kakkos-normi on sisatulon indusoima ja se toteuttaa
seuraavan tarkedn lauseen

Lause 6 (Cauchy-Schwarz) Kaikille € R" ja b € R” on
voimassa epayhtald

(] b)| < |1alla]|B]

Todistus. Sisdtulon ominaisuuksista seuraa, ettad kaikilla
A € R on voimassa

0 < (F+ Ab| 3+ Ab) = ||a]|2 + A\?||b||? + 2A (3| b)

— - -

Kun tdhan sijoitetaan A = — (3| b)/(b| b), niin saadaan

—.

(@] b)?
1|2

~

0< |alP -

Y

mista seuraa lauseen viite.

Normi



Normi 2

Lause 7 Kaikilla &, Vv € R" ja A € R edelld maéritellyt
1-normi, 2-normi ja ddreton-normi toteuttavat seuraavat
ehdot

(N1) ||d]| > 0 ja ||d]| = 0 jos ja vain jos i=0
(N2) [[Adl = [A]-[[d],
(N3) ||ld+ V| < |ldll + ||V]], (kolmioepdyhtdld)

Normi
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Vektorinormi indusoi matriiseille vastaavan operaattorinormin.

-
Al = max I2¥le _ o 4,
326 IXllp  IIXl=1

Matriisinormit
Erityisesti, kun p =1, p =2 tai p — 00, saadaan
m X n-matriisin A normeille kaavat

m
Al = maxz |ajj| ( = itseisarvojen sarakesummien maksimi)
i=1
n
I|A]|co = maxz lajj| (= itseisarvojen rivisummien maksimi)
)
j=1

|A|l2 = maéritellddn mydhemmin



Aiheet

Reaalinen
lineaariavaruus

Span

Sisatulo

Mairitelman seuraa, ettd matriisin operaattorinormeilla on
ominaisuudet

Normi
Matriisinormit

Matriisinormit

|AX]lp < [|A]llX1o
|AB[p < [[Allol|Bll»
1A, < [1Al]5
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]
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