Vaasan yliopisto, syksy 2015
Lineaarialgebra, math.1150

2. vilikoe ti 10.11.2015, Opettaja: Matti Laaksonen

Ratkaise 3 tehtavaa. Kun kisittelet tehtdavin, tee kaikki sen alakohdat. Mukana saa
olla laskin ja matemaattiset taulukot!

1. a) (4p) Madritd kddnteismatriisit matriiseille

0 2 .
A_(l 1) ja B=

b) (2p) Anna sanallinen perustelu sille, ettd suoraan matriisista B ndkee sen, ettid B! on
olemassa kaikilla a € R.
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Ratkaisu: (Rivioperaatioilla) a)

0 2|1 0 vaihda

1 1]0 1 vaihda

1 1(0 1 — —

0 2(10 *x1/2 | %1/2

(e s) =32

b)
1 a 0 0|1 00O —+
O -1 1 0/{01 0O *xa | x(—1)
0O 0 1 0/{0 O 1O
0O 0 02|00 01
1 0 a 0|1 a 00 — —
01 —1 0|0 -1 0 O —+
00 1 0/0 O 10 *1 | *a
00 O 2/0 0 01
1 00 0|1 a —a O
010 0[O0 -1 1 O
001 0[O0 O 1 O
00020 0 0 1 *x1/2
1 0001 a —a 0 1 a —-a O
01000 —1 1 0 . B 0 -1 1 0
001 0/0 0 1 0 10 0 1 0
0O 00 1|0 O 1/2 0O 0 0 1/2
(Adjungaatilla) a)
det(A):‘(l) f':o-z—m:—z



mip=1, mp=1,
m21:2, m22:0.

Ail— 1 nmii —my1 _L 1 -2 . —1/2 1
~det(A) \ —mi2 myp ) -2\ -1 0 /) \ 1/2 0

adjungaatit:

b)
I a 00
0 -1 10
det(B) = 00 10 =1-(-1)-1-2=-2 (1)
0O 0 0 2
adjungaatit:
—1 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 1
mpy=| 0 1 0 |=-2 | mp=|0 1 0 |=0 mz=| 0 0 0 |=0, ma=| 0 0 1 |=0,
0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 0
a 0o 0 1 0 0 1 a 0 1 a 0
my=(0 1 0 |[=2a mypy =0 1 0 [=2 myy=( 0 0 0 |=0 my=(0 0 1 |=0,
0o 0 2 0o 0 2 0o 0 2 0o 0 0
a 0 0 1 0o 0 1 a 0 1 a 0
m3p=| —1 1 0 |=2a, myp=| 0 1 0 |=2 my3=| 0 —1 0 |=-2, my=|( 0 -1 1 |=0,
0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 0
a 0 0 1 0o 0 1 a 0 1 a 0
myp =| —1 1 0 (=0, myy=|{ 0 1 0 |=0. myz3=| 0 -1 0 [=0, myg=1{ 0 -1 1 |=-1,
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
myip=-2, mp=0, m3=0, myu=0
my) =2a, mp=2 my3=0, my=0
m31 =2a, myp =2, myz=-2, m3u=0
my1 =0, myp=0, my3=0, myy=—1
(=2) —(2a) (2a) —(0) Il a —a O
gl - L | -© @ -2 0 -1 1 0
-2 0) —(0) (=2) —(0) 0 0 1 0
—(0) (0) 0 (=1 0 0 0 1/2
2. a) (3p) Laske determinantti
2 0 p 3
0 0 30
1 g2 1] PUE R
-1 0 5 2
b) (3p) Anna kolme determinantin ominaisuutta, joita voit kdyttdd determinantin laskun
aikana helpottamassa laskua.

Ratkaisu: a)

2 0 p 3
0 0 3 0 P ..
= 1 g2 1 (kehitetédén toisen rivin suhteen)
-1 0 5 2
2 03
= —0+0-3-| 1 g 1 |+0 (kehitetddn toisen sarakkeen suhteen)
-1 0 2

= —3-(—0+q-‘ _21 ;‘—O):—3-q-(4—(—3))=—21q




b)

e Kun matriisin kaksi rivid vaihtavat paikkaa, syntyvédn uuden kaavion determinantti on
alkuperdisen kaavion determinantin vastaluku.

e Jos kaaviossa on nolla-rivi, niin kaavion determinantti on 0.

e Jos kaavion jokin rivi lisdtdéin luvulla kerrottuna kaavion toiseen riviin, niin uuden
kaavion determinantti on sama kuin alkuperdisen kaavion determinantti.

e Jos kaavio on kolmiomuodossa, niin kaavion determinantti on diagonaali-alkioiden
tulo

3. a) (4p) Milld vakion R arvoilla seuraavalla yhtidloryhmélld on ei-triviaali ratkaisu?

Rx + 3y — 2z = 0
-x + 2y — z = 0, ReR
2x — y + Rz = 0

b) Méiritd ylld olevan yhtdloryhmén kaikki ei-triviaalit ratkaisut, joissa muuttuja z saa arvon
z=1.

Ratkaisu: a) Homogeenisella yhtidloryhmélld on ei-triviaali ratkaisu jos ja vain jos kerroin-
matriisin determinantti on nolla

R 3 =2
sS-1 2 -1 =0
2 -1 R
2 -1 -1 -1 -1 2
< +(R) 1 R —(3) R +(-2) s 1| =0

S R(2R—1)—3(—R+2)—2(1—-4) = 0
S2RP4+2R = 0
SR=0, taiR=—1.

b)JosR=0jaz =1, niin

Ox + 3y — 21 =0
—x + 2y — I =0
2x — y + 01 =0
0 3 1|2
-1 2|1 *2
2 —-110 —+
0 3|2 3y = 2 ()
~ -1 21 — 9y Loy = 1 (2)
0 32 * Y=

(2) — —x42:2/3=1—x=1/3



JosR=—1jaz=1,niin

—1x + 3y — 21 =0
—-x + 2y - I =0
2x — y — 11 =0
-1 312 x| x2 | x(—=1)
-1 2|1 — —
2 —1/1 —+
1 -3|-2
~ [0 —1]-1 —>{x__3y:_1 E;g
0 55 Y
(2) —y=1
(1) —x—=3-1=—-1—x=2
Vastaus: a) Yhtdloryhmdlld on ei-triviaaleja ratkaisuja, jos R = —1 tai R = 0.

b)JosR=—1,niinx=2,y=1,z=1,jos R=0, niinx=1/3,y=2/3,z=1.

4. Ratkaise x, y ja z yhtdloryhmasta

x + y — z =0D>
x + 2y + 2z = 0, K>0, b>0
Kx + y + 47 = 0

Ratkaisu: Kiytetddn Cramerin kaavoja

1 1 -1
D= 12 2 =+()|7 2, Jlrw) D=kt
1 4 1 4 2 2
K 1 4
b 1 -1 5
Dy = 10 2 2 |=+(b)|| ,|-0+0=6b
01 4
1 b -1
D, = |1 0 2 :—(b)-ll{ 421+0_0:b(2K_4)
K 0 4
1 1 b
Dy = |1 20 :+(b)~11{ ?—O+0:b(l—2l()
K 10
Vastaus:
D 6b
X g _— =
D 4K+1
Dy b(2K-—4)
YT DT 4K+
D3 b(1-2K)
Z g _—

D  4K+1



Kaavoja:

Sinilause:
a b c
sina  sinf3  siny
Kosinilause:
¢ =a®+b*—2abcosy
Ristitulo:
a by a>bz —aszby
a= a R b= b2 —dxb= a3b1—a1b3
as b3 aiby —axby
Determinantit:
a2 arjaz —az1ai2
ay; an

ai; app aps
a1 ax ax | =aji(anazz —axaz) —apn(aziasz —axsaz) +az(azaz — axnazy)
az; ax ass

n n
Det(A) = Y (=1)ajmij =Y (—1)"a;jm;;
= i=1

misséd m;; on paikkaan i liittyvin alimatriisin determinantti, eli minori.

Adjungaatti:
+mypyp —mp +m3)
Adj(A) = | —mpx +mp —m3
+miz —mp3 +m33

Kaanteismatriisi:

AAD = T
A'A = 1
1
Al = Adj(A
Det(a) AIA)

Sainndollisyys ja vapaus:
Neliomatriisi A on sddnnéllinen < Det(A) # 0.
Matriisi A on vapaa, jos Det(ATA) # 0

(AB)T = BTAT
(AB)™! = B 'A”!

Pseudoinverssi:
AT =(ATA) AT

Cramerin kaava:
Dy,
Xk — —
D



