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2.5 Simplex-algoritmi

Simplex-algoritmin idea on lahtea liikkeelle LP-mallin kayvasta kantaratkaisusta. Nor-
maalitapauksessa joka askeleella siirrytaa uuteen parempaan kantaratkaisuun ja askelta
toistetaan kunnes saavutaan optimiratkaisuun (u,v > 0). Algoritmin kuluessa LP-
malli esitetdan taulukkona tavalla, josta menossa oleva kantaratkaisu voidaan helposti
lukea. Siirryttaessa yhdesta kantaratkaisusta toiseen muutetaan LP-mallin taulukkoe-
sitysta tavalla, joka on meille entuudestaan tuttu yhtaloryhmien ratkaisemisesta (Gaussin

menetelmé). Seuraavassa kerrataan Gaussin menetelma.

2.5.1 Yhtaloryhman ratkaiseminen

Seuraavassa ratkaistaan yhtaloryhma toistamalla kahta perusaskelta
1. Yhtalo voidaan kertoa tai jakaa nollasta eroavalla luvulla.
2. Yhtaloon voidaan lisata luvulla kerrottu toinen yhtalo.

Tavoite, kun perusaskelia suoritetaan, on saada yhtaloryhméa muotoon, jossa jokaisella
rivilla on vain yksi muuttuja jaljella, ja toisaalta jokainen muuttuja 16ytyy yhdelta ri-
viltd. Kun tulkitsemme tavoitteen vasemman puolen kerroinkaavion (matriisin) avulla,
niin tavoite on siis se, etta jokaisessa kerroinkaavion sarakkeessa on tasan yksi ykkonen
ja loput kertoimet ovat nollia, ja naméa ykkoset ovat eri riveilla.

Tavoitetta kohden edetaan muokkaamalla yhta saraketta kerrallaan. Tavallisesti
aloitamme vasemman puoleisesta sarakkeesta, mutta tdma ei ole pakollista (Voi edetd
muussakin jarjestyksessi.) TyOstettavina olevaa saraketta sanomme pivot-sarakkeeksi
jasita rivia, jolle aiomme jarjestaa ykkosen sanomme pivot-riviksi. Pivot-rivin ja pivot-
sarakkeen leikkauskohdassa on pivot-alkio. Pivot-alkio saadaan ykkoseksi jakamalla
pivot-rivi pivot-alkiolla. Loput pivot-sarakkeen alkiot saadaan nolliksi helposti. (Ks.

alla oleva esimerkki.)

Esimerkki 2.5.1

[z1] + 229 — 223 = —1 | pivot
ry + 4dxe + 2x3 = 15 | — pivot
—x1 + 1y — 1x3 = —2 | +pivot
ry + 21’2 — 21‘3 = -1 ’
& + [2z2] + 4x3 = 16 | /2

+ 3wy — 313 = -3 |
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Ty + 21y — 223 = —1 | —2-pivot
& [za] + 223 = 8 | pivot
3rg — 33 = -3 | —3-pivot
ZT1 — 6[L’3 = -9 |
54 Ty + 21’3 = 8 |
= [9z3) = =27 [/(-9)
T — 6x3 = —17 | +6-pivot
& Ty + 2x3 = 8 | —2-pivot
[z3] = 3 | pivot
T = 1
= To = 2
T3 = 3

Edellisen laskun ldpiviennissd on noudatettu muutamaa periaatetta. (1) Ei ole
tehty lilan montaa asiaa yhdelld kerralla. (2) Ensin on tehty pivot-alkio ykkoseksi ja
tassa vaiheessa ei ole muutettu muita riveja. Toisessa vaiheessa on pivot-sarakkeen
muut alkion saatu nolliksi lisaamaa riviin sopivalla luvulla kerrottu pivot-rivi ja téassa
operaatiossa el pivot-rivia muuteta.

Huomautus: Kun lasketaan kynélla ja paperilla, on usein syyta hieman poiketa edel-
lisestd. On mahdollista muuttaa pivot-alkiot ykkosiksi vasta aivan lopussa. Usein on
mahdollista lykata murtolukukertoimien ilmaantumista suosimalla rivien yhteenlaskua
kertomisen sijasta. (Menettelyd on turha tiivistdd algoritmiksi. Luentoesimerkki riit-

td.)

Seuraavassa esimerkissa lahestymme tietokoneen esitysta esittamalld yhaloryhma
kerroinkaaviona. Huomaa, etta kerroinmatriisitaulukkomme sisaltaa kaiken tarvitta-
van tiedon. Myo0s rivioperaatiot on nyt toteutettu tietokonemaisen mekaanisesti seu-
raavasti. Samassa askeleessa ensin kerrotaan tai jaetaan pivot-rivi luvulla niin, etta
pivot-alkio tulee ykkoseksi, sitten muihin riveihin lisataan sopivalla luvulla kerrottuna
edelld saatu muuttunut pivot-rivi. Kaavion oikealle puolelle on tehty lisamerkinnat,

joiden avulla on jalkeenpain mahdollista tulkita tehtyja ratkaisuja.

Esimerkki 2.5.2 Ratkaistaan yhtaloryhma

2]31 — To + X3 = 3
-1 + o9 — I3
r1 + 209 — 3 = 2

I
|
N
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| x1 x2 x3 | RHS |

| [2] -1 1 | 3 | pivot*(1/2)

| -1 1 -1 1 -2 | +1xpivot

I 1 2 -1 I 2 I -1xpivot

| 1 -1/2  1/2 | 3/2 |  +(1/2)#*pivot
| 0 [1/2] -1/2 | -1/2 | pivot#2

| o 5/2 -3/2 | 1/2 |  -(5/2)#*pivot
1 o | 1 |

| 1 -1 | -1 | +1*pivot

| 0 0 (1] | 3 | pivot

1 0 o I 1 |

| 1 o | I

|l 0 0 T

Askelta, jossa kokonainen sarake saadaan haluttuun muotoon kutsutaan pivotoin-
niksi. Pivotoinnissa saattaa tulla ongelmia, jos kaikki mahdolliset jéljella olevat pivot-
alkiot ovat nollia. Talloin yhtaloryhmalla joko ei ole ratkaisua tai niita on aareton
maara.

Pienen tutkimisen jalkeen huomaa, etta edellisen esimerkin jokainen vaihe on erin-
omaisen mekaaninen. Sen jalkeen, kun pivot-alkio on valittu, ovat tarpeelliset rivi-
operaatiot helppoja. Koska kaytannon ongelmat yleensa johtavat desimaalilukuihin
ja tarvittavia laskutoimituksia ei enaa kannata laskea paassalaskuna, kaytetaan seu-
raavassa taulukkolaskinta, jolloin vastaavan laskutoimituksen ”kirjanpito” nayttaa seu-

raavalta.

Esimerkki 2.5.3 Ratkaistaan yhtaloryhma

17.131 — 61’2 + 21’3 = 33
5.131 + 4172 - r3 = 102
—8.131 + 121’2 + 56(173 = 21

Yhtaloryhma on ratkaistu EXCEL-ohjelmalla. Pivot-rivi ja sarake on merkitty #-
merkilla. Rivioperaatioiden kertoimia ei ole merkitty, silla nehan nahdaan joka tapauk-

sessa suoraan pivot-sarakkeelta.
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#

17 -6 2 33

5 4 -1 102

-8 12 56 21

#

1| -0.3529 | 0.11765 | 1.94118

0| 5.76471 | -1.5882 | 92.2941

0| 9.17647 | 56.9412 | 36.5294

#

1 0| 0.02041 | 7.59184

0 1] -0.2755 | 16.0102

0 0] 59.4694 | -110.39

1 0 0| 7.62972

1 0| 15.4988

0 0 1] -1.8562

2.5.2 Yhtaloryhman kantaratkaisu

Tarkastellaan yhtaloryhmaa, jossa on

n muuttujaa ja
m yhtaloa

| Tapaus n =m | Yhtaloryhma ratkaistaan alkeisrivioperaatioiden avulla. Jos jokin

rivioperaatio johtaa riviin, jonka vasen puoli kuihtuu nollaksi ja rivin RHS # 0, niin
yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua. Jos jokin rivioperaatio johtaa yhtaloon 0 = 0, voidaan
tama yhtalo poistaa ryhmasta ja joudutaan tilanteeseen n > m. Jos alkeisrivioperaa-
tiot eivat johda edellamainittuihin erikoistapauksiin on yhtaloryhmalla yksikasitteinen

ratkaisu.

| Tapaus n > m | Yhtaloryhmaélla on aareton maara ratkaisuja. Erikoisessa asemassa

ovat ns. kantaratkaisut, jotka saadaan seuraavasti.

Valitaan muuttujien joukosta m kappaletta kantamuuttujia (BV, Basic Variables,
joskus my6s Basis Variables). Kantaan kuulumattomat muuttujat (NBV, Non Ba-
sic Variables) asetetaan nolliksi. Nyt yhtéloryhméan NBV-muuttujia sisaltavit termit
saavat arvon nolla, joten yhtaloryhmassa on m yhtaloa ja m vapaata muuttujaa. Saatu
yhtaloryhma voidaan ratkaista ja sen yksikasitteistéa ratkaisua sanotaan valittuun kan-

taan liittyvaksi kantaratkaisuksi. Lp-analyysin yhteydessa sanotaan, etta kantaratkaisu
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on kiypa kantaratkaisu (BFS, Basic Feasible Solution), jos kantamuuttujat saavat ei-
negatiiviset arvot.
Koska kanta on m-alkioinen kombinaatio n:n muuttujan perusjoukosta, voidaan

kanta valita

tavalla.

Esimerkki 2.5.4 Listataan seuraavan yhtaloryhman kantaratkaisut

{xl + 29 = 3
- T2 + x3 = —1
Valinnat Yhtaloryhma Kantaratkaisu
BV = {25,235} | 0 + 4 = 3 ilzg
NBV = {z;,} — @y + 3 = —1 x§:2 BFS
BV = {z,,25} | 21 + 0 - 3 ilzg
NBV = {z,} -0 + a3 = —1 x§=—1 oi kiiypd
BV ={zy,23} | ®1 + = 3 22%
NBV = {x3} — x93 + 0 = -1 ts—0 BFS

2.5.3 LP-mallin standardimuoto

Lp-mallin kasittely on helpompaa, jos rajoitteet ovat yhtalomuotoisia. Tata varten

malli saatetaan nk. standardimuotoon, jossa

e kaikki rajoitteet ovat yhtaloita

e jokaisen yhtalon RHS on ei-negatiivinen

Epayhtalon muotoinen rajoite saadaan yhtalon muotoon lisaamalla malliin keinotekoinen

pelivaramuuttuja.

Esimerkki: rajoitteet
T + 2z < 500
1 + x> 100
muutetaan muotoon
r1 4+ 220 4+ 51 = 500
1 + @9 — ey = 100
missé sy (slack variable) kuvaa miten paljon resurssia jai kdyttdméatta ja es (excess

variable) kuvaa miten paljon vihimmaisméaara ylitettiin.
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Huomaa: (1) Pelivaramuuttujatkin saavat vain ei-negatiivisia arvoja. (2) Pelivara-

muuttujien indeksi kertoo mihin resurssiin pelivara liittyy!

Esimerkki 2.5.5 Leather Limited valmistaa kahdenlaisia nahkavoita: deluxe-mallia
ja regular-mallia. Molempiin voihin kuluu 1 metri nahkaremmia per kappale. Regular-
mallisen vyon valmistaminen kestaa yhden tunnin, kun taas deluxe vaatii kaksi tun-
tia. Voiden valmistamiseen on viikossa kaytettavissa 40 metria nahkaremmia ja 60
tyotuntia. Jokaisesta regular-vyosta saadaan voittoa 3 € ja deluxe-vyosta 4 €. Maksi-

moi voitto.

Ratkaisu: Olkoon

xy = valmistetut delux-vyot / vko
xo = valmistetut regular-vyot / vko

Lp-malli on

max z = 4r;1 + 329
ehdoin r1 + x < 40
21’1 + i) S 60
T, > 0

Mallin graafiseen ratkaisemiseen liittyvat rajoitesuorat ja kdaypa alue on piirretty ku-

vaan 2.8. Taydennamme mallin pelivaramuuttujilla standardimuotoon.

max 2= 4r; + 3zo
ehdoin T + x4+ 51 = 40
21’1 + Ty + + S5 60

T8, = 0

missa

s1 = kiyttaméittd jadnyt nahkamateriaali (metrid remmié / vko)
So = kiyttaméitta jaanyt tyoresurssi (tydtuntia / vko)

Rajoiteyhtaloitd on nyt kaksi (m = 2) ja muuttujia on nelja (n = 4). Ratkaisemme

()= () = gz =

kantaratkaisua. Taulukkoon on talla kertaa lisatty kaypien kantaratkaisujen kohdalle

seuraavaksi kaikki

tavoitefunktion arvo seké kirjain, joka viittaa kuvan 2.8 pisteisiin.
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F 3
Figure 2.8: Esimerkin 2.5.5 kantaratkaisut.

Kanta Yhtaloryhméa D $1 S9 z | piste
osd | g T g 0 L Zg |00 w0 eofBEs| of F
fonso} | o & - v . | ofwo] o] 20|Brs|i20]| B
{x2,31}81213+02‘6‘8 ol60|-20 ol — |- | D
o [ L, = A wlo] o [ [
(21,51} 23 i 8 i . ‘618 30 0| 10| o|BFS|120]| C
{21, 72} 23 j: Z j: 0 Lo gg 2020 0| o0|BFS|140| E

2.5.4 SIMPLEX-algoritmi

Kun vertaamme edellisen esimerkin kantaratkaisujen antamia arvoja muuttujille z; ja

xo graafisen ratkaisun kdyvan alueen nurkkapisteisiin, havaitsemme niiden vastaavan

toisiaan. Kun muuttujien maara kasvaa suureksi voidaan kanta valita hyvin monella

tavalla, jolloin kaikkien kantaratkaisujen tutkiminen kay tyolaaksi.

Georg Dantzig kehitti 1940-luvun lopulla LP-mallin ratkaisualgoritmin, joka tun-
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Figure 2.9: Kaypa alue, kun muuttujia on paljon.

netaan SIMPLEX-menetelman nimella.

SIMPLEX-menetelma on tehokas, koska se ei tutki kaikkia kantaratkaisuja. Simplex

algoritmin periaate voidaan lyhyesti kuvata seuraavasti
1. Valitaan jokin BFS (kdypé kantaratkaisu)
2. Selvitetaan, onko kyseinen BFS optimiratkaisu

3. Jos se ei ole optimiratkaisu, niin siirrytaan sellaiseen viereiseen BF'S:aan, johon

siirtyminen parantaa eniten tavoitefunktion arvoa. Palataan kohtaan 2.

Siirtyminen viereiseen kdypaan kantaratkaisuun tapahtuu tuomalla uusi muuttuja kan-
taan ja poistamalla yksi vanha kantamuuttuja pois kannasta.

Seuraavassa esittelemme simplex-algoritmin yksinkertaisen esimerkin avulla. Es-
imerkissamme ensimmainen ns. kanoonisessa muodossa oleva taulu loytyy helposti.

Tama ei aina ole yhta helppoa ja myohemmin pohdimme asiaa uudelleen.

Esimerkki 2.5.6 Ratkaise LP-malli

max z= 60z; + 30z + 20x3
ehdoin 8r1 —+ 6xs + r3 < 48
4dry +  2x9 + L0z < 20
2¢1 4+ 1.5xy 4+ 0.5z3 < 8
) S 5
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].) Muutetaan malli standardimuotoon siten, etta tavoitefunktion maaritteleva

yhtalo on mukana:

z — 60x; — 30zy — 20x3 = 0
8r1 —+ 6xy —+ T3 + S = 48

4ZL’1 —|— 2[L’2 —|— 151’3 —|— S92 = 20

2[L’1 + 151’2 + 051’3 + 83 = 8

To + s4 = b

Yhtaloryhmén jokaisessa yhtalossa on muuttuja, jonka kerroin on 1 ja joka ei esiinny
muissa yhtéloissa (z, si, Sa, S3, s4). Téllaista muotoa sanotaan kanooniseksi. Valitaan

mainitut muuttujat kantamuuttujiksi ja laaditaan seuraava taulu.

rivi b A x1 x2 x3 s1 s2 s3 s4 BV RHS
0 1|-60]| -30| -20 0 0 0 0=z = 0
1 0 8 6 1 1 0 0 0| s1= 48
2 0 4 211,5 0 1 0 0 [ s2= 20
3 0 2(11,5]0,5 0 0 1 0| s3= 8
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5

Taulun kahdesta oikeanpuoleisimmasta sarakkeesta voidaan valittomaéasti lukea kantaan
BV = {s1, 59, 83, $4} liittyva kantaratkaisu. Ensimméinen taulu kuvaa siis kiypéaa kan-
taratkaisua. Tallainen tulu loytyi nyt koska LP-mallin rajoitteet ovat tyyppia ”<” ja

RHS on ei-negatiivinen.

2) Onko esitetty kaypa ratkaisu optimiratkaisu?
Ratkaisu ei ole optimiratkaisu, silla O-rivilla on NBV-muuttujan x; kerroin negatiivi-

nen. Tamé pééttely saa perustelunsa kohdassa 4)

3) Valitaan kantaan tuotava muuttuja:

Valitaan kantaan tuotavaksi muuttujaksi x1, koska sen kerroin O-rivilla on pienin.

4) Valitaan kannasta poistuva muuttuja:
Poikkeuksellisesti ndemme nyt hieman ylimaaraista vaivaa ja kirjoitamme uudelleen
taulun mukaiset yhtalot. jatamme kuitenkin kirjoittamatta ne termit, jotka tiedamme

nolliksi (kerroin on nolla tai muuttujan arvo on nolla).

z —601’1 = 0
8xr1 +4+s; = 48
41’1 +So = 20
21’1 +s53 = 8
Or; +s4 = 5
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Yhtaloista naemme heti, etta muuttujan z; arvoa voi ja kannattaa kasvattaa. Jos arvoa
kasvattaa liikaa, menee jonkin vanhan kantamuuttujan arvo negatiiviseksi, mita emme

voi sallia. Jokainen riveistd 1-4 antaa oman ehtonsa x;:n kasvuvaralle.

yhtalo kasvuvara
8[L’1 +s1 = 48 48/8 = 6

4[L’1 +So = 20 20/4 = 35
2[L’1 +s3 = 8 8/2 = 4« ok
Or; +s4 = 5 5/0 = A&éreton

Siis muuttujan z; arvoa voidaan kasvattaa arvoon x; = 4, jolloin s3 saa arvon s3 = 0.

Tama merkitsee, etta
x, tulee kantaan ja s; poistuu kannasta.

5) Vaihdetaan kanta:
Tehdddn uusi kanooninen taulu, jossa kantana on BV = {sl,s2 x1,s4}. Tahin
paastaan, kun alkeisrivioperaatioilla jarjestetaan xi-sarakkeen riville 3 kertoimeksi

ykkonen ja saman sarakkeen muille riveille kertoimiksi nollat. Uusi SIMPLEX-taulu

on
rivi b A x1 x2 x3 s1 s2 s3 s4 BV RHS
0 1 0 15 -5 0 0 30 0z = 240
1 0 0 0 -1 1 0 -4 0| s1= 16
2 0 0 -1 0,5 0 1 -2 0| s2= 4
3 0 110,75 0,25 0 00,5 0| x1= 4
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5

2) Onko optimiratkaisu? Ei ole optimi, silla x3:n kerroin O-rivilla on —5.
3) Tuodaan x3 kantaan. Silla on O-rivilla itseisarvoltaan suurin negatiivinen kerroin.

4) Valitaan kannasta poistuva muuttuja. Lasketaan riveille 1-4 suhde RHS/(x3:n ker-

roin). Kun suhteet merkitdéan taulukon oikeaan reunaan, nayttéa taulukko seuraavalta

rivi | z | x1 x2 x3 | s1 | s2 s3 | s4 BV | RHS
0 1 0 15 -5 0 0 30 0|z =240
1 0 0 0 -1 1 0 -4 0| s1= 16 16/(-1) = --
2 0 0 -1 0,5 0 1 -2 0| s2= 4 4/0.5 = 8 *
3 0 10,75 0,25 0 0|0,5 0| x1= 4 4/0.25 = 16
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5 5/0 = --
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Jos suhde on ddreton tai negatiivinen, ei kyseinen yhtélo (rivi) aseta mitdén rajaa kan-
taan tuotavan muuttujan arvolle. Tarkastellaan esimerkkina 1. rivia. Kun unohdamme

O-termit saamme rivin yhtaloksi
—XT3 + S1 = 16

Jos x3 nyt kasvaa, niin myos s; kasvaa, eika x3:n kasvulle tule mitaan rajoittavaa ehtoa.

Pienin positiivinen suhde on 8 rivilla 2, joten kannasta poistuu muuttuja s,.

5) Vaihdetaan kanta. Pivot-sarake on x3:n sarake ja pivot-rivi on rivi 2. Rivioperaa-

tioiden jalkeen taulu menee muotoon:

rivi b A x1 x2 x3 s1 s2 s3 s4 BV RHS
0 1 0 5 0 0 10 10 0]z = 280 «— OPTIMI
1 0 0 -2 0 1 2 -8 0| s1= 24
2 0 0 -2 1 0 2 -4 0 | x3= 8
3 0 111,25 0 0f-0,5]1,5 0| x1= 2
4 0 0 1 0 0 0 0 1| s4= 5

2) Ratkaisu on optimiratkaisu, silla O-rivilla ei ole negatiivista kerrointa NBV-muuttujalla.

Optimiratkaisu on siis x1 = 2, x5 = 0, x3 = 8 ja tavoitefunktion optimiarvo z = 280.
Slack muuttujien arvot s; = 24, s = 0, s3 = 0, s4 = 5 kertovat, etta rajoitteisiin 1
ja 4 liittyvia resursseja ei optimiratkaisussa kayteta loppuun mutta rajoitteisiin 2 ja 3

liittyvat resurssit kulutetaan kokonaan.

Esimerkki 2.5.7 Ratkaistaan Giapetton puuleluesimerkki (kappaleesta NN) kiyttéaen
SIMPLEX-algoritmia.

Ratkaisu: LP-malli on

max z = 3x; + 22

ehdoin 201 4+ @
T -+ )
T

100 viimeistelyty6 (h/vko)

80  puuty6 (h/vko)

40  max.kysynta (kpl/vko)
0

(AVARVAR VAR VAN

X

Slack-muuttujien avulla standardimuotoon saatettu malli on

max 2z
ehdoin z — 3x;1 — 219 = 0
2v1 + 1 + 5 = 100

ry + ) +  S9 = 80

T1 + s3 = 40

Ti, S > 0
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Koska RHS > 0 ja jokainen rajoite sai slack-muuttujan, saamme kanoonisessa muo-

dossa olevan 1. simplex taulun vaivatta.

#
rivi z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 -3 -2 0 0 0z = 0
1 0 1 1 0 0| s1= 100 100/2 = 50
2 0 1 0 1 0| s2= 80 80/1 = 80
3 0 0 0 0 1| s3= 40 # 40/1 = 40
#
rivi z x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 0 -2 0 0 3|z = 120
1 0 0 1 1 0 -2 | sl= 20 # 20/1 = 20
2 0 0 1 0 1 -1 ] s2= 40 40/1 = 40
3 0 1 0 0 1| x1= 40 40/0 = --
#
rivi b A x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 0 0 0 -1z = 160
1 0 0 1 1 0 -2 | x2= 20 20/(-2) = --
2 0 0 0 -1 1 1] s2= 20 # 20/1 = 20
3 0 1 0 0 0 1] x1= 40 40/1 = 40
rivi b A x1 x2 sl s2 s3 BV RHS
0 1 0 0 1 1 0z = 180 «— OPTIMI
1 0 0 1 -1 2 0 | x2= 60
2 0 0 0 -1 1 1] s3= 20
3 0 1 0 1 -1 0| x1= 20

Ratkaisuksi saamme, ettd puusotilaita valmistetaan 20 kappaletta viikossa (x; = 20)
ja puujunia valmistetaan 60 kappaletaa viikossa (zo = 60). Puutyoresurssi ja viimeis-
telytyoresurssi kiytetddn kokonaan (s; = 0, s, = 0). Markkinarajoite ei ole aktiivinen
(s3 = 20).



