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Seuraavassa tutkimme kuvausta
f:R"— R",X— AX

Usein tulee vastaan kysymys siitd miten pitkd kuvavektori voi
enintdan olla suhteessa alkukuvavektoriin.

Jos A on matriisin A ominaisarvo ja v vastaava
ominaisvektori, niin

[AV[| = [[AV| = [A]-[[V]].
Jos kaikki ominaisarvot tiedetdan, tama yleensa riittaa.

Valitettavasti kaikkien matriisien ominaisarvot eivat ole
reaalisia ja ominaisvektoritc eivit aina ole ortogonaalisia.
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Olkoon A mika tahansa reaalinen m x n matriisi (!!!).
Lasketaan kuvavektorin normin sijaan normin nelicta.

|AX|? = (AX)T(AX) =xTATAX

Matriisi AT A on symmetrinen, joten sen ominaisarvot ovat
reaaliset ja sen ominaisvektoreista voidaan muodostaa
ortonormitettu kanta. Jos 4; on matriisin ATA ominaisarvo
ja Vj vastaava normitettu ominaisvektori, niin

- STATA=. _ =T19 .=
1A = v ATAY; =V 4 = ;.

Ominaisarvot ovat nyt aina olemassa ja ne ovat reaaliset ja
positiiviset. Ne yleensa jarjestetddn suuruusjarjestykseen
M>A>...4,>0.
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Madritelma (m x n)-matriisin A singulaariarvot (singular Singulaariarvohajoit
values) ovat

O = lj,j:].,...,n

miss3 A1, ... A, ovat matriisin AT A ominaisarvot.
Siis || A = o,

Lause: Jos (m x n)-matriisin A sdannollisyysaste on
Rank(A) = r, niin on olemassa hajoitelma

A=UDV',

missd U on ortogonaalinen m x m-matriisi ja
V on ortogonaalinen n x n-matriisi ja

Dz(% 8>,Z:diag(61,62,...,6,) mxn
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Todistus: Todistamme lauseen vaiheittain. Aluksi oletamme,
ettd m > n. Olkoon

A'A=VEV'

symmetrisen matriisin AT A ominaisarvohajoitelma, missi V
on ortogonaalinen mx m ja

E:diag()Ll,/lg,...,/l,,):Z):, mXxXm

missa ¥ = diag(o1,02,...,0,). (Huom. 6; =0, kun j > r.)
Osoitamme seuraavaksi, ettd on olemassa m x n matriisi W,
jolle A=WEVT,

(Tama ei vield todista lausetta, silla matriisit W ja X ovat
eri kokoisia, kuin lauseen U ja D.)

Singulaariarvohajoite
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Suora lasku osoittaa, etta
A=WxVv’ VN W =AVE 1

Matriisi W ei ole nelidmatriisi, mutta sen sarakkeet ovat
parittain kohtisuorassa olevia yksikkovektoreita, silla

WW=x1vT ATA vE ! |
——
VIyVvT

Matriisi W voidaan tdydent3d3 ortogonaaliseksi
neliomatriisiksi lisddmalla sithen uusia sarakkeita
'Gram-Schmidt'-algoritmilla.
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Uusi ortogonaalinen matriisi on
Uu=(W B). (mxm)

Tassa siis U on mxm, Won mxn, Bon mx(m—n), ja
W'B=0.

Lisataan vastaavasti matriisin X alle ((m — n) x n) blokki
nollia.
D= <§) : (mx n)

)X
0

Nyt
ubv’ = (W B) < ) Vi=wzVv’'=A

Konstruktio on valmis tapauksessa m > n.
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Tapauksessa m < n teemma samalla tavalla kuin edelld
singulaariarvohajoitelman transpoosille AT (nx m)

AT =uDv’™ = A=VvD'U’T
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Lause: Ortogonaalisen matriisin singulaariarvot ovat kaikki e
ykkosia.
Perustelu Ortogonaalinen matriisi sdilyttda vektorin pituuden

Qx| = [X|l.vx = A=1Vi = o=1Vi

SVD-hajoitelma on
Q=qn’

Lause: Jos n x n matriisilla A on n positiivista singlaariarvoa
A=UxV', ¥ =diag(o1,0,...,0,),
niin A on sdannollinen ja sen kdanteismatriisi on
Al=vr U7, £ !=dig(o;l,0},...,0;0),

Perustelu: HT



	Singulaariarvohajoitelma

