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�
x + 2y = 3
−2x + y = 4

�����

�������� ����������� ������� �������� ���������� �������� ������� ����������� ���
��� �������� ����� �������� �� ������ ����� ������ ������� ���������� ����� �� �����
������������ �������� ����������

�
x + 2y = 3
−2x + y = 4

+2
← �����

⇔
�

x + 2y = 3
5y = 10

(1)
(2)

�����

��������� ��� ������� ���� y = 2 �� ������������� ���� ���� �������� ��� �������

x + 2 · 2 = 3

x = −1

������������ �������� �� ���� x = −1� y = 2�

������ �������� ������������� ��� ����� ���������� ������� ���������� ��������

����������� ����������� �������� ����� ��������������� ������������ ���������� ���
���������� �� ���� ����� �������� ����������� ���� ������ ������� ���������������
����������������� ��������� �������� ����� ���� ������������ ����������� ������ ������
��������� ������ ��������� ������������ �������� �� ���� ��������� ���������������� ���
����� ��������������

��



�� ���� �� ����������� ������������

��������� ���




[x] + y − z + 2w = 2
−x + 3z − w = 6

− y + 2z + 3w = 2
2x + y + 2z − w = 1

+1 −2
←

←
�����

↔





x + y − z + 2w = 2
[y] + 2z + w = 8

− y + 2z + 3w = 2
− y + 4z − 5w = −3

+1 +1
←

←
�����

↔





x + y − z + 2w = 2
y + 2z + w = 8

[4z] + 4w = 10
6z − 4w = 5

−3/2
←

�����

↔





x + y − z + 2w = 2
y + 2z + w = 8

4z + 4w = 10
− 10w = −10

(1)
(2)
(3)
(4)

�����

(4) −→ w = 1

(3) −→ 4z + 4 · 1 = 10 ⇔ z = 1.5

(2) −→ y + 2 · 1.5 + 1 = 8 ⇔ y = 4

(1) −→ x + 4− 1.5 + 2 · 1 = 2 ⇔ x = −2.5

�������� ������� ���������� ��������� �����������������

����� ���������� ������� ������ ������� ����������� �� ������� ���� ���� ������
�������� �� ����� ������������ ���������� ����������� �������������� �����
���������� ����� �� �������� ������� ���������� ������ � �� ���������� �����������
�������� ���������� ������� �� ������� ����� ������������� �������� ���������
������� ��������������� �x�������� ��������� ����� ������������ �������� �����
����� ��������� ������� ���� �������� �������� ���������������
������������ ����� ������ ������ ������ �����������

����� �� ���� −2· ����� � �� ����
����� ����� �����

x������ 2x −2· x �
y������ y −2· y � −y
z������ 2z −2· (−z) � 4z
w������ −z −2· 2w � −5w
��� 1 −2· 2 � −3
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����

����� ���������� ���� ���������� �������� ��������� ��������

������ ����� ������������

�� ������� ���� �������������� ����� ����� ������������ ���������� ������� ����� ���
������� ������������ ������ ����������� ���������� ������� ������� ���� ����
�� ������� ������������ ���� ����������� ��������� �� ���� ���� �������� w� ���� ����
���� ���������� ����� ���������� ��� �������� ��������� ������ ������� �������� �����
�������� ��������� ��������� ������� ���� ���� ��� �������� ������ w�� ������� z�� ����
������������� w�� ���� �������� ������� ���� �������� z �����������

���������� ����������� ��������������� ����� ������� �������� ������������� ���
��������� ����������� ������������ ������������� �������������� �������� ���������
��� ������� x������� ������� ������������ ���������� �������������� ������ �������
y�������� ���������� ������������ ���������� �������������� ��������� ������� z�
������� ���� �������� �������� ����� ���� ������ ����������� �������������� ���������
�������� � �������� ������ ���� ������� ����������� ��� �������������� �����������
����������� ������������ �������

������ ��������� �������� � �������� ����� ������������ ���������� �������� �� ����
���� ������� ����� �������� ������� �� ��������� �������� ��������� ���������� �������
��������� ��������� ��� ��������� ���� ������� ���������� �� ����������� �������� �� ������
���� ������������ ��� ��������� �� ������� ������� �������� �������� �������� ���� ��������
�� ���������� ���������� ��������������� ��� ��������� ���������� �������������
�� ����� ��������� ���� �� ���� �������� ������� ����� ������������ ������ ���������
������� ����� ������������� ����� �������� ������� �������� ��������� ��� ������� ���
��� ��������� ������������ ������������ �� �������� ����������� �������������� ����
������� ������ ������� ������ ����� ����� ��� ����������� ����������� ����������������

��������� ��������� ���������� ������

��������� ���




[x] + y + z + 2w = 1
−3x − 3y − w = 1

+ y − 2z + 3w = −1
2x + 3y + 3z + 10w = 1

+3 −2
←

←
�����

↔





(x) + y + z + 2w = 1
3z + 5w = 4

y − 2z + 3w = −1
y + z + 6w = −1

←| ����������
←| �����

������� �������������� �� ��� ����� ����� ������ ������� y�������� ����� ��������
����� ����������������� ��������� ������ �� ��������� ����� ��������� �� ��������



�� ���� �� ����������� ������������

��� ������� �����������������

↔





(x) + y + z + 2w = 1
[y] − 2z + 3w = −1

3z + 5w = 4
y + z + 6w = −1

−1

←
������

↔





(x) + y + z + 2w = 1
(y) − 2z + 3w = −1

[3z] + 5w = 4
3z + 3w = 0

−1
←

������

↔





(x) + y + z + 2w = 1
(y) − 2z + 3w = −1

(3z) + 5w = 4
[− 2w] = −4

(1)
(2)
(3)
(4)

������

(4) → w = (−4)/(−2) = 2 ������

(3) → z = (4− 5 · 2)/3 = −2 ������

(2) → y = −1 + 2 · (−2)− 3 · 2 = −11 ������

(1) → x = 1− (−11)− (−2)− 2 · 2 = 10 ������

����� �������� ��������� ���� ��������� ������������� ������ ����� ������������� ���
������������





10 + (−11) + (−2) + 2 · 2 = 1
−3 · 10 − 3(−11) − 2 = 1

+ (−11) − 2(−2) + 3 · 2 = −1
2 · 10 + 3(−11) + 3(−2) + 10 · 2 = 1

ok
ok
ok
ok

������

������ ��� ����� ���� �������� ��������� �������� ������ ���������� ��� ������� ������
�� ������� 0 = 0� ���� �� �� �������������� ����� ���������� ���� ������ ������ ����
�������� �� ��������� ������������

��� ������ �� ������� 0 = a (�= 0)� ���� ������ �� ������� �� �������������� �� ��� ����
������ ���������� ����� ��������� ��������� ������� ���������

��� �� �������� ������� ������� ��� ������ ��������������� ������� ���� ������������
����������� ������������

��� ��� �� �������� ������� �������




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a22x2 + . . . + a1nxn = b2

0 = 5 �������→ �� ���������
� + � + . . . + � = �
� + � + . . . + � = �



���� �������������� ��

���� ��������� ��������� ��������� �� ����������� ���� �������������� �� ������

��� ��� �������������� ��������� �� ���� ����� ���� ����������





(a11x1) + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

(a22x2) + . . . + a2nxn = b2

� � �
���

���
���

(annxn) = bn

0 = 0

���� ����������� ���������� ����� ����������� ����������� �������

��� ��� �������������� ��������� �� m ���������� �� ��������� �� n ��� �� m < n� ����
��������� ������� ���������� ����� �� ������� ���������������� ������������� ������
������ ��������� ����������� ������������� ��������������





(a11x1) + a12x2 + . . . + a1mxm = a1(m+1)xm+1 . . . a1nxn + b1

(a22x2) + . . . + a2mxm = a2(m+1)xm+1 . . . a2nxn + b2

� � �
���

���
���

(ammxm) = a2(m+1)xm+1 . . . a2nxn + bm

0 = 0

���������� �� ��� ������� ������ �� ��������� ������ ����������� ��������� ��������
������� ����������� �� ��� ���� ����� �������� �� ��� ���� ����������� xm+1, . . . , xn

������� ����� ����� ������� ����������� �� ����� ������� ���������� x1, . . . , xm ���
��� ������� ������������ ������������� ����������� ������������ ���������

����������� ������������ ������� ������� ������ ������ �������� ���������� ������������
������������������ ����������� ����������� �������������� ������������ ���� ���������
����� ���� ������� ��������� ��������������� ��������� ������ ��������� ������ ����
�� ��������� ������� �� �� �������� �� ����� �������� �� ������ �������



�� ���� �� ����������� ������������

��������� ���





[x] − y + z = 5
−3x + 3y − 3z = 3

2y − 2z = −1
2x + 3y + 3z = 2

������

↔




[1] −1 1 5
−3 3 −3 3
0 2 −2 −1
2 3 3 2




+3 −2
←

←
������

↔




(1) −1 1 5
0 0 0 18
0 2 −2 −1
0 5 1 −8




→ �������� �� ���������
������

�������� ������������ �������������� �� ������



���� �������������� ��

��������� ���





[x] − y + z = −1
−3x + 3y − 3z = 3

2y − 2z = 0
2x + 3y + 3z = 4

������

↔




[1] −1 1 −1
−3 3 −3 3
0 2 −2 0
2 3 3 4




+3 −2
←

←
������

↔




(1) −1 1 −1
0 0 0 0
0 2 −2 0
0 5 1 6




←| ����������

←|

������

↔




(1) −1 1 −1
0 5 1 6
0 2 −2 0
0 0 0 0




←
−2

������

↔




(1) −1 1 −1
0 [1] 5 6
0 2 −2 0
0 0 0 0




−2
← ������

↔




(1) −1 1 −1
0 (1) 5 6
0 0 (−12) −12
0 0 0 0




(1)
(2)
(3)
(4)

������

(3) → z = 1 ������

(2) → y = 6− 5 · 1 = 1 ������

(1) → x = −1 + 1− 1 = −1 ������

�������� x = −1� y = 1 �� z = 1�



�� ���� �� ����������� ������������

��������� ���





x + y + z + 2w = 1
−3x − 3y − z = 1

+ y − 2z + 3w = −1
������

↔




[1] 1 1 2 1
−3 −3 −1 0 1
0 1 −2 3 −1




+3
← ������

↔




(1) 1 1 2 1
0 0 2 6 4
0 1 −2 3 −1


 ←| ����������

←|
������

↔




(1) 1 1 2 1
0 (1) −2 3 −1
0 0 [2] 6 4


 ������

↔





x + y + z = 1 − 2w
y − 2z = −1 − 3w

2z = 4 − 6w

(1)
(2)
(3)

������

(3) → z = (4− 6w)/2 = 2− 3w ������

(2) → y = (−1− 3w + 2(2− 3w)) = 3− 9w ������

(1) → x = (1− 2w − (3− 9w)− (2− 3w)) = −4 + 10w ������

�������





x = −4 + 10w
y = 3− 9w
z = 2− 3w
w = w



���� �������������� ��

��������� ���





x − 2y − z + 2w = 1
−3x + 3y − 5w = 1

y + z = −1
2x + y + 3z + 6w = 5

������

↔




[1] −2 −1 2 1
−3 3 0 −5 1
0 1 1 0 −1
2 1 3 6 5




+3 −2
←

←
������

↔




(1) −2 −1 2 1
0 −3 −3 1 4
0 1 1 0 −1
0 5 5 2 3




←| ����������
←| ������

↔




(1) −2 −1 2 1
0 [1] 1 0 −1
0 −3 −3 1 4
0 5 5 2 3




+3 −5
←

←
������

↔




(1) −2 −1 2 1
0 (1) 1 0 −1
0 0 0 [1] 4
0 0 0 2 8


 −2

←
������

↔




(1) −2 −1 2 1
0 (1) 1 0 −1
0 0 0 (1) 4
0 0 0 0 0


 ������

↔





(x) − 2y + 2w = 1 + z
(y) = −1− z

(w) = 4
0 = 0

(1)
(2)
(3)

������

(3) → w = 4 ������

(2) → y = −1− z ������

(1) → x = 1 + z + 2(−1− z)− 2 · 4 = −9− z ������

������� 



x = −9− z
y = −1− z
z = z
w = 4
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��� ������� ����������������

����������� ����������� ���������� ������������ ���������������� ����������� ���
��������� ��





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
���

���
� � �

���
���

���
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

. ������

��������� �� n ���������� �� ��������� �� m ����������� ������� aij �� ���������
xj ������� i������� ���������� ���������� ������������ ����������� ����� ��������
������������ ���������������




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
���

���
� � �

���
���

am1 am2 . . . amn bm


 ������

������������ i������� ������� ������ ������� i�� ����

wi =
�

ai1 ai2 . . . ain bi

�
������

��������� ������� �������� ������� ������������ �� ����������� ������������ �������
���������������� k = 1, 2, . . . ������������� �ak

ij �� ���� ��������� xj ������� k�����
������� i������� �����������

����� ���������� ��������� �������� �������� ����������������� ����������� ����������
��� �� �� ����� ����������� ��������� ���� ���������� �������� ����� �����������������
����� ��� �������� ����������������

����� ���������� ������� ������������ ������ �������

�������� ��������� �������� ���� ��������� �� ��������� �� ���� ����� �m = n�� ��
������� ������� ������ �� ����� ������ ������ ���������� ������� ��������������
��������� ������ ���������� ���� �������������� �� ��������������� �������� �� �����
������� ���������� ������������ ������� ������ �����

������� ���������� ������ � �������� ������������

��� ����� ������������ �������� ����������� ������������ ����������
��� ��� k = 1 �� n− 1
��� � ��������� ������������
��� �� ak

kk = 0
��� ����

��� ���� ������� ����������� ��������� ������� �����



���� ������� ���������������� ��

��� ak
tk �= 0, t > k �� ����� ����� wt �� wk�

��� �����

��� � �������� ���� ������� ������������
���� ��� j = 1 �� k
���� wk+1

j = wk
j ;

���� ������

���� ��� j = k + 1 �� m
���� wk+1

j = wk
j − (ak

jk/a
k
kk) · wk

k ;
���� ������

���� ������

���� �� ���������� ������������
���� ��� p = n ������ �
���� xp = (bk

p −
�n

j=p+1 ak
pjxj)/(a

k
pp)

���� ������

������� ���������� ������ �� �������� ������������

��� ����� ������������ �������� ����������� ������������ ����������
��� ��� k = 1 �� n− 1
��� � ��������� ������������
��� �� ak

kk = 0
��� ����

��� ���� ������� ����������� ��������� ������� �����
��� ak

tk �= 0, t > k �� ����� ����� wt �� wk�
��� �����

��� � �������� ���� ������� ������������
���� ��� j = 1 �� k − 1
���� wk+1

j = wk
j − (ak

jk/a
k
kk) · wk

k ;
���� ������

���� wk+1
k = wk

k ;
���� ��� j = k + 1 �� m
���� wk+1

j = wk
j − (ak

jk/a
k
kk) · wk

k ;
���� ������

���� ������

���� �� ���������� ������
���� ��� p = 1 �� �
���� xp = bk

p/a
k
pp

���� ������

������ ������ �� ������� ���������� ������������ ��� ������ ���� ����� ������ ��������
���������� ��������� �� �� �������� ������������������ �� ������� � �������� �����
�������������� ����������

��������� ��� ������ ������������� �����������



x − 2y + 3z = −3
x − 2y + z = −5
2x + y − 2z = 1

������



�� ���� �� ����������� ������������

����������� ����������� ����������� ������ ���������� �������������
������ �� 


[1] −2 3 −3
1 −2 1 −5
2 1 −2 1




−1 −2
←

←
������

↔




[1] −2 3 −3
0 0 −2 −2
0 5 −8 7


 ←| vaihdetaan

←|
������

↔




(1) −2 3 −3
0 (5) −8 7
0 0 (−2) −2


 ������

z = (−2)/(−2) = 1 ������

y = (7− (−8) · 1)/5 = 3 ������

x = (−3− (−2) · 3− 3 · 1)/1 = 0 ������

������ ��� 


[1] −2 3 −3
1 −2 1 −5
2 1 −2 1




−1 −2
←

←
������

↔




[1] −2 3 −3
0 0 −2 −2
0 5 −8 7


 ←| vaihdetaan

←|
������

↔




(1) −2 3 −3
0 [5] −8 7
0 0 −2 −2




←
+0.4 ������

↔




(1) 0 −0.2 −0.2
0 (5) −8 7
0 0 [−2] −2




←
←

−0.1 −4
������

↔




(1) 0 0 0
0 (5) 0 15
0 0 (−2) −2


 ������

x = 0/1 = 0 ������

y = 15/5 = 3 ������

z = (−2)/(−2) = 1 ������

������ ����������� ������������� �� ����� ���� ���������� ��������� ��� akk �� ������
����� �������� ������ ������ akk = 1.23 · 10−10 ���� ������� � ������� ��� ���� �� �����
���� ������ �������� ������ ���������� ����������� ������� ����� ��������� ��������



���� ������� ���������������� ��

������� �� �������� ������������ �������� �� ����� ��������������� ������ ������� ����
����� {akk, a(k+1)k, . . . , ank}� ��� ��������������� ������ ������� �� aqk ������� q� ����
���������� ����� wk �� wq� ����� ������������ ��������� ����������� �� ����� �������
������ ����� �������������� ��������� �������������� ���� ���������� �� ������������
������� ������ ����� �����������

������� ���������� ������ ��� �������� ������������

���������� ����� ����������� �������� �� �� �������� ���������

��� ����� ������������ �������� ����������� ������������ ����������
��� ��� k = 1 �� n− 1
���� � ��������� �����������
���� q = k;
���� ��� i = k + 1 �� n
���� �� |aik| > |aqk|
���� ����

���� ����
���� �����

����� ������

����� ������ ����� wk �� wq

���� � �������� ���� ������� ������������
���� ��� j = 1 �� k
���� wk+1

j = wk
j ;

���� ������

���� ��� j = k + 1 �� m
���� wk+1

j = wk
j − (ak

jk/a
k
kk) · wk

k ;
���� ������

���� ������

���� �� ���������� ������������
���� ��� p = n ������ �
���� xp = (bk

p −
�n

j=p+1 ak
pjxj)/(a

k
pp)

���� ������

��������� ��� ������ ������������� �����������





x − 2y + 3z = −3
x − 2y + z = −5
2x + y − 2z = 1

������

����������� ����������� ���������� �������������



�� ���� �� ����������� ������������

������ ����




1 −2 3 −3
1 −2 1 −5
2 1 −2 1




←|vaihdetaan

←|
������

↔




[2] 1 −2 1
1 −2 3 −3
1 −2 1 −5




−0.5 −0.5
←

←
������

↔




(2) 1 −2 1
0 [−2.5] 4 −3.5
0 −2.5 2 −5.5


 −1

←
������

↔




(2) 1 −2 1
0 (−2.5) 4 −3.5
0 0 −2 −2


 ������

z = (−2)/(−2) = 1 ������

y = (−3.5− 4 · 1)/(−2.5) = 3 ������

x = (1− 1 · 3 + 2 · 1)/2 = 0 ������

����� ���������� ������� ������������ ������� �������

����������� ����������� ���������� ����������� ���� ������ �������� ������������ ���
�� �������� ����������� ��������� ���� ��������� �� ����� �������� ������� ����� ������
��������������� ������ ������ ������������� �������� �������

��������� ���� ��������� �� m ���������� �� ��������� �� n ����������� ��� �������
����� ����������� ���������� ����������� ���������� �������������������

• ���������� ����������� �������� ������������

• ������� �������� ����� ���� ������ ��������� �� ����������

• ������ ������� �������

• ������ ��������� ������ 0 = 0�

������� ������������ ������ ���������� ����������� ������������ ����� �������� ����
���� �������� ��������� ����������� �������� �������� �������������� ����� ��� ���� �����
����� ����� ����������� �� �������� ���� �� ��� �������������� ����� ���������������
������ ������������� ����������� ������� ���������� ���������� ���������� ��������
������� ������� ������������ �������� ������� ����� ����� �� ��� ���� ����������� ����
������������������� ��������� �� ������������ ������������ �������� ������� ����� ����
������� �� ����� �������������������� ��������������� �������� ����� ����� k ����
���������� ��������� �rk� �������� ��������� �������� ������ ��������� �� ����� ����
���� ������������ ���� ���������������



���� ������� ���������������� ��

��������� ���

�
[x] + 2y − z = 6
2x + 6y + 4z = 0

∼
x y z rhs�
[1] 2 −1 6
2 6 4 0

�
−2
←

�
(x) + 2y − z = 6

[2y] + 6z = −12
∼

x y z rhs�
(1) 2 −1 6
0 [2] 6 −12

�

�
(x) + 2y = 6 + z

(2y) = −12 − 6z
∼

x y rhs z�
(1) 2 6 1
0 (2) −12 −6

�

: 2

�
(x) + 2y = 6 + z

(y) = −6 − 3z
∼

x y rhs z�
(1) 2 6 1
0 (1) −6 −3

�
←
−2

�
(x) = 18 + 7z

(y) = −6 − 3z
∼

x y rhs z�
(1) 0 18 7
0 (1) −6 −3

�

�������� �
x = 18 + 7z
y = −6− 3z

������� ���������� ������ ��� ������� �������

��� ����� ������������ �������� ����������� ������������ ����������
��� k = 1, siirretyt = 0
��� ������

��� � ��������� ������������
��� ������� ���� q ������ ���� ����� ak

qk �� ���������������
������ ��������� {ak

kk, a
k
(k+1)k, . . . , a

k
mk}

��� �� ak
qk = 0

��� ����

��� ������ ������ k �������
��� siirretyt = siirretyt + 1;
���� ����

���� ����� ����� wq �� wk�
���� � �������� ���� ������� ������������
���� ��� j = 1 �� k
���� wk+1

j = wk
j ;

���� ������

���� ��� j = k + 1 �� m
���� wk+1

j = wk
j − (ak

jk/a
k
kk) · wk

k ;
���� ������



�� ���� �� ����������� ������������

���� k = k + 1;
���� �����

���� ����� k > m �� k + siirretyt > n
���� � ����� �������� ��������������� ������������
���� �� k + siirretyt ≤ n
���� ����

���� ������ ��������������� ����� ��������� �������
���� �����

���� � ����� �������� ��������������� ��������
���� �� k ≤ m
���� ����

���� ��� ����� ����������������� ���������� �� ��������
���� �������������� �� ��� ���������� ��������

���� �����

���� � ��������� ����� ���������� �������
���� ��� q = k − 1 ������ 1
���� wq = wq/aqq;
���� ��� i = 1 �� q − 1
���� wi = wi − aiqwq;
���� ������

���� ������

���� �������� ������

��� ���������� ����� �����������������

���� ������ �� ��� ������������������ �� ����� ���� ��� ��� ���������� ����������� ���
������ ������������ ������������� ���������������� ���� ����� ���� ���� �������������
����� ����� ����������� ���� ������ ������ ��������� ������ ���������� ��������
��������� �� �������������������� �������� ������ ������ �������� ����������� ����������
��� ��������� ���������

����������� �������� ���������� ������ ��������� ����� ������� ����������� �������
����� ����� ���������� ������ ���� ��������� ����� ������������� �� ��������� ��� �������
��� ���������� �� ������ �������� ����������

������������� ����������� ������������




x − 2y + 3z = −3
x − 2y + z = −5
2x + y − 2z = 1

������

����������� �� ��������������� �������������� ������� ������������������ �� ���������
������� ��������� ����� ����������

��� ���� ����� ������ �
��� ���� ������� ������ �����



���� ���������� ����� ����������������� ��

��� � � ��������������������������������������������������
��� ����� �
�� �� ��� �� ����
� �� ��� �� ����
� �� �� ��� ����

��� � ����� ����� �� ��
���
��� � � ��������������������

�� �� ��� �� ����
� �� �� ��� ����
� �� �� ��� ����

��� � ����� ����� �� ��� �� ��� ������ ����� � �� �
���
��� � � �������������������

�� �� ��� �� ����
� �� �� ��� ���
� �� �� ��� �����

��� � ������ �� �������������� ��� �����
���
��� � � ����������������

�� � ���
�� � ���
�� � ���

���

��������� ���� ������� ��������������������

• ������ ����� ����������� ����� �������� �������� �� ����������������

• �������� ��������� ������������ ������������� ���������� A� ������� ���� ���
���������� ������������� �� ������ ���� ���������������� ��������� A ���������
������ �� ������������ ����

• � � �������������������� ����� ����������� ������ ����� �������� ���������
����� �� �� ���� ����� ������������ �� ���� ���� ����� �������� ������������ �����
��� �� ��� �������� �������� ���� ��������� ������ ������������� ��� �����������
�������� ���� �������� �������� ������ ����������� ���������������� ���������
��� ��������������� ����� ������ ����� ��������� ���� ������� ����������� ��
��������� ����� ������� ���� ��� ���������� ����� �����

• � � ������������������� �������� ��������� ������������ ������������ �� ������
����� ����� �������� �� ��� �� ���� �� �������� ��� �������� ����� ���������
����� � �� ��



�� ���� �� ����������� ������������

• ���������������� ����� ��������� ������������� �� ��������������� ����� �����
�� ���������� ����������� ���������������� ������� �������������

��������� ��� �������� �����������




2.50x − 0.30y + 7.45z + 0.60w = 2.30
y − 2.00z + 0.55w = 0.00

1.50x + 1.75y + 5.20z + 0.25w = 4.25
3.00x − 3.00y + 6.25z + 0.45w = 7.30

��� ���� ����� ������ �
��� ���� ������� ������ �����
��� � � ��������
��� ������������� ����� ����� �������
��� ������ ����������� ����� �������
��� ������ ����� ����� ����� �������
��� ������������ ����� ����� �������������
��� � � ��������������������

�� ��� ���� ���� ��� ��� �
� �� �� ��� ���� �� �
� �� ���� ���� ����� �����
� �� ����� ����� ����� ������

��� � � ��������������������

�� ��� ���� ���� ��� ��� �
� �� �� ��� ���� �� �
� �� �� ���� ������� ���� �
� �� �� ����� ����� ���� ��

��� � � ��������������������

�� ��� ���� ���� ��� ��� �
� �� �� ��� ���� �� �
� �� �� ���� ������� ���� �
� �� �� �� ���������� ������������

��� � � ����������������

�� � �������������
�� � �������������
�� � ��������������
�� � ��������������
���

��������� ��� �������� �����������




2x + 3y − z + 2w = 4
y + z + w = 5

x + 5y + 3z + 3w = 0
3x − y − 7z + 4w = −2
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��� � � ��������������������

�� �� �� ��� �� �� �
� �� �� �� �� �� �
� �� �� �� ���� ������
� �� �� �� ��� ������

��� � � ��������������������

�� �� �� ��� �� �� �
� �� �� �� �� �� �
� �� �� �� ���� ������
� �� �� �� �� ���� ��

��� � � ����������������

�������������� �� ������
���

��������� ��� �������� �����������





2x + 3y − z + 2w = 4
y + z + w = 5

x + 5y + 3z + 3w = 0
3x − y − 7z − w = −2

��� ���� ����� ������ �
��� ���� ������� ������ �����
��� � � ��������
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���
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Rj = {(x, y, z, w)T | x = 1 + 2z, y = −8− z, w = 13 }

=








x
y
z
w


 =




1
−8
0
13


 + t ·




2
−1
1
0


 | t ∈ R





������

��������� ��� �������� ��������� ��������� �������� ������������ ��� ��������� ��
����������� ���������� ���������� �������������� ���������





−z + 2x + 3y + 2w = 4
z + y + w = 5

3z + x + 5y + 3w = 0
−7z + 3x − y − w = −2

������������������ ����� ��� �����������

�� � �����������
�� � ������������
�� � ��
�� � ����



���� ������������ ����������� ��������� ��

�������� ���� ���������� ��������� �������� ����� x1↔ z� x2↔ x� x3↔ y �� x4↔ w��
�������������� �� ����

Rj = {(x, y, z, w)T | x = −15− 2y, z = −8− y, w = 13 }

=








x
y
z
w


 =




−15
0
−8
13


 + t ·




−2
1
−1
0


 | t ∈ R





������

����������� ���� �� ���� ������������ ���� ���������� ������ ����� ���������� �������
������ ����������� �� ����� ������������ ���������������� ������ ���������� ������
�� ������ ��������� ������� ������������ �� ������������� ���������� ����� �����������
���� ����� ��������� ��� ���� ������ ����� ���������� �������������� ��������� ���
������ ��������������� ��������� ��� �������� ��� ������ ����������� Rn�� �������

��� ������������ ����������� ���������

������ ��������� ������������� ������������������ ������� ���������� �� ������������
����� ������� ��������� ���� ������� ����������� ������������ ������� �� �� ������
������� ����� ������� �������� ���������� ������� ���������� ���������� �������
����� ������������ ����� ��������� ����� ��� ��������� ��������� ������� �� ����������
������������� ����� ������ ������� ��������� ������� ������������� �������� ������ ����
������ ���� �������� ������ �������� �����������

������������ ����������� ��������� ��������� ������� ���������� ��������� �����
����� ����������� ���������� �� ������ ����� ������� �������������� �������������
��� ��� �������� ����������� ������������� �� ������� ������ �������� ����������
��������� ������� ������������������ ������� ����������� ������������ ����� �����
��� ���� ������� ������ ������� �������� ������� ����� ������� �����������

���������� ��� ������������� ������������

A�x = �b, ������

����� �� m ������� �� n ���������� �������� A �� ���� m × n �������� �� �x �� �b

���� m × 1 ������������������ ������ ������� G = (A �b)� ��������� G �����������
n ��������� ���� ���� ����� ���� ������������ ������������������ �� ��������� ������
�� ������������ ���� ������� ������ G �� �� ������� ���� ������� ������������
��������� �������������

�� �������� ���� ����������� ������ �� �������������� ��� m = n� ��� ���������
�� ���� ����� ���� ����������

�� �������� ���� ����������� ������ �� ������������� ��� �b = �0� ��� ��������
������� ��� �� ������

�� ��� �x = �0 �� ������������ ��������� ���� ������� ��������� ��������������� ���
������� �������� ��� ������������������ �x �������� ������� ������ ���� �������
��������� ������������������



�� ���� �� ����������� ������������

�� ��� �������������� �� ���� �� ���� ���� ��������� ���� ������� ���� ����������
��� �������� �� ��������������� ����������

�� �������� ���� �������� A �� ������ ��� ������ ��� ��������� �� ����� ������
��������� ������ ����������� ���������������������� ��� �������� �� ��� ������
������� ��� ������ ��������

�� �������� ���� ����������� A�x = �b �� ������ ��� ������ ��� ������� �� �����
������ ������ ������ ���������� ���������������������� ��� ����������� ��
��� ������ ������� ��� ������ �������� �������� ���� ����������� ������ ��
������ ��� �� ���� ��� �������� GT �� �������

������ ��� ����������������� �������������� ���� �������������� �������������� ���
���� ������� �������� ������ ������������� ������� ������� ��������� ���������
��������� ��������������� ����� ��������� ������� ���� ������������

����� ��� ������ A�x = �b ������������� ������������ ������� �������������� �� ���
������������� ��������� ��� �� ���� ��� ��������������� A �� ������

��������� ������� ������������ ����� ��������� �� ������������ ����� �������� ������
�������� ������������ ������ ��������� ��� ������ ����� �������� ����� �������
�������

����� ��� ������ A�x = �0 ������������� ������������ ������������ �������
��� �������������� �������������� �� ���� ��������� ��������� ��
��� �������������� �������������� �� ���� ������������ ��������� ��� �� ���� ��� ����
������������ A �� ��������

��������� ��� ����� �� ������ ��� ������ ����� ������ ��������� �������

������������� �� ��� ����������� ���� ����������� ����������� ������ �� ������ ��������
�� ������������� ��� ������ ���� ����� �� ���� ������� ����� ��������� �������� ����
�������� ������������ ���������� ������� �� ���� ������� ���� ����� �� ������ ���������
��� ��������������� ������������ ���������� ������� ������ ���������� ���������������
���������� ����� �� ������� ��������� �������� ��������� ������ A ������� ��������
����� ������������ ���������� ������� ������ ���������� ������������� ��������� ������
A ���������

����������� ����������� ��������� ����� ������ ������� �������� ��� ����������� ����
�������� ���������� �������� ������������� ����� ��������� ������� ����� �������
��������� �������������� ����������� �������� ����� �������� ���� ����� ��������
����� ������������

���������� ��� ������������� m×n ���������� A� ������� A ������������� �����
��� ������������� �������������� ������ ��������� ������� ���������� ���������� �������
����� ��������� ���� ������� ����� �� ��������� ������ ����(A)�
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��������� ��� ������� ����� �����������




1 0 1 2
0 1 1 3
2 3 5 6
−1 1 0 1



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���

����������� ��������� ������� ���� Rank(A) = 3.

����� ��� ������������� ������������ A�x = �b� ����� �� m ������� �� n ����������
������ G = (A �b)�

�� ��� ����(G) > ����(A)� ���� ������������ �������������� �� ������

�� ��� ����(G) = ����(A) = n� ���� �������������� �� ��������������� ���������

�� ��� ����(G) = ����(A) < n� ���� �������������� �� ������� ����� �����������

��������� ���� ��� ���� ������������ ����������� ���� ���������� ����������� ����
������� ��������� ������� ������� ����������� ������ ������ ����������� ������
����� ���� ��� ����(G) > ����(A)� ���� ������������� ������������ ������� ��������
������ ��������� ������� ��������� ������������ ������ �� ������ 0 = b, (b �= 0)� �����
���� ���������� ����� ���� �������������� �� ������
����� ���� ��� ����(G) = ����(A) = n� ���� ������������� ������������ �������
������������� ����������� ��������� �� n ����� �� ���������� �� �������������� ������
���� ������ ���������������� ������� ��������� ������� �������� �� ����������������



�� ���� �� ����������� ������������

����� ���� ��� ����(G) = ����(A) < n� ���� ������� �� ������� ���������� ��������
��������� �������� ������������ �������������� ������� �� ���� ����� ���������� �� �������
������

�������� ����������� �������������� ���� ������ ���� ��������� ����� �������� ����
������ �������������� ������ ��� ���� ������� ��������������������

��������� ��� ��������
�� 




x − 2y + z = 8
2x + 3y + 2z = 9
x + y + 3z = 13

, ��������





x = 2
y = −1
z = 4

�� 



− y + 3z = −5
2x + y − 3z = 11
4x + 2y = 10

, ��������





x = 3
y = −1
z = −2

�� 



x + 3y − 2z = 2
y + 4z = −3

x + 4y + 2z = −1
, ��������

�
x = 11 + 14z
y = −3− 4z

�� 



x + 3y − 2z = 1
2x − y + 4z = 2
3x + 2y + 2z = 1

, �������� �������������� �� �����

�� 



x + 3y = 5
2x − y = −4
3x + 2y = 1

, ��������

�
x = −1
y = 2

�� 



x + 3y − z + 2w = 2
2x − y + 2w = 5
−x + 4y − z = 0

, �������� �� �� �����


