Luku 2

Lineaariset yhtaloryhmat

2.1 Rivioperaatiot

Sovitaan ensin merkintidtavoista. Ratkaisemme ensin yksinkertaisen yhtaloparin

r + 2y = 3
{—220 + y =4 (2.1)

Lisddmme ensimméisen yhtédlon kahdella kerrottuna toiseen, jolloin yhtialoryhmé me-
nee muotoon, josta ratkaisu on helppo saada esiin. (Huomaa merkinnét, jotka on tehty
yhtéloryhmén oikealle puolelle.)

r + 2y = 3 +2
{ —2r + y = 4 — (2'2)
r + 2y = 3 (1)
& { 55 = 10 (2) (2.3)

Yhtalostd (2) saadaan arvo y = 2 ja sijoittamalla tdmé arvo yhtdloon (1) saadaan

r+2-2 = 3

r = —1

Yhtaloryhmén ratkaisu on siis ¢ = —1, y = 2.
Edella kiytetty rivioperaatio oli rivin lisdéminen luvulla kerrottuna toiseen.

Seuraavassa esimerkissd kiytdmme samaa rivioperaatiota toistuvasti. Jokaisessa vé-
limuodossa on yksi termi merkitty hakasuluin. Téatd termid sanomme pivot-termiksi.
Rivioperaatioiden kertoimet valitaan niin, ettd pivot-termin alapuolella olevat saman-
muotoiset termit hividvit. Pivot-termin valintaa ja sité seuraavia rivioperaatioita sa-
nomme pivotoinniksi.
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Esimerkki 11.

(2] + v — 2 + 2w = 2 +1] -2
- + 3z - w = 6 —
-y + 2z + 3w = 2 (2:4)
2z + y + 22 — w =1 —
(2 + y — 2z + 2w = 2
ly] + 22 + w = 8 +1 | +1
- -y + 2z + 3w = 2 — (2:5)
\ -y + 4z - dw = -3 —
(2 + y — z + 2w = 2
y + 2z + w = 8
- [42] + 4w = 10 | —3/2 (2:6)
L 6z — 4w = 5 —
(2 +y — 2z + 2w = 2 (1)
y + 22 + w = 8 (2)
- iz + 4w = 10 (3) (2.7)
\ — 10w = -10 (4)
4) — w=1
(3) — 42z44-1=10 < z=15
(2) — y+2-15+1=8 wy=4
(1) — 2+4-15+2-1=2 & zxr=-25

Jatkossa tulemme kdyttdmadn seuraavia rivioperaatioita:

Rivin lisidminen toiseen riviin luvulla kerrottuna. On selvii, ettd tdmé rivio-
peraatio ei muuta yhtaloryhmén ratkaisua. Esimerkiksi yhtdloryhméssa (2.4)
pivot-rivi (rivi 1) lisitdin yhdelld kerrottuna riviin 2 ja pivot-rivi vihennetaén
kahdella kerrottuna rivistd 4. Huomaa, miten pivotoinnissa kiytetyt kertoimet
néhdéddn pivot-sarakkeen (z-sarake) vastaavan rivin kertoimista. Varmista edel-
lisen esimerkin avulla, ettd varmasti ymmérréit rivioperaatiot.

Yhtaloryhméan (2.5) neljds yhtilo syntyy seuraavasti

termi | 4. rivi —2- pivot = 4. rivi
(2.4) (2.4) (2.5)
z-termi 2z -2 x =
y-termi Y -2y - -y
z-termi | 2z =2 (—2) = 4z
w-termi | —z @ —2- 2w = —dw
RHS 1 -2 2 = =3
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Nyrkkisdanto: Rivioperaatiota tehtdessd kdyddan lapi kaikki sarakkeet, myoskin
RHS.

Rivin kertominen (tai jakaminen) nollasta eroavalla luvulla.

Kahden rivin vaihtaminen.

On selvad, ettd rivioperaatiot eivat muuta yhtdloryhmén ratkaisua. Tavoite onkin nyt
muuttaa yhtaloryhmén muotoa muuttamatta ratkaisua. Pyrimme siihen, ettd muo-
to saadaan sellaiseksi, ettd viimeisessd yhtélossd on vain yksi muuttuja w, joka saa-
daan ratkaistua tasta yhtilostd. Kun toiseksi viimeinen yhtilo viedddn muotoon, jossa
esiintyy edellisen muuttujan lisidksi vain yksi muu muuttuja (tdssé w:n liséksi 2), niin
sijoittamalla w:n arvo yhtdloon saadaan uusi muuttuja z ratkaistua.

Useimmissa tapauksissa tavoittelemamme muoto saadaan helposti suorittamalla pe-
rakkiiset pivotoinnit seuraavasti. Ensimmaéiseksi pivot-termiksi valitaan ensimmai-
sen yhtdlon z-termi. Toiseen pivotointiin valitsemme pivot-termiksi toisen yhtalon
y-termin. Kolmanteen pivotointiin valitsemme pivot-termiksi kolmannen yhtdlon z-
termin. Jne. Normaali ratkaisu onkin siis valita seuraavaksi pivot-termiksi “seuraava
muuttuja seuraava rivi’. Ndin jatkaen yhtédloryhmé saa tavanomaiselle ratkaisulle
tyypillisen kolmiomaisen muodon.

Joskus "seuraava muuttuja seuraava rivi” -periaatteen mukaisessa paikassa on tyh-
jaa; haluttu termi puuttuu. Silloin on etsittdva haluttua muuttujaa sisaltavas yhtaloa
alemmilta riveiltd. Jos tallainen rivi l0ytyy, vaihdetaan se pivot-rivin paikalle ja jatke-
taan normaalisti. Jos muuttujaa ei esiinny milldén jéljelld olevalla rivilla, niin siirrym-
me seuraavaan muuttujaan (sarakkeeseen). Jos jouduimme hyppaédméaian pivotoinneis-
sa yhden sarakkeen yli, on tdma merkille pantava asia. Pivotoimaton sarake kannattaa
merkité kisin laskettaessa, jotta varmasti muistaa jatkossa huomioida sen oikein. Té-
man kappaleen esimerkeissa pivot-termit on merkitty hakasuluin. Pivotoinneissa yli-
hypétty sarake erottuu siitd, ettei silld ole viimeisessé esityksessd pivot-merkintéa.

Seuraavat esimerkit valaisevat asiaa.

Esimerkki 12.

(2] + vy + 2z + 2w = 1 +3 | -2
—3r — 3y — w = 1 —
+ y — 22 + 3w = -1 (2.8)
. 2z + 3y + 3z + 10w = 1 —
() + y + 2z + 2w = 1
32 + Sw = 4 | vaihdetaan
- y — 2z 4+ 3w = -1 — (2.9)
L y + 2z 4+ 6w = -1

Uudeksi pivot-termiksi er nyt voida ottaa toisen yhtdlon y-termid. Koska haluamme
edetd systemaattisesti, vathdamme toisen ja kolmannen rivin keskenddn ja jatkamme



16

sen jalkeen systemaattisesti.
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((z) + y + 2z + 2w = 1
ly] — 22 + 3w = -1 -1
- 3z + bw = 4 (2.10)
L y + z + 6w = -1 —
((z) + y + 2z + 2w = 1
(y) — 2z + 3w = —1
< 32] + 5w 4 ~1 (2.11)
\ 3z + 3w = 0 —
() + y + 2z + 2w = 1 (1)
(y) — 22 4+ 3w = -1 (2)
- 3:) + 5w = 4 |(3) (2.12)
\ - 20 = —4 | ()
4) — w=(-4)/(-2)=2 (2.13)
3) - z2=(4-5-2)/3=-2 (2.14)
(2) - y=—-1+2-(-2)—3-2=-11 (2.15)
(1) - z=1—(-11)—(-2)—2-2=10 (2.16)
Saatu ratkaisu kannattaa aina tarkistaa sijoittamalla saadut arvot alkuperdiseen yh-
taloryhmadn:
0 + (-11) + (-2) + 2-2 = 1 ok
—-3-10 — 3(-11) - 2 = 1 ok
(1) — 2(-2) 4+ 3.2 — -1 o (217
2-10 + 3(-11) + 3(-2) + 10-2 = 1 ok

Joskus kiy niin, etté jostakin yhtédlosta hévidvit kaikki muuttujat. Jos syntyva yhtilo
on tyyppid 0 = 0, niin se on (triviaalisti) tosi. Vaihdetaan tdmi yhtdlé ryhmén vii-
meiseksi ja jatketaan normaalisti.

Jos yhtélo on tyyppid 0 = a (# 0), niin yhtilo on epétosi ja yhtaloryhmélla ei voi olla
yhtaian ratkaisua, joten ratkaisun etsiminen voidaan lopettaa.

Jos on syntynyt epétosi yhtdlo, tai kaikki pivotoimattomat yhtdlot ovat triviaaleja,

paattelemme seuraavasti:

(1) Jos on syntynyt epétosi yht&lo,

a11r1 + 12T
A22T2

+
+

_|_
+

A1pTn
1Ty

by
by
>
*
*

epitosi — ei ratkaisua
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niin lopetamme ratkaisun etsimisen ja ilmoitamme, ettd ratkaisujoukko on tyhji.

(2) Jos ei-triviaaleja yhtél6itd on yhtd monta kuin muuttujaa,

( (an1z1) + apre + ... 4+ apr, = b
(CLQQ.QTQ) 4+ ... 4+ A2nTy = bg

(annxn) = bn

0 = 0

niin ratkaisemme muuttujien arvot palautuvien sijoitusten avulla.

(3) Jos ei-triviaaleja yhtéloita on m kappaletta ja muuttujia on n kpl ja m < n, niin
siirramme RHS:iin muuttujat, joita ei esiinny pivot-termeissi. Pivotoinnissa mukana
olleet muuttujat ratkaistaan perikkiisilla sijoituksilla.

.
(anz1) + apzs + ...+ GwTm = Gt)Tmi1 - G+ b
(agxs) + ... + iy = A2(m+1)Tms1 --- ATy + by
(ammxm) - a2(m+1)$m+1 co. QopTy bm

0 = 0

Ratkaisuja on nyt ddreton maédrd. On kuitenkin oltava huolellinen vastausta kirjoit-
taessa. Yhtdloryhmé ei ole aina tosi. Periaate on se, ettd muuttujille x,,11,..., 2,
voidaan antaa mitkd tahansa numeroarvot ja tdmén jalkeen muuttujien xq, ..., x,, ar-
vot saadaan palautuvilla sijoituksella viimeisestd yhtaléryhméin muodosta.

Seuraavissa esimerkeissi tulevat vastaan kaikki edelld esitetyt tapaukset. Esimerkeissé
yksinkertaistetaan vilimuotoja siirtymailld kerroin-kaavio -esitykseen. Tama merkitsee
sitd, ettd jatdmme muuttujat kirjoittamatta. Kertoimen paikka kaaviossa kertoo min-
ki muuttujan kerroin se on (sarake) ja mihin yht&loon se kuuluu (rivi).
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Esimerkki 13.

(2] - y + 2z =5
—3r + 3y — 3z = 3
2 — 2 1 (2.18)
| 2z + 3y + 3z = 2
1] -1 1 |5 +3 -2
-3 3 =33 —
Tl o o2 -2 (2.19)
2 3 3|2 —
(1) =1 1 |5
0O 0 018 — epdtosi, el ratkaisua
— 0 2 —2|-1 (2.20)
0O 5 1 [-=8

Vastaus: yhtaloryhmdn ratkaisujoukko on tyhjd.
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Esimerkki 14.

z] — vy + 2z = -1
-3z + 3y — 3z 3
2 — e — (2.21)
20 + 3y + 3z = 4
] -1 1 [-1 +3 -2
-3 3 =3| 3 —
— 0 9 _9| 0 (2.22)
2 3 3 4 —
1) -1 1 ]-1
0 0 0 0 — ;
| vathdetaan
> 0 5 _9| 0 (2.23)
0 5 1 6 P
1) -1 1 |-1
0 5 1 6 —
“ |l o 2 —2|0 2 (2:24)
0 0 0 0
(1) -1 1 |-1
0 [ 5|6 2
“ 1o 2 =20 — (2.25)
0 0 0 0
1) -1 1 | -1 (1)
0 (1) 5 | 6 2)
- 0 0 (=12)|-12 (3) (2.26)
0 0 0 | 0 (4)
(3) — z= (2.27)
(2) - y=6-5-1= (2.28)
1) - s=—1+1-1=-1 (2.29)

Vastaus: v = -1, y =1 ja z = 1.
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Esimerkki 15.

Vastaus

l

!

LUKU 2.
r + y + z 4+ 2w = 1
—3r — 3y — =z = 1
+ ¥y — 2z + 3w = -1
g 1 1 2|1 +3
-3 -3 -1 0] 1 —
0 1 -2 3|-1
1) 1 1 |
0 0 2 4 | vaihdetaan
0 1 -2 —1 —
1 1 1 2|1
0 (1) -2 3|-1
0 0 [2 6| 4
r +y + z = 1 — 2w (1)
y — 2z = -1 — 3w (2)
2z = 4 — 6w (3)

z
Y
x

g v e 8

(4 - 6w)/2 =2 — 3w
(=1 —=3w+2(2—-3w)) =3—-9w
(1-2w—(3—9w)—(2—3w)) =—4+ 10w

= —4+4+ 10w

3— 9w

= 2-—3w

LINEAARISET YHTALORYHMAT

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
(2.36)
(2.37)
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Esimerkki 16.

r — 2y — 2z + 2w = 1
—3r + 3y — ow = 1
b - (2.38)
. 2z + y + 3z + 6w = 5
] -2 -1 2|1 +3] -2
-3 3 0 =5|1 —
— 0 1 1 0 |-1 (2.39)
2 1 3 6|35 —
1) —2 -1 2] 1
0 =3 =3 1|4 | vaihdetaan
“lo 1 1 0| -1 — (2.40)
0O 5 5 2|3
(1) =2 -1 2|1
0 [1] 1 0of-1 +3 | =5
Tl o =3 314 — (2.41)
0O 5 5 2|3 —
1) -2 -1 2|1
0 (1) 1 0|-1
“ 1o o o [ 4 2 (2:42)
o 0 0 2|8 —
1) -2 -1 2|1
0 (1) 1 0 |-1
o 0 0 0 ()] 4 (2.43)
0O 0 0 071]O0
() — 2y + 2w = 1+=z (1)
() = —l-=z (2)
— 2.44
W) = 4 ) 240
\ 0= 0
3) — w=4 (2.45)
(2) - y=-1—=2 (2.46)
(1) - z=1424+2(-1—-2)—-2-4=-9—z (2.47)
Vastaus
r = —9—z
y = —1—z2
z = 2
wo = 4
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2.2 Gaussin eliminointikeino

Seuraavaksi muotoilemme algoritmin yhtédloryhmén ratkaisemiseksi. Ratkaistava yh-
taloryhma on

a;1ry, + aprys + ... + apr, = b
a91T1 + 99T 4+ ... —+ AonTy = b2

(2.48)
Am1iT1 + QmaTs + ... + QunZn = bm

Muuttujia on n kappaletta ja yhtdloitd on m kappaletta. Kerroin a;; on muuttujan
x; kerroin i:nnessd yhtalossd. Keskitymme algoritmissa kertoimiin, joten esitimme
yhtaloryhman kerroinkaaviona

ain a2 an b
a2 Cl‘22 azn by (2.49)

Ami Qma -+ Qmn  bm

Yhtaloryhmén i:nnettd yhtédlod vastaa kaavion :s rivi
w; = ( a;1 Qo ... Qi b ) (2.50)
Algoritmi muokkaa kaaviota kierros kierrokselta ja merkitsemme tarvittaessa kaavion
jirjestysnumeron k = 1,2,... yliindeksinA. (afj on siis muuttujan z; kerroin k:nnen

kaavion i:nnessd yhtilossi.)

Koska lopullinen algoritmi sisaltad lukuisia poikkeustapausten aiheuttamia varmistuk-
sia ja on siksi kummallisen tuntuinen ensi lukemalta, esitimme ensin erikoistapauksen,
jolla saa tuntuman perusratkaisuun.

2.2.1 Algoritmi, Gaussin eliminointi, helppo tapaus.

Seuraava algoritmi olettaa, ettd muuttujia ja yhtiloitd on sama méiird (m = n), ja
minkddn yhtdlon LHS:ia ei voida lausua muiden yhtéldiden LHS:ien lineaarikombi-
naationa. Oletus merkitsee, ettd yhtaloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu ja monet
yleisen algoritmin tarkistukset voidaan jattaé pois.

Gaussin algoritmi, versio I helpossa tapauksessa.

(1) Aseta ensimmaéiseen kaavioon tutkittavan yhtaloryhmén kertoimet;
(2) fork=1ton—1
(3) % (FEtsitddn pivot-alkio)

(4) if af, =0

(5) then

(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta riviltd alkio
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ak #0,t > k ja vaida rivit w; ja wy.
endif
% (Tehdadn vusi kaavio, pivotoidaan)
forj=1tok
o
endfor

forj=k+1tom
k+1 k

)

)

)

)

) w; =Wy — (a;?k/aiﬁ : w’,j;
) endfor
) endfor

) (% Palautuvat sijoitukset)

) for p=n downto 1

) Lp = (b}; - Zn—p+l alﬁg%)/(@'gp)
) endfor

) Aseta ensimmaéiseen kaavioon tutkittavan yhtaloryhméin kertoimet;

(1

(2) fork=1ton—1

(3) % (Etsitddn pivot-alkio)

(4) if af, =0

(5) then

(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta rivilta alkio
(7) ak #0,t > k ja vaida rivit w; ja wy.
(8) endif

9 % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan
(

(10) forj=1tok—1

(11) wf“ = w;? - (aﬁk/aik) : w,’j;

(12) endfor

(13) wp ™ = wi

(14) forj=k+1tom

(15) W?H = wf - (a;?k/aiw : wllf;;

(16) endfor

(17) endfor

(18) (% Muuttugien arvot)

(19) forp=1ton

EZO) x, = b /ak

21) endfor

Versio Il:ssa ei tarvita palautuvia sijoituksia. Sen vuoksi moni pitdd toista versiota
parempana. Kuitenkin se on herkempi pyoristysvirheille ja veriota I pidetddn siksi
teoreettisesti parempana.

Esimerkki 17. Olkoon ratkaistavana yhtiléryhmd
r — 2y + 3z = -3
r — 2y + z = =5 (2.51)
2 + y — 22 = 1
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Ratkaistaan yhialéryhmd kummallakin edelld esitetylla algoritmilla.

Versio I:
] -2 3 |-3 -1 =2
1 -2 1 |-=5 —
2 1 =-2]1 —
1] -2 3 |-3
> 0 0 —21 -2 | waihdetaan
0 5 —-8| 7 |
(1) -2 3 -3
VN 0 (b)) -8 7
0 0 (-2)|-2
(=2)/(=2)=1
y o= 09 1)/5=3
r = (-3-(-2)-3-3-1)/1=0
Versio II:
n -2 3 |-3 -1 -2
1 -2 1 |-=5 —
2 1 =211 —
1 -2 3 | -3
«— 0 0 -2 =2 | wvaihdetaan
0 5 —-8|7 I
(1) -2 3 |-3 —
s 0 [5] -8 7 +0.4
0 0 —-2|-2
(1) 0 —-02|-02 —
— 0 () -8 7 —
0o 0 [-2]| -2 —0.1|—-4

= 0/1=0
y = 15/5=3
z = (-2)/(-2)=1

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)
(2.56)
(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
(2.65)

Edella esitetyissé algoritmeissa on vield yksi merkittdva heikkous. Jos ap on pieni,
mutta nollasta eroava (esim. ag, = 1.23 - 107! niin version I rivilli (4) ehto on tark-
kaan ottaen epétosi, vaikka useimmiten pivot-alkio pitdisi hakea alemmalta rivilta.
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Selkein ja helposti ohjelmoitava ratkaisu on hakea itseisarvoltaan suurin kerroin jou-
kosta {ark, G(k41)k - - -, nk }. JOs itseisarvoltaan suurin kerroin on agq, rivilld ¢, niin
vaihdetaan rivit wy ja w,. Késin laskettaessa tallainen rivinvaihto on usein tarpee-
tonta, mutta ohjelmoitaessa algoritmi tietokoneelle, tdmé rivinvaito on ehdottomasti

tehtava versio 11I:n mukaisesti.

Gaussin algoritmi, versio III helpossa tapauksessa.

Muuttuneet rivit (verrattuna versioon I) on merkitty tahdella.

Esimerkki 18. Olkoon ratkaistavana yhtiléryhmd

r — 2y + 3z = -3
r — 2y + z = -5
2c + y — 2z = 1

Ratkaistaan yhtaloryhma muutetulla algoritmilla.

(1) Aseta ensimmaéiseen kaavioon tutkittavan yhtaloryhmén kertoimet;
(2) fork=1ton-—1

(3%) % (FEtsitddn pivot-rivi)

@) a=k

(5%) fori=k+1ton

(6%) if aik| > |agr|

(7%) then

(8%) q=i;

(9%) endif

(10%) endfor

(11%) vaihda rivit wy ja w,

(12) % (Tehdiin wusi kaavio, pivotoidaan)
(13) forj=1tok

(14) wf“ = w;

(15) endfor

(16) forj=k+1tom

(17) W?H = wf - (a?k/a£k> S wi;
(18) endfor

(19) endfor

(20) (% Palautuvat sijoitukset)

(21) for p = n downto 1

(22) = (0 Sy b))/ (o)
(23) endfor

(2.66)



26 LUKU 2. LINEAARISET YHTALORYHMAT

Versio III:
1 =2 3 -3 " |vaihdetaan
1 -2 1 |-5 (2.67)
2 1 =211 |
2 1 =21 —0.5|-0.5
VN 1 -2 3 |-3 — (2.68)
1 -2 1 |-=5 —
(2) 1 —2 1
s 0 [-25] 4 |-35 -1 (2.69)
0 —-25 2 |-=55 —
(2) 1 —2 1
> 0 (=25) 4 |-=35 (2.70)
0 0 -2 =2
= (-2)/(-2)=1 (2.71)
y = (-35—-4-1)/(-2.5)=3 (2.72)
r = (1-1-3+2-1)/2=0 (2.73)

2.2.2 Algoritmi, Gaussin eliminointi, yleinen tapaus.

Seuraavaksi muotoilemme yleisemmén algoritmin, joka toimii kaikissa tilanteissa. Em-
me kirjoita taydellistd ohjelmaa, vaan tarkoitus on saada luettava esitys, josta ohjel-
mointitaitoinen lukija pystyy kirjoittamaan toimivan koodin.

Oletamme, ettd yhtéloitd on m kappaletta ja muuttujia on n kappaletta. Kun kirjoi-
tamme algoritmin, varaudumme erityisesti seuraaviin erikoistapahtumiin.

e Pivotointi epdonnistuu jossakin sarakkeessa.

e Yhtilot loppuvat ennen kuin kaikki sarakkeet on pivotoitu.
e Syntyy epétosi yhtilo.

e Syntyy triviaali yhtédld 0 = 0.

Tulemme algoritmissa joskus vaihtamaan sarakkeiden jarjestysta. Jotta syntyvit kaa-
viot olisivat helpposti luettavissa lisidmme kaavioon otsikko-rivin, jolta kiy ilmi muut-
tuja, jonka kertoimista on kysymys. Tama ei ole oikea-oppista, mutta harjoitteluvai-
heessa tarpeellista. Erityisesti tulemme siirtdméan kokonaisia sarakkeita RHS:&én.
Siirron jilkeen yhtéloryhmén jokaisen yhtélon oikea puoli ei ole enéé reaaliluku, vaan
lineaarikombinaatio ykkdsestd ja siirretyista muuttujista. Vastaava kaavion rivin RHS-
vektori on tdmén lineaarikombinaation kerroinvektori. Kaytidmme tistd rivin £ RHS-
vektorista merkintdd 7. Seuraava esimerkki valaisee asiaa. Esimerkki on kiyty lépi
sekd, yhtaloryhmé- ettd kaaviomuodossa.
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Esimerkki 19.

] + 2y — 2z =6 ~
2c + 6y + 4z = 0

2) = —12 — 6z

{(x) = 18 + 7z ~
(y) =

Vastaus:

r = 18+7z
y = —6—3z

Gaussin algoritmi, versio IV, yleinen tapaus.

(1) Aseta ensimmaéiseen kaavioon tutkittavan yhtaloryhmén kertoimet;

(2) k=1,stirretyt =0

(3) repeat

(4) % (Etsitadn pivot-alkio)

(5) médritd rivi ¢ siten, etté alkio af, on itseisarvoltaan
suurin alkioista {a¥,, a’(“kﬂ)k, coal )

(6) if af =0

(7) then

(8) siirrd sarake & RHS:iin

(9) stirretyt = siirretyt + 1;

(10) else

(11) vaida rivit w, ja wg.

(12) % (Tehdddn uwusi kaavio, pivotoidaan)

(13) forj=1tok

(14) wf“ = wk;

(15) endfor

(16) forj=k+1tom

(17) wf“ = w;? - (afk/agk) Wi

(18) endfor
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(19) k=k+1;

(20) endif

(21) until k > m or k + siirretyt > n

(22) % (Onko jaljelld pivotoimattomia sarakkeita?)

(23) if k + siirretyt <n

(24) then

(25) siirrd pivotoimattomat LHS:n sarakkeet RHS:iin
(26) endif

(27) % (Onko jaljella pivotoimattomia riveji?)

(28) if k<m

(29) then

(30)

w
]

jos jokin pivotoimattomista yhtaloistd on epétosi,
niin yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua. (LOPETA)

(31) endif

(32) % (Ratkaise LHS:n muuttujien arvot.)
(33) for g =k — 1 downto 1

(34) Wy = Wq/gg;

(35) fori=1toqg—1

(36) W; = Wi — AijqgWq;

(37) endfor

(38) endfor

(39)

39) Tulkitse tulos.

2.3 Pythonilla tehty pivotointirutiini

Tama kurssi ei ole ohjelmointikurssi, ja siksi emme nyt ala ohjelmoida taydellistd oh-
jelmaa lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemiseksi. Aihe voisi olla hyva harjoitustyon
aihe, mutta luentoaikaa emme siihen kiytid. Myohemmin opimme matriisien determi-
nanteista ja kiddnteismatriiseista asioita, joiden avulla useimmat lineaariset yhtéiloryh-
maét ratkeavat helposti.

Seuraavaksi tutkimme pythonilla tehtyd ohjelmaa, jolla Gaussin eliminointi voidaan
tehd& vaihe kerrallaan siten, ettd tietokone tekee rutiinilaskut ja ihmiselle jad proses-

sin ohjaaminen ja sithen kuuluvat paatokset.

Tarkastellaan esimerkkind yhtaloryhméa

r — 2y + 3z = -3
r — 2y + z = =5 (2.74)
2 + y — 2z = 1

Seuraavassa on interaktiivisen python-session tuloste kokonaisuudessaan, ja tulosteen
jilkeen kommentit vaihe vaiheelta.

>>> from numpy import x*
>>> from LAtools import gauss
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>>> A = matrix([[1,-2,3,-3]1,[1,-2,1,-5],[2,1,-2,1]],float)
>>> print A

[[1
[1
[ 2

-2. 3. -3.]
-2. 1. -5.]
1. -2. 1.]]

>>> # pivot (1,1) on OK

>>> A = gauss(A,’pivot’,1,1)

| I e W |
S O =

-2. 3. -3.]
0. -2. -2.]
5. -8. 7.]1]

>>> # pivot (2,2) ei ole 0K --> vaihda rivit 2 ja 3

>>> A = gauss(A,’swap’,2,3)

| B e Wl |
O O =

-2. 3. -3.]
5. -8. 7.]
0. -2. -2.1]

>>> # kaavio on kolmiomuodossa --> solve

>>> A = gauss(4,’solve’)

x1
X2 =
x3

>>>

= W O
SO O O

Kommentit ylla olevaan sessio-tulosteeseen:

Aluksi kaksi ensimmaéista rivid lataavat "numpy’- ja "gauss’-paketit.

Toiseksi talletaan yhtdloryhmén kerroinkaavio matriisiin A. Huomaa, ettd yh-
taloryhmén kerroinkaavio on isompi kuin kerroinmatriisi. Matriisin A viimeinen
sarake on yhtdloryhman RHS.

A = gauss(A,’pivot’,1,1) Ensin pivotoidaan paikan (1,1) suhteen. Pivot-al-
kiona on 1, joka kisin laskettaessa on aina hyvéa asia. Koneella laskettaessa ykko-
nen ei ole kakkosta parempi. Mitd suurempia lukuja diagonaalille jd4 pivotoinnin
jilkeen, sitd vihemmaén laskujen aikana tapahtuneet pyoristysvirheet vaikutta-
vat lopputulokseen. Téamén vuoksi olisi teoriassa hyvi vaihtaa ensimmaéisen ja
kolmannen rivin paikat. Emme nyt paittéineet tehdi niin.

A = gauss(A,’swap’,2,3) Toisessa vaiheessa luonnollinen pivot-paikka on (2,2).
Mutta tdssd paikassa on nyt 0, miki ei lainkaan kiy laatuun. Siksi vaihdamme
rivit 2 ja 3.
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e gauss(4,’solve’) Tassd vaiheessa kerroinkaavio on kolmiomuodossa, joten teem-
me palautuvat sijoitukset "gauss”-rutiinin ’solve’ -toiminnolla.

Esimerkki 20. Ratkaise yhtdloryhmd

250z — 030y + 7.45z 4+ 0.60w = 2.30

y — 200z 4+ 0.55w = 0.00
1.50x + 1.75y + 520z + 025w = 4.25
3.00r — 3.00y + 6.25z + 0.4bw = 7.30

>>> from numpy import *

>>> from LAtools import gauss

>>> A = matrix(\

[[2.50,-0.30, 7.45, 0.60, 2.30]1,\
[0.00, 1.00,-2.00, 0.55, 0.00],\
[1.50, 1.75, 5.20, 0.25, 4.25],\

.. [3.00,-3.00, 6.25, 0.45, 7.30]]1,float)

>>> A = gauss(4,’pivot’,1,1)

[[ 2.5 -0.3 7.45 0.6 2.3 1]

[ 0. 1. -2. 0.55 0. 1]
[ 0. 1.93 0.73 -0.11 2.87]
[ 0. -2.64 -2.69 -0.27 4.54]]

>>> A = gauss(A,’pivot’,2,2)

[[ 2.5 -0.3 7.45 0.6 2.3 ]
[ 0. 1. -2. 0.55 0. ]
[ 0. 0. 4 .59 -1.1715 2.87 1]
[ 0. 0. -7.97 1.182 4.54 1]

>>> A = gauss(A,’pivot’,3,3)

[[ 2.5 -0.3 7.45 0.6 2.3 ]
[ 0. 1. -2. 0.55 0. ]
[ 0. 0. 4 .59 -1.1715 2.87 ]
[ 0. 0. 0. -0.8521732 9.52342048]1]

>>> A = gauss(A,’solve’)

x1 = 10.4417348954

x2 = 1.69244977918

x3 = -2.22702433225

x4 = -11.1754517158

>>>

Esimerkki 21. Ratkaise yhtdloryhmd

2 + 3y — z + 2w = 4

y + 2z + w = 5
r + by + 32 + 3w = 0
v — y — Tz + 4w = -2
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>>> from numpy import *
>>> from LAtools import gauss
>>> A = matrix(\

[[ 2, 3,-1, 2, 4],\
[o, 1, 1, 1, 51,\
[ 1, 5, 3, 3, 0],\

. [3,-1,-7, 4,-2]1],float)

>>> A = gauss(A,’pivot’,1,1)

([ 2. 3. -1. 2. 4.]
ro. 1. 1. 1. 5.1
[0. 3.5 3.5 2. -2.1
[0. -5.5-5.5 1. -8. 1]

>>> A = gauss(A,’pivot’,2,2)

([ 2. 3. -1. 2. 4. ]
[ o. 1. 1. 1. 5. 1]
[ o. 0. 0. -1.5 -19.5]
[ o. 0. 0. 6.5 19.5]]

>>> A = gauss(4,’pivot’,3,4)

([ 2. 3. -1. 2. 4. ]
[ o. 1. 1. 1. 5. ]
[ o. 0. 0. -1.5 -19.5]
[ o. 0. 0. 0. -65. 11

>>> A = gauss(A,’solve’)

Ratkaisujoukko on tyhja.
>>>

Esimerkki 22. Ratkaise yhtdloryhmd

2 + 3y — 2z + 2w

y + +  w
r + Sy + 3z + 3w
3r — y — Tz — w

>>> from numpy import x*

>>> from LAtools import gauss
>>> A = matrix(\

2, 3,-1, 2, 4]1,\

0, 1, 1, 1, 5],\

1, 5, 3, 3, 0],\
3,-1,-7,-1,-211,float)
(A,’pivot’,1,1)

sy T L

>>> A = gauss

[[2. 3. -1. 2. 4.1

N O Ot >

31
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32
[ 0. 1. 1. 1. 5.1
[ 0. 3.5 3.5 2. -2.1
[ 0. -5.5-5.5-4. -8. 1]

>>> A = gauss(A,’pivot’,2,2)

([ 2. 3. -1. 2. 4. ]
[ o. 1. 1. 1. 5. ]
[ o. 0. 0. -1.5 -19.5]
[ o. 0. 0. 1.5 19.5]

>>> A = gauss(A,’pivot’,3,4)

([ 2. 3. -1. 2. 4. ]
[ o. 1. 1. 1. 5. ]
[ o. 0. 0. -1.5 -19.5]
[ o. 0. 0. 0. 0. ]

>>> A = gauss(A,’solve’)

xl = 1.0+2.0%x3

x2 = -8.0-1.0%x3

x3 = x3

x4 = 13.0

>>>

Yhtaloryhmén ratkaisujoukko on siis

]

]

Rj = {(xvyasz)T’le—i—QZ’y:_8_27w:13}

T

ST EINS

1

-8

0

13

+t-

2

—1

. | 1ter (2.75)

0

Esimerkki 23. Ratkaise uudelleen edellisen tehtdvin yhtaloryhmda, kun muuttujat on
kirjoitettu yhtaloihin muutetussa jarjestyksessa (z,z,y,w)

—z
z

3z
—Tz

+

+
_|_

2z

T
3z

_|_
_|_
+

Pivotointi-rutiini antaa nyt vastauksena

xl = -8.0-1.0%*x3

x2 = -15.0-2.0%x3
x3 = x3
x4 = 13.0

3y
y
oY
Yy

+
_|_
+

2w
w
3w
w

|
N O Ol
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(Muista, ettd muuttujien jarjestys muuttui, joten x1 < 2, 22 < x, 23 < y jard < w).
Ratkaisujoukko on siis

Rj = {(xy,2,w)" |r=-15-2y, 2= -8y, w=13}

T —15 -2

_ Y B 0 . 1

= . = _g +t q |teR (2.76)
w 13 0

Esimerkkien (22) ja (23) Yhtaloryhmét ovat tasmélleen samat, silld muuttujien jarjes-
tyksen vaihtaminen ei muuta yhtdloryhmén ratkaisujoukkoa. Vaikka vastaukset (2.75)
ja (2.76) saattavat ndyttad erilaisilta, ne mééritteleviit tdsmiélleen saman vektorijou-
kon. Téssé vaiheessa voi olla vaikea ndhda vastausten identtisyyttd. Myohemmin pa-
laamme esimerkkipariin uudelleen sen jalkeen, kun olemme késitelleet R™:n suorat.

2.4 Yhtaloryhmin ratkaisujen lukumaara

Edelld kasitelty yhtidloryhmien ratkaisumenetelmé, Gaussin algoritmi, on yleispéateva.
Silld voidaan ratkaista mikd tahansa lineaarinen yhtdloryhmaé. Liséksi se on numee-
risesti hyvi. Tulemme jatkossa kiyttidmdédn Gaussin algoritmin muunnelmaa erilai-
sissa tilanteissa, joten algoritmi tulee nyt opetella. Kappaleen lopussa on esimerkki-
yhtaloryhmié, jotka kaikki voidaan ratkaista Gaussin algoritmilla. Ratkaise niistd niin
monta, ettd varmasti tieddt osaavasi menetelmén.

Yhtédléryhmén ratkaisujen lukuméird paljastuu Gaussin algoritmin kuluessa, mutta
usein ratkaisujen lukumaarad on vaikea nidhda suoraan alkuperiisestd yhtaloryhmaés-
td. Kun jatkossa ratkaisemme yhtdloryhmai, se yleensd kuuluu johonkin erikoista-
paukseen. Erdissd erikoistapauksissa voidaan ratkaisujen lukuméirasti sanoa enem-
mén kuin edelld. Aluksi sovimme muutamia sanoja, joita tulemme kidyttdmé&an.

Maaritelma 24. Tarkastellaan yhtdléryhmdd
AT =1, (2.77)

jossa on m yhtdlod ja n muuttujaa. Matriisi A on siis m X n matriisi jo T ja b
ovat m x 1 -sarakevektoreita. Olkoon lisiksi G = (A b). Matriisin G ensimmiiset
n saraketta ovat siis samat kuin yhialéryhmdn kerroinmatriisissa ja viimeinen sarake
on yhtaléryhmdan RHS. (Toisin sanoen G on se kaavio, jota Gaussin algoritmissa
lahdetdin muokkaamaan. )

1. Sanomme, ettd yhtiloryhmd (2.77) on kvadraattinen, jos m = n, eli yhtdiloitd
on yhtd monta kuin muuttujaa.

2. Sanomme, ettd yhtaloryhmd (2.77) on homogeeninen, jos b =0, eli jokaisen
yhtdlon RHS on nolla.

3. Jos ¥ = 0 on yhtdloryhmdn ratkaisu, niin sanomme ratkaisua ‘triviaalikst’. Jos
yksikin muuttuja saa ratkaisuvektorissa T nollasta eroavan arvon, niin sanomme
ratkaisua ’et-triviaalikst’.
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4. Jos yhtdloryhmdlld on yksi ja vain yksi ratkaisu, niin sanomme ettd yhtdloryh-
mdn ratkaisu on yksikdsitteinen (unitkke).

5. Sanomme, ettd matriisi A on vapaa, jos mitidn sen saraketta ei voida lausua
matriisin muiden sarakkeiden lineaarikombinaationa. Jos matriisi er ole vapaa,
sanomme sen olevan stdottu.

6. Sanomme, ettd yhtiloryhmd Az = b on vapaa, jos mitddan sen yhtdildd e voida
lausua ryhmdn muiden yhtdloiden lineaarikombinaationa. Jos yhtaloryhmd e:
ole vapaa, sanomme sen olevan stdottu. (Huomaa, etti yhtdloryhmd (2.77) on
vapaa, jos ja vain jos malriisi GT on vapaa.)

Suurin osa kisittelemistimme yhtédloryhmistd ovat kvadraattisia. Nelidmatriisin va-
paus voidaan helposti tutkia determinantin avulla. (Opimme myShemmin laskemaan
matriisin determinantin.) Siksi seuraavat lauseet ovat hyddylliset.

Lause 25. Olkoon AZ = b kvadraattinen yhtdloryhmd. Silloin yhtdloryhmdlla on yk-
sikdsitteinen ratkaisu, jos ja vain jos kerroinmatriisi A on vapaa.

Todistus. Lauseen todistaminen téssa vaiheessa on mahdollista, mutta mutkikas juttu.
Palaamme todistukseen hieman myohemin, kun olemme ensin oppineet lisdd matrii-
seista. [

Lause 26. Olkoon AT =0 kvadraattinen homogeeninen yhtiloryhmd. Silloin

(1) homogeenisella yhtaloryhmdlld on aina triviaali ratkaisu, jo

(2) homogeenisella yhtdloryhmdalld on myds ei-triviaali ratkaisu, jos ja vain jos ker-
roinmatriisi A on sidottu.

Todistus. (1) Véite on selvé. (2) Toinen kohta seuraa lauseesta (8(2)). O

Matematikassa ei ole tavallista, ettd muotoillaan tdsmallinen lause, ja sitten jatetddn
se todistamatta. Nyt teimme n&in koska on hyva verrata kahta edellistd lausetta vie-
rekkidin. Yhtaloryhmé&a ratkaiseva ihminen on kuin etsijé, joka etsii ja toivoo 10ytavin-
si. Ei-homogeenista yhtaloryhméé ratkaiseva yleensd toivoo 16ytavansa yksikésitteisen
ratkaisun, koska se yleensé helpottaa tuloksen tulkintaa (ehto: A vapaa). Homogee-
nista yhtéloryhméa ratkaiseva yleensi toivoo l6ytavénsa ei-triviaalin ratkaisun (ehto:
A sidottu).

Seuraavaksi muotoilemme tuloksen, jonka avulla voidaan erotella eri vaihtoehdot rat-
kaisujen lukumédridn suhteen. Médrittelemme ensin matriisin rangin. Rangi tullaan
myohemmin méiritteleméin toisellakin tavalla, mutta kumpikin tapa antaa rangille
saman numeroarvon.

Maaritelma 27. Tarkastellaan mxn -matriisia A. Viedddn A kolmiomuotoon Gaus-
sin algoritmilla. Ei-triviaalien rivien lukumddrd Gaussin algoritmin mukaisessa viimei-
sessd kaaviossa (row echelon form) on matriisin rangi, Rank(A).
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Esimerkki 28. Mddritd rangi matriisille

1
0
2

_—w = O
— o W N

—1

S Ot = =

Viedadn matriisi kolmiomuotoon pivotointitydkalulla:

>>> from numpy import x*
>>> from LAtools import gauss
>>> A = matrix(\

(L1, 0, 1, 21,\
Lo, 1, 1, 31,\
[ 2, 3, 5, 6],\
... [-1, 1, 0, 111, float)
>>> A = gauss(A,’pivot’,1,1)
(L1. 0. 1. 2.]
Lo. 1. 1. 3.]
[Lo0. 3. 3. 2.]
Lo. 1. 1. 3.11
>>> A = gauss(4,’pivot’,2,2)
(L1. 0. 1 2.1
[o0. 1. 1. 3.]
0. 0. 0. -7.]
[o. 0. O 0.1]
>>>

Viimeisestd kaaviosta ndemme, etld Rank(A) = 3.

Lause 29. Tarkastellaan yhtdloryhmdai Ax = l;, jossa on m yhtdlod ja n muuttujaa.
Olkoon G = (A b).

1. Jos Rank(G) > Rank(A), niin yhtdloryhmdn ratkaisujoukko on tyhjd.
2. Jos Rank(G) = Rank(A) = n, niin yhtdléryhmdlld on yksikdsitteinen ratkaisu.
3. Jos Rank(G) = Rank(A) < n, niin yhtiloryhmdlli on ddreton mddrd ratkaisuga.

Todistus. Emme nyt anna pikkutarkkaa todistelua, vaan sanallisen perustelun, joka
yhdessa kappaleen lopussa olevien esimerkkien avulla auttaa ymméartadmain asian.
Kohta (1). Jos Rank(G) > Rank(A), niin ratkaistaessa yhtéloryhm#s Gaussin algorit-
milla, viimeisen kaavion viimeinen ei-triviaali yht&l6 on muotoa 0 = b, (b # 0). Mutta
tama tarkoittaa sitéd, ettd ratkaisujoukko on tyhja.

Kohta (2). Jos Rank(G) = Rank(A) = n, niin ratkaistaessa yhtéloryhmia Gaussin
algoritmilla, viimeisessé kaaviossa on n rivid ja kerroinosa on kolmiomuodossa siten,
ettd kaikki diagonaalialkiot eroavat nollasta. Silloin ratkaisu on yksikésitteinen.
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Kohta (3). Jos Rank(G) = Rank(A) < n, niin silloin ei Gaussin algoritmin kuluessa
pivotoida kaikissa sarakkeissa. Ristiriitaista yhtdloa ei ole, joten ratkaisuja on daretén
maara. O

Ratkaise seuraavista yhtdloryhmistd niin monta, ettd algoritmi tulee tutuksi. Voit
laskea rivioperaatiot késin, tai voit kdyttda pivotointi-tyokalua.

Esimerkki 30. Ratkaise

@)

r — 2y + z = 8 r = 2
2 + 3y + 2z = 9 | vastaus: < 'y = —1
r + y + 3z = 13 z = 4
b)
-y + 3z = =5 r = 3
2 + y — 3z = 11 | vastaus: § y = —1
dr + 2y = 10 z = =2
c)
TR Sy -2z = 2 r = 11+ 14z
y + 4z = -3 | vastaus: 3 4s
r 4+ 4y + 2z = -1 ¥y =

d)

20 — y + 4z = 2 | wastaus: Ratkaisujoukko on tyhja
v + 2y + 2z =1

r + 3y = 5
x
2 — y = —4 vastaus: {
3v. + 2y = 1 y

f)
z + 3y — 2z + 2w = 2
20 — gy + 2w =
—x + 4y — =z = 0

ot

, vastaus: Rj on tyhjd



