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Helpon yhtaloryhman ratkaisu 1

Lineaarisella yhtdloryhmalld tarkoitetaan useampaa yhtaloa,
joiden kaikkien tulee toteutua, kun muuttujille annetaan
ratkaisun mukaiset arvot.

Helpon
yht&léryhman
ratkaisu



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 1

Lineaarisella yhtdloryhmalld tarkoitetaan useampaa yhtaloa, Helpon
joiden kaikkien tulee toteutua, kun muuttujille annetaan A

ratkaisun mukaiset arvot.

Esimerkki 1: Yhtdloryhmalla

X + 2y =5
3x — y =
—x + 4y =

~N =

on ratkaisu:



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 1

Lineaarisella yhtdloryhmalld tarkoitetaan useampaa yhtaloa, Helpon
joiden kaikkien tulee toteutua, kun muuttujille annetaan A

ratkaisun mukaiset arvot.

Esimerkki 1: Yhtdloryhmalla

X + 2y =5
3x — y =
—x + 4y =

~N =

on ratkaisu: x =1, y = 2,



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 1

Lineaarisella yhtaloryhmalla tarkoitetaan useampaa yhtaloa, Helpon
joiden kaikkien tulee toteutua, kun muuttujille annetaan A
ratkaisun mukaiset arvot.

Esimerkki 1: Yhtdloryhmalla

X + 2y =5
3x — y =1
- + 4y =7

on ratkaisu: x =1, y = 2, silla

1 + 2.2 = 5 ok
3-1 — 2 = ok
-1 + 4.2 = 7 ok

—_



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 1

Lineaarisella yhtdloryhmalld tarkoitetaan useampaa yhtaloa,

Helpon

joiden kaikkien tulee toteutua, kun muuttujille annetaan yht&laryhman

ratkaisun mukaiset arvot.

ratkaisu

Esimerkki 1: Yhtdloryhmalla

X
3x

—X

on ratkaisu: x =1, y = 2,

1 +
3.1 —
-1 +

(Onko muita ratkaisuja?)

+ 2y =5

+ 4y =

silla

2-2 = 5 ok
2 = 1 ok

4.2 7 ok



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 2

Esimerkki 2: Yht&loryhma Helpon =
yht&léryhman
ratkaisu

x + 2y — z = 4 yhtdlo 1 {y,x,z}
X + vy = —1 yhtdls 2 {y,x}
4y = 8 yhtdls 3 {y}

on helppo ratkaista, koska siind on yksinkertaisia yhtaloita.



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 2

Esimerkki 2: Yht&loryhma Helpon =
yht&léryhman
ratkaisu

x + 2y — z = 4 yhtdlo 1 {y,x,z}
X + vy = —1 yhtdls 2 {y,x}
4y = 8 yhtdls 3 {y}

on helppo ratkaista, koska siind on yksinkertaisia yhtaloita.

Kolmannesta yhtalosta ratkaisesmme y:n
(3):4y=8 — y=2



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 2

Esimerkki 2: Yht&loryhma Helpon =
yht&léryhman
ratkaisu

x + 2y — z = 4 yhtdlo 1 {y,x,z}
X + vy = —1 yhtdls 2 {y,x}
4y = 8 yhtdls 3 {y}

on helppo ratkaista, koska siind on yksinkertaisia yhtaloita.

Kolmannesta yhtalosta ratkaisesmme y:n
(3):4y=8 — y=2

Toisesta yhtalosta ratkaissmme x:n
(2 —x+2=-1 — x=3.



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 2

Esimerkki 2: Yhtaloryhm3 e i
ratkaisu
x + 2y — z = 4 yhtdlo 1 {y,x,z}
X + vy = —1 yhtdls 2 {y,x}
4y = 8 yhtdls 3 {y}

on helppo ratkaista, koska siind on yksinkertaisia yhtaloita.

Kolmannesta yhtalosta ratkaisesmme y:n
(3):4y=8 — y=2

Toisesta yhtalosta ratkaissmme x:n
(2 —x+2=-1 — x=3.

Lopuksi ensimmaisestd yhtalostd ratkaisemme z:n
(1):342-2—z=4 — z=3.



Helpon yhtaloryhman ratkaisu 3

Esimerkki 3: Yhtdloryhma Hapon
yht&léryhman
ratkaisu

x + 2y — z = 4 (1)
-x + y — 2z = -1 (2
4y = 8 (3

Ei ole yhtd helppo kuin edellinen. Se saadaan helpoksi, jos
ensimmainen yhtalo lisdtdan toiseen:



Helpon yhtaloryhman ratkaisu

Esimerkki 3: Yhtaloryhm3

X + 2y — z =
-x + y — 2z =
4y =

Ei ole yhtd helppo kuin edellinen. Se saadaan helpoksi, jos

ensimmainen yhtalo lisdtdan toiseen:

X + 2y — z = 4
3y — 3z = 3
4y = 8

(1)
(2)
(3)

Helpon
yht&léryhman
ratkaisu



Helpon yhtaloryhman ratkaisu

Esimerkki 3: Yhtaloryhm3

X + 2y — z =
-x + y — 2z =
4y =

Ei ole yhtd helppo kuin edellinen. Se saadaan helpoksi, jos

ensimmainen yhtalo lisdtdan toiseen:

X + 2y — z = 4
3y — 3z = 3
4y = 8

(3): 4y =8 —y=2

(1)
(2)
(3)

Helpon
yht&léryhman
ratkaisu



Helpon yhtaloryhman ratkaisu

Esimerkki 3: Yhtaloryhm3

X + 2y — z =
-x + y — 2z =
4y =

Ei ole yhtd helppo kuin edellinen. Se saadaan helpoksi, jos

ensimmainen yhtalo lisdtdan toiseen:

X + 2y — z = 4
3y — 3z = 3
4y = 8

(3): 4y =8 —y=2
(2):3-2-32=3 —z=1

(1)
(2)
(3)

Helpon
yht&léryhman
ratkaisu



Helpon yhtaloryhman ratkaisu

Esimerkki 3: Yhtaloryhm3

X + 2y — z =
-x + y — 2z =
4y =

Ei ole yhtd helppo kuin edellinen. Se saadaan helpoksi, jos

ensimmainen yhtalo lisdtdan toiseen:

X + 2y — z = 4
3y — 3z = 3
4y = 8

(3): 4y =8 —y=2
(2):3-2-32=3 —z=1
(I'):x+2-2-1=4 —x=1

(1)
(2)
(3)

Helpon
yht&léryhman
ratkaisu



Yhtaloryhman ratkaisujoukko ei muutu, jos
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Yhtaloryhman ratkaisujoukko ei muutu, jos

» Yhtilo kerrotaan nollasta eroavalla luvulla.

«O>» «F>r «=)r « )

DA

Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia



Aiheet
Helpon
yhtaléryhman
ratkaisu

Rivioperaatiot

Minimaalinen
merkintd

Yhtaloryhman ratkaisujoukko ei muutu, jos

Minimaalinen
merkinta

» Yhtilo kerrotaan nollasta eroavalla luvulla.

Erikoistapauksia

» Kaksi yhtdloa vaihtaa paikkaa yhtdloryhmassa.
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Rivioperaatiot 4

Rivioperaatiot

Yhtaloryhman ratkaisujoukko ei muutu, jos
> Yhtdlo kerrotaan nollasta eroavalla luvulla.
» Kaksi yhtdl6a vaihtaa paikkaa yhtaloryhmassa.

» Yhtéalo luvulla kerrottuna lisdtdan toiseen yhtaloon.



X + 2y
X + y
2x

Esimerkki 3: Yhtaloryhma

14
10
~11

«O> «Fr «=>»

(1)
(2)
(3)

merkinta

Erikoistapauksia
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Esimerkki 3: Yhtdloryhma Aiheet
Helpon

x + 2 - z = 14 (1 i,

—X + y - 22 - 10 (2) Rivioperaatiot

2x — 2y + z = -—11 (3) Minimaalinen
merkintd

Lisataan (1) yhtaloon (2). Lisataan (1) -2:lla kerrottuna Ve

(3):een.

Erikoistapauksia
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Rivioperaatiot 5

Esimerkki 3: Yhtaloryhm3

x + 2y — z = 14 (1)
—X —|— y — 22 = ]_0 (2) Rivioperaatiot
2x — 2y + z = -11 (3)

Lisataan (1) yhtaloon (2). Lisataan (1) -2:lla kerrottuna
(3):een.

x + 2y — z = 14 (1)=(1)
3y — 3z = 24 (2)=(2)+(1)
— by + 3z = -39 (3)=(3)-2*(1)



Rivioperaatiot 5

Esimerkki 3: Yhtaloryhm3

x + 2y — z = 14 (1)
—X —|— y — 22 = ]_0 (2) Rivioperaatiot
2x — 2y + z = -11 (3)

Lisataan (1) yhtaloon (2). Lisataan (1) -2:lla kerrottuna
(3):een.

x + 2y — z = 14 (1)=(1)
3y — 3z = 24 (2)=(2)+(1)
— by + 3z = -39 (3)=(3)-2*(1)

Lisataan (2') 2:lla kerrottuna (3'):een.



Rivioperaatiot 5
Esimerkki 3: Yhtaloryhm3

x + 2y — z = 14 (1)
—X + _y — 22 ]_0 (2) Rivioperaatiot
2x — 2y + z = -11 (3)

Lisataan (1) yhtaloon (2). Lisataan (1) -2:lla kerrottuna
(3):een.

{x+2yz 14 (1)=(1)

1)=(1
3y — 3z = 24 (2)=(2)+(1)
— by + 3z = -39 (3)

Lisataan (2') 2:lla kerrottuna (3'):een.

{X + 2y — z = 14 (1")=(1)
3y — 3z = 24 (2)=(2)
- 3z = 9 (3)=(3)+2*2)
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(3):-32z=9 —z=-3

(2):3y—3-(-3)=24 —y=5
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Erikoistapauksia



(3):-32z=9 —z=-3

(2):3y—3-(-3)=24 —y=5

(3"): x+2-5—(-3) =14

—x=1

«O» «Fr <
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Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia



Aiheet

Helpon
x oty - oz= 1 (1)
3_y — 3z = 24 (2”) Rivioperaatiot
- 32 - 9 (3”) Minimaalinen

merkintd

Minimaalinen

(3”): —32 = 9 — Z = —3 merkinta

Erikoistapauksia
(2):3y—3-(-3)=24 —y=5 :
3):x+2-5—(-3)=14 —x=1

Tarkistus
1 + 2.5 — (=3) = 14 ok
3:5 — 3:(=3) = 24 ok
- 3:(-3) = 9 ok
ar «F = = : 9Dae



Jatkossa yksinkertaistamme merkint6ja ja teemme laskut
kayttden "kerroinkaavioita”.
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Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia



Aiheet
Jatkossa yksinkertaistamme merkint&ji ja teemme laskut RS
kdyttden "kerroinkaavioita”. o

Rivioperaatiot

Esimerkki 5:

Minimaalinen

merkintd
X —+ 2y — z = 4 Minimaalinen
merkinta
—-x —+ y — 2z = 2
Erikoistapauksia
2x — 2y + z = 2
=] = = = = DAl



Minimaalinen merkinta 7

Jatkossa yksinkertaistamme merkint6ja ja teemme laskut
kayttden "kerroinkaavioita”.

ESimeI"kki 5: Minimaalinen
merkinta
x + 2y — z = 4
- + y - 2z = 2
2x — 2y + z = 2
1 2 -1 |4
~ -1 1 -2 |2



Minimaalinen merkinta 7

Jatkossa yksinkertaistamme merkint6ja ja teemme laskut
kayttden "kerroinkaavioita”.

ESimeI"kki 5: Minimaalinen

merkinta



Minimaalinen merkinta 7

Jatkossa yksinkertaistamme merkint6ja ja teemme laskut
kayttden "kerroinkaavioita”.

ESimeI"kki 5: Minimaalinen
merkinta
X + 2y — z = 4
- + y - 2z = 2
2x — 2y + z = 2
1 2 114 *1 | %2
~ 11 202 ||+
2 -2 1|2 -
1 2 -1 4
~ 0 3 -3 6
0 -6 3 |-6



Minimaalinen merkinta 7

Jatkossa yksinkertaistamme merkint6ja ja teemme laskut
kayttden "kerroinkaavioita”.

ESimeI"kki 5: Minimaalinen
merkinta
X + 2y — z = 4
X 4+ y - 2z = 2
2x — 2y + z = 2
1 2 114 *1 | %2
~ 11 202 ||+
2 -2 1|2 -
1 2 -1 4
~ 0 3 -3 6 *2
0 -6 3 |-6 +




Minimaalinen merkinta 7

Jatkossa yksinkertaistamme merkint6ja ja teemme laskut
kayttden "kerroinkaavioita”.

ESimeI"kki 5: Minimaalinen
merkinta
x + 2y — z = 4
- + y - 2z = 2
2x — 2y + z = 2
1 2 -1 |4 *1 | %2
~ -1 1 -2 12 +
2 =2 1 ]2 —
1 2 -1 4 1 2 -1 1|4
~ 0 3 -3 6 *2 ~ 0 3 -3]6
0 6 3|—-6/|+ 0 0 -3]6
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12 -1]4\ (1)
(o 3 -3 6) (2)
00 3|6/ (3)
(3): =3z=6

—z=-=-2

Erikoistapauksia

«O> «Fr «=>»

« =)

DA



12 -1 |4 (1)
0 3 =316 (2)
( 00 -3]6 ) (3) Minimaalinen
(3): =3z=6 —z=-2
(2):3y—3-(-2)=6 —y=0

merkinta

Erikoistapauksia
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v
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12 -1[4\ (1
03 =36 (2 Minimaainen
(o 0 -3 6) (3)

merkintd
Minimaalinen
merkinta
(3) —3z=6 —z==-2 Erikoistapauksia
(2):3y—3-(-2)=6 —y=0
(1):x+2-0—-1-(-2)=4 = x=2

«O>» «F>r «=)r « )

DA



Minimaalinen merkinta 8

12 -1]4\ (1
03 -3]6| (2
00 -3|6/ (3)

Minimaalinen
merkinta

(3): =3z=6 —z=-2
(2):3y—3-(—2)=6 —y=0
(1): x+2-0-1-(-2)=4 —x=2

Tarkistus:
X + 2y — z =4 2 420 —(-2) = 4
- + y - 2z =2 = -2 +0 —2(-2) = 2

2x — 2y + z = 2 2.2 =20 +(-2) = 2



Yhtaloryhmalla ei aina ole yksikasitteista ratkaisua.
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Erikoistapauksia



Yhtaloryhmalla ei aina ole yksikasitteista ratkaisua.

Esimerkki 5:

2z
3z

+ 4+ +

w = 4
w = 2
2w =1
w = b5
«O0>» «Fr «=» <

Rivioperaatiot

Minimaalinen
merkintd

Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia

DA



Yhtaloryhmalla ei aina ole yksikasitteista

Esimerkki 5:

S W N

gl N D

+ o+

2w

<0

>

ratkaisua.

4
= 2
1
5

AFr « =)

Aiheet
Helpon
yhtaléryhman
ratkaisu

Rivioperaatiot

Minimaalinen
merkintd

Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia



Yhtaloryhmalla ei aina ole yksikasitteista

Esimerkki 5:

S W N

gl N D

+ o+

*1

2w

<0

>

ratkaisua.

4
= 2
1
5

AFr « =)

Aiheet
Helpon
yhtaléryhman
ratkaisu

Rivioperaatiot

Minimaalinen
merkintd

Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia



Erikoistapauksia 9

ei ratkaisua

Yhtaloryhmalld ei aina ole yksikasitteistd ratkaisua.

Esimerkki 5:

( x + 2y — z + w = 4

- + y - 2z + w = 2

3y — 3z + 2w =1

6y + z + w = 5

12 -1 1|4 *1 1 2

-1 1 -2 12 + 0 3

0 3 -3 2|1 0 3

06 1 1|5 0 6

NN =

Gl = o b

Erikoistapauksia



Erikoistapauksia 9

ei ratkaisua

Yhtaloryhmalld ei aina ole yksikasitteistd ratkaisua.

Esimerkki 5:
([ x + 2y — z + w = 4
- + y - 2z + w = 2
3y — 3z 4+ 2w = 1
6y + z + w — 5 Erikoistapauksia
1 2 -1 1|4 *1 1 2 -1 114
-1 1 -2 1|2 + 0 3. -3 216 *x1 | %2
0 3 -3 211 0 3 -3 2|1 —
0 6 1 115 0 6 1 1|5 —




Erikoistapauksia 9

ei ratkaisua

Yhtaloryhmalld ei aina ole yksikasitteistd ratkaisua.

Esimerkki 5:
([ x + 2y — z + w = 4
- + y - 2z + w = 2
6y + z + w — 5 Erikoistapauksia

1 2 -1 1 |4 *1 1 2 -1 1 |4

-1 1 -2 12 + 0 3 -3 2]6 *1 | *2
0 3 -3 2|1 0 3 -3 2]1 =
0 6 1 115 0 6 1 1|5 —
1 2 -1 1 4

0 3 -3 2 6

00 0 O0)|-5

00 7T =3 |7




Erikoistapauksia 9

ei ratkaisua

Yhtaloryhmalld ei aina ole yksikasitteistd ratkaisua.

Esimerkki 5:
([ x + 2y — z + w = 4
- + y - 2z + w = 2
3y — 3z 4+ 2w = 1
6y + z + w — 5 Erikoistapauksia
12 -1 1|4 *1 1 2 -1 1|4
-1 1 -2 1|2 + 0 3 -3 2]6 *1 | %2
0 3 -3 211 0 3 -3 2]1 —
0 6 1 115 0 6 1 1|5 —
1 2 -1 1 4
0 3 -3 2 6
00 0O O0]-5 kolmas yht&ld on epéatosi (mieleton)
00 7 -3 |-7




Erikoistapauksia 9

ei ratkaisua

Yhtaloryhmalld ei aina ole yksikasitteistd ratkaisua.

Esimerkki 5:
( x + 2y — z + w = 4
X + y - 2z + w = 2
3y — 3z + 2w =1
6y + z + w = 5 Erikoistapauksia
1 2 -1 1 |4 *1 1 2 -1 1 |4
-1 1 -2 12 + 0 3 -3 216 *1 | %2
- 03 -3 2|1 “1o03 321 []-
06 115 06 11]5 -
1 2 -1 1 4
0 3 -3 2 6
~ 00 0O O0]-5 kolmas yht&ld on epéatosi (mieleton)
00 7T =3 |7
Vastaus: Yhtaloryhman ratkaisujoukko on .tyhja.



Joskus yhtaloryhmalla on dareton maara ratkaisuja.
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Joskus yhtaloryhmalla on

Esimerkki 6:

X 4+ 2y -
3y —
-x + 4y -

daretdn maara ratkaisuja.

2z
3z

Il
oo NN

«O» «Fr <

it
v
a
it

Rivioperaatiot

Minimaalinen
merkintd

Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia
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Joskus yhtaloryhmalla on dareton maara ratkaisuja.

Esimerkki 6:

X 4+ 2y — z = 4 1 2

- 4+ y = 2z = 2 -1 1

3y — 3z = 6 0 3

-x + 4y — 5z = 8 -1 4
«O» (> «E>» «E>»

Aiheet
Helpon
yhtaléryhman
ratkaisu

Rivioperaatiot

Minimaalinen
merkintd

Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia

oo N B



Joskus yhtaloryhmalla on

Esimerkki 6:

2z
3z
bz

o OoN D

1

-1

0

-1

«Fr « =

daretdn maara ratkaisuja.

2

-1
-2
-3
-5

oo N B

Aiheet
Helpon
yhtaléryhman
ratkaisu

Rivioperaatiot

Minimaalinen

nerth.’-i

*
Minimaalinen
merffmta

Erikoistapauksia

_|_




Erikoistapauksia 10

paljon ratkaisuja

Joskus yhtadloryhmalld on daretdon maara ratkaisuja.

Esimerkki 6:
X 4+ 2y — z = 4 1 2 —-1/4 *1
—-x 4+ y - 2z = 2 -1 1 =22 i
3_)/ - 32 — 6 0 3 *3 6 rikoistapauksia
—x + 4y — 5z = 8 -1 4 -5[8) |+




Erikoistapauksia

paljon ratkaisuja

Joskus yhtaloryhmalla on

Esimerkki 6:

10

dareton maara ratkaisuja.

2z =
3z
bz =

oo B

*x1 | %2

A wWw RN

O N B

*1
+

rikoistapauksia

_l’_



Erikoistapauksia 10

paljon ratkaisuja

Joskus yhtadloryhmalld on daretdon maara ratkaisuja.

Esimerkki 6:
X 4+ 2y — z 4 1 2 —-1/4 *1
—-x 4+ y - 2z = 2 -1 1 =22 i
3_)/ - 32 — 6 O 3 *3 6 rikoistapauksia
—x + 4y — 5z = 8 -1 4 -5[8) |+
1 2 —-1| 4 1 2 —-1\|4
N 0 3 -3] 6 *1 | %2 N 0 3 —-3|6
0 3 -3] 6 — 00 00 ok
0 6 —6]12 — 00 00 ok



Erikoistapauksia 10

paljon ratkaisuja

Joskus yhtadloryhmalld on daretdon maara ratkaisuja.

Esimerkki 6:
X 4+ 2y — z 4 1 2 —-1/4 *1
—-x 4+ y - 2z = 2 -1 1 =22 i

3_)/ - 32 — 6 O 3 *3 6 rikoistapauksia

—x + 4y — 5z = 8 -1 4 -5[8) |+
1 2 —-1| 4 1 2 —-1\|4

N 0 3 -3] 6 *1 | %2 N 0 3 —-3|6
0 3 -3] 6 — 00 00 ok
0 6 —6]12 — 00 00 ok
1 2 —-1|4
0 3 —-3|6
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4

- 3z = 6

= z + 4 (1)
= 3z + 6 (2

«Or «Fr « =>»
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Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia



Valitaan z = a.

4

- 3z = 6

= z + 4 (1)
= 3z + 6 (2

«Or «Fr « =>»

« =

DA

Minimaalinen
merkinta

Erikoistapauksia



Minimaalinen

x + 2y _ z = 4 mtarf(intﬁn
3y — 3z =6 e
N X + 2y = z + 4 ( 1 ) Erikoistapauksia
3y = 3z + 6 (2
Valitaan z = a.
(2):3y=3a+6 — y=a+2.
«O0>» «Fr» «Z» «E>» = Q>



Minimaalinen

x + 2y _ z = 4 mtzr%(intﬁ.
3y — 3z =6 merins
N X + 2y = z + 4 ( 1 ) Erikoistapauksia

3y = 3z + 6 (2
Valitaan z = a.
(2):3y=3a+6 — y=a+2.
(1):x+2@+2)=a+4 — x=-a

«O0>» «Fr» «Z» «E>» = Q>



Aiheet

Helpon
yhtéili'iryhméin
( 1 2 _1 ‘ 4 ) ratkaisu
Rivioperaatiot
0 3 _3 6 Minir:naalinen
X + 2y _ z = 4 m?r%(mté'.
Y -~ 3% =6 e
x —+ 2y — z + 4 ( 1 ) Erikoistapauksia
<~
3y = 3z + 6 (2
Valitaan z = a.
(2):3y=3a+6 — y=a+2.
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Tarkistus:
x + 2y — =z
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