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Kaanteismatriisin
maaritelma

Tassa kalvosarjassa kasittelemme neliomatriiseja. llman asian
jatkuvaa toistamista oletamme seuraavassa, ettd kaikki
kasittelemdamme matriisit ovat neliGmatriiseja.

Maaritelma. Olkoon A neliomatriisi. Jos matriisille B on
voimassa

AB=1, ja
BA=1,

niin sanomme, ettda B on matriisin A kddnteismatriisi.
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Kaanteismatriisin
maaritelma

. . .. 1 -1 .. (4 4
esimerkki 1. Matriisi (_0.75 1 ) on matriisin <3 4>

kaanteismatriisi, silla
4 4 1 -1\ (1 0 .
3 4/\-075 1) \o 1) !
1 -1\ (4 4\ (1 0
-0.75 1 3 4/ \0 1
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Lause 1. Olkoon A neliomatriisi. Jos on olemassa A:n Kaanteismatriin
maaritelma

kdanteismatriisi, niin se on yksikasitteinen. (Ts. ei ole

olemassa kahta erilaista kdanteismatriisia.)
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Lause 1. Olkoon A neliomatriisi. Jos on olemassa A:n Kaanteismatriin
maaritelma

kdanteismatriisi, niin se on yksikasitteinen. (Ts. ei ole

olemassa kahta erilaista kdanteismatriisia.)

Todistus: Olkoon B ja C kaksi kdanteismatriisia. (Ts. siis
AB =1 ja BA=1 ja toisaalta myés AC=1/ja CA=1).

Nyt oletuksista seuraa, etta

B=1IB=(CA)B=C(AB)=Cl=C
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Lause 1. Olkoon A neliomatriisi. Jos on olemassa A:n Kaanteismatriin
maaritelma

kdanteismatriisi, niin se on yksikasitteinen. (Ts. ei ole

olemassa kahta erilaista kdanteismatriisia.)

Todistus: Olkoon B ja C kaksi kdanteismatriisia. (Ts. siis
AB =1 ja BA=1 ja toisaalta myés AC=1/ja CA=1).

Nyt oletuksista seuraa, etta
B=IB=(CA)B=C(AB)=Cl=C

Maaritelma. Jos neliomatriisille A on olemassa

kaanteismatriisi, niin kdytdmme kaanteismatriisille merkintaa

A~! ja sanomme, ettd matriisi A on sadnnéllinen.
(Engl. "A matrix of full rank".)



Lause 2. Jos nelidmatriisi A on sdannéllinen, niin myds sen
kaanteismatriisi on sddnndllinen ja

(A H1=A
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Lause 2. Jos nelidmatriisi A on sdanndllinen, niin myds sen
kaanteismatriisi on sddnndllinen ja

Kaanteismatriisin

(A71)71 — A ominaisuuksia

Perustelu:

Asian perustelu on helppo, mutta 'point’ ja3 helposti
nakematta merkinta-kikkailun takia. Jotta asia olisi aivan
selvd, merkitsemme nyt tdman perustelun aikana
kaanteismatriisia A kirjaimella K. Nyt siis on osoitettava,
etti K1 =A (eli KA=1 ja AK = I). Mutta timi on
selvasa, silla

KA=A1A=1, ja
AK = AA1 =1.
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Lause 3. Jos A ja B ovat sdanndllisid (ja samankokoisia)

matriiseja, niin myds niiden tulo AB on sdanndllinen, ja S
Kainteismatriisin

ominaisuuksia

(AB)y1=B"1Aa"1,

(Huomaa jarjestys! Tama tulee muistaal)
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Lause 3. Jos A ja B ovat sdanndllisid (ja samankokoisia)

matriiseja, niin myds niiden tulo AB on sdanndllinen, ja S
Kainteismatriisin

ominaisuuksia

(AB)y1=B"1Aa"1,
(Huomaa jarjestys! Tama tulee muistaal)

Perustelu: Merkitain timan perustelun ajan K = B~1A™L.
Nyt on osoitettava, ettd (AB)K =1 ja K(AB) = I.
Tama on selvasti totta, silla
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Lause 3. Jos A ja B ovat sdanndllisid (ja samankokoisia)
matriiseja, niin myds niiden tulo AB on sdanndllinen, ja

Kaanteismatriisin
ominaisuuksia

(AB)y1=B"1Aa"1,
(Huomaa jarjestys! Tama tulee muistaal)

Perustelu: Merkitain timan perustelun ajan K = B~1A™L.
Nyt on osoitettava, ettd (AB)K =1 ja K(AB) = I.
Tama on selvasti totta, silla

(ABYK =(AB)B A =ABB A =AA =] ja
=/
K(AB)=B A Y (AB)=B A 'AB=B"'B=1
=/



Lause 4. Jos A on sddnndllinen, niin myGds sen transpoosi on

aanteismatriisin

eeen wqy . ominaisuuksia
sdanndllinen ja B
(AT)—l _ (A—l)T
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Lause 4. Jos A on sianndllinen, niin my&s sen transpoosi on  Kadnieismatrisin
saannollinen ja

(A1) t=(Aah)T
Perustelu: Merkitasn timan perustelun ajan K = (A™1)7T.
Nyt on osoitettava, ettd AT K =/ ja KAT = 1.
Tama on selvasti totta, silla
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Lause 4. Jos A on sdanndllinen, niin my0ds sen transpoosi on Kadnteismatrisin
ominaisuuksia
saannollinen ja
ATy t=(Aa"HT

Perustelu: Merkitasn timan perustelun ajan K = (A™1)7T.

Nyt on osoitettava, ettd AT K =/ ja KAT = 1.
Tama on selvasti totta, silla
ATK=ATA YT =(ATAT=IT=1 ja
KAT =(AHTAT =(AA YT =17 =1
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Esimerkki Jos haluamme vaihtaa kahden ensimmaisen rivin
paikat kaaviossa

Rivioperaatiot

2 0 1 7 matriisitulona
Mog=1|1 -2 3 5],
3 5 -2 4

010 2 0 1 7 1
Mi=1]1 0 0 1 -2 3 5]=[|2 0
0 01 3 5 -2 4 3
—_—

R12 vaihda



Rivinvaihto onnistuu kertomalla matriisilla R, g vainda, joka
saadaan yksikkomatriisista vaihtamalla p:nnen ja g:nnen
rivin paikat.
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Rivinvaihto onnistuu kertomalla matriisilla R, g vainda, joka

saadaan yksikkématriisista vaihtamalla p:nnen ja g:nnen

.. . Rivioperaatiot
rivin palkat matriisitulona

Lause 5. Rivinvaihto-matriisi R g vainda On saannéllinen ja
se on itse oma k3inteismatriisinsa.
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Rivinvaihto onnistuu kertomalla matriisilla R, g vainda, joka

saadaan yksikkématriisista vaihtamalla p:nnen ja g:nnen

.. . Rivioperaatiot
rivin palkat matriisitulona

Lause 5. Rivinvaihto-matriisi R g vainda On saannéllinen ja
se on itse oma k3anteismatriisinsa.

Esimerkki
010 010 1 0O
1 0O 1 00]=1010
0 01 0 01 0 01
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Rivin p lisaaminen luvulla a kerrottuna riviin g onnistuu
kertomalla matriisilla R, p g jisaa, joka saadaan
yksikkématriisista asettamalla a sen paikkaan (q, p).

Rivioperaatiot
matriisitulona
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Rivin p lisaaminen luvulla a kerrottuna riviin g onnistuu
kertomalla matriisilla R, p g jisaa, joka saadaan
yksikkématriisista asettamalla a sen paikkaan (q, p).

Rivioperaatiot

Esimerkki Lihdetddn edellisen esimerkin kaaviosta M. matriisitulona
Ensin lissadmme rivin 1 luvulla —2 kerrottuna riviin 2.

Toisessa vaiheessa lisdédmme rivin 1 luvulla —3 kerrottuna

riviin 3.

1 00 1 -2 3 5 1 -2 3 5
My=|-2 10 2 0 1 7]=10 4 -5 -3

0 01 3 5 -2 4 3 5 -2 4

1 00 1 -2 1 5
Mz=|{ 0 1 0 0 4 0 —5 -3

-3 01 3 5 0 -11 -11
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Rivin p kertominen luvulla a onnistuu kertomalla

el 1 H A el Rivioperaatiot
matriisilla Ry p kerro, 4oka saadaan yksikkomatriisista fhic s i
asettamalla a sen paikkaan (p, p).
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Rivin p kertominen luvulla a onnistuu kertomalla

el 1 H A el Rivioperaatiot
matriisilla Ry p kerro, 4oka saadaan yksikkomatriisista fhic s i
asettamalla a sen paikkaan (p, p).

lause 6. Rivioperaatiomatriisit R; p q./isaa Ja Ra p kerro OVat
saanndllisid ja niiden kdanteismatriisit ovat
-1
a,p,q,lisaa

R1 =R:

a,p,kerro 3

= R—a,p,qusaa ja

p,kerro



Lause 7. Jos A tai B on sdanndllinen ja BA=1, niin
kumpikin matriisi on sidnndllinen ja A1 =B ja B 1= A
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Lause 7. Jos A tai B on sdanndllinen ja BA=, niin
kumpikin matriisi on sadnnéllinen ja A1 =B ja B! = A.

Todistus: On todistettava, ettd AB = /.
Jos A on sdanndllinen, niin

AB=ABI=ABAA1=AA1=]
=l

Jos B on s3aanndllinen, niin

AB=IAB=B 1BAB=B1B=1
~—~
=/

Matriisin
kaantaminen
rivioperaatioiden
avulla
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Lause 8. Olkoon A nelidmatriisi. Jos sarja rivioperaatioita
muuttaa A:n yksikkdmatriisiksi, niin sama sarja
rivioperaatioita muuttaa yksikkématriisin A:n
kaanteismatriisiksi.

RnRp-1---RaR1A=1 (1)

& RyRa_1---RoR1 I =A1 (2)

Perustelu: Jos A on saanndllinen, niin yhtalét (1) ja (2) ovat
yhtapitavat. Kun yht&lon (1) kumpikin puoli kerrotaan

oikealta A1:ll3 saadaan yhtils (2). Kun yhtilon (2)
kumpikin puoli kerrotaan oikealta A:lla saadaan yhtals (1).

Matriisin
kaantaminen
rivioperaatioiden
avulla
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Lause 8. Olkoon A nelidmatriisi. Jos sarja rivioperaatioita
muuttaa A:n yksikkdmatriisiksi, niin sama sarja
rivioperaatioita muuttaa yksikkématriisin A:n
kaanteismatriisiksi.

RoRn 1--RaR1A=1 (1)
SRRy 1 RoR1 I =A"1 (2)

Perustelu: Jos A on saanndllinen, niin yhtalét (1) ja (2) ovat
yhtapitavat. Kun yht&lon (1) kumpikin puoli kerrotaan
oikealta A1:ll3 saadaan yhtils (2). Kun yhtilon (2)
kumpikin puoli kerrotaan oikealta A:lla saadaan yhtals (1).
Jos emme voi olla varmoja A:n sddnnollisyydesta, niin sitten
vetoamme siihen, ettd B = R,R,_1--- R2R1 on sddnndllisten
matriisien tulona sddnndllinen. Silloin lauseen 7 mukaan
yhtilostd (1) seuraa se, ettd B on A:n kdanteismatriisi, eli
yhtilo (2) on voimassa.

Matriisin
kaantaminen
rivioperaatioiden
avulla
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Edellinen lause antaa nyt keinon maarittda kaanteismatriisi,
eli "kdantaa matriisi".
» Tee iso kaavio, jossa ovat kddnnettdva matriisi
vasemmalla ja saman kokoinen yksikkomatriisi oikealla

rinnakkain.
Matriisin
kaantaminen
rivioperaatioiden
avulla
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Edellinen lause antaa nyt keinon maarittda kaanteismatriisi,
eli "kdantaa matriisi".

» Tee iso kaavio, jossa ovat kddnnettdva matriisi
vasemmalla ja saman kokoinen yksikkomatriisi oikealla

rinnakkain.
Matriisin
» Ensimmaiinen "Pivot” on paikassa (1,1). Tee kaantaminen
rivioperaatioiden
rivioperaatioita niin, ettd pivotin alapuolella olevat el

kaavion luvut muuttuvat kaikki nolliksi.
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Edellinen lause antaa nyt keinon maarittda kaanteismatriisi,
eli "kdantaa matriisi".

» Tee iso kaavio, jossa ovat kddnnettdva matriisi
vasemmalla ja saman kokoinen yksikkomatriisi oikealla
rinnakkain.

» Ensimmaéinen "Pivot” on paikassa (1,1). Tee
rivioperaatioita niin, ettd pivotin alapuolella olevat
kaavion luvut muuttuvat kaikki nolliksi.

» Seuraava "Pivot” on paikassa (2,2). Tee rivioperaatioita
niin, ettd pivotin ala- ja ylapuolella olevat kaavion luvut
muuttuvat kaikki nolliksi.
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Edellinen lause antaa nyt keinon maarittda kaanteismatriisi,
eli "kdantaa matriisi".

» Tee iso kaavio, jossa ovat kddnnettdva matriisi
vasemmalla ja saman kokoinen yksikkomatriisi oikealla

rinnakkain.
Matriisin
» Ensimmaiinen "Pivot” on paikassa (1,1). Tee kaantaminen
rivioperaatioiden
rivioperaatioita niin, ettd pivotin alapuolella olevat el

kaavion luvut muuttuvat kaikki nolliksi.

» Seuraava "Pivot” on paikassa (2,2). Tee rivioperaatioita
niin, ettd pivotin ala- ja ylapuolella olevat kaavion luvut
muuttuvat kaikki nolliksi.

» Jatka kunnes kaikki sarakeet on kasitelty.
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Edellinen lause antaa nyt keinon maarittda kaanteismatriisi,
eli "kdantaa matriisi".

>

Tee iso kaavio, jossa ovat kddnnettdva matriisi
vasemmalla ja saman kokoinen yksikkomatriisi oikealla
rinnakkain.

Matriisin

Ensimmainen "Pivot” on paikassa (1,1). Tee kaantaminen
rivioperaatioiden
rivioperaatioita niin, ettd pivotin alapuolella olevat el

kaavion luvut muuttuvat kaikki nolliksi.

Seuraava "Pivot” on paikassa (2,2). Tee rivioperaatioita
niin, ettd pivotin ala- ja ylapuolella olevat kaavion luvut
muuttuvat kaikki nolliksi.

Jatka kunnes kaikki sarakeet on késitelty.

Lopuksi muuta diagonaalilla olevat luvut ykkosiksi.
Taman jalkeen kaavion oikea puoli on etsitty
kaanteismatriisi.



Esimerkki. Kiannetddn matriisi A = g j
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Esimerkki. Kiannetddn matriisi A = (g j)

Tehd&an ensin kaavio, jossa on A ja / rinnakain

4 4|11 0 Matriisi
MO = kéi?einr‘ll'a's;:inen
3 4 O ]. rivioperaatioiden
avulla
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Esimerkki. Kiannetddn matriisi A = (4 4).

3 4
Tehd&an ensin kaavio, jossa on A ja / rinnakain
4 4 1 O Matriisin
M == aantaminen
0 <3 4 ‘ O ].> hvio;eraatioiden

avulla

Lisatadn ensimmainen rivi —3/4:113 kerrottuna toiseen riviin

= (e 1) 4o 1)
:<g Lll‘—i/4 (1))



Matriisin kaantaminen rivioperaatioiden avulla 15
Lisataan toinen rivi —4:l13 kerrottuna ensimmaiseen riviin
1 -4\ /4 4] 1 0
Mz_(o 1)(0 1‘—3/4 1)

(4 0| 4 -4
B 0 1 _3/4 1 L’:/'zlizitnr‘ii'a'sri:inen

rivioperaatioiden
avulla
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Lisdt3an toinen rivi —4:113 kerrottuna ensimmaiseen riviin

1 4\ (4 4| 1 0
Mz_(o 1)(0 1‘—3/4 1)

(40| 4 -4
- 0 1 _3/4 1 Matriisin

kaantaminen
rivioperaatioiden
avulla

Lopuksi kerrotaan 1 rivi 1/4:113
v (14 O\ (4 0| 4 4
Lo 1)\o 1|-3/4 1
/1ol 1 -1
S \0 1]-3/4 1
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Lisdt3an toinen rivi —4:113 kerrottuna ensimmaiseen riviin
1 -4\ (4 4 1 0
Mz_(o 1)(0 1|-3/4 1)
(4 0 4 —4
N 0 1 _3/4 1 L’:/'zliztnr‘ii'a'sri:inen
rivioperaatioiden
avulla
Lopuksi kerrotaan 1 rivi 1/4:113
Ma — 1/4 0\ /4 O 4 —4
Lo 1)\o 1|-3/4 1
(10
S \0 1
sic (4 4 A S|
3 4) T34 1)
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