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Suora xy-tasossa 1

Aiheet

Nailla kalvoilla kasittelemme kolmen laisia olioita
» Suora xy-tasossa.
» Suora xyz-avaruudessa.
» Taso xyz-avaruudessa.

Emme nyt ryhdy pohtimaan, mita sanat tarkoittavat, vaan
keskitymme maarittdmaan olion yhtalon, kun riittdva maara
tietoa siitd on olemassa.



Piste ja Paikkavektori

Yy

170

Jos pisteen A koordinaatit ovat (xa,y,), niin pisteen A
paikkavektori (vektori origosta pisteeseen) on

A :xa7+yJ: <

Piste ja
Paikkavektori



Suuntajana 3

Yy
B = (xb,¥b)

A=y —
8= (2) ()

(Xbxa>
Yb—Ya

Suuntajanalla /@ pisteestd A pisteeseen B on
» Pituus ja suunta, /ﬁ =T —Ta,
> Alkupiste A, ja
» Lopupiste B.

Suuntajana



Piste ja suunta > suora 4

Olkoon piste P = (x,y) suoralla, jonka maarittavat piste

Po = (x0,Y0) ja vektori T = i + ) = (ZX>
y

Suora xy-tasossa

Silloin on olemassa reaaliluku t niin, etta

N

=tu
()=o) =+ (%)
y Yo uy
& {X = X0+ ek parametrimuoto
Yy = Y + t-u

koordinaattimuoto



Piste ja suunta > suora

Kaava: =

Esimerkki. Maaritad yhtalo suoralle, joka kulkee pisteen (1,4)

: . 3
kautta ja on vektorin <

_1> suuntainen.

Ratkaisu:

x—1 y—4

3 -1

&Sx—1=-3y+12

& x+3y =13

Suora xy-tasossa



Kaksi pistetta > suora 6

Suora xy-tasossa

Olkoon piste P = (x,y) suoralla, jonka maarittavat pisteet
Po = (x0,¥0) ja P1 = (x1,y1). Silloin vektori
o X1 — X . .
0=PyPi= (""" "%) on suoran suuntainen ja suoran
Yi—Xx

yht3lo on

X=X _ Y=Y

X1—X0 Y1—)Yo




X=X _ Y=Y
X1 —Xo Yi—yo

Kaava:

Esimerkki. Maaritd yhtalo suoralle, joka kulkee pisteiden

(1,2) ja (5,3) kautta.

Ratkaisu:
x—1 y-2
5—1 3-2
Sx—1=4y—8
S x—4y=-7
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Suora xyz-koordinaatistossa 8

Piste ja suunta > suora

Olkoon piste P = (x,y,z) suoralla, jonka maarittavat piste
Ux
Po = (X0, Y0, 20) ja vektori U= uyi+uyj+uk= | uy, |. Suora xyz-

koordinaatistossa
Uz

Silloin on olemassa reaaliluku t niin, etta

Poﬁ =tu
X Xo tuy
|y || =|tu
z 2 tu,
X — X — Z—Z
o 0_ Yy~ _ 0
Uy uy Uz



Piste ja suunta > suora

X — X0 — Y0 Z— 2
Kaava: Y=y _

Esimerkki. M3aritad yht3lo suoralle, joka kulkee pisteen

Suora xyz-
3 koordinaatistossa
(—1, 2, 3) kautta ja on vektorin | 1 | suuntainen.
-2
Ratkaisu:
x+1 y—-2 z-3
3 1 -2
X -1 + 3t
Sy = 2 4+ t & TF=Ph+to
z = 3 - 2t



Kaksi pistetta > suora 10

Olkoon piste P = (x,y) suoralla, jonka maarittavat pisteet

= i = ; Suora xyz-

PO (XO ’ 'yO’ ZO) 'Ja Pl (Xl ’ yl ’ Zl) koordinaatistossa
X1 —Xo

Silloin vektori &= PyP1 = | y1 —yo | on suoran suuntainen
71— 2

ja suoran yhtalo on

X1 — X0 Yi—>XYo 21 — 20

X=Xg _y—Yo Z—20



Kaksi pistetta > suora 11

Kaava: XTX _ YT _ 27X
X1—=X0 Yi—Yo Z1—2
Esimerkki. Maaritd yhtalo suoralle, joka kulkee pisteiden e
(1,2,—3) ja (4,1,1) kautta.
Ratkaisu:
x—1 y—2_ z+3 x—1 y—-2 z+3
4-1 1-2 -3-1 3 -1 —4
x = 1 4+ 3t
Sy = -1 — t & TF=R+tto
z -3 — 4t



Taso xyz-koordinaatistossa 12

Piste ja kaksi suuntavektoria > taso

Olkoon piste P = (x,y,z) tasossa, jonka maarittavat piste

Ux Vx
Po = (x0,Y0,20) ja vektorit t= | uy | jav= v,
u, Vz
Silloin on olemassa reaaliluvut t; ja tp niin, ettd Taso xyz-
koordinaatistossa
Poﬁ =HUu+tv
X X0 Uy Vx
<|lyY|—I»w]|=tluy | +ta|v
z 20 u, Vy

= Xg + tiux + tovyg
Yo + tiuy + b
= Zzog + tiu, + v,

¥
N < X
I



Taso xyz-koordinaatistossa 13

Piste ja kaksi suuntavektoria > taso

v

P Taso xyz-
/ 2 koordinaatistossa

P1

Jos T on taso, ja P; ja P, ovat tason T pisteitd, niin
sanomme, ettd suuntajana P1 P, on tasossa T.

Jos vektori v on yhtd pitkd ja saman suuntainen jonkun
tasossa T olevan suuntajanan kanssa niin sanomme, ett3
vektori v on tason T suuntainen.



Taso xyz-koordinaatistossa 14

Piste ja kaksi suuntavektoria > taso

Lause 1. Olkoon T(Py,u,v) taso jonka maaraavat piste Py
ja vektorit U ja v. Mit3 tahansa tason kahta pistettd P; ja
P> yhdistava suuntajana ?Pz) voidaan lausua vektoreiden U
ja v monikertojen summana (lineaarikombinaationa)

Taso xyz-

g o o .. . vz
P1Py; = iU+ v, joillakin ¢, € R. koordinaatistossa
Perustelu: On olemassa reaaliluvut t;, tp, s1 ja s, siten, ettd
55 o g o o
P0P1:t1u+t2v, Ja PoP> = siu+ sov.

Silloin

P1P2 = P1Py+ PoP2 = —PoPL+ PoP2
= —HU—bV+siu+s5V= (51 — t1)fl+(52 — tg)v.



Taso xyz-koordinaatistossa 15

Piste ja kaksi suuntavektoria > taso

Normaali-vektori. Vektori 71 on tason T (Pp,ud,V)
normaali-vektori, jos se on kohtisuorassa jokaista tason
suuntaista vektoria vastaan.

Taso xyz-
koordinaatistossa

Lause 2. Vektori 1 =1 x v on tason T(Py,u,v)
normaali-vektori.

Todistus: Olkoon W = c1U+ ¢V tason T suuntainen vektori.
Koska ristitulon maaritelman mukaan n=17 X v on
kohtisuorassa u:ta vastaan ja kohtisuorassa v:td vastaan.
silloin

=% (cli+cV)=ch I+ch-v=0



Taso xyz-koordinaatistossa 16

Piste ja kaksi suuntavektoria > taso

Lause 3. Olkoot 3 ja b kaksi tason T(Pp,,V) suuntaista,
mutta keskeniin eri suuntaista, ei-triviaalia vektoria.)
Silloin vektori @ x b on tason T normaali-vektori.

Taso xyz-
koordinaatistossa

Perustelu: Vektorit voidaan esittda muodossa

—

d=tHo+tv ja b=sUu+sVv
Silloin

axb= (tlfl+ tQV) X (Slfl+52V)
=HSIUX U+ HSHUXV+HSIVX U+ sHV XV

= (t152 — tgsl)fl X V.



Tason koordinaattimuotoinen yhtalo 17

Piste ja kaksi suuntavektoria > taso

Lause 4. Olkoon 7 = Ai + Bj + Ck tason T(Po,1,V)
normaali-vektori. Sillon tason pisteen P = (x,y,z)
koordinaatit toteuttavat yhtalon

Ax+By+Cz=D, missa D= Axp+ Byy+ Cz

Tason koordinaat-

Perustelu. Tason normaali-vektori ja tason suuntainen dmucteinen
. . . S
vektori Poz ovat kohtisuorassa, joten

A X — Xp
B-PeP=0s(B|-[y—y|=0
C zZ— 27

< Ax—x0)+B(y—w)+C(z—2)=0



Ristitulo determinantin avulla 18

Aiemmin annettu maaritelma asetti kahden vektorin
ristitulon seuraavasti

O x vV =(uyi+ uyj+ uz k) X (v i + vyj—l— v, k)

=(uyv, — uzvy)7+ (ugzvy — usz)j—i— (uxvy — uyvx)}

u Uuz|-= u uz| - u uy| —»
_ Yy z i X z J+ x 'y k
Vy Vz Vx Vz Vx vy Ristitulo
- - — determinantin
I J k avulla
=lux u, u

Vx vy Vg



Esimerkki tason yhtalosta

19

Esimerkki. Olkoot tasossa T pisteet Py = (12,0,2),
P1 =(2,10,3) ja P, =(25,15,4). Tason suuntavektoreiksi

voidaan nyt valita

(2 12
i=PPi=(10|-1]0
3 2

(5 12
V=PoPo=(15|-|0
4 2

—10
=1 10

Esimerkki tason
yhtalésta

5/ +33) — 280k



Esimerkki tason yhtalosta 20

Tason yhtalo on nyt

Ax+ By 4+ Cz = Axg+ Byp + Czy
< 5x+33y—280z=5-12+33-0—280-2
& 5x+ 33y — 280z = —500

Lasketaan vield tason 'vinous' eli sen normaalivektorin ja
pystyvektorin k vilinen kulma. EimerkKi tason

yhtalésta



Esimerkki tason yhtalosta 21

Esimerkki. Miten vino on edelld maaritetty taso? Olkoon «
normaalivektorin —n = —5/ — 33, + 280k ja pystyvektorin k
valinen kulma. Silloin

ko 280
k| V524332428021
280

-1 o o
—> o0 = cos ——— | =6,797712° = 6,8
<\/79514>

Esimerkki tason
yhtalésta



Esimerkki, suoran ja tason leikkaus 22

x—1 y+3 x-2

1 -1
2x+4y +5z =127 Vieddan ensin suoran yhtalo

parametrimuotoon

leikkaa tason

Missa pisteessa suora

x = 1 + 2t
y = -3 +
z = 2 - t

Suoran ja tason leikkauspiste toteuttaa kummankin yhtalon.

Se on siis suoran piste joka saadaan sellaisella parametrin t

arvolla, ettd vastaavan suoran pisteen koordinaatit

toteuttavat tason yhtdlon. Siis Esimerkki tason

yhtalésta

(x,y,2) e T (1+2t,-3+t,2—t)e T
& 2(1+2t)+4(-3+t)+502-t) =12 t=4
— (x,y,2) =(14+2-4,-3+4,2—4)=(9,1,-2)
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