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1 TRIGONOMETRIAA JA VEKTOREITA

1.1 Trigonometriset funktiot

1.1.1 Kulmayksikoisti

Aste, 1° (engl. degree) Kun kellon viisari kiertyy yhden kierroksen, sanomme, ettid se
kddntyy 360° (360 astetta). Ajatus tidyden kierroksen jakamisesta 360 asteeseen, juontaa
kaldealaiseen astrologiaan. Yhdessd vuorokaudessa aurinko siirtyy noin yhden asteen téh-
tikuvioiden joukossa. Oikeastaan tdysi kierros tulisi jakaa 365 osaan, mutta sekéin ei kar-
kausvuosien takia anna tdysin oikeata jakoa. 360 jako-osien méddrdni on kdytdnnollinen,
koska se on helppo jakaa pienempiin osiin. Yksi aste jaetaan 60 kulmaminuuttiin (1° = 60’)
ja yksi kulmaminuutti jaetaan 60 kulmasekuntiin (1’ = 60”). Siis aurinko kiertid yhden kul-
maminuutin kulman 24 minuutissa, ja yhden kulmasekunnin kulman 24 sekunnissa.

Gradiaani, grad, eli gooni (engl. grad, ransk grade, saks. gon, ruots. gon) on 1/400 téy-
destd kierroksesta.

grad, grade [1], gradian, or gon (18 or gr or grd) is a unit of angle measurement
equal to 1/400 circle, 0.01 right angle, 0.9°, or 54°. This unit was introduced in
France, where it is called the grade, in the early years of the metric system. The
grad is the English version, apparently introduced by engineers around 1900.
The name gon is used for this unit in German, Swedish, and other northern Eu-
ropean languages in which the word grad means degree. Although many calcu-
lators will display angle measurements in grads as well as degrees or radians,
it is difficult to find actual applications of the grad today. '

Radiaani, rad, on kulman ympyristd erottaman kaaren pituuden suhde ympyrin sitee-
seen (kun ympyrin keskipiste on kulman kirjessd). Tdysi kierros on silloin 27 radiaania.
Suorakulma on F rad.

Piiru, Kompassipiiru on 1/32 tiydesti kierroksesta. Siis 1 piiru = 11, 25°. Kompassipiiru
nikyy edelleen merenkulun saadoksissa.

Tykiston piiru on karkeasti se kulma, jossa metrin kokoinen esine nékyy kilometrin pAistd
katsottuna. Siis tdysi kierros on noin 1000 - 27 piirua &~ 6283, 2 piirua. Eri armeijat jakavat
tdyden kierroksen piiruiksi hiukan eri tavoin. Téysi kierros on 6000 piirua (vendjd), 6300
piirua (Ruotsi) tai 6400 piirua (Nato). Suomessa ollaan siirtyméssd vendldisestd piirusta
nato-piiruun.

"http://www.unc.edu/~rowlett/units/dictG.html

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.1. Trigonometriset funktiot
(lalTrigFunktiot.tex) (21.5.17)



2 Vaasan yliopiston julkaisuja, opetusmonisteita

360° = 400 grad = 27 rad = 6400 piirua

Kun tieddmme, miti tiysi kierros on valitussa kulma-asteikossa, niin
oikokulma on 1/2 tiydestd kierroksesta (180° = 200 grad = 7 rad = 3200 piirua), ja
suorakulma on 1/4 tiydestd kierroksesta (90° = 100 grad = 7§ rad = 1600 piirua).

N 180°/7 1™ ™ 45°
L 360°

(a) (b) () ()

Kuva 1.1: (a) tdysi kierros 27, (b) oikokulma 7, (¢) suora kulma 7 /2, (d) suoran kulman
puolikas 7 /4.

Kulma « on ferdvd, jos 0° < a < 90° (0 < v < m/2). Kulma v on tylppdi, jos 90° < av <
180° (/2 < a < ).

Radiaani-kulmayksikko “rad” kirjoitetaan nékyviin, jos halutaan lukijan varmasti tietdvin
missd yksikoissd kulma on ilmaistu. Jos kdytetty yksikkd on asiayhteydesti selvd, niin sil-
loin “rad” jdtetddn pois. Tdmad ei ole virhe, silld kulma radiaaneissa on kaaren pituus jaettuna
sdteen pituudella, ja timé laskutoimitus antaa tulokseksi paljaan luvun.

Kuva 1.2: Tédyden kierroksen kahdeksas osa radiaaneina.

Talla kurssilla kdytetddan kulmayksikkond joko astetta tai radiaania. (Piiru voi jossakin eri-
koistilanteessa esiintyd, mutta gradia emme kiytd koskaan. Opettele omassa laskimessasi
tarkistamaan laskimen kulmayksikko-asetus ja tarvittaessa muuttamaan se. Kokeessa ei nyt
vidrdn vastauksen selitykseksi kelpaa, ettd ”Tein kylld kaiken oikein, mutta laskimessa oli-
kin grad-asetus pailld.”)
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1.1.2 Suorakulmainen kolmio

Suorakulmainen kolmio on koulusta tuttu kolmio, jonka yksi kulma on suora (90°, tai 7/2
rad). Kidytdmme seuraavassa melko laajasti vakiintuneita merkintédperiaatteita:

e Kolmion kulmia merkitsemme kreikkalaisin kirjaimin «, 3, 7y, jne. Suoraa kulmaa ei
aina merkité kirjaimella, vaan se merkitddn kuvaan pienelld neliolla.

e Kolmion sivuja ja sivujen pituuksia merkitsemme tavallisin kirjaimin a, b, c, jne.

e Ensimmiisessid kuvassa kulmaa « vastassa on sivu a, kulmaa [ vastassa on sivu b
jne. Kun ensimmaistd kuvaa analysoidaan jakamalla kolmioita pienempiin osiin, jou-
dutaan tistd periaatteesta yleensi luopumaan.

e Suoran kulman kyljet ovat kateetit a ja b, ja suoraa kulmaa vastassa on hypotenuusa
C.

a+p = 90°
= a+ b

sinae = afc

a cosae = b/c

tana = a/b

cota = b/a

B
b

Kuva 1.3: Suorakulmainen kolmio. Fig:laSKkoln

Suorakul aisein ko}(mion terdville kulmalle médritellddn seuraavat trigonometriset funktiot
(k K ﬁlijg): aSKkolmio
s kuva II.3):

. . . . . a
Sini = vastainen kateetti jaettuna hypotenuusalla | sin a = —
c

Kosini = viereinen kateetti jaettuna hypotenuusalla | cos o = -
c

Tangentti = vastainen kateetti jaettuna viereiselld kateetilla | tan oo = 3

Kotangentti = viereinen kateetti jaettuna vastaisella kateetilla| cot o« = —

Funktioiden arvot eivét riipu kolmion suuruudesta. Pienessi ja suuressa suhteet ovat samat.
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2 =a®+ b

Lause 1.1.1. (Pythagoran lause) Suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusan pituuden ne-
li6 on kateettien pituuksien nelididen summa.

Seuraavassa lauseessa ja tisti eteenpiin muutenkin merkinnilld sin? o tarkoitetaan lause-
ketta (sin o). Merkintitapa on aiemmin ollut vilttimiton, kun on kisitelty pitkié trigo-
nometrisia sarjakehitelmid. Muussa yhteydessd merkintd tuntuu aluksi epiloogiselta, mutta
siithen tottuu nopeasti, ja sitd on syytd osata kayttaa.

Lause 1.1.2. (Seuraus Pythagoran lauseesta) Jos o on terdivi kulma, niin
sin? o 4+ cos? a = 1.
Perustelu: Tarkastellaan mit4 tahansa suorakulmaista kolmiota, jossa kulma « on terdvina

kulmana. Nimetddn kolmion sivut ja muut kulmat tavalliseen tapaan. Silloin @ = ¢ sin « ja
b = c - cos « ja Pythagoran lauseen mukaan

a2+ =
& (c-sina)* 4 (c-cosa)? = ¢
&sinfatcosPa = 1. O

1.1.3 Trigonometriset funktiot

Edelld kulma « oli suorakulmaisen kolmion terdvid kulma, joten tihiin mennessi sin «,
cos @, tan « ja cot & on médritelty vain, kun 0 < o« < 7/2. Seuraavaksi méirittelem-
me, mitd sin(z), cos(z), tan(x) ja cot(x) ovat, kun x on miki tahansa reaaliluku (z € R).
Tdmén kappaleen merkinnit (x ja sulut sen ympdrilld) korostavat trigonometristen funk-
tioiden funktio-luonnetta. Myohemmin x korvautuu taas muilla kirjaimilla ja sulut jaavit
pois.

Piirretddn (c, s)-koordinaatisto ja sen péille origokeskinen yksikkympyri. c-akseli osoittaa
vaakasuoraan oikealle ja s-akseli osoittaa ylospdin. (Kdytdmme nyt c- ja s-akseleita, koska
muuttuja x on varattu kulmalle.) Piirretizin koordinaatistoon yksikkéympyri c? + s? = 1
ja piirretdédn koordinaatistoon 0-kulma niin, ettd kulman kérki on origossa ja kulman kum-
pikin kylki on positiivisella c-akselilla. Avataan kulmaa kaddntdmaélla vasenta kylked niin,
ettd vasemman kyljen ja ympyrin kehin leikkauspiste, eli kehdpiste, liikkkuu kehéd pitkin
positiiviseen suuntaan matkan x. Silloin kulman suuruus on x radiaania.
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SINL(2) fovoeeeeees :P‘(Cm, sz) = (cos(x), sin(z))
cos.(yé) ‘

Kuva 1.4: Kulman x kehipisteen koordinaatit.

Kulman vasen kylki leikkaa yksikkdympyrian kehidn kehd-pisteessi (c,, s;). Kehépisteen
s-koordinaattia sanomme kulman x siniksi, ja kdytimme sille merkintdd

sin x,
ja kehdpisteen c-koordinaattia sanomme kulman z kosiniksi, ja kdytdmme sille merkintdi
COS .

Sinin arvo, eli kehépisteen s-koordinaatti, ja kosinin arvo, eli kehépisteen c-koordinaatti,
riippuvat kulman suuruudesta z. Ndin saamme funktiot

x+— sin(z), ja x> cos(z).

Funktioiden sin(z) ja cos(x) arvot on nyt mééritelty kahdella erilaisella tavalla: (1) kiiyttden
suorakulmaista kolmiota ja (2) kéyttden yksikkoympyrdi. Kun kulma x on terdvd, eli 0 <
x < 7/2, niin kumpikin méiritelméd antaa saman arvon sinille, ja kumpikin mééritelma
antaa saman arvon kosinille.

Yksikkdympyridn avulla sinille ja kosinille saadaan arvot myds silloin, kun x on suurem-
pi kuin suora kulma. Silloin kehipiste kulkee kehillda enemmén kuin neljanneskierroksen.
Kulma z voi olla miten suuri tahansa. Tarvittaessa kehipiste kiertdd kehidn vaikka useam-
paan kertaan kulkiessaan matkan x. Kulma x voi my0s olla negatiivinen. Silloin kehépiste
lahtee liikkeelle pdinvastaiseen suuntaan, myotidpdivain.

Nyt VE mme sanog, etta sini- ja kosinifunktiot on méadritelty kaikilla x:n reaaliarvoilla. Ku-
vassa 1.5 on funEtlolden kuvaajat. Samoin voimme méi#ritelld tangentti- ja kotangenttifunk-
tioiden arvot

tan(x) = sin(x)/ cos(z), kunz # w/24+n-m, ja
cot(x) = cos(z)/sin(z), kunz #n-m.

Tang,entin nja kotengentin arvoja emme siis méidrittele kaikilla x:n reaaliarvoilla. Kuvassa

alTg:TanCot 7. .
[.6 on naiden funktioiden kuvaajat.
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Kuva 1.5: Sini- ja kosini-funktioiden kuvaajat.

tan(z) cot(x)

Kuva 1.6: tangentti- ja kotangentti-funktioiden kuvaajat.

Kun kulmaa kasvatetaan arvosta x arvoon x + 27, kulmaa vastaava kehépiste kiertdd yhden
tayden kierroksen ja lopussa kehépiste on samassa paikassa, josta se ldhti. Siis

sin(x 4+ 27) = sin(x), ja cos(x + 2m) = cos(x). (1.1)
Sanomme, ettd sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, perusjaksona 27. My0os perusjakson
kokonaislukumonikerrat ovat jaksoja (sin(xz + n - 27) = sin(z)). Tangentti ja kotangentti

ovat jaksollisia perusjaksona 7.

Yksikkoympyrin avulla on helppo nihdi, ettd myos seuraavat kaavat ovat tosia kaikilla x:n
arvoilla:

—1<sin(z) <1, ja —1<cos(z) <1, (1.2)
sin(—x) = —sin(x), ja  cos(—z) = cos(x), (1.3)
sin(m — x) = sin(z), ja cos(m —x) = — cos(x). (1.4)
sin(w/2 — x) = cos(z), ja cos(m/2—x)=sin(x). (1.5)

TIEig]Egl%] . .. . : . .. .
Kaavan (T.3) kohdalla sanomme usein, etti sinifunktio on pariton,” ja kosinifunktio on pa-

*Parittomalle funktiolle on voimassa f(—z) =
kuten f(z) = 2®.

—f(z). Taémi on tyypillistd parittomalle potenssifunktiolle,

1. Trigonometriaa ja vektoreita
(lalTrigFunktiot.tex)
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. 3 TrigEq04 L. . 5 . EgSinT osTyl
rillinen.” Kaava (T.4) merKitsee samaa, kuin aiemmin tekemdmme sopimukset (T.8) ja (T.9).

Sopimukset olivat siis viisaasti valitut (ainoat jarkevit). Usein tarvitsemme summakulman
sinin ja kosinin kaavoja:
sin(z £y) = sin(x)cos(y) £ cos(x) sin(y) (1.6)
cos(x £y) = cos(x)cos(y) F sin(x)sin(y) (1.7)

Trigonometrisille funktioille voidaan IﬁgksmK%%l}o gaVO]a %ona emme nyt ryhdy luettele-
maan. Kaavat 10ytyvit kaava-liitteestd 77 sivu 7.

1.1.4 Arcus-funktiot

Sini- ja kosinifunktiot ovat jatkuvia, mutta eivit monotonisia. Siksi niilld ei ole kédénteis-
funktiota (yleisessd merkityksessd). Kun sinifunktion médarittelyjoukko rajoitetaan viliksi
I, = [-7/2 4+ n-m,m/2 + n - 7|, niin sinin kéinteisfunktio 16ytyy. Kun kosinifunktion
midrittelyjoukko rajoitetaan viliksi J,, = [0 +n -7, ™+ n - 7], niin kosinin kddnteisfunktio
loytyy.

Tangenttifunktio on epdjatkuva kohdissa © = 7/2 + n - m, mutta se on monotoninen (kas-
vava) vileilld I,,. Kotangenttifunktio on epéjatkuva kohdissa x = n - 7, mutta se on mono-
toninen (viahenevi) vileilld J,,.

Miaéritelma 1.1.3. Tissé luentosarjassa méirittelemme funktiot arcsin, arccos, arctan ja
arccot vileille /o = [—7, §] ja Jo = [0, 7] rajoitettujen trigonometristen funktioiden kn-
teisfunktioina seuraavasti:

funktio kéanteisfunktio

sin: [-%,5] = [-1,1] | arcsin : [-1,1] = [-F, T]
cos : [0, 7] — [—1,1] arccos : [—1,1] — [0, 7]
tan: [-5, 5] - R arctan : R — [-F, 5
cot: [0,7] = R arccot : R — [0, 7]

Usein kirjoissa kdytetddn arcus-funktioiden paikalla kdédnteisfunktio-merkintdd (arcsin ~
sin~!). Tami on oikein ja perusteltua, jos kirjassa on trigonometriset funktiot méiritel-
ty kompleksimuuttujan kompleksiarvoisina funktioina. Silloin funktioteorian ja Riemannin
pintojen avulla kddnteisfunktio voidaan méaritelld hyvin. Tédssd kurssissa ei kisitelld Rie-
mannin pintoja joten sovimme, etti tissd materiaalissa arcsin ja arctan saavat arvon vililtd
[—5, 5] ja arccos ja arccot saavat arvon vililta [0, 7].

Esimerkki 1.1.4. Laske pisteiden P, = (2,1), P, = (—1,2), P3 = (-2, —1) paikkavek-
toreiden ja z-akselin véliset kulmat.

3Parilliselle funktiolle on voimassa f(—z) = f(x). Tami on tyypillistd parilliselle potenssifunktiolle, kuten

fzx) = 2.
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Kuva 1.7: Sini- ja arcus-sini -funktioiden kuvaajat. laFig:SinArcsin

Q
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-f----t----F > Y
-1 Cp 1

a = arccos(y)

Kuva 1.8: Kosini- ja arcus-kosini -funktioiden kuvaajat. laFig:CosArccos
Y Ya Y
ey TR |
1/( L Qg as |
———————— e —Oé—l———> I —————— —_———————- - ——————
T 1 x /\ T

Periaatteessa tehtdvi on helppo, silld

tan o = Yk = o = arctan (yk> +n-m.
Tk Tk

Nyt tulee laskijan kuitenkin muistaa, ettd laskin antaa arctan-funktion arvon aina vililtd
—71/2 < a < 7/2, joten laskijan tulee lisdtid laskimen antamaan kulmaan 7 laskiessaan
kulmia ap ja ais mutta ei tule lisétd laskimen antamaan arvoon mitéédn laskiessaan kulmaa
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Kuva 1.9: Tangentti- ja arcus-tangentti -funktioiden kuvaajat. laFig:TanArc

a = arccot(y)

Kuva 1.10: Kotangentti- ja arcus-kotangentti -funktioiden kuvaajat. laFig:Kotana

1. Siis

o1 = arctan

= 0.46365(rad) = 26.565°

N
"

+ 7 = 2.03444(rad) = 116.565°

a1 = arctan + 7w = 3.60524(rad) = 206.565°

(
S
(

s
N— " —0

I‘I |
N[ — =

Johtop@itos esimerkin perusteella

| arctan(y/z), kun x > 0,
| arctan(y/z) + 7, kunz <O0.

1.1.5 Harjoituksia (3)

ktiotfHarjoituksia‘

Tehtévéa 1.1 Ratkaise laskimen avulla kulma = yhtilostd sin(x) = 0.825. Anna vastaus
radiaaneina.

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.1. Trigonometriset funktiot
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Tehtiivi 1.2 Miki on se tylppd kulma z, (5 < 2 < ), jolle sin(x) = 0.825. Anna vastaus
seki radiaaneina, etti asteina.

. fig:TrigVektoritHarYympyra
Tehtéivi 1.3 Piirréd kuvaan [T.TT se tylppa kulma x, jolle sm%x) = 0.825.

Ya

&\V

—1 —0.5 0 0.5 1

Kuva 1.11: Yksikkdympyré. ‘ fig:TrigVektoritHa

1.2 Kolmiot

:lal—kolmiot‘

1.2.1 Kolmiolauseet

Tissd kappaleessa kolmion ei tarvitse olla suorakulmainen, ellei erikseen niin sanota. Kos-
ka kolmiossa voi olla tylppd kulma, sovimme tylpian kulman sinille ja kosinille seuraavat

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.2. Kolmiot
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sopimukset:

josm/2 < a <, niin sin(a) = sin(r — a), (1.8)
jos/2 < a <, niin cos(a) = —cos(m — «). (1.9)

Lause 1.2.1. Kolmion kulmien summa on 7 (eli 180°).

‘a+ﬁ+7=w

Perustelu: Kuvan mukaisesti kolmion huipun kautta piirretdén kannan suuntainen suora.
Kun nyt kolmion vasen kylki leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa, ovat syntyvit ristikul-
mat yhtisuuret. Kolmion kantakulmaa o vastaava ristikulma on myos suuruudeltaan «. Vas-
taavasti kantakulmaa /3 vastaava ristikulma on myos suuruudeltaan 3. Huipun kohdalle syn-
tyvéd kolmen kulman summa on oikokulma.

Lause 1.2.2. (Seuraus edellisestdi) Jos kolmiossa on tylppd kulma (> w/2), niin muut kaksi
kulmaa ovat terdvid (< w/2).

Lause 1.2.3. Kolmion ala on puolet kahden sivun pituuksien ja niiden viilisen kulman sinin

. _ 1 :
Th:kolmionala\ tulosta. (Kaavana: A = 5 -b-c-sina.)

h hob A:%bcsina

Perustelu: Kuvan mukaisesti kolmion huipun kautta piirretdén kannan suuntainen suora.
Piirretyn suoran ja kannan vilinen etédisyys on kolmion korkeus h. Olkoon « kannan c ja
kyljen b vilinen kulma. Silloin kolmion korkeus on A = bsin(«). Kolmion pinta-ala on
puolet kannan ja korkeuden tulosta, eli

1
A= §ch = §bc sin a.
O

Lause 1.2.4. Sinilause:
a b c

sina  sinfB siny’

Th:kolmionala . . . .
Perustelu: Lauseen [T.2.3 mukaan Kolmion kaksinkertainen pinta-ala voidaan laskea seuraa-
villa tavoilla: besin v = acsin 8 = absin~y. Viite seuraa, kun lausekkeet jactaan abc:lla
ja siirrytddn kddnteislausekkeisiin. [

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.2. Kolmiot
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Lause 1.2.5. Kosinilause:

¢ =a® +b? — 2abcosn.

Perustelu:

hoa §
SA\Y
b
Tapaus: " Terava ~” Tapaus: " Tylppa +”
b—u=acosy 5§ = —acos7y
Yll4 olevien kuvien merkinndin:
Jos v on terédvi, niin Jos v on tylppd, niin
02 — h2 +U2 CQ _ h2+ (b+8)2
= a*— (b—u)?+u? = a’ -5+ (b+s)?
= a®—b*+2bu = a®+b*+ 2bs
= a4+ b —2b(b—u) = a®+b%—2abcos~y
= a®+0b*—2abcosy

1.3 Vektorit

lal—Vektorit‘

Opiskelija on jo koulussa késitellyt tason ja avaruuden koordinaatistoja, mutta koulussa asia
yleensd yksinkertaistetaan darimmilleen niin, ettd syntyy mielikuva siité, ettd on olemassa
vain yksi koordinaatisto.

1.3.0 Tavallinen tason (x, y)-koordinaatisto

Koordinaatisto asetetaan siten, ettd x-akseli on vaakasuora, asteikko kasvaa oikealle, ja y-
akseli on pystysuora, asteikko kasvaa ylospdin. Akselit ovat siis kohtisuorassa. Akselit leik-
kaavat asteikkojen nollakohdissa. akselien leikkauspistettd sanomme origoksi.

Jos tason pisteen P kautta piirretty pystysuora leikka z-akselin kohdassa xp, ja pisteen
P kautta piirretty vaakasuora leikka y-akselin korkeudella yp niin sanomme, ettid piste on
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