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har:LinYryhmat 03 ‘ Tehtiva 2.3 Ratkaise lineaariset yhtilorymiit

r + y — =z = 5 r + vy — 2z = 5

@ r + 2y + 4z = 16 ) z + 2y + 4z = 16
-z + 2y + 2z = 0 - + 2y + 2z = 1

2z + z = 14 2z + z = 14

o i . har:lheYryhnIrghmat03 i . . lesimsYRO¥RATEATe01
Tehtiva 2.4 Ratkaise tehtivien 2.1.4-2.T.4 Octavella. Katso ensin esimerkit [72=77 ja tar-

kista Octaven antamat vastausehdotukset. tarkista viittaust
niikka

2.2 Matriisit

‘Sec:lal—Matriisit‘

2.2.1 Matriisi ja matriisilaskut

‘Sec:lal—MatLaskut‘

Matriisi on suorakulmainen lukukaavio. Matriiseja ovat esimerkiksi:

(2043) (9) (o ()

Matriiseihin perehtyminen voidaan perustella useilla jirkisyilla.

1. Matriisien avulla voidaan suuria lukujoukkoja esittdd mahdollisimman pienelld vai-
valla ja kokonaisille lukukaavioille voidaan antaa nimid A, B, ... jne. Tdmi helpot-
taa suuresti asioiden esittdmistd. Erdissd tilanteissa matriisi on hyvin onnistunut ja
havainnollinen tapa esittdd lukuryhmid. Esimerkiksi yhtdloryhmin

20 =5y = -1
3z+T7y = 13

oleelliset osat tiivistyvit matriiseihin

2 =5 Y N —1
a=(37) e () mi=()

2. Matriiseille voidaan médritelld yhteen- ja kertolasku. Matriiseilla voidaan siis laskea.
Niiden laskutoimitusten avulla on kehitetty menetelmii erdiden matriisien avulla ku-
vattavien ongelmien ratkaisemiseen. Esimerkkinéd mainittakoon yhtdloryhmén ratkai-

seminen.

3. Vaikka itse et koskaan harrastaisikaan matriisilaskentaa, niin varmaa on, etti tietoko-
neesi harrastaa. Jos tietokone esimerkiksi ei 10yda ratkaisua yhtédloryhmélle se yleensd
antaa virheilmoituksen, jossa se kertoo mitd vikaa oli kerroinmatriisissa. Virheilmoi-
tuksen ymmairtdminen edellyttdd matriisilaskennan perusteiden osaamista.

2. Matriisilaskentaa 2.2. Matriisit
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4. Matematiikassa tarkastellaan struktuureja, jotka muodostuvat olioista ja niille maéri-
tellyistd laskutoimituksista. Struktuureja luokitellessa on tapana sanoa, etti tietyt eh-
dot tayttdva struktuuri on ryhma (tarkemmin luvussa III), tietyt ehdot tidyttdva ryhma
on rengas ja tietyt ehdot tdyttivi rengas on kunta. Reaaliluvut muodostavat kunnan, ja
kompleksiluvut muodostavat kunnan. Opiskelija on peruskoulussa ja lukiossa harjoi-
tellut laskutoimitusten suorittamista reaalilukukunnassa. Kun sd@ntdni voidaan pité,
ettd reaalilukuja ja kompleksilukuja lukuunottamatta mik&dén mielenkiintoinen struk-
tuuri ei ole kunta, saatta peruskoulussa hankittu sujuva laskutaito aiheuttaa kitkaa
tutustuttaessa uusiin matemaattisiin struktuureihin. Neliomatriisit muodostavat ren-
kaan mutta eivét kuntaa. Niilld laskettaessa tulee muistaa, ettd matriisilla ei saa jakaa
eikd supistaa (silld kertolaskun kdédnteisalkiota ei aina ole olemassa) ja kertolasku ei
ole vaihdannainen (AB # B A). Téti kautta matriisilaskenta kehittdé teoreettisessa

ajattelussa tarvittavaa tarkkuutta ja joustavuutta.

Mairitelma 2.2.1. Suorakulmainen lukukaavio, jossa on m vaakarivii ja n pystysaraketta
on m X n-matriisi. Tyyppid m X 1 oleva matriisi on pystyvektori ja tyyppid 1 x n oleva

matriisi on vaakavektori. Kaaviossa esiintyvid lukuja sanomme matriisialkioiksi.

2.2.1 Merkintisopimuksia:

(1) Tulemme kirjoittamaan lukukaavion aina isojen sulkeiden sisddn. On myos luvallista
kayttdd hakasulkumerkintdd, mutta tdssd monisteessa kdytamme systemaattisesti kaarisul-
keita.

(2) Matriisia merkitsemme kirjaimella (iso, vahvennettu ja kursiivi) ja matriisissa olevia
alkioita merkitsemme samalla kirjaimella (pieni, vahventamaton ja kursiivi) varustettuna
alaindeksein, jotka ilmaisevat milld rivilld ja missd sarakkeessa alkio on. Esimerkiksi a1

on matriisin A rivilld 1 sarakkeessa 2 oleva alkio.

ail a2 - Gy

a1 a2 o a2n
A=

aml Am2 " Omn

(3) Vaakavektoria merkitddn samoin kuin matriisia, mutta usein valitaan pieni kirjain, ja rivi-

indeksi voidaan jittdd pois. Pystyvektorin tapauksessa sarakeindeksi voidaan jittdd pois.

S11 S1
S21 S2
7':(7“11 rie v rln):(rl ro e rn)’ S = X =
Sml Sm
2. Matriisilaskentaa 2.2. Matriisit
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(4) Fysiikassa ja tekniikassa on tapan merkitd vektoreita vahventamattomalla, kursiivilla

vektorilla, jonka pédlld on nuoli.

F:(Tl Ty .- rn), §=

(5) Tulemme kayttdméaan kumpaakin merkintéa (3 ja 4) vektorille. On tirkeiti, ettd opiske-
lija tottuu siihen, ettd eri tilanteissa kéytetdin hieman erilaisia merkint6ja.

Miéritelmé 2.2.2. Usein kdytimme matriisille merkintdd A = (a;;). Vastaavasti matriisin
A alkiolle kdytetddn joskus merkintdd (A);;.

Miéritelmé 2.2.3. (a) Matriisit A = (a;;) ja B = (b;;) ovat samat (identtiset, engl. equal),
jos ne ovat saman kokoiset ja, a;; = b;; kaikilla ¢, j. Talloin merkitiin A = B.

(b) Kahden m x n-matriisin A = (a;;) ja B = (b;;) summa on matriisi
A+ B = (a;; + bij)

(c) Reaaliluvun X ja m x n-matriisin A = (a;;) tulo XA on m x n-matriisi (- a;;). (Kaikki

alkiot kerrotaan \:lla.)

(d) Sovimme lisdksi merkintdtavoista

(-)A = -4,
A-B = A+(-1)B=A+(-B)

Esimerkki 2.2.4.
2'0—12_3'1—20_0—24_3—60
1 4 0 0O 1 3 o 2 8 0 0 3 9
-3 4 4
2 5 -9

Samankokoisten matriisien yhteen- ja vihennyslasku ja vdhennyslasku ovat melko selvid
asioita. Seuraavaksi médrittelemme matriisin kertomisen matriisilla.

Koulussa olet todennikoisesti oppinut kahden vektorin pistetulon i - ¥ = u1v1 + ugvo +

-+ + u,vy,. Kertaamme asian ensin

2. Matriisilaskentaa 2.2. Matriisit
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Miiritelmé 2.2.5. Kahden samanmittaisen vektorin @ = (u;) ja U = (v;) pistetulo on

—

- U = u1v1 + ugv2 + -+ - + upv,

g

Miiritelmé 2.2.6. m x n-matriisin A = (a;;) ja n x p-matriisin B = (bj;,) matriisitulo

AB on m x p-matriisi
n
B); =) aikbrj = dia - be;
k=1

(Siis: AB:n rivilld ¢ sarakkeessa j oleva luku on A:n 4:nnen rivin ja B:n j:nnen sarakkeen

pistetulo.)

Esimerkki 2.2.7. Seuraavassa esimerkissd on lisétty sarakkeita ja rivejd erottavat viivat
joihinkin kaavioihin. Tam4 ei ole kovin tavallista, mutta tissé tapauksessa saattaa helpottaa

kaavion lukemista.

-1

i <110>_
0 3 0 —2 3

o

1- 1+00 1-(
0-1+3-0 0-(—1

(2 1+ (=1)-0]2 - (=1)+(=1)-(=2)[2:0+(-1)-3

Huomaa tyyppien yhteensopivuus (3 X 2-matriisi)(2 X 3-matriisi)=(3 X 3-matriisi)! I

Edeltavd madritelma ja esimerkki kannattaa tiivistdd seuraavalla tavalla: ”Kun ollaan las-
kemassa matriisia C = A B, niin laskettaessa lukua riville 7 sarakkeeseen 7, tarvitaan en-
simmd&isestd matriisista ¢:s rivi ja toisesta matriisista j:s sarake. Rivin ja sarakkeen pistetulo

antaa alkion tulo-kaavion vastaavaan paikkaan.”

c3sltauljeBsltaulul . } . . oy ..
Alla taulukossa (2.T) (sivu on esitetty edeltidvin esimerkin tulokaavion kaikkien alkioi-

den lasku ja erityisesti ”misté luvut tulevat?”’.

2. Matriisilaskentaa 2.2. Matriisit
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Esimerkki 2.2.8. Seuraavassa vilimuotoja on vihemmaén. Saatko saman tuloksen?

1 -1 0 S 2-140 —140+0 1 -1
0 -2 3 Lo |- 0-2+0 0049 | _| -2 9
1 1 1 0 3 24140 —14+0+3 3 2
1 0 24040 —14+0+0 2 -1

Huomaa taas tyyppien yhteensopivuus (4 x 3-matriisi)(3 x 2-matriisi)=(4 x 2-matriisi)! I

Esimerkki 2.2.9. Olkoon
2
1

0
0 1 1 4
s ).o5=(y L)ee=(4 1)
o 3 -2 -1 1

Laskemalla tulot ndhddin, ettd a) tulo A B on hyvin mééritelty ja laskettavissa, mutta tuloa

A=

B A ei voi laskea. b) Tulot BC' ja C'B voidaan laskea, mutta niistd saadaan eri tulokset.
Siis BC' # CB. I

Esimerkki 2.2.10. Huomaa, etti vektoreiden

u=(2 3) ja v:<2>

Matriisitulo ja pistetulo ovat tarkasti tulkittuina eri asiat

ww = (2:5+3-6)=(28)
u-v = 2:5+3-6=28

i
Esimerkki 2.2.11. Luvun alussa esiintyi yhtdloryhmi ja siihen liittyvit matriisit
20 —by = -1
3z+T7y = 13

(5 7)) ()

Matriisikertolaskun miiritelmésti ja matriisien yhtdsuuruuden médritelmistd seuraa, ettd

seuraavat kolme rivia sanovat saman asian:

Ax =b (2.77)
SED) e

Lim Z @79)

1
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Miéritelma 2.2.12. Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia. Jos mat-
riisissa on sarakkeita yhtd monta kuin rivid, se on neliomatriisi. n x n-neliomatriisin (a;;)
padldvistdja muodostuu alkioista agr, 1 < k& < n. Neliomatriisi on diagonaalinen, jos sen
ainoat nollasta eroavat alkiot ovat pédildvistéjalla. Neliomatriisi I on yksikkomatriisi, jonka
padldvistdjdn alkiot ovat ykkosid ja muut alkiot ovat nollia.

0 0 0 10 - 0
0 0 0 01 - 0

O = . ) I= ’
0 0 0 00 1

Seuraava midritelma saattaa tuntua keinotekoiselta, mutta midritelméédssa esitelty Kronec-
kerin delta on paljon kéaytossa teknisessa laskennassa. Asia on ulkoa opettelun arvoinen.

Maaritelma 2.2.13. Kroneckerin delta on

5o = 1, kuni =j
Y0, kuni # j

Siis I = (513)

Seuraavilla lauseilla on tdsmillinen matemaattiseen kisitteistoon liittyvd merkitys, johon
. . th matplushyhbeketaskkeromingKenudminaisuudet
palataan opetuksessa myohemmin. Lauseet (2.2.14) ja (Z.2.15) Tuettelevat matriiseille voi-
. . . . L . . . |c3slesim2:mik\IeC {\"a} matlaskussa o
massa olevia tavallisesta laskemisesta tuttuja ominaisuuksia. Esimerkki (2.2.16) kertoo mis-

séd suhteessa matriiseilla laskeminen poikkeaa reaaliluvuilla laskemisesta. (Tdssd vaiheessa
o . . . Jc3slesim2:mik\IeC {\"a} matlaskussa on_ outoa
on tédrkedtd muistaa esimerkin (2.2.16) antama viesti.) Lauseet on koottu perakkain, jotta

kaavat olisivat helposti silméiltdvissad. Todistukset on esitetty esimerkin jidlkeen. Seuraavas-
sa merkinnit 4+, ja -, tarkoittavat matriisien laskutoimituksia.

ominaisuudet | Lause 2.2.14. Olkoon A, B ja C m X n-matriiseja ja o, 8 € R reaalilukuja. Silloin
(1) A+(B+C)=(A+B)+C
(2) A+O0=A

(3) A+ (-A)=0

(4)

N

A+B=B+ A

B) 1-A=A

6)  a(fA) = (aB)A

(1) (a+B)A=aA+ A
8) a(A+B)=aA+A

ot

Kommentteja: (1) +., on liitidnndinen (eli assosiatiivinen), (2) nollamatriisi on +,,:n neut-
raalialkio, (3) — A on A:n kdcinteisalkio, (4) +,, on vaihdannainen (eli kommutatiivinen)

2. Matriisilaskentaa 2.2. Matriisit
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askun ominaisuudet | Lause 2.2.15. Olkoon A, B ja C matriiseja ja o € R reaaliluku. Jos matriisien tyypit ovat

sellaiset, ettd seuraavat tulot ovat olemassa, niin silloin

1) (AB)C = A(BC)

(1)

(2) A(B+C)=AB+ AC
(3) (A+B)C = AC + BC
4)  a(AB) = (aA)B = A(aB)
(5)

5 TA=AI=A

Kommentteja: (1) -y, on liitdnndinen (assosiatiivinen), (2,3) +n, ja -m noudattavat osittelu-

lakeja, (5) I on matriisikertolaskun -, neutraalialkio.

tlaskussa on out oa\ Esimerkki 2.2.16. Olkoon A, B ja C matriiseja. Jos matriisien tyypit ovat sellaiset, etté

seuraavat tulot ovat olemassa, niin on mahdollista, etti

(1) AB#BA
(2) (AC = BC) vaikka A # B
(3)  (AB = 0) vaikka (A # O ja B # O)

th_matplish yvirteesriaes kkier ttoiaskisuustetnai suudet c3sl 51m2 :mik\IeC {\
Lauseiden (Q Z2.14)ja(2.Z.15) osalta todistamme vain muutaman Kohdan ja esimerkin (2.2.1

vditteet osoitetaan oikeiksi antamalla esimerkki jokaiseen kohtaan.

[th matplus:yhteenlaskun ominaisuudet

Todistuksia: (Lause (Q 2.14) vaite (1))

Vi, 7 : (A—i—(B—i—C))ij = aij+(B+C)ij:aij+bij+cij
= (A—i—B)Z‘j—i-Cij:((A—i-B)—i-C)ij

th _matkerto:kertolaskun_ominaisuudet . . .
(Lause (2.2.15) vaite oot A, BjaC'tyyppeja m X n,n X pjapXxr olevia matriiseja.

Silloin matriisit (AB)C ja A(BC') ovat kumpikin tyyppid m X r ja

n p
(AB)Z'j = Z aikbkj ja (BC)st = Z asqbqt
k=1 q=1

2. Matriisilaskentaa 2.2. Matriisit
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joten

p p

((AB)C)ij = Z(AB iqCqj = Z (Zazkbkq> Cqj

q=1 =

= (ai1bi1 + aiobo1 + - - - + ainbpi)cij
+(ai1biz + aizbaa + - - - + ainbn2)ca;
+...

+(aibip + aiobap + - - - + Ginbpp)cip

= a;(bricyy + biacaj + -+ 4 b1pcyj)
taiz(ba1c1j + baacaj + -+ - + bapcy;)
+...
+ain(bpicij + bnacaj + - -+ + bypcyj)

n

P n
- Zalk Zb keCai | = D ain(BC);
q= k=1

= (( C))ij

matkerto:kertolaskun ominaisuudet

(Lause (Q z 15) vaite (2))

(A(B+0Q)),;, = Zalk B+C); = Zazk (brj + crj)
k=1 k=1

= ail(blj + Clj) + aig(bgj + ng) +---+ am(bnj + an)

= (ailblj + az‘zbgj + -+ ambnj) + (aﬂclj + aipc2j + -+ - + aincnj)

= > airbe; + Y awcr; = (AB + AC)y;

matkerto:kertolaskun ominaisuudet o .
(Lause (B 2 15) vaite (5)) Tutkitaan /m X n-matriisin A = (a;j), m x m-yksikkomatriisin

I = (0;;) jan x n-yksikkomatriisin J = (;;) tuloja.
m
(TA); = > Siar; = dinarj + Sizag; + -+ + Gimam; = ai; = (A)yj
k=1

(AJ)ij = ) aide; = aindij + aiady; + -+ + aindnj = ai; = (A);;
k=1

esim2:mik\IeC {\"a} matlaskussa on outoa

(Esimerkki (E. 16) Olkoon
1 2 1 5 7 8 1 1 1
a=(5i)e=(s8)e-(00)2-(11)==(4 4)

2. Matriisilaskentaa 2.2. Matriisit
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Silloin suora lasku osoittaa, etti:

(1) AB # BA,

(2) AC = BC, vaikka A # B,

(3) DE = O, vaikka D # O ja E # O.

2.2.2 Transponointi

Seuraavassa madriteltdvdd transpoosimerkintdd kdytetddn paljon. Vaikka asia on yksinker-
tainen, sen pitédé tulla tdydellisen tutuksi.

Miiritelmé 2.2.17. m x n-matriisin A = (a;;) transponoitu matriisi eli transpoosi on

n x m-matriisi AT jolle
(AT)l i — ;.
J J

(Matriisi A7 saadaan siis A:sta vaihtamalla vaakarivit pystysarakkeiksi.)

Esimerkki 2.2.18.
X1
0 2 3\ 05 2 T
= 2 -1 , . :(:L'l Tg - xn)
5 —1 6 :
3 6
Tn

i) -2 %)

(Huomaa: vasen ylidnurkka pysyy paikallaan, ensimmaéisestd rivistd tulee ensimméinen sa-

rake, toisesta rivisti tulee toinen sarake, ...)

Lause 2.2.19. Jos matriisien A ja B vdliset laskutoimitukset ovat mddriteltyji ja A € R,

1) Aan'=4a

2) (A+B)T=AT+ BT

3) (AT =xaAT

(4)  (AB)T =BTAT  «« TARKEA!

Todistus: Kohdat (1) - (3) ndhddin vilittomasti. (4):

((AB)T)U = (AB);; = Zajk:bk:i = Z(BT)ik(AT)kj = (BTAT)z'j
k=1 k=1

2. Matriisilaskentaa 2.2. Transponointi
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Esimerkki 2.2.20. Olkoon
1 2 . 5
A‘<3 4>’JaB_<7
Lasketaan ensin viitteen (4) mukaiset lausekkeet
(AB)T — 12\ /5 6\\ /19 22\" (19 43
B 3 4 7 8 43 50 22 50
T AT 5 7 1 3\ (19 43
B A" = (6 8 2 4 /) \ 22 50

Seuraavaksi kirjaamme uudelleen samat laskut, mutta nyt merkitsemme erityisesti misti

co O
N—

tulevat ne luvut joista laskemme tulosmatriisin rivilld yksi sarakkeessa kaksi olevan alkion
43.

wor = (3 ) (B 2)) - (320 -(25)
- (F)GE)-(2 )

Miiritelmé 2.2.21. Neliomatriisi A on symmetrinen, jos AT = A (eli a;; = a;i, Vi, j) ja

antisymmetrinen, jos AT = — A (eli a;; = —aj;, Vi, j)

Jokainen matriisi voidaan esittii symmetrisen ja antisymmetrisen matriisin summana

A = AT+ A missi

AT = —(A+ AT) on symmetrinen, ja

A~ = —(A— A7) on antisymmetrinen.

(NNl NN

Jos esimerkiksi

A = (;) i), niin
AT = ;<<; i>+<; i>>:<2%5 245>
R (FH R N
AT+AT = (215 245>+<0(.)5 8'5>:<213 421>:A
2. Matriisilaskentaa 2.2. Determinantti
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2.2.3 Determinantti

Jokaiseen neliomatriisiin liitetdédn reaaliluku, jota sanomme matriisin determinantiksi. Tédssé
kurssissa kisittelemme vain pienehkdja, 2 x 2 ja 3 x 3, matriiseja. Seuraavalla kurssilla
tulemme kdyttdmiin isompiakin matriiseja ja niiden determinantteja.

Kaksirivinen determinantti

Madritelma 2.2.22. 2 x 2 matriisin A determinantti on luku

a a
det(A) = |~ T2 ’ = a11a22 — @12021-
a1 a2
+ I
a1 12
a 2
Esimerkki 2.2.23.
4 6
a) 3 5‘ =4-5-6-3=2
4 6
b) 10 5‘—4-5—6-10——10
2 6
c) 9 6‘ =2-6—-6-2=0

Pari huomiota:

e Determinantin arvo voi olla negatiivinen, vaikka kaaviossa ei ole yhtdin negatiivis-
ta lukua. Determinantti-merkinnin pystyviivoilla ei ole mitdidn tekemisté itseisarvon
kanssa.

e Jos kaaviossa on kaksi saman laista rivid, niin determinantin arvo on nolla.

Opettele erottamaan heti kaavion matriisi-merkinti ja kaavion determinantin merkinté toi-
sistaan

<§ g) < on matriisi (eli suorakulmainen luku-kaavio)

=-8 < on luku

Tarkea determinantin sovellus on seuraava lause:

2. Matriisilaskentaa 2.2. Determinantti
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Lause 2.2.24. Jos yhtdloryhmdn kerroinkaavio on 2 X 2 matriisi, jonka determinantti on

nollasta eroava, niin yhtdloryhmdlld on yksi ja vain yksi ratkaisu.

Todistus: Tarkastellaan yhtaloryhmiid

{CLHJJ + apy = bl
a1z + axy = by

(Emme nyt anna a-luvuile, emmeké b-luvuille, mitdin erityisid arvoja, vaan tarkastelemme
yhtdloryhméa tisséd yleisessd muodossa.) Kerromme ensimmadisen yhtdlon ago:1la ja toisen
yhtdlon —aq9:1la. Kun ndin saadut yhtélot lasketaan yhteen, syntyy yhtdlo josta voimme
ratkaista muuttujan x arvon.

anx + apy = b -(:22
agix + axy = by |-(—ai)
ai1a2r + a6y = ab
= —@12a21 — a12a22y = —ai2by
(a11a22 — arz2a21)x = agbi — aizby
x ratkeaa viimeisestd yhtlostd, silld aj1a20 — a12a91 = Det(A) # 0. [

kolmirivinen determinantti

Maaritelma 2.2.25. 3 x 3 matriisin A determinantti on luku

ailp a2 ais
det(A) = 1| a21 a2 a3
asyp as2 ass

= 011022033 + (12023031 + Q13021032 — 13022031 — 411023032 — 412021033

3 41
a) 21 3
0 21

=(3-1-1)+(4-3-00+(1-2:2)—(1-1-0)—(3-3-2) — (4-2-1)
—3+4+04+4—-0—18—8=—19

2. Matriisilaskentaa 2.2. Determinantti
(lalMatDeterminantti.tex) (11.11.17)
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+ 4+ + - — =
2 1
341
b) 2 1 3
341
=(3-1-1)+(4-3-3)+(1-2-4)—(1-1-3)—(3-3-4)—(4-2-1)
—3+36+8-3-36—8=0
+ 4+ + - — =
2 1

2.3 <><><> Adjungaatti ja Cramerin kaavat

2. Matriisilaskentaa 2.3. Determinantti
(lalMatDeterminantti.tex) (11.11.17)



