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Summakulman sinin ja kosinin kaavat 1

Summakulman
sinin ja kosinin
kaavat
Seuraavat tarkastelut nojaavat trigonometrisille funktioille
todistettuihin kaavoihin.

sin(a+ f) =sinacos B + cosarsin B (1)
cos(a+ f) = cosocosfB —sinoasinfB (2)
sin(a — ) =sinacos B —cosarsin fB (3)
cos(a — f) = cosocosfB +sinoasin B (4)



Sinimuotoiset funktiot 2

Seuraavassa sinimuotoisiin funktioihin liittyvid kaavoja.
Perusmuoto sinimuotoiselle funktiolle on nyt

Sinimuotoiset
funktiot

f(t) = F sin(wt + @) (5)

v

F on funktion maksimiarvo eli amplitudi.

v

o on kulmataajuus. Jos generaattori pyorii f =50
kierrosta sekunnissa, niin generaattorin tuottaman
sdhkdvirran taajuus on f = 50bekuntl 50Hz ja

kulmataajuus on @ =2nf = IOO”seﬁ&u = 100tHz

» « on vaihesiirto.

Usein merkitsemme f(t) = F sin(ot+a) ~ F = FZa,
missa F on sinifunktion osoitin (kompleksiluku)

v



Sinimuotoiset funktiot 3

Lause 1. Sinimuotoinen funktio f(t) = F sin(@t + @)
voidaan myds kirjoittaa muotoon

Sinimuotoiset
funktiot

f(t) = asin(wt)+ b cos(wt), (6)
misss 42 T F coso - F = Va?+b?
b = Fsina tana = b/a

Perustelu: Saamme suoraan summakulman sinin kaavasta (1)

f(t)=Fsin(ot+ o)

= F(sin(wt)cos(a)+ cos(wt)sin(ct))
= F cos(a)sin(wt)+ Fsin(a)cos (wt)
——

=a =b



Osoitinlaskenta

Lause 2. Kahden sinimuotoisen funktion summa on myds

sinimuotoinen funktio ja osoittimille patee, ettd summan
osoitin on osoittimien summa, eli

Osoitinlaskenta

FZx
G/

F
g(t) = Gsin(ot+p) ~ G
(1) + () ~F+ G

{f(t) = Fsin(wt+a) ~

Perustelu: Lasketaan funktion f(t)+ g(t) amplitudi ja
vaihesiirto ja toisaalta kompleksiluvun F+ G moduli ja
kulma. Viite on perusteltu, jos amplitudi ja moduli ovat
samat ja toisaalta vaihesiirto ja kulma ovat samat.



Osoitinlaskenta 5

Amplitudi:

f(t)+g(t) = Fsin(ot+ o)+ G sin(ot+ B)
= F cos(a)sin(wt) + Fsin(a) cos(t)
+ G cos(B)sin(wt) + Gsin(B) cos(wt)
= (F cos(a) + G cos(f))sin(wt)
(Fsin(a) + Gsin(B)) cos(wt)

Osoitinlaskenta

Vertaamalla lauseen 1 kaavoihin n3hd3aan, ett3
summafunktio on sinimuotoinen ja amplitudi on

V/(Fcos(@) + G cos(B))2 + (Fsin(a) + Gsin(B))?

= \/F2+2FGcos(Oc—[3)+ G2




Osoitinlaskenta 6

Osoittimien summan modauli:

|£+£‘ — ‘(FA(X)-‘-(GZﬁN Osoitinlaskenta
= |Fcosa+ jFsina+ Gcosf +jGsin B
= |(Fcosa+ GcosfB)+j(Fsina+ Gsinf)]

= \/(Fcos(oc) + G cos(f))? + (Fsin(a) + Gsin(B))?
= \/F2+2FGcos(a—B)+ G2

SAMA kuin edell3!
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Vaihesiirto ja osoittimen kulma: Funktion

f(t)+g(t) = (Fcos(at) 4+ G cos(B))sin(wt)
(Fsin(a) + Gsin(B)) cos(wt)

Osoitinlaskenta

vaihesiirrolle @ patee

Fsin(a) + Gsin(B)

tan¢ = F cos(a) 4+ G cos(B)

Toisaalta osoittimen

F+G=(FLa)+(G4B)
= (Fcosa+ GcosfB)+j(Fsina+ Gsinf3)

Kulman tangentti on sama



Resistanssi 8

Vastus

Seuraavissa laskuissa sdhkovirta on ajan funktiona
i(t) = Isin(wt+ @;) ~ 1 Z¢@; ja jannite on ajan funktiona
u(t) = Usin(ot+@,) ~ UZe,

Vastus:
Ohmin laki patee myds vaihtovirroille

u(t)=R-i(t) < U=R-I

Vastuksen yli vaikuttava jannite ja vastuksen |lapi meneva
virta on siis samassa vaiheessa.

Impedanssi



Impedanssi 9
Kela

Kelassa virta synnyttdd magneettikentdn. Virran muuttuessa
muuttuu myos magneettikenttd ja magneettikentdn muutos
indusoi kelaan jannitteen. Jannite on suoraan verrannollinen
virran muutosnopeuteen.

u(t)

_—

i(t) i(t) =1Isin(wt+ @;) ~ [ Lo

Impedanssi

u(t) = L%i(t) - L%I sin(t + ¢;) = oLl cos(t + @)

= wlLlsin(®t+ @; +90°) ~ oLl Z(¢; +90°)
s U=joll
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Kondensaattori

Kelassa virta synnyttdd magneettikentdn. Virran muuttuessa
muuttuu myos magneettikenttd ja magneettikentdn muutos
indusoi kelaan jannitteen. Jannite on suoraan verrannollinen
virran muutosnopeuteen.

u(t)

B —

Impedanssi

i(t) = CLu(t)

—

i(t) u(t) =Isin(ot+o@,) ~ 2o,
. d d,, .
i(t) = CE“(t) = CEUsm(wt—i-(pu) = ®CUcos(wt+ ¢,)
= oCUsin(wt+ ¢, +90°) ~ wCUZL(¢p, +90°)

__JI

I=joCU U=—
sl=jo < joC™ wC™
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Esimerkki 1. Laske virrat, kun oheisessa kytkenndssa
Ui =2.0sin(wt)V, U =5.0sin(wt)V, Ry = 20012,
Zyr = —j/(COC)Q jaR3= 30012.

l R R3 Esimerkki 1.

1

U;

Kirchoffin ensimmaisesta laista saamme
i1 + i2 + i3 =0.
Kirchoffin toisesta laista saamme

—Us — Zoio+ R3i3
—Rih+Ui+ 2o =
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Sijoitetaan parametrien arvot U; = 2.0V, U, =5.0V,
R; = 20082 ja R3 = 30012 yhtaloihin

n+ik+iz = 0,
—Us—2Zib+R3i3 = 0,
—Rih+ Ui+ 2 = 0, Esimerkki 1.

ja jarjestetddn yhtalot sieviksi:

no+ b+ 3 = 0
J/(@C)Qir + 300Qi3 = 5.0V
—200Qh — j/(0C)Qi = =2.0V

Jaetaan vield toinen ja kolmas yhtdlé ohmilla, jolloin
yhtdloryhma menee muotoon:



n + h + 3 = 0
— Zoip + 3003 = B5.0A
—200n + Zoiz = —20A
Impedanssi
1 1 1 Esimerkki 1.
D = 0 —2Z>, 300 |=
—-200 2% 0
0 1 1
Dy = 50A —2Z, 300
—20A Z 0

«O>» «F>r «=)r « )
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o+ B+ 3 =0
— Zyip + 3003 = 5.0A
—200i, + Zoh = —20A
1 0 1
0 5.0A 300
—200 —2.0A 0
—0+50a.| 11l (20a).
' —200 0
1600A
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no+ b + 3 = 0
— Zoih + 3003 = b.0A

—200iy + Zoip = —-2.0A
1 1 0
D = 0 —Z> 5.0A

—-200 2, —2.0A

«O0>» «Fr» «Z» «E>»
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