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Lause 1.2.5. Kosinilause:

¢ =a® +b? — 2abcosn.

Perustelu:

hoa §
SA\Y
b
Tapaus: " Terava ~” Tapaus: " Tylppa +”
b—u=acosy 5§ = —acos7y
Yll4 olevien kuvien merkinndin:
Jos v on terédvi, niin Jos v on tylppd, niin
02 — h2 +U2 CQ _ h2+ (b+8)2
= a*— (b—u)?+u? = a’ -5+ (b+s)?
= a®—b*+2bu = a®+b*+ 2bs
= a4+ b —2b(b—u) = a®+b%—2abcos~y
= a®+0b*—2abcosy

1.3 Vektorit

lal—Vektorit‘

Opiskelija on jo koulussa késitellyt tason ja avaruuden koordinaatistoja, mutta koulussa asia
yleensd yksinkertaistetaan darimmilleen niin, ettd syntyy mielikuva siité, ettd on olemassa
vain yksi koordinaatisto.

1.3.0 Tavallinen tason (x, y)-koordinaatisto

Koordinaatisto asetetaan siten, ettd x-akseli on vaakasuora, asteikko kasvaa oikealle, ja y-
akseli on pystysuora, asteikko kasvaa ylospdin. Akselit ovat siis kohtisuorassa. Akselit leik-
kaavat asteikkojen nollakohdissa. akselien leikkauspistettd sanomme origoksi.

Jos tason pisteen P kautta piirretty pystysuora leikka z-akselin kohdassa xp, ja pisteen
P kautta piirretty vaakasuora leikka y-akselin korkeudella yp niin sanomme, ettid piste on

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.3. Vektorit
(lalVektorit.tex) (24.5.17)



Vaasan yliopiston julkaisuja, opetusmonisteita 13

Y
P = (33P>?JP)
Yyp |----- -
‘ Tp T

Kuva 1.12: Pisteen koordinaatit tasossa.

kohdassa x p korkeudella yp ja merkitsemme P = (zp,yp). Janaa, joka yhdistéid pisteet P
ja @ merkitsemme kirjainparilla, jonka p#dlld on viiva, PQ). Kun janalle annetaan suunta
(P:std @:hun), saamme suuntajanan P(). Tarkasti tulkittuna suuntajalla on pituus, suunta

ja paikka.

Vektorilla on pituus ja suunta. Kun piirrdimme vektorin, niin piirrdimme suuntajanan, jolla
on sama pituus ja suunta kuin vektorilla. Sanomme, ettd miké tahansa suuntajana, jolla on
sama pituus ja suunta kuin vektorilla, edustaa vektoria. On tapana sopia nimet koordinaat-
tiakselien suuntaisille yksikkovektoreille:

vektori pituus suunta
1 z-akselin suunta

i
I 1 y-akselin suunta
Suuntajanan pituus ja suunta on helppo esittdd yksikkovektoreiden i ja Iavulla:

”q oikeallejabylos” = a- i+b- I

Kuva 1.13: ”Kolme oikealle ja kaksi ylos”.

Kun tieddmme suuntajanan péitepisteiden koordinaatit, niin suuntajanan pituus ja suunta
saadaan samalla tavalla

-

@ = (zg—zp)-i+ (Yo —ypr)-]

Pisteen P = (xp,yp) paikkavektoria 7p edustaa suuntajana origosta O pisteeseen P, eli

7p = OP = api+ ypj.

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.3. Vektorit
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!

—

Pﬁ = ({L‘Q — l‘p)l + (yQ - yP).]

Kuva 1.14: Suuntajanan pituus ja suunta.
Kahden vektorin, a ja b, summa @b konstruoidaan piirtden siten, ettd ensin piirretdédn jokin

vektoria @ edustava suuntajana 1@, sitten piirretddn pisteestd () alkava vektorin b edustaja
Cﬁ. Nyt suuntajana PR edustaa summavektoria @ + b.

Y R

f—-l

‘ = €T
i

Pk =P0O+ QR i+ b= (az+b.)i + (a, +b,)j

Lause 1.3.1. Tason vektorin @ = ai + ayj pituus |@| voidaan laskea lausekkeesta
|d@| = \/a2 + a2

Perustelu: Kun piirramme vektorille @ origosta alkavan edustajan, syntyy luonnollisella ta-
valla suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusan pituus on sama kuin vektorin pituus ja
kateettien pituudet ovat |a| ja |a,|. Viite seuraa nyt Pythagoran lauseesta. (]

Lause 1.3.2. Kaksi tasovektoria @ = a1 + ayJ? Jja b= byi+ byf ja niiden vdlinen kulma ~y
toteuttavat yhtdilon
azby + ayby

cosy = —
|l |b]

CosGammaTaso‘

Perustelu: Piirretddn vektoreille origosta alkavat edustajat. Olkoon edustajien loppupisteité
yhdistdvin janan pituus c. Kosinilauseen mukaan:

Y
b . A = a®*+b* —2abcosy
b @ (az —by)* + (a, —b,)* = a2+ az, + b2 + b2 — 2abcos vy
a —2a,;b, — 2a,b, = —2|d||b]cos~y
| T
1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.3. Vektorit
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O

Lause 1.3.3. (a) Jos tasovektoria @ = a,i + ay] kierretddn origon ympdiri positiiviseen
kiertosuuntaan kulman o verran, niin kierretty vektori on

—

Grot = (co8(@) - ag —sin(a) - ay) T+ (sin(a) - az +cos(a) - ay) j.

(b) Jos tasovektoria @ = a,i + ayj kierretddn origon ympdri positiiviseen kiertosuuntaan
kulman /2 verran, niin kierretty vektori on

Qrot = —Qyl+ Qg .

Perustelu: (a) Olkoon vektorin @ pituus r ja vektorin ja z-akselin vilinen kulma ¢, jolloin
az = rcos g ja ay = rsin . Nyt kierretty vektori on

Qrot

—

Aoy = rcos(a+@)i+rsin(a+ )]
= r(cosacosp —sinasinp)i

+r(sin a cos ¢ + cos asin @) j

(b) Seuraa suoraan a-kohdasta, kun o« = 7 /2. [J

1.3.0 Konkreettisen tason (x, y)-koordinaatisto

Jatkossa monen esimerkin ratkaisu alkaa silld, ettd asetetaan koordinaatisto, jossa laskut ja
analyysit tehdddn. Koordinaatisto siis valitaan tehtdvaidn sopivalla tavalla. Edellisessé kap-
paleessa koordinaattiakselien suunnat olivat “oikealle” ja “’yl6s”. Tilld valinnalla saatiin
aikaan se, ettd kun ensimmdiisen koordinaattiakselin suuntaista vektoria kddnnetdin positii-
viseen kiertosuuntaan (vastapiividn) kulman /2 verran, niin kdénnetty vektori on toisen
koordinaattiakselin suuntainen.

Kun varustamme tason suorakulmaisella koordinaatistolla, valitsemme neljd ominaisuutta

1. Origo. Piste, jossa koordinaattiakselit leikkaavat.
2. zx-akseli.

3. y-akseli, joka on kohtisuorassa z-akselia vastaan ja saadaan x-akselista kiertimalld
kulman /2 verran positiiviseen kiertosuuntaan.

4. Akselien asteikko. Akseleilla tulee olla samat asteikot. Asteikkojen nollakohdat ovat
origossa.

Edelld kohta 3 siséltdd aidon valinnan, silld suunnistus riippuu siitd, miltid puolelta katsom-
me tasoa. Jos avaruusaseman kaksi astronauttia ovat korjaamassa aurinkopaneelia, ja ovat
eri puolilla paneelia, niin he ovat perustellusti eri mieltd suunnistuksesta. Suunnistus riippuu
siitd, miten valitsemme tason yli- ja ala-puolen.

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.3. Vektorit
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1.3.0 Tavallinen avaruuden (z, y, z)-koordinaatisto

Aloitetaan koordinaatiston konstruointi siten, ettd katsoja on kyykyssd ja origo on katso-
jan edessd. z-akseli on vaakasuora katsojaan pdin, y-akseli on vaakasuora oikealle (kohti-
suorassa x-akselia vastaan), ja z-akseli osoittaa ylospéin (kohtisuorassa sekd x-akselia ettd
y-akselia vastaan). Tdmin jilkeen katsoja nousee seisomaan ja ottaa askelen oikealle, ja
piirtdd kuvan niakemistidin. Se, ettd katsoja muutti hieman asentoaan, saa x-akselinkin né-
kymiin kuvassa hyvin.

Zp.

Kuva 1.15: (z, y, z)-koordinaatisto.

Samoin kuin edelld mééritelldan koordinaattiakselien suuntaiset yksikkovektorit

vektori pituus suunta

i 1 x-akselin suunta
f 1 y-akselin suunta
k 1 z-akselin suunta

Olkoon P avaruuden miki tahansa piste. Piirretdéin pisteen P kautta pystysuora (vektorin
K suuntainen suora), joka leikkaa (z,y)-tason pisteessd Pyy = (zp,yp,0). Piste Py, on
pisteen P kohtisuora projektio (x,y)-tasoon. z-koordinaatti kertoo, miten korkealla P on
(z,y)-tasosta. zp on plus-merkkinen, jos P on (x, y)-tason yldpuolella, ja miinus-merkkinen,
jos P on (x,y)-tason alapuolella. Nyt on selvii, ettd

O?—ZPE = OF,

<:>O—}>7—ZPE = xpf+ypf
@0? = xPT+yPI+zPE

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.3. Vektorit
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z z
OP=3-T+4-7+5-K 0
P = (3,4,5) p__
k
k
B B
-1 k Yy Yy
; > PP @ - Pﬁ—i—@
idd _ -7
xXr xXr

Kun piirrimme pisteestid P vaakasuoran janan z-akselille, niin janan akselin puoleinen péa-
tepiste P, = (0,0, zp) on pisteen P projektio z-akselille.

Edelld sanoimme (z, y)-tasoa vaakasuoraksi ja z-akselia pystysuoraksi. Tamai helpottaa ku-
vion ndkemistd, mutta ei ole mitenkdin valttiméatontd. Akselit ovat tdysin tasa-arvoiset. Sa-
malla tavalla kuin edelld piste projisoitiin (z,y)-tasoon ja z-akselille, piste voidaan myds
projisoida (y, z)-tasoon ja x-akselille, tai (z, z:)-tasoon ja y-akselille.

Edelli konstruoitu koordinaatisto on esimerkKki positiivisesti suunnistetusta koordinaatistos-
ta. Suunnistuksen positiivisuuden voi testata ns. oikean kdden sddnnolld”:

Aseta oikean kiden peukalo, etusomi ja keskisormi likimain kohtisuoraan toi-
siinsa ndhden. Jos nyt pystyt kiddntdmiin kitesi niin, ettd peukalo on z-akselin
suuntainen, etusormi on y-akselin suuntainen, ja keskisormi on z-akselin suun-
tainen, niin koordinaatisto on positiivisesti suunnistettu.

Jos koordinaatisto on positiivisesti suunnistettu, niin kahden koordinaattiakselin mddraamin
tason suunnistus saadaan my0s oikean kidden avulla:

Olkoon (z, y, z)-koordinaatisto positiivisesti suunnistettu. Jos asetat oikean k-
den sormet peukutus-asentoon” ja asetat peukalon z-akselin suuntaiseksi, niin
muut sormet niyttivit (x, y)-tason positiivisen kiertosuunnan. Jos asetat peu-
kalon z-akselin suuntaiseksi, niin muut sormet ndyttévit (y, z)-tason positiivi-
sen kiertosuunnan. Jos asetat peukalon y-akselin suuntaiseksi, niin muut sormet
ndyttivit (z, x)-tason positiivisen kiertosuunnan.

Lause 1.3.4. (1) Vektorin @ = Al + ayf—l— ayfpituus saadaan lausekkeesta

|d@| = \/a2 + a2 + a2

(2) Olkoon P = (xp,yp, zp)ja Q = (xQ,yq, 2q) kaksi pistetti. Pisteiden P ja Q) etdiisyys,
eli janan PQ pituus, eli suuntajanan 1@ pituus saadaan lausekkeesta

PQ| = /(g —2p)2 + (yg —yr)? + (2q — 2p)".

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.3. Vektorit
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Perustelu: (1)

z
a= @ = aJ—i— aJ—i— aZE
P = (ay,ay,a;) P
a.k
ai, y 9 Py,
= ny = (amaawo)
Q]

X

T PP
Vektori OF,, on vaakasuora ja vektori P, P’ on pystysuora. Ne ovat siis kohtisuorassa.
Kun kopioimme kolmion AOPF,,, P kuvatasoon, syntyy suorakulmainen kolmio, jolle Pyt-
hagoran lauseen nojalla on voimassa

0P = [OPy|* +|Poy P

s la? = (2 + a?/) + a2

(2) Seuraa kohdasta (1). [J
Lause 1.3.5. Kaksi avaruusvektoria @ = azi + aﬁ—i— a.k ja b= byi+ bJ—i— b.k Jja niiden
vdlinen kulma -y toteuttavat yhtdilon
azby + ayby + ab,
] '

cosy =

SammaAvaruus‘

Perustelu: Piirretiddn vektoreille origosta alkavat edustajat. Olkoon edustajien loppupisteita
yhdistdvin janan pituus c. Kosinilauseen mukaan:

& = a®+b*—2abcosy
(az — bz)* + (ay — by)> + (az —b)? = ai—i—az—l—ag—l—bi—l—b;%—bz — 2abcosy
—2a.b, — 2ayby —2a,b— 2z = —2|a||b] cos

O]

Avaruusvektorin kiertdminen yleisesti kdsitellddn myohemmin, kun olemme ensin saaneet
sopivia tydkaluja kédyttoon. Jos voimme valita yhden koordinaattiakselin kiertoakselin suun-
taiseksi, niin tehtdva helpottuu ja osaamme kuvata kierron helposti

Lause 1.3.6. (a) Jos avaruusvektoria @ = azi + ayj + a.k kierretidn z-akselin ympdiri
positiiviseen kiertosuuntaan kulman o verran, niin kierretty vektori on

ror = (cos(a) - ay — sin(a) - ay) 1 + (sin(a) - a, + cos(a) - a,) + a-k.

(b) Jos tasovektoria @ = azi + ayj + a.k kierretdiiin z-akselin ympdri positiiviseen kierto-
suuntaan kulman w /2 verran, niin kierretty vektori on

Arot = —Qyi+ azj+ azk.

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.3. Vektorit
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1.3.0 Konkreettisen avaruuden (x, y, z)-koordinaatisto

Fysiikan laskuissa usein suunnat “vaakasuora” ja “’pystysuora” ovat luonnollisia ja ongel-
mattomia. Aina niin ei kuitenkaan ole ja joskus laskut helpottuvat, kun akselien suunnat
valitaan tilanteeseen sopivasti. jatkossa kuitenkin odotamme aina, ettd valitut akselit ovat
keskendin kohtisuorassa ja muodostavat positiivisesti sunnistetun koordinaatiston.

Kun varustamme tilan suorakulmaisella koordinaatistolla, valitsemme taas nelji ominai-
suutta

1. Origo. Piste, jossa koordinaattiakselit leikkaavat.
2. x-akseli.

3. y-akseli, joka on kohtisuorassa x-akselia vastaan. z-akseli médrdytyy nyt siité, ettd
se on kohtisuorassa sekd x- akselia ettd yakselia vastaan, ja kaikki akselit yhdessi
muodostavat positiivisesti suunnistetun koordinaatiston. (Kun siis x- ja y-akselit on
valittu, niin z-akseli médédrdytyy niistd, eikd sen suhteen enéd ole valinnan mahdolli-
suuksia).

4. Akselien asteikko. Akseleilla tulee olla samat asteikot. Asteikkojen nollakohdat ovat

origossa.

Edelld kohta 3 siséltdd enemmén vaihtoehtoja kuin tason tapauksessa.

1.4 Piste- ja ristitulo

Téssd kappaleessa médrittelemme kaksi vektoreille médriteltyd tuloa; pistetulo ja ristitulo.

Mairitelmit ja erilaiset tulojen ominaisuudet saattavat tuntua, sekavalta kokonaisuudelta.
Koko tdmén kappaleen ajan pidé kirkkaana mielessi se ero, ettd kahden vektorin pistetulon
arvo on luku, ja kahden vektorin ristitulon arvo on vektori.

Esimerkki 1.4.1. Olkoon @ = 21 + 3] — 4K, jab =i+ 2j + 3Kk. Silloin

a-b = —4, (1.10)
axb = 17T1—10j+k. (1.11)
1

Pian opimme laskemaan pistetulon ja ristitulon. Sitten voit palata tdhdn esimerkkiin ja tar-
kistaa laskut. Nyt on tiarkeintd ymmartid, ettd tulot antavat tdysin eri tyyppiset tulokset.

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.4. Piste- ja ristitulo
(lalPisteRisti.tex) (24.5.17)
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S04

Kuva 1.16: Kahden avaruusvektorin vilinen kulma.

Viimeistddn tdssd vaiheessa tulee méaritelld, mitd tarkoitamme kahden avaruusvektorin vi-
liselld kulmalla. Olkoon @ ja b kaksi avaruusvektoria. Piirrdimme vektoreita edustavat ori-
gosta alkavat suuntajanat @ = OA ja b= @ . Piirrdimme vield origosta alkavan ja pisteen
A kautta kulkevan puolisuoran sp4 ja origosta alkavan ja pisteen B kautta kulkevan puo-
lisuoran spp. Puolisuorat leikkaavat r-siiteisen origo-keskisen pallon pisteissi A’ ja B’.
Leikkaamme kuvion tasolla, joka kulkee pisteiden O, A’, ja B’ kautta.

[LaFig:VecAngle w1 . S i e e Af s , -
Kuvassa IT.T6 on piirretty syntyvi leikkauskuvio. Merkitdén b:114 pisteitd A’ ja B’ yhdisté-

vin lyhyemmin kaaren pituutta. Leikkauskuvaan syntyva kulma

v =/AOB = /AOB = é(rad)
T

on vektoreiden vilinen kulma. Konstruktiosta seuraa, ettd 0 < v < 7. Jos v = 0, niin
vektorit ovat samansuuntaiset. Jos v = 7, niin vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.

Monessa sovellustilanteessa vektorin avulla ilmaistaan suoran suunta. Siksi on tapana sa-
noa, etti jos pisteiden O ja A kautta piirretty suora, ja pisteiden O ja B kautta piirretty
suora ovat yhdensuuntaiset, niin myos vektorit ovat yhdensuuntaiset. Tdmaé tarkoittaa sité,
ettd vektorit ovat yhdensuuntaiset, jos ne ovat saman- tai vastakkaissuuntaiset.

Kiaytamme jatkossa seuraavia merkintoji:

atr g, jos vektorit ovat samansuuntaiset,
atl l_;, jos vektorit ovat vastakkaissuuntaiset,
all g, jos vektorit ovat yhdensuuntaiset,

alb, jos vektorit ovat kohtisuorassa.

—.

Miiritelmé 1.4.2. Olkoon @ ja b kaksi tason (tai avaruuden) vektoria ja olkoon v = Z(d, b)
niiden vélinen kulma. Vektoreiden & ja b pistetulo @ - b on reaaliluku

@-b=|al|b| cosn.

Kaksi vektoria ovat siis kohtisuorassa, jos niiden vilinen kulma on 7/2 (90°) tai ainakin
toinen vektoreista on nollavektori. Pistetulon arvo voidaan laskea koordinaattien perusteelle
seuraavasti:

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.4. Piste- ja ristitulo
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Lause 1.4.3. (1) Olkoon @ = azi+ ayf ja b=b,i+ byf kaksi tasovektoria. Silloin
G-b= azby + ayby.
(2) Olkoon d = ay i+ ayj'—i- a, K ja b= byi+ byj—l— b, K kaksi avaruusvektoria. Silloin
b= azb, + ayby + asb..

Th:CosGam

Perust%lu: (l(lj Suora seuraus midritelmaéstd ja lauseesta [1.3.2 (sivu
[Th:CosGammaAvaruus

(sivu I8). ]

AxrsGammaTa :CosGammaAvaruus
ja auseesta I1.5.

Octavessa on pistetulon laskemiseen funktio dot (vecl, vec?2 )E;_eDr'&alate on se, ettd en-
sin esitellddn vektorit, ja sitten lasketaan vektoreilla. Esimerkin [T.4.T pistetulo lasketaan
Octavella seuraavalla tavalla:

octave:1> a= [2; 3; -471;
octave:2> b = [1; 2; 31;
octave:3> ptulo = dot(a,b)

ptulo = -4

Pistetulo on siis helppo laskea koordinaattien avulla, vaikka emme tietdisikddn vektoreiden
vilistd kulmaa. Kaksi pistetulon ominaisuutta tulee esiin varsin usein:

1. Kaksi vektoria, @ ja b ovat kohtisuorassa jos ja vain, jos niiden pistetulo on nolla.
ilbed-b=0.

2. Vektorin pituuden neli6 on sen pistetulo itsensé kanssa.

—

a*=a-a.

Mairitelmé 1.4.4. Olkoon d ja b kaksi avaruuden vektoria ja olkoon ~y niiden vélinen kul-
ma. Vektoreiden @ ja b ristitulo @ x b on vektori, jonka pituus on

@ x b| = || [b] sin~,

ja suunta madrdytyy seuraavasta kolmesta ehdosta

1. vektorit @ ja @ x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
2. vektorit b ja @ x b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,

3. vektorit @, b jad x b (tdssd jirjestyksessd!) muodostavat positiivisesti suunnistetun
systeemin. 4

*Ehdot 1-3 merkitsevit siti, etti ristitulovektori on kohtisuorassa @:n ja b:n tasoa vastaan ja osoittaa timin
tason yldpuolelle.

1. Trigonometriaa ja vektoreita
(lalPisteRisti.tex)

1.4. Piste- ja ristitulo
(24.5.17)



Th:Crossl

22 Vaasan yliopiston julkaisuja, opetusmonisteita

Madritelmissa siis viitataan vektoreiden pituuksiin ja niiden viliseen kulmaan. Jos voim-
me valita koordinaatiston sopivasti, niin ristitulo voidaan rakentaa kuin lankkuaita. Aina
ei ole jarkevid kiyttdd montaa koordinaatistoa samassa laskussa, ja seuraava konstruktio
jadkin siksi erikoisuudeksi, jota vihidn kdytetdén. Sen avulla on kuitenkin helppo osoittaa
ettd ristitulo noudattaa osittelulakia, miké edelleen avaa meille kaavat, joilla ristitulon lasku
voidaan tehdd vektoreiden koordinaattien avulla helposti.

Lause 1.4.5. Olkoon @ ja b kaksi avaruuden vektoria ja olkoon v = Z(a, E) niiden vilinen
kulma. Asetetaan koordinaatisto siten, etti z-akseli on vektorin d suuntainen. x- ja y-akselit
voidaan valita vapaasti, kuitenkin siten ettd syntyvd koordinaatisto on suorakulmainen ja
positiivisesti suunnistettu. Olkoon vektoreiden esitykset tdssd koordinaatistossa

= lalk,

= byi+b,j+b.k=0P.

SN QL

Ristitulo d x b voidaan nyt konstruoida kolmella askelella seuraavasti:

1. Projisoidaan P koordinaatiston (z,y)-tasoon. Projektiopiste on Py, = (by,by,0) ja
— -
suuntajanan O Py, pituus on |b| sin~y.

2. Kierretiiiin suuntajanaa O Py, kulman /2 verran positiiviseen kiertosuuntaan (x,y)-
tasossa. Kierretty suuntajana on

> d g
Ony7 rot — —by 1+ be
3. Ristitulovektori saadaan nyt kertomalla edelldi saatu vektori vektorin @ pituudella:

L7 o~ T T
d x b=d| OPyy, rot = —by|d]i+ bzld|j.

Perustelu: Pisteet O, P ja Py, muodostaVEt a:nja b:n médrddmassi tasossa suorakuliaisen
kolmion, jonka hypotenuusan pituus on |b|. Vaakasuora kateetti on pituudeltaan |O P, | =
|l;\ sin . Kierretty vektori on yhti pitkd. Lopullisen ristitulovektorin pituus on |d| |E| sin -y,
kuten pitddkin.

Se, ettd kolmannen askeleen lopussa saatu ristitulovektori on kohtisuorassa vektoreita @ ja
b vastaan on konstruktion mukaan selvi. Riittivin hyvélld avaruudellisella hahmotusky-
vylld varustettu lukija voi todistaa timén. Onneksi voimme tarkistaa kohtisuoruuden myos
yksinkertaisella laskulla

(@xb)-@ = (=byld@|i+bsdj+0Kk):(=0T+0j+]dk)=0  (1.12)
— s dxbla
(—by|@| T+ beld@] ]+ 0K) « (bpi+b,j+b.kK)=0  (1.13)
—dxblb

S
Il

(@xb)-

Kolmikon @, b, ja @ X b positiivinen suunnistus nghdiin seuraavasti: aseta peukalo, etusormi
jakeskisormi yhdensuuntaisina vektorin @ suuntaisesti. Pidd peukalo @:n suuntaisena, mutta
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kddnni etu- ja keskisormi b:n suuntaiseksi. Pidd peukalo ja etusormi paikallaan, mutta jatka
keskisormen kéddntimistd samaan suuntaan, kunnes se on zy-tasossa kohtisuorassa peuka-
loa vastaan. Lopuksi kéddnni keskisormea 7 /2 positiiviseen kiertosuuntaan xy-tasossa. Nyt
peukalo on @:n suuntainen, etusormi on b:n suuntainen ja keskisormi on ristitulon @ x b
suuntainen. []

Edellisen lauseen konstruktiota emme tdssd opetusmonisteessa sovella kdytinnossd kuin
kerran. Se tapahtuu seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause 1.4.6. Olkoon @, b ja € kolme avaruusvektoria ja olkoon r reaaliluku. Silloin

(1) bxda=—-axb,

(2)  (r@)xb=ax (rb)=r(@xb)
(3) d@x(b+d=axb+axé
(4)  (@+Db)xé=adxé+bxe

Perustelu: (1) Miritelmén mukaan on selvii, etté |@ x b| = |b x @|. Kun haemme ristitulo-
vektorille @ x b suunnan oikean kiden sdénnolld, asetamme peukalon vektorin @ suuntai-
seksi ja etusormen vektorin b suuntaiseksi. Nyt keskisormi osoittaa ristitulon suunnan. Kun
teemme saman ristitulon b x @ osalta, niin peukalo ja etusormi vaihtavat paikkoja, jolloin
keskisormi kéddntyy osoittamaan pdinvastaiseen suuntaan kuin edelld.

(2) Seuraa suoraan miiritelmasti.

(3) Tarkastellaan vektoreita kiyttden suorakulmaista koordinaatistoa, j {J}]f?cffb%kssfli on a-
vektorin suuntainen. Silloin ristitulot voidaan miérittdd kuten lauseessa [I.4.5" Nyt

ax b+ —(by + )@ T+ (b + cp)ldl]

—

(—byla| T+ bzl j)

—

+ (—¢yld| i+ coldl) =dxb+axe

(4) Periaatteessa voisimme tehdd kuten kohdassa (3), mutta helpommalla pddsemme, kun
vetoamme kohtiin (1) ja (3) seuraavalla tavalla

) )

) &

axc+bxc

-,

(@+Db)

—
~

xe & —<8><(d+ —(5><55+5><5)

—~
—

O]

Lause 1.4.7. Vektoreiden @ = a1 + aijr a, Eja b= byei+ bijr b, K ristitulo on

axb= (ayb; — azby) i+ (azby — axbz)f+ (azby — ayby) K.

Perustelu:
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Th:Cross2
Némd ja osittelulait (lauseen [T.4.6 kohdat (3) ja (4)) antavat seuraavan tuloksen

ixb = (az1+ayj+ a, K) x (by i+ byj+0, K)
= aszl X1+ axbyl X ] i+ axbzl x k
—I—aybmf X1+ aybyfx I—{— aybzfx K
+azb$E X 14 azbyE X I—i— azbZE x k
= +axbylz — axbzf
—aybmlz—l- aybz?
—|—aZbJ— azby?
= (ayb; —azby) i+ (azby — ambz)f+ (azby — ayby) K.

OJ
. . . }%ﬁ&i . . .
Esimerkki 1.4.8. Laskemme tarkistuksen vuoksi esimerkin [T.4.T ristitulon ensin késin, sit-
ten Octavella. i
i = 21+3j—4K ja
b = i+2j+3k
= axb = (ayh, —azby) T+ (azby — azh.)j + (azby — aybs) K
= (3.3—(—) Ni+ ((— ) 1-2-3)j+(2-2-3-1)k
= 17i—-10j+ k
Octavella
octave:2> a = [2; 3; -4];
octave:3> b = [1; 2; 3];
octave:4> rtulo = cross(a,b)
rtulo =
17
-10
1

Edelld todetun perusteella voimme tehdi seuraavan yhteenvedon yhdensuuntaisuuden tut-
kimisesta pistetulon ja ristitulon avulla:

1. Trigonometriaa ja vektoreita 1.4. Piste- ja ristitulo
(lalPisteRisti.tex) (24.5.17)



Sec:lal—Projektiot‘

Ssec:VecProj‘

25

Vaasan yliopiston julkaisuja, opetusmonisteita

Lause 1.4.9. Olkoon d ja b kaksi vektoria Jja ~y niiden vilinen kulma. Silloin

(v=0) samansuuntaisuus: attb < a-b=|dlbl,

(y=n) vastakkaissuuntaisuus: @1} b < @-b= —|d||b],
(y=0,taiy=m) yhdensuuntaisuus: allb < daxb=0,

(v = %) kohtisuoruus: dlb < @-b=0,

(v < g) terdivi kulma: & d-b>0,

(v > g) tylppd kulma: & d-b<0

1.5 Skalaari- ja vektoriprojektiot

Edelld esimerkissd 7?7 voima jaettiin vaakasuoraan ja sitid vastaan kohtisuorassa olevaan pys-
tysuoraan komponenttiin. Jatkossa vaakasuoran” sijassa on jokin muu suunta. Edellisessi
kappaleessa esitellyt pistetulo ja ristitulo antavat tydkalut tdhdn komponenttien erotteluun.

1.5.1 Vektorin projektio vektorin suuntaan

Tasovektoreiden tapauksessa \%rglggo]rgagpaleen asiat ovat helpommin purrettaVlssa joten
aloitamme siitd. Kuvaan on piirretty kaksi tasovektoria @ = J@ ja b. Piirretiin pisteen
P kautta vektorin b suuntainen apusuora, ja piirretdédn pisteen () kautta apusuora, joka on
kohtisuorassa ensin piirrettyd apusuoraa vastaan. Toinen apusuora on my0s kohtisuorassa
vektoria b vastaan. Lisdtyt apusuorat leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteessd R. Merki-

taan
PR =a,
@ =dyp

Nyt @ = ap + @, ja vektori @ on siis jaettu kahteen osaan, joista ensimméinen on b:n
suuntainen ja toinen on b:td vastaan kohtisuora.

”vektorin b suuntainen a:n komponentti”, ja

“vektoria b vastaan kohtisuora a:n komponentti”.

Avaruusvektoreiden tapauksessa edellinen konstruktio vaatii huolellisuutta toisen apusuo-
ran valinnassa. Emme tee konstruktiosta avaruusversiota, vaan médrittelemme komponentit
helpolla ja yleisella tavalla:

Miiéritelma 1.5.1. Olkoon & ja b kaksi tasovektoria, tai kaksi avaruusvektoria. Jos @
ap + a1 p, missi ay on vektorin b suuntainen ja a@ | , on kohtisuorassa vektoria b vastaan, niin
sanomme, etti

ap on vektorin b suuntainen vektorin @ komponentti,
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S

ST

P P

Kuva 1.17: Vektorin @ komponentit: b:n suuntainen komponentti ay, ja b:td vastaan kohti-

suora komponentti @ Fig:VecOCompl

@ on vektoria b vastaan kohtisuora vektorin @ komponentti,
Sanomme myds, ettd @, on vektorin @ vektoriprojektio vektorin b suuntaan.

Vektorin @ skalaariprojektio vektorin b suuntaan, on

oy — ) Hlabl: kun @, 11 b
—|db|, kund’bTib .

Vektoriprojektio on siis vektori ja skalaari projektio on luku. Projektioille on olemassa hel-
pot kaavat pistetulon avulla.
Lause 1.5.2. Olkoon 50 vektorin b suuntainen yksikkovektori (eli 50 = %#), Jja olkoon ~

vektoreiden d ja b viilinen kulma. Silloin

@ = |alcos~y by
i-b) - i-b)- (a-b)-
_ @by (@b (a-b)y
0] [bf? (b-b)
- i-b i-b
a, = |dlcosy=a-by= (aq ) _ (a_} Z
bl b-b

Perustelu: On selvid, ettd lauseen kaavasta saatu komponentti @ on vektorin b suuntainen.
On vield osoitettava, ettd (d — @p)Lb. Tdmi on suora ldpilasku:

s ZV.Fe 6_(6-5%7: 6_#_(5'5)1~:
@—ay)-b=( (g.g)b)b @b (5_5)5 B) = 0.

O]

Jos b on yksikkovektori (jonka pituus on siis yksi), niin vektoriprojektion ja skalaariprojek-
tion kaavat saavat hyvin yksinkertaiset muodot
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Th:VecProjl| Lause 1.5.3. Jos € on yksikkovektori, niin

. = (

QL
Loy
oy

ST
®

Qe —

Perustelu: HT OJ
Th:VecProijl . . L. . . . .. e e .
Lauseen [T.5.3 kaavat ovat pitevid vain, jos € on yksikkovektori. Jos laskija kéyttidd usein ky-

seisid kaavoja, p\i/iencoprrl gHQimilliStﬁ alkaa ajatella, ettd “niinhén tim4 aina lasketaan”. (Muis-
ta: Lauseen 1.5.3 kaavat ivit ole tosia, jos |e] # 1.)

1.5.2 Voiman momentti pisteen suhteen tasossa

Ssec:FMomPl‘

fig:vmP0O1
Esimerkki 1.5.4. Tarkastellaan kuvan [T.T8 mukaista tilannetta, jossa tanko, jonka pituus

on L = 50 cm on ripustettu yldpédstidn siten, ettd se pdisee kiertymiin ripustuspisteensi
ympéri. Tankoon vaikuttaa paino G = 20 N alaspiin, jonka vaikutuspiste on tangon keski-
piste 25.0 cm ripustuspisteestd. Lisdksi tankoon vaikuttaa tukivoima T ripustuspisteeseen,
ja kaksi vaakasuoraa voimaa: F; = 12.0N vasemmalle (vaikutuspiste 7; = 10.0 cm ri-
pustuspisteestd) ja F5 = 6.0 N oikealle (vaikutuspiste r; = 30.0 cm ripustuspisteestd). En-
simméiinen voima pyrkii kiertiméédn tankoa negatiiviseen kiertosuuntaan (myotdpédiviin),
ja toinen voima pyrkii kiertiméén tankoa positiiviseen kiertosuuntaan (vastapaiviin). Ku-
vaan ei ole piirretty ripustuspisteeseen vaikuttavaa tukivoimaa, eikd massakeskipisteeseen
vaikuttavaa painoa — ne otetaan mukaan seuraavassa esimerkissd. Kumpaan suuntaan tanko
alkaa kiertyd? I

PITIPN
1
F T2

Kuva 1.18: Kilpailevat momentit. fig:vmP01

Ratkaisevia ovat nyt voimien momentit (momentti = voima kertaa varsi). Momentit ovat

M, = —rF;=-0100m-12.0N = —-1.20 Nm
My = +roFy=+0.300m-6.0N = +1.80 Nm

Momenttien merkit masardytyvét siitd, mihin kiertosuuntaan momentti pyrkii kiertiméiin
kappaletta. Tama vaatii laskijalta harkintaa. Kokonaismomentti on M7 + My = +0.60 Nm,
joten tanko alkaa kiertyd positiiviseen suuntaan.
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Merkit saadaan kitevésti ilman erillistd harkintaakin. Upotetaan taso avaruuden x, y-tasoon,
ja korvataan varret vektoreilla kiertopisteestd voiman vaikutuspisteeseen. Momentti laske-
taan kaavalla
M=7xF.
Nyt
M, = 7 x F=—-0.100mj x (—12.0Ni) = —1.20Nmk
M, = 7 x Fy=-0.300mjx 6.0NT=1.80Nmk

Esimerkki 1.5.5. Jatketaan edellisen esimerkin tarkastelua. Tanko kiertyy kulman « verran.
Tukivoimalla ei edelleenkiin ole momenttia, koska sen varsi on nolla, mutta painolla on nyt
momentti

Mag = —g sin aG.

fig:vmP02 . .
(Ks. kuva IT. illd kulman « arvolla kokonaismomentti on nolla? i

ry = 0.100m cos «,
ro = 0.300m cos «,
re = 0.250m sinq,
rr = 0.

Kuva 1.19: Momenttien tasapaino. fig:vmP02

Tasapainon momenttichto on nyt
—rFy +rofy —rgG = 0
< —0.100m cos@12.0N 4+ 0.300m cos «6.0N — 0.250m sina20.0N = 0
< 0.600 Nm cosa — 5.00Nm sina = 0
& tana = 0.120

- & a=0.1194(rad) = 6.84°.

Edelld voimat olivat vaaka- tai pystysuoria, miké aina helpottaa laskemista. Entd jos min-
kéén ei tarvitse olla pystyé tai vaakaa?

. fig:vmP03 .
Tarkastellaan seuraavaksi kuvan I.Zci) mukaista tilannetta.

Kuvan merkinn6illd on seuraavat tulkinnat:

7 = vektori kiertopisteestd voiman vaikutuspisteeseen (varsivektori),
ry = kiertopisteen etdisyys voiman vaikutussuorasta,
F voimavektori,
F, voiman vartta vastaan kohtisuora komponentti,
a = poikkeama kohtisuoruudesta.
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Kuva 1.20: Voiman momentti tasossa.

fig:vmPQ3 X .
Lause 1.5.6. Kuvan 1.2(37 merkinnoilld voiman momentti on

M = (£)rF. = (£)r . F, ja

M xF=MEK.

—~

!

. . FZ%P%M N . . . .
Perustelu: Tutkimme nyt vain kuvan [[.20 tilanteen. (Tdydellinen perustelu vaatisi tutkimaan

my0s kuviot, joissa momentti on negatiivinen ja o < 0 )

(I) M = (£)r F'| on momentin perusmiéritelmidn mukainen lauseke. (Huomaa, ettd voi-

man varren suuntaisella komponentilla ei ole momenttia.)

2)

M= (£)rF =(&)rFcosa=(x)(rcosa)F = (£)r, F.

3)

7 x F| =rF sin(r/2 —a) =r F cosa = | M.

Merkkien oikeellisuus ndhdiin oikean kiden sdannolla.
O

On syytd korostaa, ettd edellisen lauseen kaavat koskevat tilannetta, jossa kaikki vektorit
ovat samassa tasossa. Kyse on siis taso-ongelman késittelystd. Erityisesti pyorivien konei-
den yhteydessi kappaleen pyoriminen tapahtuu akselin eiké pisteen ympéri. Tdm4 tuo las-

kutehtdviin yhden uuden vektorin (akselin suunta).

Voiman momenttia akselin suhteen késitelldin myShemmin luvussa 27 (sivu 177).

fig:vmP03

[Ssec:FMSm8paFEMomSpace
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