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2 MATRIISILASKENTAA

2.1 Yhtéloryhmat

2.1.1 Rivioperaatiot

Sovitaan ensin merkintédtavoista. Ratkaisemme ensin yksinkertaisen yhtéloparin

x 4+ 2y = 3
R 2

Lisddmme ensimmadisen yhtdlon kahdella kerrottuna toiseen, jolloin yhtidloryhmi menee
muotoon, josta ratkaisu on helppo saada esiin. (Huomaa merkinnit, jotka on tehty yhtilo-
ryhmiin oikealle puolelle.)

r + 2y = 3 *2
{—zx + oy = 4 |+ 2)
r + 2y = 3 (1)
{ sy = 10 2) (-3)

Yhtilostd (2) saadaan arvo y = 2 ja sijoittamalla timé arvo yhtdloon (1) saadaan

r+2-2 = 3
r = —1
Yhtiloryhmin ratkaisu on siis ¢ = —1, y = 2.

Edelli kdytetty rivioperaatio oli rivin lisdédminen luvulla kerrottuna toiseen.

Seuraavassa esimerkissd kidytdmme samaa rivioperaatiota toistuvasti. Jokaisessa vilimuo-
dossa on yksi termi merkitty hakasuluin. Tétd termid sanomme pivot-termiksi. Rivioperaa-
tioiden kertoimet valitaan niin, ettd pivot-termin alapuolella olevat samanmuotoiset termit
hividvit. Pivot-termin valintaa ja sitd seuraavia rivioperaatioita sanomme pivotoinniksi.

2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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Esimerkki 2.1.1.
(2] + v — 2z + 2w =
- + 3z - w =
-y + 2z + 3w =
( 2z + y + 2z — w =
(2 + y — 2z + 2w =
o b + 22 + w =
-y + 2z + 3w =
-y 4+ 4z — dw =
r + y - z + 2w =
o Yy + 2z + w =
[4z] + 4w =
6z — 4dw =
r + y — 2z 4+ 2w =
o Yy + 2z + wo o=
4z + 4w =
- 10w =
4) — w=1
3) — 424+44-1=10 < z=15
(2) — y+2-154+41=8 ©y=4
(1) — z4+4-1542-1=2 s az=-25

Jatkossa tulemme kéyttdmiin seuraavia rivioperaatioita:

*1 *2
ot 2.4)
% J—
*1 *1
o (2.5)
—+
*3/2 (2.6)
% J—
5
2
2.7
(4)
I

Rivin lisdaminen toiseen riviin luvulla kerrottuna. On selvii, ettd timéd lrévioperaatio ei
muuta yhtdléoryhmén ratkaisua. Esimerkiksi yhtdloryhméssa (2.
lisdtddn yhdelld kerrottuna riviin 2 ja pivot-rivi vihennetddn kahdella kerrottuna ri-
vistd 4. Huomaa, miten pivotoinnissa kiytetyt kertoimet nihdéén pivot-sarakkeen (-
sarake) vastaavan rivin kertoimista. Varmista edellisen esimerkin avulla, ettd varmasti

ymmarrat rivio eraazti(ﬁ6
YRczs .
Yhtiloryhmin (2.5) neljds yhtdlo syntyy seuraavasti

ﬁ oL o1

4 riV'& |

o

i | A g?
r-termi 2x —2-
y-termi Y -2
z-termi 2z —2-
w-termi —z -2

RHS 1 -2

x

Y
(—2)
2w

2

)
4z
—dw

-3

pivot-rivi (rivi 1)

—
o
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Nyrkkisddnto: Rivioperaatiota tehtidessa kdyddin 1dpi kaikki sarakkeet, myoskin RHS.
Rivin kertominen (tai jakaminen) nollasta eroavalla luvulla.

Kahden rivin vaihtaminen.

On selvid, ettd rivioperaatiot eivit muuta yhtdloryhmén ratkaisua. Tavoite onkin nyt muut-
taa yhtidloryhmin muotoa muuttamatta ratkaisua. Pyrimme siihen, etti muoto saadaan sel-
laiseksi, ettd viimeisessd yhtdlossd on vain yksi muuttuja w, joka saadaan ratkaistua tistd
yhtélostd. Kun toiseksi viimeinen yhtilo viedddn muotoon, jossa esiintyy edellisen muuttu-
jan lisdksi vain yksi muu muuttuja (tdssd w:n liséksi 2), niin sijoittamalla w:n arvo yhtdl6on
saadaan uusi muuttuja 2 ratkaistua.

Useimmissa tapauksissa tavoittelemamme muoto saadaan helposti suorittamalla peridkkéi-
set pivotoinnit seuraavasti. Ensimmaiseksi pivot-termiksi valitaan ensimmaisen yhtalon x-
termi. Toiseen pivotointiin valitsemme pivot-termiksi toisen yhtilon y-termin. Kolmanteen
pivotointiin valitsemme pivot-termiksi kolmannen yhtilon z-termin. Jne. Normaali ratkaisu
onkin siis valita seuraavaksi pivot-termiksi “seuraava muuttuja — seuraava rivi”. Niin jat-
kaen yhtdloryhmé saa tavanomaiselle ratkaisulle tyypillisen kolmiomaisen muodon.

Joskus ’seuraava muuttuja — seuraava rivi” -periaatteen mukaisessa paikassa on tyhjii; ha-
luttu termi puuttuu. Silloin on etsittdvd haluttua muuttujaa siséltdvid yhtdlod alemmilta ri-
veiltd. Jos tillainen rivi 10ytyy, vaihdetaan se pivot-rivin paikalle ja jatketaan normaalisti.
Jos muuttujaa ei esiinny millédiin jiljelld olevalla rivilld, niin siirrymme seuraavaan muut-
tujaan (sarakkeeseen). Jos jouduimme hyppaaméién pivotoinneissa yhden sarakkeen yli, on
tdma merkille pantava asia. Pivotoimaton sarake kannattaa merkitd kiisin laskettaessa, jot-
ta varmasti muistaa jatkossa huomioida sen oikein. Taméin kappaleen esimerkeissa pivot-
termit on merkitty hakasuluin. Pivotoinneissa yli-hypitty sarake erottuu siitd, ettei silld ole
viimeisessd esityksessd pivot-merkint4a.

Seuraavat esimerkit valaisevat asiaa.

Esimerkki 2.1.2.
] + v + 2z + 2w = 1 *3 *2
-3 — 3y — w = 1 — +
+ vy - 22 + 3w = -1 28)
2c + 3y + 3z + 10w = 1 — —
() + v + 2z 4+ 2w = 1
3z + Sw = 4 | vaihdetaan
« y — 2z 4+ 3w = -1 — (2.9)
y + 2z + 6w = -1

Uudeksi pivot-termiksi ei nyt voida ottaa toisen yhtilon y-termid. Koska haluamme edetd
systemaattisesti, vaihdamme toisen ja kolmannen rivin keskenéén ja jatkamme sen jélkeen

2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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systemaattisesti.
((z) + y + 2 + 2w = 1
vy — 22 + 3w = -1 *1
< 3z 4+ bw = 4 (2.10)
L y + z + 6w = -1 — -
((z) + y + 2z + 2w = 1
(y) — 2z + 3w = -1
H Bz] + bw = 4 *1 @1h)
32 + 3w = 0 — -
) + v + 2z 4+ 2w = 1 (1)
(y) — 2z 4+ 3w = -1 (2)
“ 32) + 5w = 4 |(@3) @12
\ = 2w] = -4 [(4)
4) — w=(-4)/(-2) =2 (2.13)
(3) - z=(4-5-2)/3=-2 (2.14)
2) — y=-1+2-(-2)—3-2=-11 (2.15)
1) » w=1-(-11)—(-2)—2-2=10 (2.16)

Saatu ratkaisu kannattaa aina tarkistaa sijoittamalla saadut arvot alkuperiiseen yhtiloryh-
méan:

10 + (-11) + (-2) + 2-2 = 1 ok

~3.10 — 3(—11) - 2 = 1 ok
+  (=11) — 2(=2) 4+ 3.2 = -1 ok 17

2.10 + 3(—11) + 3(-2) + 10-2 = 1 ok
I

Joskus kiy niin, ettd jostakin yhtédlostd hividavit kaikki muuttujat. Jos syntyvéd yhtdld on
tyyppid 0 = 0, niin se on (triviaalisti) tosi. Vaihdetaan tdmi yht4lo ryhmén viimeiseksi ja
jatketaan normaalisti.

Jos yhtilo on tyyppid 0 = a (# 0), niin yhtils on epitosi ja yhtdloryhmillé ei voi olla yh-
tdadn ratkaisua, joten ratkaisun etsiminen voidaan lopettaa.

Jos on syntynyt epatosi yhtélo, tai kaikki pivotoimattomat yhtdlot ovat triviaaleja, pédtte-
lemme seuraavasti:

2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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(1) Jos on syntynyt epétosi yhtilo,

a11r1 + apry + ... + awmr, = b
a»ry + ... 4+ aipxrn = b
0 = 5 epitosi — ei ratkaisua
* + * + ...+ * = %
* + * + ...+ * = %

niin lopetamme ratkaisun etsimisen ja ilmoitamme, ettd ratkaisujoukko on tyhja.

(2) Jos ei-triviaaleja yhtdloita on yhtd monta kuin muuttujaa,

(a1171) + aiexe + ... +  apm, = b
(agex2) + ... + agx, = by

(ann$n) = bn

0 = 0

niin ratkaisemme muuttujien arvot palautuvien sijoitusten avulla.

(3) Jos ei-triviaaleja yhtiloitd on m kappaletta ja muuttujia on n kpl ja m < n, niin siirrdm-
me RHS:iin muuttujat, joita ei esiinny pivot-termeissd. Pivotoinnissa mukana olleet muut-
tujat ratkaistaan perdkkaisilld sijoituksilla.

(a1171) +  aiere + ...+ AmTm = A1 (m+1)Tm41  --- OpTn +
(a22$2) + ... + a2mLm = A(m+1)Tm+l ... A2pTp +
(@mmTm) = a2(m41)Tm+1  ---  Q2nTn  +

0 = 0

Ratkaisuja on nyt ddreton médrd. On kuitenkin oltava huolellinen vastausta kirjoittaessa.
Yhtiloryhmi ei ole aina tosi. Periaate on se, ettd muuttujille z,,41, ..., z, voidaan antaa
mitkd tahansa numeroarvot ja tamin jalkeen muuttujien z1, . . ., x,, arvot saadaan palautu-
villa sijoituksella viimeisestd yhtdloryhméin muodosta.

Seuraavissa esimerkeissd tulevat vastaan kaikki edelld esitetyt tapaukset. Esimerkeissi yk-
sinkertaistetaan valimuotoja siirtymilld kerroin-kaavio -esitykseen. Tdmi merkitsee siti,
ettd jitimme muuttujat kirjoittamatta. Kertoimen paikka kaaviossa kertoo minkd muuttujan
kerroin se on (sarake) ja mihin yhtdl66n se kuuluu (rivi).
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Esimerkki 2.1.3.
z] — vy + =z 5
—3x + 3y — 3z = 3
9 — 2 — -1 (2.18)
20 + 3y + 3z = 2
1 -1 1|5 *3 *2
-3 3 =-3| 3 — +
& 0 2 —2|_1 (2.19)
2 3 3|2 — —
(1) -1 1] 5
0 O 18 — epdtosi, ei ratkaisua
> 0 2 —2|_1 (2.20)
0 5 1 | -8 Vastaus:ratkaisujoukko on tyhja.
1
Esimerkki 2.1.4.
[z] = ¥y + 2z = -1
-3z + 3y — 3z = 3
9 — 2 — 0 (2.21)
2 + 3y + 3z = 4
1 -1 1 |-1 *3 *2
-3 3 -3| 3 —+
& 0 2 —2| 0 (2.22)
2 3 3| 4 — —
(1) -1 1 |-1
0 0 0 0 < vaihdetaan
& 0 2 —2| 0 (2.23)
0 5 1|6 -
(1) -1 1 |-1
0 5 1|6 — —
Tl o 2 —2|o0 %2 2.24)
0O 0 00
2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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1) -1 1 ]-1
0 Q] 5|6 %2
Tl o 2 =20 T (2.25)
0 0 010
1 -1 1 | -1 (1)
0 1 5 | 6 2)
Tl oo o0 (—12]-12 (3) (2.26)
0 0 0 |0 (4)
3) - z=1 2.27)
2) —» y=6-5-1= (2.28)
1) —» z=-14+41-1=-1 (2.29)
Vastaus: ¢ = —1,y = 1ljaz = 1. i

Esimerkki 2.1.5.

zr + y + z + 2w = 1
(2.30)

[
w
8

|
w

<

|
N

I
—_

+ vy - 2z 4+ 3w = -1

-3 -3 -1 0| 1 —+ 2.31)

1 1 1 2]1
1

0 -2 3| -1 —
(1) 1 1 2|1
> (1) -2 3| -1 (2.33)
2] 6| 4
r + vy + z = 1 — 2w (1)
“— Yy 2z = -1 — 3w (2) (2.34)
2z = 4 — 6w (3)
B) —- z=4—-6w)/2=2-3w (2.35)
(2) —- y=(-1-3w+22-3w))=3-9% (2.36)
(1) - z=01-2w—(3-9w) —(2—-3w)) = -4+ 10w (2.37)
Vastaus
r = —4+ 10w
y = 3—9%
z = 2-3w
wo o= w
1
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Esimerkki 2.1.6.

r — 2y — 2z 4+ 2w = 1
-3z + 3y — bw = 1
v o+ oz _ (2.38)
. 2z + y + 3z + 6w = 5
n -2 -1 2 |1 *3 *2
-3 3 0 =5]1 —+
> 0 1 1 o0 | -1 (2.39)
2 1 3 615 — —
(1) =2 -1 2|1
0 -3 -3 1] 4 | vaihdetaan
> 0 1 1 ol-1 % (2.40)
0 2| 3
(1) =2 -1 2] 1
0 [1] 1 o0]-1 *3 *5
Tl o -3 -3 14 4+ (241)
0O 5 5 2|3 — —
(1) =2 -1 2|1
0 (1) 1 o0]-1
Tl o o o 4 %2 (2:42)
0O o0 0 278 — —
(1) -2 -1 2 |1
0 (1) 1 o0 |-1
e 0 0 0 (1) 4 (2.43)
0O 0 0 010
() — 2y + 2w = 14z (1)
() = —1-=z (2)
> (2.44)
(w) = 4 (3)
0 = 0
3) - w=4 (2.45)
(2 —- y=-1-=z (2.46)
1) - z=142+2(-1—-2)—-2-4=-9—2 (2.47)
Vastaus
r = —-9—=z2
y = —1—-z
z = z
w = 4
1
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2.1.2 Lineaarikombinaatiot

Yhtdloryhmaii ratkaistaessa laskimme kerroinkaavion riveilld. Jatkossa vastaavia operaati-
oita tehddén niin paljon, ettd asiaan kannattaa sopia merkinnit ja laskusd@nnot. Sovimme,
ettd n:stéd reaaliluvusta muodostuva yksirivinen kaavio

d= (a1 ay as ... ap) (2.48)

on rivivektori, ja vastaava yhdesti sarakkeesta muodostuva kaavio
b= . (2.49)

on sarakevektori. Lukuja aj, sanotaan vektorin @ koordinaateiksi. Sarakevektorille sovitaan
my0s merkintdtapa
b=(b by ... by)" (2.50)

missé yldindeksi T merkitsee transponointia, missi rivit muutetaan sarakkeiksi ja sarakkeet
riveiksi.

Miigritelmi 2.1.7. Olkoon @ = (a1 as ... ap)jab = (b1 ba ... by) kaksi
n-alkioista rivivektoria ja r € R reaaliluku. Médritellddn reaaliluvulla kertominen ja vekto-
reiden yhteen- ja vihennyslasku seuraavasti.

r-a = r-(a1 as az ... an)
= (r'al r-ay r-as ... r-an)

Ei—l—g (a1 az as ... an)—i—(bl by b3y ... bn)
= (a1+b ax+by az+bs ... an+by)
(i—g = (a1 as as ... an)—(bl bg b3 bn)
= (al—bl ag—bg ag—bg an—bn)

Sarake vektoreiden kertominen reaaliluvulla ja sarakevektoreiden summa maééritelldén vas-
taavalla tavalla.

Esimerkki 2.1.8.
5-(1 =2 0) = (5 =10 0)
(1 =2 0)+(2 4 -1) = (3 2 -1)
1
Madritelmé 2.1.9. Vektoritda = (ay a2 ... a, )ja b= (by ba ... b, )ovatsamat
(identtiset), jos niilld niiden koordinaatit ovat samat
ar = b, kaikillak =1,...,n
2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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Miiritelma 2.1.10. Vektoria, jonka kaikki koordinaatit ovat nollia sanomme nollavekto-
riksi ja merkitsemme
(0000 ... 0)=0

Niilld merkinnoild voimme nyt tehdd melko tutulta tuntuvaa laskentaa. Vektoreita sisélté-
vien lausekkeiden kisittely muistuttaa hyvin paljon tuttua kirjainlaskentaa. Jos esimerkiksi
olemme ratkaisemassa vektoria £ yhtdlostd @ + 3% = £+ b— @, niin voimme siirtid termeji
ja yhdistelld samaa muotoa olevia termeji seuraavasti

a+37 = ©+b—a
o377 = b—da—a
&27 = b—2d
1=
ST = -b—a
2
Miaéritelma 2.1.11. Olkoon d ja i1, Us, - . . , U, saman mittaisia vektoreita, ja olkoon

c1,C2,. . ., cn reaalilukuja. Jos
a = c1uy + cotlly + -+ - + Cplly

niin sanomme, ettd vektori @ on edelld lausuttu u-vektoreiden lineaarikombinaationa. Lu-
kuja ¢y, ¢, ..., c, sanomme lineaarikombinaation kertoimiksi. Jos ainakin yksi lineaari-
kombinaation kertoimista on nollasta eroava, sanomme lineaarikombinaation olevan ei-
triviaalin.

Lause 2.1.12. Jos nollavektori 0 voidaan lausua ei-triviaalina lineaarikombinaationa vek-
toreista iy, Us, . . . , Uy, niin jokin u-vektoreista voidaan lausua muiden u-vektoreiden line-
aarikombinaationa.

Todistus: Olkoon

cli1 + cotly + ... cpily = 0

Koska lineaarikombinaatio on ei-triviaali, 10ytyy kertoimien joukosta nollasta eroavia ker-
toimia. Olkoon ¢, indeksiltdédn pienin nollasta eroava kerroin. Silloin

N Ck+1 Ck42 Cn
i + + n

k= Ul — Uy — = U
Ck + Ck + Ck "

O]

Koska yhtilo voidaan samaistaa kerroinvektorinsa kanssa, voidaan lineaarikombinaatio maa-
ritelld myos yhtéloille. Edellisessi kappaleessa kisitelty rivioperaatio, jossa yhtdloon lisd-
tadn pivot-yhtilo sopivalla luvulla kerrottuna, antaa tulokseksi yhtdlon, joka on edellisen
kaavion samalla rivilld olevan yhtdlon ja edellisen kaavion pivot-yhtdlon lineaarikombinaa-
tio.

2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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Kolme perusrivioperaatiota ovat sellaiset, ettd kun niitd sovelletaan toistuvasti, niin viimei-
sen kaavion jokainen yhtélo on lineaarikombinaatio alkuperdisen yhtdloryhmén yht#lois-
td. Jos viimeisessd kaaviossa on triviaali yhtdlo (0 = 0), niin edellisen lauseen mukaan
alkuperdisessd yhtdloryhméssi voidaan jokin yhtdlo lausua muiden lineaarikombinaation,
joten tdmé yhtalo on turha ja voidaan poistaa. Poistettavan yhtilon tunnistaminen ei ole ai-
na helppoa. Seuraavassa kappaleessa teemme yhtdloryhmén ratkaisusta algoritmin, jonka
tarkka toteutus vastaa myos tdhin kysymykseen.

2.1.3 Gaussin eliminointikeino

Seuraavaksi muotoilemme algoritmin yhtdloryhmén ratkaisemiseksi. Ratkaistava yhtalo-
ryhmi on

anzry + aipr2 + ...+ apr, = b
a21x1 + a22x9 + ... + A9nTn = bg

2.51)
Am1T1 + am2T2 + ...+ amaTn = by

Muuttujia on n kappaletta ja yhtiloitd on m kappaletta. Kerroin a;; on muuttujan x; ker-
roin 7:nnessd yhtédlossd. Keskitymme algoritmissa kertoimiin, joten esitimme yhtaloryhmén
kerroinkaaviona

ail ai19 . A1n b1
asi a9 Ce aon bQ
(2.52)
Aml QAm2 .. Gmp bm
Yhtdloryhmin ¢:nnettd yhtdlod vastaa kaavion 4:s rivi
w; = ( a;1 a2 ... Ain, bl ) (253)

Algoritmi muokkaa kaaviota kierros kierrokselta ja merkitsemme tarvittaessa kaavion jir-
jestysnumeron k = 1,2, ... yldindeksina. (afj on siis muuttujan x; kerroin k:nnen kaavion
1:nnessd yhtilossi.)

Koska lopullinen algoritmi sisdltdd lukuisia poikkeustapausten aiheuttamia varmistuksia ja
on siksi kummallisen tuntuinen ensi lukemalta, esitimme ensin erikoistapauksen, jolla saa
tuntuman perusratkaisuun.

Algoritmi, Gaussin eliminointi, helppo tapaus.

Seuraava algoritmi olettaa, etti muuttujia ja yhtédlgitd on sama méiérd (m = n), ja minkédédn
yhtdlon LHS:ia ei voida lausua muiden yhtdldiden LHS:ien lineaarikombinaationa. Oletus
merkitsee, ettd yhtdloryhmailla on yksikésitteinen ratkaisu ja monet yleisen algoritmin tar-
kistukset voidaan jéttidi pois.

Gaussin algoritmi, versio I helpossa tapauksessa.

2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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(1) Aseta ensimmaéiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhméin kertoimet;
2) fork=1ton-1

3) % (Etsitddn pivot-alkio)

) ifaf, =0

5) then

(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta riviltd alkio
@) afk #0,t > k ja vaida rivit wy ja wy.
(8) endif

)] % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(10) forj=1tok

(11) wh = wh;

(12) endfor

(13) forj=k+4+1ltom

(14) Wit = wk — (ak Jaky) - wf;

(15) endfor

(16) endfor
(17) (% Palautuvat sijoitukset)
(18) for p=ndownto 1

A9 wpy = (0 = X i)/ (a)
(20) endfor

Gaussin algoritmi, versio II helpossa tapauksessa.

(1) Aseta ensimméiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhmin kertoimet;
2) fork=1ton-1

3) % (Etsitddn pivot-alkio)
4) ifal, =0
5) then
(6) etsi samasta sarakkeesta alemmalta rivilti alkio
7 afk #0,t > k ja vaida rivit wy ja wy.
) endif
9 % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(10) forj=1tok—-1
(11) wf“ = w}“ - (ag’?k./a’lzk) - wk;
(12) endfor

k+1 _ | k.
(13) w,ﬁ = wy;
(14) forj=k+4+1ltom

k

(15) with = wf — (ay /aly) - wis
(16) endfor

(17) endfor

(18) (% Muuttujien arvot)
(19) forp=1ton
(20) Ty = b’; / a’;p
(21) endfor

2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
(lalYhtRyhmat.tex) (24.5.17)
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Versio II:ssa ei tarvita palautuvia sijoituksia. Sen vuoksi moni pitdi toista versiota parem-

pana. Kuitenkin se on herkempi pyoristysvirheille ja veriota I pidetddn siksi teoreettisesti

parempana.

Esimerkki 2.1.13. Olkoon ratkaistavana yhtidloryhmé

z — 2y + 3z = -3
v o— 2 + 2z — -5 (2.54)
2z + y — 2z = 1

Ratkaistaan yhtdloryhmé kummallakin edelld esitetylld algoritmilla.

Versio 1:

-2 3 |-3 *1 *2

-2 1 |-5 — — (2.55)
1 -2 1 — —

-2 3 |-3

0 2| -2 | vaihdetaan (256)
5 =8| 7 —

0 (5) -8 | 7 (2.57)
0 0 (=2)]-2
(—=2)/(-2) =1 (2.58)
(7—(-8)-1)/5=3 (2.59)
(=3—(=2)-3-3-1)/1=0 (2.60)
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Versio I1:

[1] -2
1 -2
2 1
[1] -2
0 0
0 5
1) -2
0 [5]
0 0
(1) o
0 (5)
0 0
(1) o
0 (5)
0 0
15/5 =3

< | vaihdetaan
&

— +
x0.4
F
%
—-0.1| -4

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)
(2.67)
(2.68)

Edelli esitetyissi algoritmeissa on vield yksi merkittavi heikkous. Jos agg on pieni, mutta

nollasta eroava (esim. ag; = 1.23 - 1079 niin version I rivilld (4) ehto on tarkkaan ottaen

epdtosi, vaikka useimmiten pivot-alkio pitdisi hakea alemmalta rivilta.

Selkein ja helposti ohjelmoitava ratkaisu on hakea itseisarvoltaan suurin kerroin joukosta

{akk, Arg1yks - -

., ank }. Jos itseisarvoltaan suurin kerroin on agy, rivilld ¢, niin vaihdetaan

rivit wy, ja wq. Kisin laskettaessa tillainen rivinvaihto on usein tarpeetonta, mutta ohjelmoi-

taessa algoritmi tietokoneelle, tdmi rivinvaito on ehdottomasti tehtdva versio IIl:n mukai-

sesti.

Gaussin algoritmi, versio IIT helpossa tapauksessa.

Muuttuneet rivit (verrattuna versioon I) on merkitty tahdella.

2. Matriisilaskentaa
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(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdléryhmén
2) fork=1ton-1

(3%) % (Etsitddn pivot-rivi)

(4%) q=F;

(5%) fori=k+1ton

(6%) if \azk| > \aqk\

(7*) then

(8%) q=i;

(9%) endif

(10%) endfor

(11%) vaihda rivit wy, ja wy

(12) % (Tehdddin uusi kaavio, pivotoidaan)
(13) forj=1tok

(14) witt = wh;

(15) endfor

(16) forj=k+1tom

(17) with = wi — (af/afy,) - wi;
(18) endfor

(19) endfor
(20) (% Palautuvat sijoitukset)
(21) for p=ndownto 1

22) @y = (b = Y apas)/ (ag)
(23) endfor

Esimerkki 2.1.14. Olkoon ratkaistavana yhtialoryhma

r — 2y + 3z = -3
r — 2y + z = -5
2r + y — 2z = 1

Ratkaistaan yhtdloryhmé muutetulla algoritmilla.

kertoimet;

(2.69)

2. Matriisilaskentaa
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Versio I1I:

I -2 3 |-3 < |vaihdetaan
1 -2 1 |-5 (2.70)
1 2|1 |

2] 1 —2] 1 0.5 | 0.5
& 1 -2 3 [-3 —— (2.71)

1 -2 1 |-5 — —
2 1 -=2] 1
RS 0 [-25] 4 |-35 %1 (2.72)
0 -25 2 | =55 — —
(2) 1 -2 1
> 0 (=25) 4 |-35 (2.73)
0 0 -2 =2
z = (=2)/(-2)=1 (2.74)
= (-35—-4-1)/(-25)=3 (2.75)
r = (1-1-3+2-1)/2=0 (2.76)
1

Algoritmi, Gaussin eliminointi, yleinen tapaus.

Seuraavaksi muotoilemme yleisemmaén algoritmin, joka toimii kaikissa tilanteissa. Emme
kirjoita tdydellistd ohjelmaa, vaan tarkoitus on saada luettava esitys, josta ohjelmointitaitoi-

nen lukija pystyy kirjoittamaan toimivan koodin.

Oletamme, ettd yhtdloitd on m kappaletta ja muuttujia on n kappaletta. Kun kirjoitamme

algoritmin, varaudumme erityisesti seuraaviin erikoistapahtumiin.

e Pivotointi epidonnistuu jossakin sarakkeessa.
e Yhtilot loppuvat ennen kuin kaikki sarakkeet on pivotoitu.
e Syntyy epitosi yhtilo.
e Syntyy triviaali yhtilo 0 = 0.
Tulemme algoritmissa joskus vaihtamaan sarakkeiden jarjestystd. Jotta syntyvit kaaviot oli-

sivat helpposti luettavissa lisiamme kaavioon otsikko-rivin, jolta kdy ilmi muuttuja, jonka

kertoimista on kysymys. Tami ei ole oikea-oppista, mutta harjoitteluvaiheessa tarpeellista.

2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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Erityisesti tulemme siirtdmééin kokonaisia sarakkeita RHS:44n. Siirron jéilkeen yhtdloryh-
min jokaisen yhtdlon oikea puoli ei ole endd reaaliluku, vaan lineaarikombinaatio ykko-
sestd ja siirretyista muuttujista. Vastaava kaavion rivin RHS-vektori on tdméin lineaarikom-
binaation kerroinvektori. Kdytdmme téstd rivin & RHS-vektorista merkintdd 7. Seuraava

esimerkki valaisee asiaa. Esimerkki on kiyty ldpi sekd yhtidloryhma- ettid kaaviomuodossa.

Esimerkki 2.1.15.

z] + 2y — 2z = 6~ 1 2 —-116 *2
2c + 6y + 4z = 0 2 6 410 — —
r y =z Ths
() + 2y — 2z = 6 ~ (1) 2 —-1| 6
2y] + 6z = -—12 0 [2] 6 |-—12
r y rhs =z
() + 2y = 6 + =z ~ 1 2| 6 1
(2y) = —-12 — 62z 0 (2)|—-12 -6 2
x y rhs =z
() + 2y = 6 + =z  ~ (1 2|16 1
(y) = —6 — 3z 0 (1)|-6 -3 *2
x y rhs =z
(x) = 18 + 7z ~ (1) o |18 7
(y) = -6 — 3z 0 (1)|—-6 -3
Vastaus:
r = 1847z
y = —6—-3z
1
Gaussin algoritmi, versio IV, yleinen tapaus.
(1) Aseta ensimmadiseen kaavioon tutkittavan yhtdloryhman kertoimet;
2) k=1,siirretyt =0
(3) repeat
4) % (Etsitddn pivot-alkio)
®)) madrité rivi ¢ siten, etti alkio a’;k on itseisarvoltaan
suurin alkioista {ajfy., afy 1)+ A}
(6) if aky =0
@) then
(8) siirrd sarake k RHS:iin
) suirretyt = surretyt + 1;
(10) else
(11) vaida rivit wy ja wy.
2. Matriisilaskentaa 2.1. Trigonometriset funktiot
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(12) % (Tehdddn uusi kaavio, pivotoidaan)
(13) forj=1tok

(14) witt = wh;

(15) endfor

(16) forj=k+1ltom

(17) wf“ = w;‘? - (a?k/allzk) -wk;
(18) endfor

(19) k=k+1;

(20) endif

(21) until k > mor k + siirretyt > n

(22) % (Onko jdljelld pivotoimattomia sarakkeita?)

(23) if k+ stirretyt <n

(24) then

(25) siirrd pivotoimattomat LHS:n sarakkeet RHS:iin

(26) endif

(27) % (Onko jdljelld pivotoimattomia riveji?)

28) ifk<m

(29) then

(30) jos jokin pivotoimattomista yhtdloistd on epétosi,
niin yhtdloryhmaélli ei ole ratkaisua. (LOPETA)

(31) endif

(32) % (Ratkaise LHS:n muuttujien arvot.)

(33) forg=k—1downto1l

(34) Wy = Wq/qq;

(35) fori=1ltoqg—1
(36) Wi = W; — AjqWq;
(37) endfor

(38) endfor
(39) Tulkitse tulos.

2.1.4 Harjoituksia (4)

Tehtiavi 2.1 Ratkaise lineaarinen yhtidloryma

@)

r + y — =z = 4
2+ y + 4z =
—3r + 2y + =z =0
Tehtéivi 2.2 Ratkaise lineaarinen yhtdloryméa
y — 2z = 8
x + y + 4z = -5 .
3z + 2y + 2z = 10
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