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Differentiaaliyhtalon kertaluku on yhtélossa esiintyvan korkeimman derivaatan

kertaluku. (Esim. y”+z3y" = 0 on toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo ja "’ —2? =

0 on kolmannen kertaluvun diff.yhtél6.) DY on lineaarinen, jos se on muotoa
ao()y™ + a1 (2)y" Y + .+ an 1 (2)y + an(2)y = g(), (5.16)
missé ag(z), a1(x),...,a,(x) ovat z:n funktioita. Esimerkiksi diff.yhtalo
y" + 2%y + 2% =sinz

on lineaarinen.

Kertalukua n olevan DY:n ratkaisu siséltdd yleensd m parametria (vakiota).
Tallaista ratkaisua sanotaan yleiseksi ratkaisuksi. Kun parametreille valitaan arvot,
saadaan DY:n jokin yksityisratkaisu. Jos ratkaisua ei saada yleisesta ratkaisusta
milldan parametrien arvoilla, sanotaan ratkaisua erikoisratkaisuksi.

Esimerkki 5.1.5 DY:n (y')? — zy’ +y = 0 yleinen ratkaisu on y = Cz — C2. DY:n

toteuttaa myos erikoisratkaisu y = 2% /4, jota ei saada yleisests ratkaisusta milldin
parametrin C arvolla.

5.2 I kertaluvun differentiaaliyhtaloista

5.2.1 Separoituva DY

DY on separoituva, jos se voidaan saattaa muotoon

DY < g(y)y = f(z)
s = i@
S g(y)dy = f(z)dz (5.17)

josta yleinen ratkaisu saadaan integroimalla

/g(y)dy = /f(a:)dx+0 (5.18)
& Gly) = Flx)+C (5.19)

Perustelu: Malli kuvaa muuttujien z ja y muutosten suhdetta. Yhtéalon (5.17) vasen
puoli on funktion G(y) differentiaali ja oikea puoli on funktion F(x) differentiaali.
Kun muuttujien x ja y arvoissa tapahtuu differentiaalisen pieni muutos, niin dif-
ferentiaaliyhtélon (5.17) mukaan muutokset ovat sellaisia, ettd G:n ja F' muutokset
(differentiaalit) ovat yhtdsuuret. Jos nyt vakio C' valitaan siten, ettd (5.19) on
voimassa tarkastelun alussa, niin yhtalo on voimassa koko muutoksen ajan.

Esimerkki 5.2.1 Ratkaise DY: ¢/ = —xy.
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Esimerkki 5.2.2 Ratkaise DY: ¢y’ =

DY@@
dx

dy

/ e
& =2\/1-y

Huomaa, ettd yhtald (5.20) on tehtdvan implisiittinen ratkaisu.
esittad myos eksplisiittisessa muodossa

= —aj‘y

yzl—%(\/l—:ﬂ—

Usein on makuasia, kumpi muoto on havainnollisempi.

Esimerkki 5.2.3 Ratkaise DY
dy

%:

r+1
yt+1

Differentiaaliyhtalo on selvasti separoituva

DY@/(y4+1)dy — /(az—l—l)dax

1
s-y+y = =2*+z+C

2

Ratkaisu saatiin helposti, mutta se on taas implisiittinen.

(5.20)

Ratkaisu voidaan
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Esimerkki 5.2.4 Ratkaise DY
dy
dx

dy
e
dx

& /eydy

& el
<Y
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I+e”

eZL'
/ 1+ e”
In(1+¢€*)+C
In(In(1 +e*) 4+ C)

dr +C

(Huomaa, etti jos C' < 0, niin y(x) on méiritelty vain, kun > In(e=% — 1))

y

5.2.2 Muotoa y' = f(¥

Y

x

Jos DY on muotoa y' = f(

) oleva DY

), niin sanomme sen olevan homogeenifunktion mddrddmdn.

Homogeenifunktion maaraama DY voidaan palauttaa separoituvaksi sijoituksella

Youw &
€T

Esimerkki 5.2.5 Ratkaise DY

Y =ux

dy du

= f(u)

= f(u)—u
T

dx

Sijoitetaan yhtaloon
Y

- =Uu<=
T

{

DY<:>d—u:13+u
dx

= du +
—x+u
dx

“f

Sijoutuksen jalkeen saamme

u? —1

2

Yy
/

Y

(uz)? + zuxr — 2

2

u2—|—u—1

/

— +Ch
T
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1 -1
Eln Z—i—l‘ = In|z|+InC,
-1
< In Y ‘ = Inz?+1InC,
u+1
u+1
o 1+ Cz?
U = —
1-Cz2
o B B x4+ Cx3
yo= = 1—-Cz2
Esimerkki 5.2.6 Ratkaise DY
dy  2x
de y—=z

DY on homogeenifunktion masarddméa muotoa, sillda RHS = 2/(£ — 1) = f(£). Siis
sijoitetaan

Y - ue Yy =uzx
x
d d
x dx
jolloin DY menee muotoon
du 2z 2

DY <« —_— = —
u+xdx UL — T u—1

du w2 —u—2
r— = —— 8
dx 1—u

1-— 1
Y EEUR
U —u— 2 x

& /<_1/3+ _2/3)du:1n|x|—|—01

uU— 2 u—+1

=

1 2
& —gln\u—2]—§ln|u+1|:ln\x]—i—lnCQ
1
& In|(u—2)(u+1)? :ln\ﬁl +1InCjs
Y Y 2 _C
< (x 2) <x+1) a3
5.3 Lineaarinen 1. kertaluvun diff.yhtalo

mabc.tex Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen DY on muotoa

Y + f(x)y = g(z). (DY)
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Tata vastaava homogeeninen diff.yhtalo on
y' + f(z)y = 0. (HY)

Homogeeninen yht&lé (HY) on separoituva. Yhtdlon (HY) ratkaisu voidaan kirjoit-
taa muotoon

HY & —=—f(z)y
& ;dy = —f(z)dz
& Infy| = —/f(x)dx +1InC

o y=Ce JI@® (5.21)

Kaavaa (5.21) tdrkeAmpéaé on muistaa, etta lineaarista DY:t4 vastaava homogeeninen
HY separoituu aina.

Lause 5.3.1 Jos y = yo(z) on homogeenisen yhtdlon (HY) yleinen ratkaisu ja y =
y1(z) on yhtalon (DY) erés yksityisratkaisu, niin yhtélén (DY) yleinen ratkaisu on

y(r) = yo(z) + y1 ()

Perustelu: Sijoitetaan y(z) yhtdlén (DY) vasenpaan puoleen, jolloin saadaan
y' + f(@)y
= (yo +u1") + (@) (yo + 91)
= yo' + f@)yo+ 1" + flx)yr = g(2).
=0 =g(x)
Lauseen perusteella siis ensimmaisen kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtalon
yleisen ratkaisun loytamiseksi tulee maarittaa vastaavan homogeeniyhtalon yleinen
ratkaisu seka alkuperaisen yhtalon jokin yksityisratkaisu. Ensimmainen tehtavan osa
on yleensa helppo, silla HY separoituu aina. DY:n yksityisratkaisun loytaminen on

usein vaikeampaa. Ennen kuin pohdimme yksityisratkaisun maarittamista, kaymme
lapi yksinkertaisen esimerkin siitd, miten edella ollutta lausetta kaytetaan.

~— —

Esimerkki 5.3.1 ¢y —y==x

(A) Etsitdén ensin homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu yq.

HY) & -2 _—4y=0

¢
&
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(B) Toiseksi etsimme taydellisen yhtéalon yksityisratkaisun.
y1 = -z —1

Systemaattinen menetelma yksityisratkaisun l6ytamiseksi esitetda heti esimerkin
jalkeen. Nyt tyydymme tarkistamaan, ettd arvauksemme on kelvollinen. (y;" —y; =
(=1)—(—x—1) = z (Ok).) Lauseen mukaan DY:n yleinen ratkaisu on nyt y = yo+y1
eli

y=Ce®" —x—1.

yksityisratkaisun loytaminen

Yksityisratkaisun 16ytamiseksi on kaksi keinoa, joista ensimmaéinen (yrite) on helpoissa
tapauksissa nopea ja tehokas, mutta ei aina onnistu. Toinen keino (vakion vari-
ointi) antaa aina ratkaisun, mutta on hieman tydlaampi. Tarkastellaan differenti-
aaliyhtaloa

Y + f(x)y = g(x) (5.22)

(B1) Yksityisratkaisun etsiminen yritteella

” Arvataan” yhtélon (5.22) yksityisratkaisu lausekkeen g(x) perusteella. Arvaus
sisaltaa vakioita, jotka pitdd maarittaa sijoittamalla yrite yhtaloon. ” Arvaaminen”
tuntuu epamatemaattiselta, mutta taitava laskija oppii pian hyvksi arvaajaksi niin,
etta lopulta kyse on lahinna vakoiden arvojen laskemisesta. Seuraava taulukko aut-
taa oikean yritteen loytamisessa:

g(z) yrite y1

ar +b y1 = Axr+ B

ax? +bx+c |y =Ax>+Bx+c
aek® y, = Aek®

Yritteen teossa on kaksi selvaé sddntoa: (1) yritefunktio on samaa muotoa, kuin g(x),
(2) yritefunktio ei saa olla samaa muotoa, kuin homogeeniyhtalén yleisen ratkaisun
jokin termi. Jos yi(x) olisi luonnollinen yrite, mutta toinen sdanto estidd sen kayton,
niin yritetdén funktiota xy; ().

Esimerkki 5.3.2 ¢/ —y = e*® k #£ 1.
Homogeeniyhtalo on

HY < yol—y():O
~ yozCe“’

Yksityisratkaisun loytamiseksi teemme yritteen

Y1 = AeP® = y' = Ake*®
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tehtava on esimerkiksi selvittda miten kauan laakeainetta on kehossa laakityksen
lopettamisen jalkeen. Mallissa oletetaan, ettd A on vakio, ja etta sen arvo tunnetaan
riittavan tarkasti. Todellisuudessa A riippuu potilaan tilasta, ja sen arvo voi hoidon
aikana muuttua merkittavasti. Jos A = 2 eli elimistd poistaa ladkeaineesta 200%
tunnissa (!!!), niin se ei tarkoita sité, etté ladke poistuisi puolessa tunnissa.

Esimerkki 5.4.2 Potilaan elimistossa on 1.0mg nukutusainetta. Seuraava laakitys
voidaan aloittaa vasta, kun nukutusaineen maéara on laskenut tasolle 1.5ug. Milloin
seuraava laakitys voidaan aloittaa, kun nukutusaine poistuu elimistosta aikavakiolla
A = 2.0. (Siis 200% tunnissal?)

Kysytty aika T ratkaistaan mallista (5.36) sijoittamalla sithen Ny = 1.0mg ja N =
N(T)=1.5ug

1.5-10"3mg = 1.0mg - e 2T

In(1.5-1073)
—2

< T = 3 tuntia 15 minuuttia

& T= =3.25

5.4.2 Eksponentiaalinen kasvu

Edellinen esimerkki kasitteli maaran pienenemista. Muutos oli suoraan verrannolli-
nen maaraan. Jos muuttujan y kasvuun liittyva muutos on vastaavalla tavalla suo-
raan verrannollinen maaraan, niin

dy = pydt

d

Y

y = yoe (5.37)

p on jatkuvan korkolaskun korkointensiteetti (growth rate). Téssd yhteydessa olisi
ehka luontevampaa puhua kasvuasteesta. Kirkointensiteetti p ja vuotuinen ko-
rkokanta ¢ liittyvat toisiinsa yhtédlon e? = 1 + ¢ mukaan. Siis p = In(1 + 7) ja
i=ef — 1.

Esimerkki 5.4.3 Imatran voima arvioi Suomen energian kulutuksen kasvavan vu-
osittain 15%. Samaan aikaan EU arvioi energian kulutuksen kasvavan vuosittain 4%.
Suomen osuus EU-maiden energian kulutuksesta on nyt noin 5%. Missi vaiheessa
IVO arvelee Suomen kuluttavan puolet EU:n energiasta?

Olkoon FEg(t) = Suomen energian kulutus ja Eg(t) = Euroopan energian kulutus.
Esitettyjen arvioiden perusteella kasvuintensiteetit ovat

e’s = 1.15= pg=10.1398
e’? = 1.04 = pg = 0.0392
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Tehtavassa annettujen tietojen perusteella

Eg(t) = Es(()) . epst
EE(t) = EE(O) -epEt
Es(0) = 0.05-Eg(0)

Kun Suomen energian kulutus on puolet Euroopan energian kulutuksesta hetkella
T, niin

Es(T) = 0.5-Eg(T)
Es(0)-e”sT = 0.5 Eg(0)-efeT
0.05-e’sT = 0.5.¢ereT
elrs=re)T = (.5/0.05
60.1006-T = 10
T = 1In(10)/0.1006
T = 229(vuotta)

Esimerkki 5.4.4 Valmistelemme vuosiennustetta yritykselle, jonka myynnin volyymi
(tonneina) kasvaa arviolta 10% vuodessa, raaka-aineiden ja tyopanoksen hinta kasvaa
vuodessa noin 7% ja lopputuotteen hinnan arvellaan nousevan noin 15% vuodessa.
Miten vuodessa muuttuu kayttokateprosentti, joka nyt on 20%, kun valmisvaraston
kiertonopeus on 2/vuosi 7

kayttokat
kiyttokatelh = —oo oo 100%
liikevaihto

_ lilkevaihto - menot 4 varastojen kasvu .100%  (5.38)

lilkevaihto
Merkitaan kasvavia suureita seuraavasti
p(t) = poe”r’ = tuotteen yksikkohinta, (5.39)
n(t) = nee’’ = tuotteen tuotantonopeus (yks./vuosi), (5.40)
c(t) = coe’’ = tuotteen tuotantokustannus (mk/yks.). (5.41)

Tédméan vuoden tuloslaskelman erid voidaan kuvata mallin (5.39)-(5.41) mukaisesti
seuraavasti

0
liikevaihto = /p(t)n(t—0.5)dt
—1

0
= ponoe /2 / elPrtrn)tqy
-1

_ PoTlo . (1 B 6_(pp+p”)>
(pp'+'pn)vil4_zn

DoTlo

1
(pp + pr)VIF in (1 (L +ip)(L+in)

) = 0.8497 - pon,o
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0
menot = / c(t)n(t)dt
0
= Cono/ e(Pc+Pn)tdt

— Cono (1 — e_(pc+pn))
Pt Pn

CoTlo

P + Pn ( (141 +in)

) = 0.9228 - c,n,

0 ~1
var. kasvu = / c(t)n(t)dt—/ c(t)n(t)dt

—0.5 —1.5

0 —1
= CoNy </ e(pc+pn)tdt _/ e(pc+pn)tdt)
—0.5 —1.5

— CoTlo (1 _ e_(pc+pn)/2 _ 6_(pc+pn) + 6_3(pc+pn)/2)
Pc + Pn
_ pcrf; (1= emloetei2y(1 — e=oeton))) = 0.0722 - com,

Sijoittamalla edelliset tulokset kaavaan (5.38)saadaan kéyttokateprosentille lauseke

0.8497 - pony + 0.0722 - cony — 0.9228 - conp

= 1 42
kK7 0.8497 - pono 00% (542)
kk%, = (1 —1.0011 - ;—> .100% (5.43)

Koska nyt kayttokateprosentti on 20%, niin

1—-1.0011-2 =02
Do

S ¢o/po = 0.7991 (5.44)

Vuoden kuluttua kayttokateprosentti lasketaan tasmaélleen samalla tavalla paitsi,
ettd kaavassa (5.43)c, on kasvanut 7% ja p, on kasvanut 15%. Sijoittamalla ndma
uudet arvot ja kaava (5.44) kaavaan (5.43) saadaan kayttokateprosentin uudeksi
arvoksi

1.07' 16)
kk%, = (1 ~ L0011 - 5 15.; ) - 100%
1.07
— (1-1.0011-=2.0.7991) -1
( 0011 - 77 0799) 00%

= 25.9%
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Kritiikkia: Kertymien laskeminen integroimalla virtaamista, johtaa monimutkaisiin
laskelmiin. Lausekkeet ovat epahavainnollisa, vaikka lopputulos onkin uskottava.
Mallin kayttoa yleisessa tapauksessa puoltaa se, ettd mallin avulla saadaan selville
Co / Do-

Kaytannossa tama suhde tiedetaan. Jos suhde on sama kuin mallin ennustama,
niin mallin soveltaminen tuntuu hyvaksyttavalta. Jos suhde poikkeaa mallin ennus-
tamasta, niin malli tulee hylata.

Edella
varaston kasvu = 0.0722-c,n, = 0.0722-0.7991 - p,n,
0.0722-0.7991
- -0.84 * Pollo
08197 OSHTpon

= 0.0679 - liikevaihto

Pidetaan tata suhdetta tunnettuna ja ratkaistaan tehtava yksinkertaisella korko-
laskulla. Merkitaan taman vuoden tuotannon maaraa N,:lla ja vuoden keskihintoja
C,:lla ja P,:lla. Kayttokateprosentti on

P.N, +0.0679 - P,N, — C.N,
K%, — + e~ - 100%

= (1.0679 — C,/P,) - 100%

Koska tdna vuonna kayttokate% on 20%, saamme edellisesta yhtalosta, ettd C, /P, =
0.8679. Ensi vuonna siis uusi arvo on

kk%, = (1.0679 —Cy/Py)-100%
1.07- C,
= <1.0679—m>-100%
1.07
= (1.0679 — = - 0. 1
<0679 TTF 08679> 00%
= 26.0%

Yksinkertainen korkolasku antaa siis melkein saman tuloksen, joten eksponentiaalis-
esti kasvaviin virtoihin perustuva malli ei tassa tapauksessa tunnu kovin tarpeel-
liselta. Lisaksi malli olettaa kaikkien kasvulukujen pysyvan vakioina kahden vuoden
ajan, mika on melko epauskottavaa.

5.4.3 Logistinen kasvu

Pieni eldinpopulaatio kasvaa eksponentiaalisesti yhtalon dN = ANdt. Toisaalta
populaation kasvaessa, tulee vastaan raja, jossa ymaritd ei enaa pysty antamaan
riittavasti ravintoa ja suojaa populaatiolle. P.F.Verhulst mallinsi populaation kasvua
yhtalolla

dN

— = AN - BN? (5.45)
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ﬂgtlre 5.23: Kun t — oo, niin N(t) —

A
B
t

Yhtalon viimeinen termi saa aikaan sen, etta populaation kasvaessa sen kasvunopeus
pienenee. Yhtalo separoituu seuraavasti

(5.45) < /ﬁz/dwq

A1 BA™!

& A 'IMN-A'lm|A-BN|-C =t
N

At
S e _C—A—BN

Kun ¢ = 0, niin N(0) = N, ja C = 25E%=_ Siis

N(t) A— BN,
At ) 0
e = 4= BN ) N (5.46)
A t—o0 A
& N(t) = > — 5.47
®) B+ (AN,”! — B)e—At B (5.47)

Ratkaisu on parhaiten ymmaérrettévissd funktion N = N(t) kuvaajan avulla (ks
kuva(5.23)).

Esimerkki 5.4.5 Muodostetaan yksinkertainen malli teknisen innovaation kayttoonotolle.
Olkoon

R = yritysten lukumaara,

N(t) = innovaatiota kdyttdvien yritysten maara.
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Malli perustuu ajatukseen, jonka mukaan yritys alkaa kayttaa uutta innovaatiota
yleensa vasta kun se vertaa omaa toimintaansa kilpailijaan, joka jo kdyttaa innovaa-
tiota. Taman todenn#kdisyys on suoraan verrannollinen lukuun N(R — N). Siis

AN = k-N-(R—N)-dt
dN

— = kR N- k N2
dt ~—~ ~—

A B

Malli on samaa muotoa kuin (5.45), joten

4

R t—00
N(t) = > R.
Q 14+ (RN, ! —1)ekRt

Innovaation kayttoonottoa kuvaa siis logistinen kdyra (5.23). Mallin mukaan siis
kaikki yritykset lopulta ottavat teknisen innovaation kayttoon.

5.4.4 Auton hinta.

Auton hinnalle ei voi muodostaa sellaista mallia, joka kuvaisi oikein seké kalliin
urheiluauton, etta halvan kansanauton hintaa, niiden kayttoaikana. Lahtokohdaksi
otamme naivin mallin (M1)

dP = —aPdt, (5.48)

jonka ratkaisu on
P(t) = P,e ™. (5.49)

Ratkaisu (5.49) ei tyydyté kahdesta syystéd. Ensiksi ratkaisun mukainen hinta menee
nollaan ajan kasvaessa rajatta. Tama ei vastaa todellisuutta, silla yleensa autolla
on loppuun ajettunakin romuarvo. Toiseksi ratkaisun mukaan hinnan suhteellinen
muutosnopeus P’(t)/P(t) = —a on vakio, miki ei lainkaan vastaa empiiristi aineis-
toa. Yleensd auton hinnan suhteellinen muutosnopeus (%/vuosi) on voimakkain
alussa ja pienenee myohemmin.

Parannamme mallia vaiheittain. Mallin parantelu johtaa, yleensa sarjaan yha
monimutkaisempia malleja, jotka sopivat yha paremmin dataan, mutta joiden ratkaisut
myo6s samalla monimutkaistuvat ja muuttuvat epahavainnollisiksi tai vaikeiksi soveltaa.
Lukija tarkatkoon tata ilmiota, kun seuraavassa yritmme parantaa mallia.

Tartumme ensin romuarvon ongelmaan. Teemme sen helpon ratkaisun, etta
sanomme autolla olevan romuarvon b, ja kayttoarvon P — b, joka vahenee naivin
mallin (5.48) mukaisesti. Siis malli (M2) on

d
—(P—-b) = —a(P-0
dP
— = —a(P-b
dP
P——b = /—adt+C’1

1n|P—b| = —at+ (O
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P = Ce*+b
P(t) = (P,—b)e=®+b
Silloin
—a(P, — b)e
PP = et
ab
et —a+

(P, —b)e=at +b

Siis P'(0)/P(0) = —a(1 — b/P,) ja P'/P — 0, kun ¢ — oo. Suhteellinen muu-
tosnopeus ei siis enaa ole vakio. Jotta saisimme mallin, joka sopii havaintojen kanssa,
merkitsemme kayttoarvon suhteellista muutosta lausekkeella —af ( ), missd paino-
funktio f on jatkuva, vdheneva ja f(0) = 1. Olkoon F(t fo u)du, jolloin
F(0)=0. Saamme kolmannen mallin (M3)

d
S(P-b) = —af(t)(P-1)
dP
In|P—b = —aF(t)+C
P = Ce*F® 4y
P(t) = (P,—b)e *F® 4y

Painofunktioksi kayvéat esimerkiksi

filt)=e ™ = )=kl —-e*)

= Pi(t) = (P, —be 1<) 1y (5.50)
ja
1 1
L) =15 = Pt)=h+k)
=  Py(t) = (P, —b)(1+ kt)"¥* +». (5.51)

Ratkaisut on saatu samalla periaatteella kayttaen hieman toisistaan eroavia paino-
funktioita. Ratkaisuissa on silti merkittavéa ero, silla

tlim Pi(t) = (P,—be **+b>bija
—00

t— o0
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P
100 P,= 100

ROt h=10

a=1

6} |

40|

20|

k=0.5

2 4 6 8 10 12 14 ¢

Figure 5.24: P=P(t), kun £ = 0.1, £ = 0.5, k = 1.0 ja k = 2.0.

joten painofunktion f; kdytto johtaa ratkaisuun, jossa auton kayttoarvo ei koskaan
kulu kokonaan pois. Tama ei tunnu kovin uskottavalta, joten toistaiseksi parhaalta
tuntuu malli (5.51), jonka DY on

—a(P —b)
14kt

Parametri a maaraytyy hinnan muutoksesta ensimmaisen vuoden aikana ja para-
metri b on auton romuarvo, joka myos voidaan melko luotettavasti arvioida auton
ostohetkelld. Jaljelle ja& parametri k, jonka merkitystd voi tulkita kuvasta (5.24),
jossa on piirretty hintakayrat, kun £ = 0.1, £ = 0.5, k = 1.0 ja k = 2.0. Kuva osoit-
taa, etta vaikka periaatteessa kayttoarvo meneekin aina nollaan, niin taméa saattaa
olla niin hidasta, etta se ei tapahdu realistisessa ajassa.

AP = dt. (5.52)

5.5 Numeerinen simulointi

Joskus differentiaaliyhtalon tdydellinen ratkaiseminen on vaikeata, mutta silti halu-
amme tietaa ratkaisufunktion arvon tietylla hetkelld tulevaisuudessa. Tama voidaan
tehda numeerisesti. Ratkaisemme yhden esimerkin kahdella tavalla, mutta emme ke-
hita ideaa pidemmalle, koska asiaa kasitellaan lisaa muilla kursseilla. Valitsemme
esimerkki DY:ksi helposti separoituvan ja ratkeavan DY:n, jotta voimme verrata
numeerisesti saamaamme ratkaisua ”oikeaan” ratkaisuun.

Esimerkki 5.5.1 Miké on funktion y(x) arvo hetkelld x = 2, kun y(0) = 1 ja y
toteuttaa differentiaaliyhtalon

y — 2xy = 22° — 2. (5.53)
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Esimerkki 5.5.2 Haetaan lausekkeet korkeammille derivaatoille

/

Y (r) = 22° -2z + 2zy(x) (5.64)
y'(x) = 62% -2+ 2y(z) + 22y (x) (5.65)
y"'(z) = 12044y (x) 4 2zy" () (5.66)

yW(z) = 1246y (x) + 2zy" (5.67)

Nyt voimme soveltaa Taylorin polynomia numeeriseen laskentaan

P (@)

Yer1 = Y¢ + Z X h (5.68)
k=1
Algoritmi

alkuarvot (5.69)
xg = 0 (5.70)
yo = 1 (5.71)
h = 0.05 (5.72)
toistetaan (5.73)
yl, = 220 — 22 + 22, (5.74)
y2; = 67 — 2+ 2y + 2wyl (5.75)
y3: = 12z + 4yl + 22492 (5.76)
ydy = 124 6y2; 4 2x,y3¢ (5.77)
Yir1 = Ye+ hyly + h2y2/2 + hPy3,/6 + hlyd, /24 (5.78)
Ter1 = x4+ h (5.79)

Neljankymmenen toistokerran jilkeen saadaan y(2) ~ y40 = 50,5952. Tulos on talla
kertaa varsin hyva. ///

Esimerkessa tiesimme oikean ratkaisun, jolloin oli helppo tarkistaa numeerisen
ratkaisun tarkkuus. Yleensa numeerisia menetelmia joudutaan kayttamaan, kun
tarkkaa ratkaisua ei osata muodostaa. Silloin virhearvion tekeminen on hankalam-
paa. Jatamme naiden asioiden tarkastelun numeerisen matematiikan kurssille.

5.6 2. kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen DY

Maarittelemme ensin joitakin termeja, jotka tulevat jatkossa toistuvasti esiin.

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtil6 (lyhennettyné ”II k.I:n DY”) on yht&ld,
joka sitoo toisiinsa muuttujan x ja funktiot y(z), y'(x) ja y”(x). Se on siis muotoa

flz,y,9,y") =0.
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Kertalukua 2 olevan DY':n ratkaisu siséltida yleensd 2 parametria (vakiota). Téllaista
ratkaisua sanotaan yleiseksi ratkaisuksi. Kun parametreille valitaan arvot, saadaan
DY:n jokin yksityisratkaisu. Jos ratkaisua ei saada yleisestd ratkaisusta millaan
parametrien arvoilla, sanotaan ratkaisua erikoisratkaisuksi.

Esitetty maaritelma on tavattoman yleinen, eika nain laajalle yhtalojoukolle ole
helppo loytaa yhteisia ominaisuuksia. Rajoitamme yhtéalojoukkoa seuraavasti.

Lineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo on yhtalo, joka on lineaari-
nen y:n ja sen derivaattojen suhteen. Se on siis muotoa

y' + f(x)y + g(x)y = h(x) (5.80)

Sanallisen méaéritelmén mukaan yhtalo voisi myos olla muotoa a(z)y” + b(z)y’ +
c(x)y = d(z). Jakamalla tdma lausekkella a(z) saadaan muoto (5.80), missé f(z) =
b(z)/a(x), g(x) = c(x)/a(x) ja h(z) = d(x)/a(x). DY:n lineaarisuus on hyvin suuri
rajoitus edelliseen. Téasta johtuen ne on paljon helpompi ratkaista.

Lineaarinen, vakiokertoiminen toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo on
edellisen erikoistapaus, jossa y’:n ja y:n kertoimet ovat vakioita. Se on siis muotoa

v +ay’ + by = h(x) (5.81)

Yhtéloiden (5.80) ja (5.81) oikeasta puolesta, eli lausekkeesta h(x) kdytetadn usein
nimitystd RHS (eli Right Hand Side).

Jos yhtélon (5.80) tai (5.81) RHS on identtisesti nolla, niin yhtilé on homogeeni-
nen. Jokaiseen lineaariseen DY:00n liittyy sitd vastaava homogeeninen yhtalo, joka
saadaan asettamalla RHS nollaksi.

Tassa luvussa tarkastelemme II k.:n DY:n ratkaisemista. Aloitamme helpoim-
masta tapauksesta, eli II k.I:n lineaarisesta vakiokertoimisesta DY :std. Tama tapaus
tulee oppia taydellisesti. Taman jalkeen esitellaan ei-lineaarisiin ja epalineaarisiin
DY:hin liittyvaa teoriaa ja esimerkkeja. FEpalineaarisen DY:n ratkaiseminen on
usein toivottoman vaikea tehtava, joka onnistuu vain numeerisesti simuloimalla.
Suurin osa taloudellisista malleista on lineaarisia ja vakiokertoimisia. Toisaalta
taloudellisissa ilmicissd on melkein aina piirteita, joiden mallinnus onnistuu vain
epalineaarisilla DY:1l4. Siten epélineaarisuus on suuri haaste tutkimukselle.

Talla kurssilla ei opita epalineaarisen DY:n ratkaisemista, mutta myohemmis-
sa luvuissa opimme tutkimaan epalineaarisen DY:n tasapainoratkaisun stabiilisu-
utta, joka on taloudellisten ilmioiden kannalta hyvin mielekas kysymys, ja jonka
ratkaiseminen onnistuu mainiosti talla kurssilla opituilla taidoilla.
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5.6.1 II k.I:n vakiokertoiminen lineaarinen DY

Aloitamme kahdella kaikkia lineaarisia differentiaalyhtéloita koskevalla lauseella.

Lause 5.6.1 Yhtalon y” + f(z)y’ + g(x)y = h(z) yleinen ratkaisu on muotoa

y(@) = yo(z) + y1(x)

missd y = yo(x) on homogeeniyhtalon vy’ + f(z)y’ + g(x)y = 0 yleinen ratkaisu ja
y = y1(x) on alkuperdisen yhtalon y” + f(x)y’ + g(x)y = h(z) erds yksityisratkaisu.

Perustelu: Olkoon ys(x) yhtdlon (5.80) yleinen ratkaisu. Siiné on siis kaksi vakiota
C1 ja Cy. Kun néille vakioille annetaan arvot (esim. C7 = C3 = 0), niin saadaan
yksityisratkaisu y; (x). Funktio y,(z) = y2(x) — y1(z) on homogeeniyhtélon yleinen
ratkaisu ja y,(z) + y1(x) on lauseen mukainen muoto yleiselle ratkaisulle. 0

Lause 5.6.2 Jos y = y1(z) ja y = y2(x) ovat homogeeniyhtalon y” + f(x)y +
g(x)y = 0 sellaisia yksityisratkaisuja, ettd niiden suhde y; (z)/y2(x) ei ole vakio, niin
yhtélon y” + f(z)y’ + g(x)y = 0 yleinen ratkaisu on muotoa

Yo(x) = Cry1 () + Caya(x),

missa C ja Cy ovat vakioita.

Perustelu: sivuutetaan.

Lauseet 5.6.1 ja 5.6.2 ovat voimassa myos ei-vakiokertoimiselle lineaariselle yhtalolle
(5.80). Seuraavassa tarkastelemme vakiokertoimista lineaarista differentiaaliyht&l6a
(DY) ja sitéd vastaavaa homogeeniyht&loa (HY)

y' +ay +by = h(x), (DY)
y'+ay +by = 0. (HY)

Etsitaan HY:n yleista ratkaisua tekemalla yrite
y = re’”
y=e"* = { y// = p2ere
Kun yrite sijoitetaan homogeeniyhtaloon, saadaan
HY < y'4+ay +by=0
& r2e™ fare™ +be’™ =0
rT 2
b)=0
& e (r*+ar+b)
#0
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& (rP+ar+b)=0

karakteristinen yhtalo

Yrite on siis HY:n yksityisratkaisu, jos vakion r arvo on karakteristisen yhtalon
juuri. Olkoot 71 ja ro karakteristisen yhtalon juuret. Erotamme kolme tapausta:

1) Erisuuret reaalijuuret:
Jos 1,72 € R ja r1 # ro, niin homogeeniselle saadaan kaksi ratkaisua

y1 = €e"* ja yo = 2%,
Koska niiden suhde y; /y2 = e("1772)% ¢i ole vakio, on HY:n yleinen ratkaisu

Yo = Cre™" + Cae™”

2) Kaksoisjuuri:
Jos r1 = ry =r € R, niin eras HY:n yksityisratkaisu on

yl — 67’.’1}

Etsitdaan toista yksityisratkaisua tekemalla yrite

/ rT rT
= e +rxe
Yo =z, = { Y

yll —  re’T + T2xerw
Sijoitetaan yrite HY:6n

HY & y'4+ay+by=0

TT 2

& €7 ((rPo+2r) + (a+arz) + (bz)) =0
#0

s (P+ar+bzr+(2r+a)=0
N———

=0
& r=—a/2

Viimeinen yht&lo on tosi, silla r on karakteristisen yhtalon kaksoisjuuri, eli

T_—ai\/ﬁ__g

2 2

Kokeilemamme yrite yo = xe"* on siis HY:n yksityisratkaisu. Koska suhde yo/y; =
ei ole vakio, on HY:n yleinen ratkaisu

Yo = Cr1e™ + Coxe™
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3) Kompleksijuuret:
Jos r1 ja ro eivat ole reaalilukuja, ne ovat toistensa liittolukuja ja voimme merkita
ry = a+ 10 jary, = a—i8. Silloin

e = T — % (cos B + isin f)
e = T PT — 2% (cog B — isin Bx)
joten
1
y1 = =€+ —e"% = e cos fx
2 2
1 1 )
Yo = —e''"— —e" =e"sinfx
21 21

ovat HY:n yksityisratkaisuja ja koska niiden suhde ei ole vakio, on HY:n yleinen

ratkaisu
Yo = C1e*" cos fx + Coe™* sin (x (5.82)

Esimerkki 5.6.1 Koska kompleksiluvuilla laskeminen ei aina vakuuta kaikkia luki-
joita, tarkistamme ratkaisun (5.82) suoralla sijoituksella. a on karakteristisen yhtalon
ratkaisun reaaliosa ja 3 on ratkaisun imaginaariosa. Siis

a = —a/2,

B = (V—a+4b)/2.

Kun funktio (5.82) sijoitetaan homogeeniyht&l66n saadaan

HY < 0= b(y)+aly)+ ")

& 0= b(C1e** cos Bz + Coe™” sin ()
+a((Cra + C28)e*® cos Bz + (Caa — C13)e™* sin [z
+(C1a? + 2C2a8 — C13?)e*® cos Bz
+(Cea? — 2C1 a8 — Co3%)e®* sin Bz

& 0= (bC1+aCra+aCyf+ Cra? + 2Ca3 — ClﬁQ) cos Oz
+(bCy + aCra — aC1 B + Coa? — 2C1af — C33?) sin Bz

(b= % + % — (5= + 1)) + Ca(aB — ap)) cos b

& 0= (Cl
(C1(—aB + aB) + Ca(b— & + & — (= 4 b))) sin S
0

& 0=

Edelliset kohdat 1)-3) siséltavéat ohjeen siitéd, miten homogeeniyht&lon HY yleinen
ratkaisu saadaan maaritettya. Jatkossa tarkea kysymys koskee homegeeniyhtalon
yleisen ratkaisun suppenemista. Sanomme, ettd ratkaisun termi suppenee (konver-
goi), jos sen raja-arvo on 0, kun x — co. Vastaavasti sanomme, etta ratkaisun termi
hajaantuu (divergoi), jos se ei pysy rajoitettuna, kun x — oco. Jos kerroin C; ei ole
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nolla, niin termille patee:

Cjeri® suppenee, kun r; < 0
hajaantuu, kun r; > 0
Cjze® suppenee, kun r; < 0

hajaantuu, kun r; > 0
C;e* cos fx suppenee, kun a < 0

hajaantuu, kun a > 0
C;e*sin Bx  suppenee, kun o < 0

hajaantuu, kun a > 0

Homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu suppenee, jos kaikki sen termit suppenevat, ja
hajaantuu, jos ainakin yksi sen termeista hajaantuu.

Seuraava tehtava on loytaa taydellisen yhtalon DY jokin yksityisratkaisu. Yleensa
taloudellisisssa sovelluksissa RHS = h(z) on melko yksinkertainen. Silloin yksityis-
ratkaisu 16ytyy yritteelld samoin kuin I kertaluvun tapauksessa. Seuraavat esimerkit
riittavat asian selvittamiseen.

Esimerkki 5.6.2 Ratkaise 3" + 4y’ + 3y = 322,

Ratkaistaan karakteristinen yhtalo

r’4+4r+3 = 0
—44+/42 —-4.3
T =
2
~ 7“1:—1,’]"2:—3

Siis HY:n yleinen ratkaisu on 3, = C1e~% + Cye 5%,
Seuraavaksi etsimme DY:n yksityisratkaisun yritteella

y=Ax> + Br+C = vy, =242+ B
= gy =24
Kun yrite sijoitetaan DY:00n, saadaan
DY & y"+4y + 3y =327

& (24) +4(2Ax + B) + 3(A2® + Bz + O) = 32°
& 3A7% + (84 +3B)x + (2A + 4B + 3C) = 32°

& 8A4+4B = 0 ¢ B = —-24=-2
2A+4B+3C = 0 C = —24/3-4B/3=2

Siis yksityisratkaisu on y; = x? — 2z + 2 ja alkuperiisen yht#lén DY yleinen ratkaisu
on
Yy=1yo+y1=Cre %+ Coe 3 + 22 — 2 +2
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Esimerkki 5.6.3 Maarita se differentiaaliyhtalon y” + 3y’ + 2y = 10 ratkaisu, joka
toteuttaa reunaehdot y(0) =1 ja y'(0) = 4.

Ratkaistaan karakteristinen yhtalo

r2+3r+2 = 0
—3+v32-4-.2
r =
2
=% 7“1:—1,1“2:—2

Siis HY:n yleinen ratkaisu on y, = C1e~% + Cye 2%,
Seuraavaksi etsimme DY:n yksityisratkaisun yritteella:

pw=A=y =y =0

(nyrkkisddnto: kun RHS on vakio ja DY wvakiokertoiminen, niin yritekin on vakio!)
Kun yrite sijoitetaan DY:00n, saadaan

DY & y'+3y+2y=10
& 0+0+24=10
& A=5

Siis yksityisratkaisu on y; = 5 ja alkuperaisen yhtalon DY yleinen ratkaisu on

y=Cre * 4+ Che ?* +5
= y’ = —C’le_x — 2026_2x

Seuraavaksi etsimme DY:n yleiseen ratkaisuun sisaltyville vakioille C'; ja C5 sellaiset
arvot, ettd reunaehdot toteutuvat. Siis

y(0) = 1 - Cie+Cee®+5 = 1
y'(0) = 4 —C1€% — 205" = 4
Ch+ Cy = —4 cCi = —4
< {—01—202 — 4 ‘:’{02 — 0
Tehtavan ratkaisu on siis
y=—4e % +5.

Taméan tyyppisen tehtavan ratkaisuvaiheet ovat:

(1
(2) Kirjoita HY:n yleinen ratkaisu y, =...

(3) Etsi DY:n yksityisratkaisu y; =...

(4) Kirjoita DY:n yleinen ratkaisu y = y, + y1
(5) Ratkaise C; ja Cy reunaehtojen perusteella
(6) Kirjoita vastaus.
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(Tassd kokematon laskija tekee yleensd alussa sen virheen, ettd yrittdad ratkaista
Ci:n ja Cy:n numeroarvot heti, kun t6rmé&é niihin, eli kohdan (2) jélkeen. T&Amé&
on virhe, silla reunaehdot sanovat jotakin DY:n ratkaisusta, jonka yleinen muoto on
tiedossa vasta kohdan (4) jélkeen!)

Esimerkki 5.6.4 Monopoliyritys tuottaa tuotetta S yksikkoa paivassa. Kysyntafunktio
(vksikkoa péaivdssd) on lineaarinen

D =a—-0bP (5.83)
ja hintaa korjataan paivittain siten, etta
dP = c(Q" — Q)dt (5.84)

missd () on varaston koko ja * on suunnitelmien mukainen varaston koko. Vakiot
S,a,b ja c ovat nyt positiivisia. Miten hinta asettuu ajan kuluessa?

Ongelmaa kuvataan nyt virtausuureilla. Tuotantonopeus S on virtausnopeus varas-
toon. Kysynta D on vastaavasti virtausnopeus varastosta pois. Siten varaston muu-

tos on d@ = (S — D)dt eli

Q' =5-D. (5.85)
Yhdistamalla yhtalot saadaan
(5.84) & P'=cQ*—-cQ
~ Pl=—cQ
Y pr=_cS+cD
B P’ = ¢S+ cla—bP)
& P'+beP=ca—cS (5.86)

Hinta P toteuttaa siis differentiaaliyhtdlon (5.86), joka on II kertaluvun vakioker-
toiminen lineaarinen DY (ja myds RHS on vakio!). Vastaava homogeeniyht&l6 on

P" +bcP =0,
ja sen karakteristisen yhtalon juuret ovat
r2 +bc=0=r =iVbe,ry = —iVbe.

Siis o = 0 ja 3 = v/be. Homogeeniyhtélon yleinen ratkaisu on siis P, = C} cos 5t +
Cysin ft. DY:n yksityisratkaisu on selvéstikin P; = (a — S)/b. Hinta on siis ajan
funktiona

P(t) = C1 cos Bt + Cosin Gt + % (5.87)
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Edella kasitelty malli on kovin naiivi, eika sen antamaa ratkaisua kannata ilmion
selityksena ottaa kovin kirjaimellisesti. Eraita huomioita voidaan kuitenkin tehda

(1) Ratkaisun vakiotermi (a — S)/b on se hinta, jolla kysynta ja tarjonta kohtaavat
eliD=2S.

(2) Homogeeniyhtalon ratkaisu P,(t) kuvaa hinnan vaihtelua tasapainohinnan ympaérilla.
Tama vaihtelu ei tasaannu (P, ei suppene), mikéd tuntuu kdytdnnosséd omituiselta.
Jos hinta todella tottelisi jonkin aikaa ratkaisua (5.87), niin monopoli varmasti tek-

isi asiasta tarvittavat johtopaatokset. Jos monopoli ei tajua asiaa ajoissa, niin asi-
akkaissa varmasti on sellaisia, jotka oppivat kayttamaan hinnan vaihtelua hyvakseen,
jolloin naivi malli ei enaa riita ilmion kuvaamiseen.

(3) Ratkaisussa ei esiinny vakiota @Q*!. Tésté ei pide tehda liian pikaisia johtopa#toksia,
silld @Q* vaikuttaa alkuarvoon P’(0) ja sitd kautta myds ratkaisuun. Tasapainohinta
on kuitenkin riippumaton QQ*:sta.

Jokainen esitetty huomio on pienen mietiskelytuokion arvoinen. Erityisesti kol-
mas huomio ansaitsee alleviivauksen. Téssa tapauksessa 1oydetty riippumattomuus
on aika triviaali, mutta usein tallainen riippumattomuus on hyvin tarkea havainto.
Lukija luultavasti tuntee Modigliani-Millerin teorian, jossa erain oletuksin muodoste-
taan malli yrityksen rahavirroille ja niiden perusteella johdetaan lauseke yrityksen
arvolle. Tassa lausekkeessa ei esiinny erds mallin keskeinen parametri, nimittain yri-
tyksen velkaisuusaste. Mallin mukaan siis yrityksen arvo ei erdin oletuksin riipu sen
velkaisuusasteesta. Tama riippumattomuus on paljon tunnetumpi kuin itse malli tai
sen antaman ratkaisun lauseke.

Esimerkki 5.6.5 Edellisen esimerkin monopoliyritys tuottaa tuotetta S yksikkoa
paivassa. Kysyntafunktio on

D =a—bP+kP' (5.88)

ja hintaa korjataan paivittain siten, etta

dP = ¢(Q* —Q)dt+r(5_a

— P)dt (5.89)

missa () on varaston koko ja (Q* on suunnitelmien mukainen varaston koko. Vakiot
S,a,b,c,k ja r ovat nyt positiivisia. Miten hinta asettuu ajan kuluessa?

Edellisen esimerkin muunnelma perustuu seuraavaan perisideaan. Osa asiakkaista si-
irtaa hankintojaan huomiseen, jos hinnat ovat laskussa, jolloin kysynta laskee ja vas-
taavasti aientaa hankintojaan, jos hinnat ovat nousussa, jolloin kysynta nousee. Tata
hankintojen siirtdmisvalmiutta kuvaa parametri & > 0. Yhtalon (5.89) mukaan yri-
tyksella on nyt kaksi tavoitetta. Se pyrkii saamaan varaston suunnitellun kokoiseksi
ja toisaalta se pyrkii saamaan hinnan tasapainoon. Vakiot c ja r kuvaavat vastaavien
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saatoprosessien nopeuksia ja niiden suhde c¢/r kertoo vastaavien tavoitteiden pain-
osuhteet. Samoin kuin edella saamme differentiaaliyhtalon

(5.89) < P’:c(Q*—Q)w(S;“ —P)
= P'=—-cQ —rP
= P'=cD—-cS—1rP
XY p’"=c¢(a—bP+kP')—cS—rP
& P+ (r—ck)P' +bcP = ca—cS (5.90)

Ratkaisun suppeneminen kohden tasapainoa (tasapainon stabiilisuus) voidaan
tutkia nyt ratkaisemalla karakteristisen yhtalon juuret ja tutkimalla niiden merkit.
On kuitenkin olemassa varsin yksinkertainen sdanto, jolla tutkitaan ratkaisun (5.90)
stabiilisuus. Tama saanto esitetaan seuraavassa kappaleessa, minka jalkeen palaamme
takaisin tahan esimerkkiin.

5.6.2 Tasapainon stabiilisuus

Lause 5.6.3 II kertaluvun vakiokertoiminen lineaarinen homogeeninen differenti-
aaliyhtalon
y'+ay +by=0

ratkaisu suppenee (on stabiili), jos ja vain jos

a>0, jab>0.

Perustelu: Karakteristisen yhtalon juuret ovat

—a++Va2 —4b . —a — Va2 —4b

2 ja Tz = 2

r =

Juuret ovat reaaliset, jos ja vain jos a® — 4b > 0. Siini tapauksessa r; > ro. Siis

r1 ja ro ovat reaaliset ja ratkaisu suppenee

—a ++va? —4b
5 <0
& a>0ja0<b<a’/4 (5.91)

& a2 —4b>0 ja

Juuret ovat kompleksiset, jos ja vain jos a? — 4b < 0. Siind tapauksessa juuren
reaaliosa a = —a/2. Siis

juuret ovat kompleksiset ja ratkaisu suppenee
& a’>—4b<0ja —a/2<0
& a>0jab>a?/4 (5.92)
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Ratkaisu suppenee, jos ja vain jos

(5.91) tai (5.92)
& (a>0ja0<b<a®/4) tai (a >0 jab>a?/4)
& a>0jab>0

Esimerkki 5.6.6 Edellisen esimerkin differentiaaliyhtalon
P" 4+ (r —ck)P' +bcP = ca—cS
ratkaisu on stabiili, jos ja vain jos

r—ck>0jabc>0
& r > ck,

silla mallin kaikki parametrit ovat positiivisia, ja siksi toinen epayhtalo on aina tosi.

5.7 1. kertaluvun lin. vakiokert. DY-ryhma

Taman kappaleen teoria on helppo yleistaa. Silti aloitamme kaksiulotteisella tarkastelulla,
koska kahden muuttujan tapaus on helppo esittda graafisesti.

5.7.1 Kahden muuttujan tapaus

Seuraavassa muuttujat x, y, u ja v ovat kaikki ajan t funktioita, y = y(t), x = z(¢),
u = u(t), v =wv(t). Tarkastellaan ensin DY-paria

(5.93)

du/dt = apu + apv + bl
dv/dv = agu + agpv + by ’

missa oletamme nyt kerroinmatriisin

A= (“11 “12) (5.94)

{ du/dt (5.95)

dv/dt = 0

|
o
N
S
* ok
N~
I
|
pg
L
N
o O
N =
N~
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Merkitaan poikkeamia tasapainosta u = u — u* ja v = v — v*. Poikkeamat noudat-

tavat DY:ta
(ZZ?ZD =A (Z) (5.96)

Jos kerroinmatriisin ominisarvot A1 ja Ao ovat erisuuret ja vastaavat ominaisvek-
torit ovat w; € IR? ja wy € R2. Olkoon T matriisi, jonka sarakkeina ovat A:n
ominaisvektorit. Silloin

e (AL O
T AT—<O Az) (5.97)

(3)=7"(

saamme kirjoitettua DY:n (5.93) muotoon
du/dt\ a
DY <« (d@/dt)_A<6> (5.99)
dx/dt\ x
T(dy/dt>_AT<y> (5.100)

(Zz’ﬁi) — T7IAT @) (5.101)
{ dojdt = Mz

Muuttujan vaihdolla

S <

) (5.98)

d/dt = Ay (5.102)

Koska ominaisarvot A1, Ao ovat matriisin A karakteristisen yhtédlon juuret, ne ovat
joko reaaliset tai toistensa kompleksikonjugaatit. Toisin sanoen jos A1 = a+106 € C,
niin Ay = a — 0 €C.

Yleinen ratkaisu on silloin jokin seuraavista

Jos A1, 2 € R, ja Aj # Ao, niin
U - T X _T CleAlt . u)11016>‘1t —+ WQlcge/\zt
v o y o CQGAQt o w1201€>‘1t + w22026>‘2t
Jos A1, A2 € R, ja Ay = Ao, niin

Cle” + Czte)‘t

ayy (@' — ay1)

S
|

o4}
|

Jos A, A €C, ja A =a+10, niin

(5) = () = (Celsimon + cooomion )

(Edella tapaus A1, A2 € R ja Ay = A9, on perusteltava toisin kuin kaksi muuta
tapausta. Helpoin tapa on yhdistad DY-ryhman yhtalot yhdeksi yhden muuttujan
toisen kertaluvun DY:ksi. Sivuutamme, nyt tdmén tarkastelun.)
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Maaritelma 5.7.1 Ensimmaisen kertaluvun kahden muuttujan differenti-
aaliyhtdloparin (5.93) tasapainoratkaisu u(t) = w* ja v(t) = v* on dynaamisesti
stabiili, jos

lim @(t) =0 ja lim o(t) =0

t—o00 t—o00

Lause 5.7.1 Ensimmaisen kertaluvun kahden muuttujan differentiaaliyhtaloparin

(afar) =2 (2) + (1)

tasapainoratkaisu on dynaamisesti stabiili, jos kerroinmatriisin A ominaisarvot A\;
ja Ao toteuttavat toisen seuraavista ehdoista

(a) AL, e€R ja A <0, ja A2 <0

tal
(b) Mio=a+ifeC ja a<0

Helpoin tapa hahmottaa systeemin kayttaytymista lahella tasapainoa, on piirtaa
ratkaisu-uria tasapainopisteen l&helle (x,y)-koordinaatistoon. Kuvissa 5.26a)-g) on
perustapaukset.

Esimerkki 5.7.1 Tutkitaan ensimmaisen kertaluvun lineaarista vakiokertoimista
differentiaaliyhtaloryhmaé,

dy/dt = 2+z—2y
<§Z;£> - (_11 _12) <§> + (;) (5.104)

Tasapainon (z*;y*)T = (4;3)T stabiilisuus selvidi kerroinmatriisin ominaisarvoista

1 (=2 =)
& (-1-XN)(-2-X)—-1=0
& AN -3)2+1=0
3++5
2

‘(—1—A) 1 ‘:0 (5.105)

A\ =

& A =2.618 ja Ay = 0.382 (5.106)

Tasapaino on siis epéstabiili noodi. ///
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/N

a) stabiili noodi (node)

a5 <«
A <O <N =0
c) satulapiste (sadle point) (epéstabiili). d) keskus (center) (epastabiili).
¥y ) M ¥ 3
2 S
2 4
1454 15
1 1
F—ﬁb\ a >0 /U?\ <0
i ] \n_[g 1 ) -5 ¥ -DI,5 _D;'E)—/DIS 1 1I5 2 25
] 05 1 x N x
RE TE
e) epastabiili spiraali (focus). f) stabiili spiraali (focus).

Figure 5.26: Ratkaisu-urat tasapainon lahella.
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5.7.2 Monen muuttujan tapaus

Edellisen kappaleen tulokset yleistyvat helposti useamman muuttujan tapauksiin.

Lause 5.7.2 Olkoon x = (x1,s2,...,2,) . Silloin DY-ryhmin
dx/dt = Ax+b

tasapainoratkaisu on stabiili, jos ja vain jos kaikki reaaliset kerroinmatriisin A omi-
naisarvot ovat negatiivisia ja kaikkien kompleksisten ominaisarvojen reaaliosat ovat
negatiivisia.

5.8 Yleinen tasapainon stabiilisuus

Aloitamme tdméan kappaleen diskreetilla mallilla, joka on johdantona saman ilmion
jatkuvalle mallille. Samalla tulemme varovaisiksi tasapainojen stabiilisuuksien suh-
teen.

Esimerkki 5.8.1 Olkoon x; yrityksen markkinaosuus (0 < z; < 1) jaksolla ¢. Ilman
markkinointiponnistuksia markkinaosuus pienenee niin, etta

AZpoist = —TTy (5.107)

missa r on poistumakerroin, 0 < r < 1. Yritys kayttaa markkinointiin panoksen by,
joka on suoraan verrannollinen markkinaosuuteen b; = ax;. Markkinoinnin vaikutus
markkinaosuuteen on

Axuudet,t = 6bt(1 — xt) = axt(l — $t), a>0 (5108)
Yhdistamalla muutostermit, saamme markkinaosuuden dynamiikkaa kuvaavan mallin
i1 = (1 —7r)xy + axe(1 — x) = f(24). (5.109)

Mallin tasapainoratkaisut saadaan yhtalosta

z* = f(z¥) (5.110)
szt = (1-r)zx"+ax™(1—2x%)
&0 = z°(—r+a—azx)

o =0 ja af=—_ (5.111)

Systeemin stabiilisuutta tasapainon lahelld voidaan arvioida funktion f Taylorin
sarjan avulla seuraavasti

vep1 = [l = @)+ f@")(xe — ) (5.112)
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=1 — 2" o~ fl(2")(r — ) (5.113)

- |xt+1| ~ |f/($*)| (5114)

Tasapaino z* on siis stabiili (lim;_, o, Z; = 0), jos

If ()| < 1. (5.115)
Askelfunktion derivaatta on nyt
fl(z*)=1—7r+a—2az* (5.116)
Tasapaino x7 = 0 on stabiili, jos
1< f(0)<1 (5.117)
& —1<l—r4+ax<l1
&S r—2<a<r (5.118)

Tasapaino 5 = 1 — r/a on stabiili, jos

—1<f'(1-r/a)<1 (5.119)
& —1<l-r4+a—-2a(1l—-r/a)<1
&S r<a<r+2 (5.120)

Kun siis markkinointiponnistus on heikko, a < 7, niin yrityksen markkinaosuus
kuluu kokonaan pois. Kun markkinointiponnistus on riittava, »r < a < r + 2, niin
markkinaosuus saadaan vakiinnutettua tasapainoarvoonsa. Mita tapahtuu, jos a >
r 4 27

Kuvaan 5.27 on piirretty simuloitu ratkaisu, kun » = 0.2, a = 3 ja xg = 0.5.
Ratkaisu on esimerkki kaoottisesta aikasarjasta. Malli ei enda toimi tyydyttavasti,
silla muuttuja x; saa ykkosta suurempia arvoja, mika on vastoin oletustamme.
(Emme nyt késittele kaoottisia ilmititd enempéa.) ///

Esimerkki 5.8.2 Teemme edellisen esimerkin tilasteesta jatkuvan DY-mallin. Olkoon
x(t) yrityksen markkinaosuus ja y(t) yrityksen markkinointiponnistus (kassavirta).
Yrityksen markkinointiponnistuksen tavoitetaso on 4igvoite = ax. Jotta markki-
nointi olisi kohdallaan, sita tarkistetaan ajoittain niin, etta tama saato-prosessi nou-
dattaa likimain mallia dy/dt = ax — y. Yksinkertainen yrityksen markkinaosuutta
ja markkinointia kuvaava malli on nyt

{ de/dt = —rz+y(l—=x) (5.121)

dy/dt = ax—vy

Helposti ndhd&an, ettd mallin tasapainoratkaisut ovat (x7,y7) = (0,0) ja (x3,43) =
(1—r/a,a—r). Ennen kuin otamme kantaa tasapainojen stabiilisuuteen, tutkimme
yleista tapausta. ///
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1.4
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Figure 5.27: Mallin 211 = 0.8x; 4+ 3z+(1 — z;) ratkaisu, kun g = 0.5.

Olkoon tutkittavana epélineaarinen DY-ryhméa

{ dx/dt

dy)di f(@,y) (5.122)

9(z,y)

Lahella tasapainopistettda z ~ z* ja y ~ y* asetamme T =z —x* jay = y — y~.
Voimme arvioida

dz/dt fzZ + fyy
- - 7 5.123
{ dy/dt 9z T + gyy ( )

dz/dt f fy) (fc)
- ~ ~ 5.124
(dy/ dt) <9m 9y ) \ ¥ ( )
missa osittaisderivaatat on laskettu tasapainopisteessa. Lahella tasapainoa systeemi
kayttaytyy siis likimain kuin lineaarinen malli (5.124). Stabilisuus tutkitaan siis

derivaatta-matriisin
o-(: 1)
gz Gy

ominaisarvoista. Palataan nyt edella kesken jadneeseen esimerkkiin.

Q

Esimerkki 5.8.3 Edella

dz/dt
{ dy/dt

—rz+y(l—x)
axr —y

I
-

x’ y)) (5.125)

Osittaisderivaatat ja derivaatta-matriisi ovat

fo = —r—y
fy = 1—x

gz — a
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9y = —1
(5.126)

~D = (‘T‘y 1“”) (5.127)
Tasapainopisteessa (z7,y7) = (0,0) siis

DO _ <—7’ _11) (5.128)

a
Ominaisarvoille patee

(=r=X)(-1=X)—-a = 0
N4A+rA+(r—a) =

—(1+7")i\/(1+7“)2—4(r—a)

P—
2

Molemmat ominaisarvot ovat negatiivisia, jos juurrettava on pienempi kuin (1+7)2,
eli
a <T.

(Jos juurrettava on negatiivinen, niin A on kompleksinen ja sen reaaliosa on negati-
ivinen, joten téssékin tapauksessa tasapaino on stabiili.)
Tasapainopisteessé (x5,y%) = (1 — r/a,a — r) derivaatta-matriisi on

@ _(-r—ys l1—x3\_(—a r/a
b (B B ()

Ominaisarvoille patee

(—a—=XN)(-1=X)—r =

MNt(A+ar+(a—r) = 0

—(14+a)+/(1+a)?—4(a—r)
2

P —

Molemmat ominaisarvot ovat negatiivisia, jos juurrettava on pienempi kuin (1+a)?,
eli
a>r.

(Jos juurrettava on negatiivinen, niin A on kompleksinen ja sen reaaliosa on negati-
ivinen, joten téssdkin tapauksessa tasapaino on stabiili.) ///

Esimerkki 5.8.4 Edellisessa esimerkissa oli useita muutosnopeuteen liittyvia ker-
toimia asetettu ykkosiksi, jotta laskeminen ndyttaisi helpommalta. Oikeastaan mallin

pitaisi olla
do/dt = —ra+ay(l-g) = f(@y)
{ dy/dt = pBlax —y) = g(z,y) (5.130)
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Olkoon yrityksen liikevaihto 157000 € /kk ja markkinaosuus z = 0.25 = 25%. Talla
hetkelld yritys katsoo markkinointipanoksen oikeaksi suuruudeksi 8000 € /kk. Vali-
taan y:n yksikoksi 1000 € /kk. Silloin

a-0.25=8= qa=32 (5.131)

On arveltu, etta ilman markkinointipanosta markkinaosuus kuluu pois suhteellisella
vauhdilla 10%/kk, joten (kun aikayksikkoné on kk)

dz/x

=0.1 132
=0 (5.132)

de/dt = —re =1r=—

Tuhannen euron markkinointipanoksen (/kk) arvellaan kdantavan 2% ei-asiakkaista
asiakkaiksi kuukaudessa. Siis

ay(l —x)

T =002y = a =002 (5.133)

Markkinointipanoksen suhteellinen muutosnopeus on 20%/kk. Siis

d
dij =35 =~ =02 (5.134)
Saamme siis konkreettisen mallin
dr/dt = —0.1z+0.02y(1— =)
{ dy/dt = 0.2(32z —y) (5.135)

Tasapainoratkaisut ovat (z7,y7) = (0,0) ja (z3,y5) = (0.844; 27.0). Derivaatta-
matriisi on

_ —0.1-0.02y 0.02(1 —x)
D = ( 6.4 0.9 ) (5.136)
1 _ —0.1 0.02 (1) _ (1)
=D = < 6.4  —0.2 — A\ —0.511, Ay’ =0.211
(2) _ —0.64 0.00312 (2) _ 2) _
=D = < 6.4 0.9 — A —0.681, A5 —0.156
Siis ei-triviaali tasapaino on stabiili. Hyva! Yritys tulee viela kasvamaan! ///

Esimerkki 5.8.5 Tarkistetaan viela onko edellisen esimerkin yrityksella markki-
nointipanos -kerroin a kohdallaan. Jos a palautetaan numeroarvosta parametriksi,
niin malli menee muotoon

de/dt = —0.1z +0.02y(1 — z) f(z,y)
{ dy/dt = 0.2(azx —y) = g(z,9) (5.137)

Tasapainoratkaisut ovat (z7,y7) = (0,0) ja (z3,y5) = (1—5/a;a—>5). Jos myynnista
saatava kate on 20%, niin voitto tasapainossa markkinointikustannukset huomioiden
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on
P(a) = 0.2-z*-628000—y* (5.138)
= 0.2-(1—5/a)- 628000 — (a—5) - 1000 (5.139)
— 130600 — 628 000/a — 1000a (5.140)

Suurin voitto tasapainossa saadaan, kun
P'(a)=0=a~~25 (5.141)

Yritys siis panostaa markkinointiin enemman kuin sen tasapainossa kannattaisi.
Toisaalta yritys ei viela ole tasapainotilanteessa, joten on ymmarrettavaa, etta halut-
tua markkinaosuutta haetaan agressiivisesti. Optimaalinen panostus transientissa
vaiheessa kuuluu niin sanotun optimiohjausteorian (optimal control theory) alaan.
Emme nyt paneudu optimiohjauksen teoriaan. ///



